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热身: Tate 积分 (1950)

考虑局部域 Ʈ (如 ℝ, ℚ�, ��((�)) 或ެ有限扩张), 连同绝对值| ⋅ | = | ⋅ |�.Ʈ× ↪ Ʈ, 而 Ʈ× 在上 Ʈ 以乘法作用.�(Ʈ): Schwartz 函数空间,� ∶ Ʈ× → ℂ×: 连续同态.
目标: 延拓 � 为 Ʈ 上的缓增广义函数, 即 �(Ʈ)∨ 的元素.
初↛思路: 固定 Haar 测度以定义广义函数

�(Ʈ) ∋ � ↦ ∫� �� =∶ �(�, �).
困难: 对一般的 � 发散, 但考虑 �| ⋅ |� 满足 Re(�) ≫ 0 者则无问题.
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定理

可将 �(�| ⋅ |�, ⋅) 延拓为一族 � ∈ ℂ 的亚纯函数, ਌值在 �(Ʈ)∨; 非
Archimedes 情形下, 它还是 �� 的有理函数, � 是剩余域的元素个数.

由↚得到一族 Ʈ 上相对于 Ʈ× 作用的 �| ⋅ |�-等਎广义函数.
适当选਌ Haar 测度, 加性特征 � ∶ Ʈ → ℂ×, 并将 � 用 12 平移后,
Fourier ਎换 ℱ 给出函数方程.

定理

存在函数 �(�, �) (对 � 亚纯或有理) 满足

�(�̌| ⋅ |−�, ℱ�) = �(�, �)�(�| ⋅ |�, �).
称之为 � 积分的局部函数方程.
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推广: 考虑 GL(�, Ʈ) ↪ Mat�×�(Ʈ), 以 GL(�) 的不可约表示的矩
阵系数代替 �.
依然有 � 积分的亚纯延拓, 函数方程 (玉河恒夫, Godement,
Jacquet: < 1972).
存在整体版本的构造 (Ʈ = ℚ, ��(ƫ) 和 ��, ެ中 ƫ 是曲线), 蕴
涵丰富的算术信息. 特例: � = triv⇝ Riemann � 函数.

构造合适的积分表达式是研究自守 �-函数的主要方法之一, 系统性的理
论仍有待建立.
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准齐性向量空间

为了解 Riemann � 函数在, 佐藤幹夫在 1961 年提出了:

定义

固定一个域 Ʈ. 代数群 Ư 作用下的准齐性向量空间是
有限维 Ʈ-向量空间 �,Ư 在 � 上的线性作用, 使得 � 有 Zariski 开轨道 �+.

很多情形下, � ∖ �+ = {� = 0}, ↙则函数 � 称为 相对不਎量.
例子:Ư = GL(�) × GL(�), � = Mat�×�, 相对不਎量 =detƯ = GL(�), � = {�元对称二次型}, 相对不਎量 =det.
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准齐性 � 积分
设 Ʈ 为局部域, 如 ℝ, ℚ� 等. 设 � 为 � 的相对不਎量, 固定 Haar 测
度, 加性特征 � ∶ Ʈ → ℂ×. 定义 � 积分

�(�, �) ∶= ∫�(�) �|�|�, � ∈ �(�(Ʈ)).
定理

如准齐性向量空间 � 满足 “↙则” 性, 边界等于 {� = 0}, 则
1 Re(�) > 0 ⟹ �(�, �) 收敛;
2 能作亚纯/有理延拓至所有 �;
3 逆↛表示 �∨ 也是准齐性的;
4 较复杂的函数方程: 联系 � 和 �∨; � 因子 ⇝ �-矩阵.....
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对于准齐性 � 积分:
函数方程依然源于向量空间 � 上的 Fourier ਎换.
存在整体版本的构造, 常有算术应用, 如 Epstein � 函数

∑�⃗∈ℤ��⃗≠0
1�(�⃗)� , � ∶↙定整二次型, Re(�) ≫ 0.

从表示论的观点, 这些 � 函数却常常是比较 “退化” 的.
参考: T. Kimura, Introduction to prehomogeneous vector spaces,
MMONO 215, AMS.
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自然的想法

在准齐性 � 积分中添入类似于矩阵系数的函数.Ư: 特征零局部域 Ʈ 上分裂的约化群.�: 准齐性向量空间, 假设它的开轨道 �+ 是代数对称空间, 简单起
见设 � ∖ �+ = {� = 0}.�(�): Schwartz 空间, ਌值在 12 -密度线丛 ℒ1/2 里.�: 合适意义下 Ư 的光滑表示.

已知 �� ∶= Hom�,连续 (�, ƫ∞(�+, ℒ1/2))
为有限维. 可考虑不依赖于测度的 � 积分

�(�, � ⊗ �, �) = ∫�+ �(�)|�|��, � ⊗ � ∈ �� ⊗ ��.
期望: 对 ℜ(�) ≫ 0 和所有 � ∈ �(�) ⊂ �2(�+) 收敛, 并且有亚纯
延拓, 连续性等.
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进一↛期望: 有函数方程, 由 � 上的 Fourier ਎换诱导 (适当拓展到12 -密度的情形).
਍到 Sakellaridis (2012) 关于 �-函数积分表达式的工作启发.
期望: 整体情形下的 � 积分与自守 �-函数相关.
对于一般的对称空间 �+ 及ެ仿射 Ư-等਎嵌入 �+ ↪ �: 对
Schwartz 空间与 Fourier ਎换所知仍有限 (例: 约化幺半群 —
Braverman, Kazhdan, Ngô 等人的工作).
承上, 难点的源头在于 � 通常有奇点. 光滑的 � 可以表为准齐性
向量空间或ެ纤维化 (Luna), 从这类空间入手因而是合理的.�-进域情形已有部分结果, 参考 arXiv:1508.05594.
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例子

包含 Godement–Jacquet 的 � 积分作为特例 � = Mat�×�,Ư = GL(�) × GL(�); dim �� ≤ 1 由矩阵系数实现.
这种准齐性向量空间已有分类: Kacs (1980), Leahy (1998),
Benson-Ratclif (1996).
特例: ƭ6 有一个自然的 27 维表示 �. 计入伸缩则得到Ư ∶= �� × ƭ6 在 � 上的作用. 它成为准齐性向量空间, 开轨道�+ 不是对称空间, 但能被对称空间 �� × (Ʈ4\ƭ6) 有限地覆盖.
问题: 相应的 � 积分有何诠释?

注记 (J. Adams): Ʈ4\ƭ6 是 Lusztig (arXiv:0908.4414) 定义的↼对䀈
齐性空间的一个特出例子.
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Ʈ = ℝ: 亚纯延拓

一种工ޭ: �ℂ ∶= � ×ℝ ℂ 上的代数 Ƭ-模理论.
当 Re(�) ≫ 0 时 � 积分的收敛性应当是容易的 (运用 Cartan 分解
和 Krötz–Sayag-Schlichtkrull 等人的结果).
਍复幂积分 � ↦ ∫� �|�|� 的亚纯延拓启发: ެ经ޮ手法是证明|�|� 生成一个完整 Ƭ-模 (holonomic Ƭ-module), 这是某种关于Ƭ-模的有限性条件, 基于 J. Bernstein, 柏原↙树等人的工作.
固定极大紧子群 � ⊂ Ư = Ư(ℝ), 要点是对于任意 �-有限光滑向
量 � ∈ �∞� 及 � ∈ ��:

1 证明 �(�) ∈ �∞(�+, ℒ1/2) 生成一个完整 �-模.
2 由之推导 � 积分的亚纯延拓.
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大致思路如次.
1 应用 V. Ginzburg (1989) 的工作来得到完整 Ƭ-模.

设 �+ ≃ �\�, � ∶= Lie(�) 是对合 � 的不动子空间;
਌ �-不਎的不਎双线性型以等同 � ≃ �∗;
化约为辛几何问题: 对 �ℂ 的每个幂零轨道 �, 说明 � ∩ �⟂ 是
Lagrange 子流形 (Ginzburg 已证).

2 应用 Brylinksi–Delorme (1992) 附录 A 来推导亚纯延拓, 基于柏原↙
树的理论.

3 问题: 能否推广到 �+ 不是对称空间的情形?
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