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Interviewer Some people say they can’t understand your writing, even after they
read it two or three times. What approachwould you suggest for them?

Faulkner Read it four times.

William Faulkner, The Art of Fiction No. 12

The Paris Review, No. 12, Spring 1956.

凡例

呈献给读者的是笔者于 2015, 2017年秋季学期,在中国科学院大学1为大二本科生讲授代
数学时,应要求为课本《代数学引论》第三卷2编撰的习题提示以及部分改正. 因事出匆
忙,错漏在所难免,在此祈求方家斧正. 虽是野人献曝,倘若这份资料对研读《代数学引
论》汉译本的广大师生能有一丝一毫的助益,笔者的绵薄之力便有所值了.
编撰原则简述如下:

• 基于授课时的现实,我们不求覆盖所有章节.
1玉泉路校区,北京市石景山区.
2第二版, А. И.柯斯特利金著;郭文彬译. (北京: 高等教育出版社, 2007年, ISBN 978-7-04-022506-8)
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• 如书上已有提示,并且对解题有实质帮助者,则不再多言.

• 纯计算类的题目略去提示,不过这类题目在书中并不多.

• 书里一些习题既无计算,亦非证明,更不能归为思考题,只能说是 А. И. Кострикин
作的一些评注或发挥. 这类习题当然无需提示.

• 引用的页码和结果如无另外申明,则一概指向课本. 我们有时也沿用原书体例,以
[BAI], [BAII], [BAIII]代表《代数学引论》汉译本的一至三卷.

• 我们基本遵循《代数学引论》的符号,但考量到当今数学界通用的符号或有不同,
仍有少量改动. 惯例如下:

– 以 |𝐸|或 #𝐸 表集合 𝐸 的元素个数;

– 以 ℤ/𝑛ℤ表 𝑛个元素的循环群;

– 环 𝑅皆含幺元,其乘法可逆元构成的群记为 𝑅×;

– 群 𝐺的运算如以乘法表示,不致混淆时记 𝐺的幺元为 1. 类似地, 𝑛 × 𝑛单位矩
阵记为 1𝑛或 1;

– 群 𝐺的中心记为 𝑍(𝐺),类似地环或代数 𝑅的中心记为 𝑍(𝑅);

– 代数结构 (群,模等等)的同态集记为 Hom,自同态集记为 End,自同构集记为
Aut;

– 整数的同余式写作 𝑥 ≡ 𝑎 (mod 𝑛)之形.

• 超链接可以在各式 PDF阅览器中点击.

勘误

以下仅限于本人所能发现并且记得的错误.

• §1.4最后一段 应指 “流形的基本群”.

• §2.2习题 4 …后者成立的必要条件是 𝑝 ∣ (𝑞 − 1).

• §5.4.2,命题 2的证明 更正确的论证如下. 根据条件, 𝐺 含有一个对换和一个
𝑝-循环 𝜎. 因为 𝑝为素数, 𝑝阶元必为 𝑝-循环. 用 𝑆𝑝中的适当元素对 𝐺共轭后,可设
对换为 (12). 存在 𝑠 ∈ ℤ使得 𝜎𝑠(1) = 2,这时 𝜎𝑠仍是 ⟨𝜎⟩的生成元,故仍是 𝑝-循环,
形如 (12𝑎3 ⋯ 𝑎𝑝),其中 {𝑎3, … , 𝑎𝑝} = {3, … , 𝑝}. 再用 𝑆𝑝中保持 1, 2不动而映 𝑖 ↦ 𝑎𝑖
的元素对 𝐺共轭,可设 𝜂 ∶= 𝜎𝑠 = (123 ⋯ 𝑝). 于是精确到共轭, 𝐺含 𝜂(12)𝜂−1 = (23),
𝜂(23)𝜂−1 = (34),依此类推,得到 𝑆𝑝的标准生成集落在 𝐺中.
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• §5.5.1定理 1的证明 正确论证如下. 对正整数 𝑚 的因子个数作归纳, 可从
𝑋𝑚 − 1 = ∏𝑑∣𝑚 Φ𝑑 推得整系数首一多项式 Φ𝑚 的常数项在 𝑚 = 1时为 −1, 否则
为 1. 以下用归谬法. 设满足 𝑝 ≡ 1 (mod 𝑛)的素数 𝑝仅有有限个,记为 {𝑝1, … , 𝑝𝑠}.
那么根据先前的引理 2, 对任意整数 𝑎, 素数 𝑝整除 Φ𝑛(𝑎)蕴涵 ∃𝑖 𝑝 = 𝑝𝑖. 现在取
𝑎 = (𝑝1 ⋯ 𝑝𝑠)𝑁 , 𝑁 ≫ 0,那么 Φ𝑛(𝑎) > 1,而且对每个 𝑖都有 Φ𝑛(𝑎) ≡ 1 (mod 𝑝𝑖),故
Φ𝑛(𝑎)有 𝑝1, … , 𝑝𝑠之外的素因子. 矛盾.

• §5.5.5定理 13 关于实根式解的讨论, 较好的文献是 I. M. Issacs, Solution of poly-
nomials by real radicals. The American Mathematical Monthly, Vol 92, No 8 (1985).
pp.571–575.

§1.1

1. 直接计算.

2. 直接计算.

3. 透过 Γ,它们分别对应到 𝑄8 的元素 ±1, ±i, ±j和 ±k,四元数的乘法对应到矩阵乘
法.

4. 无可能. 因为 ℂ将透过左乘使得 𝐴成为 ℂ-向量空间,而且 ℝ-代数的结构将导致

dimℝ 𝐴 = 2 dimℂ 𝐴,

故 dimℝ 𝐴必为偶数.

5. 略.

§1.2

1. 设 𝐻 ⊂ 𝐺指数为 2,以下证明 𝐻𝑥 = 𝑥𝐻 对所有 𝑥都成立. 留意到 𝐻𝑥 = 𝐻 ⟺
𝑥 ∈ 𝐻 . 若 𝑥 ∈ 𝐻 则 𝐻𝑥 = 𝐻 = 𝑥𝐻 . 又由于无交并分解中仅有两项,若 𝑥 ∉ 𝐻 则
𝐻𝑥 = 𝐺 ∖ 𝐻 ;同理,这也给出唯一的陪集 𝑥𝐻 ,综之亦有𝐻𝑥 = 𝑥𝐻 .

2. 设 𝐺为 6阶群. 根据 Cauchy定理,存在 3阶元 𝜎和二阶元 𝜏;这点也可以如下验证:

• 因为 |𝐺|为偶数,考察 𝑥 ↦ 𝑥−1的不动点可知必有二阶元 𝜏;

• 若所有元素 ≠ 1都是二阶,则 𝑥𝑦 = (𝑥𝑦)−1 = 𝑦−1𝑥−1 = 𝑦𝑥导致 𝐺交换,矛盾.
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由 ⟨𝜎⟩ ◁ 𝐺可证明 𝜏𝜎 = 𝜎±1𝜏 ,从而 𝐺中形如

𝜏 𝑖𝜎𝑗 , 𝑖 = 0, 1, 𝑗 = 0, 1, 2

的元素构成子群 𝐺0. Lagrange 定理导致 ⟨𝜎⟩ ∩ ⟨𝜏⟩ = {1}, 故此表法唯一, 从而
𝐺0 = 𝐺. 假若 𝜏𝜎𝜏−1 = 𝜎则 𝐺交换,否则 𝜏𝜎𝜏−1 = 𝜎−1,这时我们得到 𝑆3的乘法: 例
如取 𝜏 = (1, 2), 𝜎 = (1, 2, 3).

§1.3

1. 对于任意 𝑥,轨道 𝐺(𝑥)等价于 𝐺/St(𝑥),办法是映 𝑔𝑥为 𝑔St(𝑥).

2. 设 |𝐺| = 𝑝2,则中心 𝑍 ≠ {1}. 若 |𝑍| = 𝑝2 则 𝐺交换,否则 |𝑍| = 𝑝. 这时存在 𝑝阶
元 𝑥 ∉ 𝑍 . 可以证明

𝑥𝑎 ∈ 𝑍 ⟺ 𝑝 ∣ 𝑎

(考虑使此式成立的最小 𝑎 ≥ 1; 所有其它 𝑎 都被它整除.) 因此陪集分解给出
𝐺 = ⋃𝑎 𝑥𝑎𝑍 ,由此立见 𝐺交换.

3. 见课本提示.

4. 见课本提示.

5. 初等组合学.

6. 平凡的. 注意到 “最小不变子群”应改为 “最小不变子集”.

7. 略.

8. 见课本提示,或用以下方法: 作分解 Ω = Ω1 ⊔ Ω2 ⊔ ⋯使得每个 Ω𝑖 都是可迁不变
子集, 相应地 𝑁(𝑔) = 𝑁Ω(𝑔) 分解为 ∑𝑖 𝑁Ω𝑖(𝑔). 于是化约到 Ω 可迁的情形, 此时
𝑟(𝐺 ∶ Ω) = 1. 这无非是定理 3.

9. 如果 𝑎2 = 1则 𝐷(𝑎) = {𝑥 ∶ 𝑥𝑎 = 𝑎𝑥} = 𝐶(𝑎)是群. 反之设 𝐷(𝑎)是群,从 1 ∈ 𝐷(𝑎)
立见 𝑎2 = 1. 一般情形下,容易验证

𝐷(𝑎)𝐷(𝑎) ⊂ 𝐶(𝑎), 𝐶(𝑎)𝐷(𝑎) ⊂ 𝐷(𝑎), 𝐷(𝑎)𝐶(𝑎) ⊂ 𝐷(𝑎), 𝐷(𝑎)−1 ⊂ 𝐷(𝑎)

因此 𝐶(𝑎) ∪ 𝐷(𝑎)总是一个子群.
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§1.4

1. 以 Ad(𝑔) 记内自同构 𝑥 ↦ 𝑔𝑥𝑔−1, 则对任意自同构 𝜎 都有 (𝜎Ad(𝑔)𝜎−1)(𝑥) =
𝜎(𝑔)𝑥𝜎(𝑔)−1 = Ad(𝜎(𝑔))(𝑥). 故 Inn(𝐺) ◁ Aut(𝐺).

2. 考虑满射 (ℎ, 𝑘) ↦ ℎ𝑘,证明它的每一条 “纤维”都恰有 |𝐻 ∩ 𝐾|个元素. 其余略去.

3. 略.

4. 平凡.

5. 正确,考虑显然的同态 𝐺 → 𝐺/𝐾1 × 𝐺/𝐾2,其核为 𝐾1 ∩ 𝐾2.

6. 假设 𝐾 ∩ 𝐴 = 𝐾 ∩ 𝐵 = {1}. 在 [BAIII, §1.4定理 6]的证明中已隐含以下一般性质

𝑁1, 𝑁2 ◁ 𝐺, 𝑁1 ∩ 𝑁2 = {1} ⟹ ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑁1 × 𝑁2, 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥.

应用于 𝑁1 = 𝐾 , 𝑁2 = 𝐴, 𝐵,得到 𝐾 ⊂ 𝑍𝐺(𝐴) ∩ 𝑍𝐺(𝐵),这里 𝑍𝐺(⋯)代表中心化子
群. 于是 𝐾 包含于 𝐴 × 𝐵的中心.

7. 不是. 事实上考虑 𝑄8的循环子群即知所有非平凡子群都包含 {±1},故不可能分解
为半直积.

8. 应用上述观察和 [BAIII, §1.4,定理 4] (正规子群的对应定理,此处取 𝐾 = {±1}).

9. 应用上题结果: 𝐷4有非正规子群 (例如二阶子群 ⟨ℬ⟩), 𝑄8则否.

10. 分别考虑自同构在生成元 𝒜 和ℬ上的效应.

11. 略.

12. 见课本提示.

13. 对 𝜎 ∈ 𝑆𝑛,定义 𝑓(𝜎)为以下线性变换: 𝑒𝑖 ↦ 𝑒𝜎(𝑖),其中 𝑒1, … , 𝑒𝑛 ∈ 𝐹 𝑛是一组基. 更
具体的方法请见课本提示.

14. 见任一本代数教材,如聂灵沼,丁石孙《代数学引论》第二版 (北京: 高等教育出版
社, 2000年), §2.11.

§2.1

1. 略

2. 设 |𝐺| = 𝑝𝑛. 当 𝑛 ≥ 1时 p.17定理 2蕴含中心 𝑍(𝐺) ≠ {1}. 对 𝑛作数学归纳法可知
𝐺/𝑍(𝐺)和 𝑍(𝐺)都可解.
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3. 略

4. 若子群𝐻 ⊂ 𝐴5满足 |𝐻| = 15,由 §2.2习题 4知𝐻 为循环群,这在 𝐴5中不可能.

若 |𝐻| = 20,则由 𝐴5 的单性可知正规化子群 𝑁𝐴5(𝐻) = 𝐻 . 先观察到𝐻 必包含形
如 (𝑎𝑏)(𝑐𝑑)的 2阶元. 任取 5阶元 𝜏 ∈ 𝐴5,令 ⟨𝜏⟩ ≃ ℤ/5ℤ以共轭方式作用于 𝐴5/𝐻 ;
说明这是平凡作用,故𝐻 包含所有 5-循环. 由等式

(𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒)(𝑎𝑏)(𝑐𝑑) = (𝑎𝑐𝑒) ∉ 𝐻

导出矛盾.

§2.2

1. 设素数 𝑝 > 2,视 𝑆𝑝 为同余类集 ℤ/𝑝ℤ上的置换群. 则 𝑆𝑝 中的 Sylow 𝑝-子群 (必包
含于 𝐴𝑝)由 (12 ⋯ 𝑝)生成,元素为形如 𝑎 ↦ 𝑎 + 𝑖的映射;说明其正规化子群由如下
映射组成

1 ↦ 𝑘, 2 ↦ 𝑘 + 𝑖, 3 ↦ 𝑘 + 2𝑖, …

其中 𝑘 ∈ ℤ/𝑝ℤ 而 (𝑖, 𝑝) = 1; 共有 𝑝(𝑝 − 1) 种选法. 所以 Sylow 𝑝-子群的个数
𝑁𝑝 = 𝑝!

𝑝(𝑝−1) = (𝑝 − 2)!.

2. 略

3. 比较中心可知 𝑆4 ≄ SL(2, ℤ/3ℤ). 现在解释 𝐴4 ≃ PSL(2, ℤ/3ℤ)的缘由. 先说明两边
都有正规的 Sylow 2-子群 ≃ ℤ/2ℤ × ℤ/2ℤ,由此说明两边都可写成 Sylow 2-子群与
3-子群的半直积. 具体选取 3阶元如 ( 1 1

1 )以说明在同构意义下,两个半直积由相
同的同态 ℤ/3ℤ ↪ Aut(ℤ/2ℤ × ℤ/2ℤ)确定.

4. 注意: 本题的 𝑝 ∤ 𝑞 − 1仅是 𝐺 非交换的必要条件, 非充分 (因为对任何 𝑝 < 𝑞 都
可以取 𝐺 = ℤ/𝑝𝑞ℤ). 设 𝑃 , 𝑄分别为 Sylow 𝑝-和 𝑞-子群, 用 Sylow第三定理导出
𝑁𝐺(𝑄) = 𝐺和半直积 𝐺 = 𝑄 ⋊ 𝑃 . 群 𝐺的结构由共轭作用导出的同态

ℤ/𝑝ℤ ≃ 𝑃 → Aut(𝑄)

确定,当此同态平凡时 𝐺 = 𝑃 × 𝑄. 说明 Aut(𝑄) ≃ Aut(ℤ/𝑞ℤ)为 𝑞 − 1阶群,由此导
出 𝑝 ∤ 𝑞 − 1 ⟹ 𝐺 ≃ 𝑃 × 𝑄是循环群.

5. 利用第一题的提示.

6. 首先排除 |𝐺| = 𝑝𝑛或 |𝐺| = 𝑝𝑞情形,其中 𝑝, 𝑞是素数. 剩余情形如下.
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• |𝐺| = 22⋅3:若 Sylow 2-子群𝑃 非正规,必有𝑁2 ∶= (𝐺 ∶ 𝑁𝐺(𝑃 )) = (𝐺 ∶ 𝑃 ) = 3;
此式对所有 Sylow 2-子群皆成立. 说明 𝑃 ♭ ∶= ⋂𝑔∈𝐺 𝑔𝑃 𝑔−1 ◁ 𝐺, 而且 𝐺 在
{𝑃 ′ ⊂ 𝐺 ∶ Sylow 2-子群}上的共轭作用将 𝐺/𝑃 ♭ 嵌入 𝑆3. 由 |𝑆3| < |𝐺|导出
𝑃 ♭ ≠ {1}, 𝐺,从而证明 𝐺非单.

• |𝐺| = 2 ⋅ 32: 证明 Sylow 3-子群正规.

• |𝐺| = 22 ⋅ 5: 证明 Sylow 5-子群正规.

• |𝐺| = 23 ⋅ 3: 同 |𝐺| = 22 ⋅ 3情形类似,考虑 Sylow 2-子群 𝑃 非正规的情形.

• |𝐺| = 22 ⋅ 7: 证明 Sylow 7-子群正规.

• |𝐺| = 2 ⋅ 3 ⋅ 5: 见课本提示.

§2.3

1. 略

2. 化约到 𝐴是 𝑝-群情形,其中 𝑝是素数. 注意到 ∀𝑗 ≥ 0

𝐵 ≤ 𝐴 ⟹ 𝑝𝑗𝐵 ≤ 𝑝𝑗𝐴 ⟹ (𝑝𝑗𝐵)[𝑝] ≤ (𝑝𝑗𝐴)[𝑝],

其中 (⋯)[𝑝]表示交换群的 𝑝-挠部分,然后回顾不变量的唯一性证明.

3. 化约到 𝐴, 𝐵皆为 𝑝-群的情形,其中 𝑝是素数,然后使用不变量.

4. 同上.

5. 略

6. 略

7. 略

8. 略

9. 使用定理 2.

§2.4

1. 见课本提示.

2. 至少有两种方法.
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• 先推出 𝒟 𝑛[a,b] = ∑𝑛
𝑘=0

𝑛!
𝑘!(𝑛−𝑘)! [𝒟

𝑘a, 𝒟 𝑛−𝑘a],代入 exp(𝒟) = ∑∞
𝑛=0

𝒟 𝑛

𝑛! 以证明

exp(𝒟)[a,b] =
∞

∑
𝑢=0

∞

∑
𝑣=0

[𝒟 𝑢a, 𝒟 𝑣b]
𝑢!𝑣! = [exp(𝒟)a, exp(𝒟)b].

收敛性不成问题.

• 考虑向量值函数

ℝ
Φ1,Φ2−−−−→ {双线性映射 𝐿(𝐺) × 𝐿(𝐺) → 𝐿(𝐺)} ≃ ℝ(dim 𝐿(𝐺))2+dim 𝐿(𝐺)

Φ1(𝑠)(a,b) = exp(𝑠𝒟)[a,b]
Φ2(𝑠)(a,b) = [exp(𝑠𝒟)a, exp(𝑠𝒟)b] .

验证两者皆满足一阶线性常微分方程 +初值条件

Φ′
𝑖 (𝑠)(−, −) = Φ𝑖(𝑠)(𝒟(−), −) + Φ𝑖(𝑠)(−, 𝒟(−)),

Φ𝑖(0) = [−, −], 𝑖 = 1, 2.

从而导出 ∀𝑠, Φ1(𝑠) = Φ2(𝑠).

§3.1

1. 直接验证.

2. 皆不可约. 如果不用更深入的理论, 𝑛 = 3的情形将十分繁琐…

3. 取定 𝑛阶循环群 𝐴. 先注意到 Φ, Ψ必然是一维的. 当 Φ ≃ Ψ时显然

1
𝑛 ∑

𝑎∈𝐴
Φ(𝑎)Ψ(𝑎) = 1.

若 Φ ≠ Ψ,取 𝑏使得 Φ(𝑏) ≠ Ψ(𝑏),并在 1
𝑛 ∑𝑎∈𝐴 Φ(𝑎)Ψ(𝑎)中以 𝑎𝑏代 𝑎来论证.

4. 取定 𝑛阶循环群 𝐴及其生成元 𝑎. 上题的配对 (Φ, Ψ) ↦ 1
𝑛 ∑𝑛−1

𝑘=0 Φ(𝑎)Ψ(𝑎)给出函数
空间 {Φ ∶ 𝐴 → ℂ} ≃ ℂ𝑛 上的非退化 Hermite型. 仅须证明函数族 {𝑎𝑘 ↦ 𝜀𝑘𝑚}

𝑛−1
𝑚=0

对之构成标准正交基 (见 [BAII,第 3章 §2]).

5. 对第一小题可延续课本思路: 将 𝑞 种颜色的珠子循序排在 𝑝 个位置上, 𝑝 为素
数, 共有 𝑞𝑝 种排法. 群 ℤ/𝑝ℤ ⊂ 𝑆𝑝 透过轮换重置这些排列. 在 𝑝-轮换下不变的
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排法只能是同色排列, 共 𝑞 种. 𝑝-群作用下的计数公式 (参看课本 p.17) 遂给出
𝑞𝑝 ≡ |同色排列| = 𝑞 (mod 𝑝).

对于第二小题,在课本 p.71公式 (∗∗)中取 𝑞 = 1即是.

§3.2

1. 关于酉性的部分可直接验证. 至于 (ℝ, +)的一维连续表示的刻画,这可以作为已知
性质 (超纲),也可以用拓扑学知识论证如下: 给定一维连续表示相当于给定拓扑群
的连续同态 Φ ∶ ℝ → ℂ×. 易见 ℂ×的万有覆叠空间作为拓扑群由

𝑒 ∶ (ℂ, +) ↠ (ℂ×, ⋅)
𝑧 ↦ exp(𝑖𝑧), Ker(𝑒) = 2𝜋ℤ ≃ 𝜋1(ℂ×, 1),

给出,故存在唯一的连续同态 Φ̃ ∶ (ℝ, +) → (ℂ, +)满足Φ = 𝑒∘Φ̃. 容易看出 ∃!𝛼 ∈ ℂ
使得 Φ̃(𝑡) = 𝛼𝑡,相应地 Φ = Φ(𝛼).

2. 微积分习题.

3. 设 𝜌 ∶ 𝐺 ↪ GL(2, ℂ) 是忠实二维表示. 若 𝜌 可约则 Maschke 定理给出分解
ℂ2 = 𝑉 ⊕ 𝑊 ,其中 dim 𝑉 = dim 𝑊 = 1. 选取 𝑉 和𝑊 的元素为基,可见 𝜌的像必
为对角矩阵,故为交换群,从而 𝐺亦交换.

§3.3

1. 根据题目提供的子群信息, I至少包含了

1个 1阶元,
15个 2阶元,
20个 3阶元,
24个 5阶元.

其和为 60 = |I|故穷尽了 I. 现在考量共轭类.

(a) 由于 2阶子群皆共轭,全体 2阶元同属一个共轭类.

(b) 选定 Sylow 3-子群 𝑆 ≃ ℤ/3ℤ,由题目信息知 |𝑁I(𝑆)| = 6,所以 𝑁I(𝑆)中存在角
度为 𝜋 的旋转 𝜂,它不可能与 𝑆 中的所有元素交换,否则 I将有 6阶元,于是 𝜂
在 𝑆 上的共轭作用是 𝑠 ↦ 𝑠−1. 综上可知全体 3阶元共轭.
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(c) 准此要领,选定 Sylow 5-子群𝑊 ≃ ℤ/5ℤ,故𝑁I(𝑊 )的阶数为 10. 由此导出存在
角度为 𝜋 的旋转 𝜏 ∈ 𝑁I(𝑊 ),它保持𝑊 中元素的公共转轴不变,但不以𝑊 的
轴为轴 (否则 I将有十阶元),因此 𝜏 在𝑊 上的作用为 𝑡 ↦ 𝑡−1. 这就看出 5阶元
的共轭类一一对应于𝑊 在 𝜏 作用下的轨道,按转角分成 ±𝜋/5和 ±4𝜋/5两类.

综之,共有五个共轭类:

元素阶数 类的大小

1 1

2 15

3 20

5 12

5 12

若𝑁 ◁ I,则 |𝑁| ∣ 60并且 |𝑁| − 1可表为 15, 20, 12, 12的和,容易验证 |𝑁| = 1.

2. 纯代数的方法是利用 60阶单群的唯一性,这是熟知的性质,见 Grouppops. 几何证
明的梗概如下: 由 𝐴5的单性和 §1.2习题 1可知 𝑆5中 60阶的子群必为 𝐴5,故只须
构造非平凡的同态 I → 𝑆5. 在正 20面体中取对边中点连线,共有 15条,可以证明
其中两两垂直的三元组共有 5个. 而 I重排这些三元组,这就给出了 I → 𝑆5. 等价
的说法是: 正 20面体自然地内接 5个正 8面体,对称群 I重排之.

3. 对 SO(3)的情用定理 2处理,对于𝐻 ≤ SU(3)的情形,注意到𝐻 到它在 SO(3)中的
像是同构.

4. 若𝐻 ≤ SU(2)非逆像,则𝐻 到 𝐻̄ ≤ SO(3)为同构. 于是当 |𝐻|为奇数时 𝐻̄ 中存在
二阶元 𝜏 (Cauchy定理),亦即角度为 𝜋 的旋转. 然而易见这种旋转在 SU(2)里的任
一逆像 ̃𝜏 阶满足 ̃𝜏2 = −1,矛盾.

5. 验证这两个元素在 SO(3)中的像满足 𝐷3 的展示,因而包含于 𝐷∗
3 (精确到共轭),再

验证它包含 −1即可.

6. 它们同构,见 Groupprops.

7. 见课本提示.

8. 应用几何性质: 四面体内接于四面体,而八面体内接于立方体. 给外面着色相当于
给内接顶点着色,而且两者有相同的对称群.
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§3.4

1. 见课本提示.

2. 直接计算,回忆: Φ(3)是 𝑆3在 ℂ3上的置换表示 𝑒𝑖 ↦ 𝑒𝜎(𝑖) (𝑖 = 1, 2, 3)的不变子空间
{𝑎𝑒1 + 𝑏𝑒2 + 𝑐𝑒3 ∶ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0}.

3. 见课本提示.

4. 当 𝜏 是内自同构 𝑥 ↦ 𝑔𝑥𝑔−1时, Φ𝜏 ≃ Φ由 Φ(𝑔)实现.

5. 见课本提示.

6. 见课本提示.

7. 条件表明 Φ和 Ψ有相同的特征标. 应用定理 2的推论.

§3.5

1. 作展开 Γ𝑖 = ∑𝑘(Γ𝑖|𝜒𝑘)𝐺𝜒𝑘 = ∑𝑘
|Γ𝑖|
|𝐺|𝜒𝑘(𝑔𝑖)𝜒𝑘,其中取定 𝑔𝑖 ∈ Γ𝑖. 特征标的第一正交

关系和 (Γ𝑖|Γ𝑗)𝐺 = |Γ𝑖|
|𝐺|𝛿𝑖,𝑗 (使用 Kronecker的 𝛿-符号)遂导致

|Γ𝑖|
|𝐺|𝛿𝑖,𝑗 = ∑

𝑘
𝑡𝑖𝑘𝑡𝑗𝑘

= ∑
𝑘

|Γ𝑖|
|𝐺|

|Γ𝑗|
|𝐺| 𝜒𝑘(𝑔𝑖)𝜒𝑘(𝑔𝑗).

由此可以导出 (4).

2. 见课本提示,须假设 𝐴是有限交换群.

3. 忠实的复不可约表示无非是群的单同态 𝜌 ∶ 𝐴 ↪ ℂ×, 而 ℂ× 的有限子群皆是循
环群.

4. 一种办法是应用有限交换群的结构定理化约到 𝐴 = ℤ/𝑛ℤ, 𝐵 = 𝑑ℤ/𝑛ℤ的情形,这
里 𝑑 ∣ 𝑛.

5. 这里需要一些几何图像. 保持白磷分子不变的 𝑔 ∈ 𝑂(3) 由它在四个磷原子
{1, 2, 3, 4}上的置换作用确定. 若只考虑旋转 𝑔 ∈ 𝑆𝑂(3),则这给出群 T到 𝐴4 的同
构;如容许 det 𝑔 = −1则得到 𝑆4 (见以下说明). 群 𝑆4共有 5个共轭类,以下只看代
表元的作用:

• 恒等变换,迹为 3 = dim ℝ3.
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• (123): 取过顶点 4和三角形 123重心的连线为轴,作角度为 2𝜋/3的旋转,这种
旋转的迹为 1 + 2 cos 2𝜋

3 = 0 (参看第 10题).

• (13)(24): 相对于共价键 13和 24中点连线作角度 𝜋 的旋转. 这也是先做 (234)
再作 (134)的结果. 这种旋转的迹为 1 + 2 cos 𝜋 = −1.

• (12): 对一个包含 {3, 4}的适当平面作镜射. 镜射的迹为 1 + 1 + −1 = 1.
• (1234): 根据下一题可知∑𝑔 trace(𝑔) = 0,直接计算可确定此元素的迹为 −1

这和 p.107表的最后一行相符. 图片来源于TeX - LaTeX Stack Exchange.

12

3

4

𝑋

𝑌

𝑍

6. 等于平凡表示在 𝜒 的不可约分解中出现的次数.

7. 见课本提示.

8. 略.

9. 略.

10. 略.

§3.6

1. 以 𝑃𝑛 ⊃ 𝐻𝑛 表示 𝑛次三元齐次多项式及调和多项式构成的复向量空间. 定义线
性单射

𝐴 ∶ 𝑃𝑛 ⟶ 𝑃𝑛+2

𝑓 ⟼ (𝑋2 + 𝑌 2 + 𝑍2)𝑓 .

仅须证明 𝑃𝑛+2 = 𝐴(𝑃𝑛) ⨁ 𝐻𝑛 即可导出 dim 𝐻𝑛 = 2𝑛 + 1. 为了做到这点,赋予 𝑃𝑛
Hermite内积使得
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• 不同的单项式 𝑋𝑎𝑌 𝑏𝑍𝑐 相垂直,
• ‖𝑋𝑎𝑌 𝑏𝑍𝑐‖2 = 𝑎!𝑏!𝑐!;这里 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑛.

请验证此内积满足于

(𝐴𝑓|𝑔) = (𝑓|Δ𝑔) , 𝑓 ∈ 𝑃𝑛, 𝑔 ∈ 𝑃𝑛+2.

因此 Δ = ∗𝐴,于焉导出正交分解 𝑃𝑛+2 = 𝐴(𝑃𝑛) ⨁ 𝐻𝑛.

2. 见课本提示,或利用上题之正交分解.

3. 按前一题将 ̃𝑔表为 𝑎𝑚ℎ𝑚 + 𝑎𝑚−2ℎ𝑚−2 + ⋯之形,其中 𝑎𝑖是 𝑋2 + 𝑌 2 + 𝑍2的多项式,
而 𝑎𝑗 是调和多项式. 限制在 𝑋2 + 𝑌 2 + 𝑍2 = 1上即所求.

4. 如课本提示: 若 𝜏 ∶ SO(3) → SU(2) 非平凡, 则因 SO(3) 是单群故 Ker(𝜏) 必为平
凡子群. 特别地, 𝜏 给出 SO(3) 的二维忠实复表示. 因此我们得到二维忠实复表
示 𝑆4 ↪ SO(3). 利用 p.107的表可知 𝜏 或者 (a)分解为两个一维表示的直和,这与
SO(3)非交换矛盾,或者 (b) 𝜏 对应到表中的特征标 𝜒5,然而该处业已说明此表示在
𝑉4 ◁ 𝑆4上平凡,故矛盾.

§3.7

1. 利用本节公式 (6),亦即 𝜒𝑉 ⊗𝑊 = 𝜒𝑉 𝜒𝑊 ,和 p.103与 p.107的特征表标直接计算.

2. 运用以下事实: 设 𝜙 ∶ 𝐺 → ℂ和 𝜓 ∶ 𝐻 → ℂ是共轭类上的函数,由此以显然的
方法构造 𝜙𝜓 ∶ 𝐺 × 𝐻 → ℂ,它取值依然只和共轭类有关,并且对 [BAIII, p.96]的
Hermite内积有

‖𝜙𝜓‖2
𝐺×𝐻 = ‖𝜙‖2

𝐺‖𝜓‖2
𝐻 .

由此可以验证 𝑉 , 𝑊 不可约 ⟹ ‖𝜒𝑉 ‖𝐺 = ‖𝜒𝑊 ‖𝐻 = 1 ⟹ ‖𝜒𝑉 ⊠𝑊 ‖𝐺×𝐻 = 1,故
𝑉 ⊠ 𝑊 作为 𝐺 × 𝐻 的表示不可约. 同理

(𝜒𝑉 ∣ 𝜒𝑉 ′)𝐺(𝜒𝑊 ∣ 𝜒𝑊 ′)𝐻 = (𝜒𝑉 ⊠𝑊 |𝜒𝑉 ′⊠𝑊 ′)𝐺×𝐻

故不同构的 (𝑉 , 𝑊 )给出不同构的 𝑉 ⊠ 𝑊 . 计算共轭类数目可知此法穷尽了 𝐺 × 𝐻
的所有不可约表示.

3. 齐次 𝑚次多项式∑𝑎+𝑏=𝑚 𝑐𝑎,𝑏𝑥𝑎𝑦𝑏在 ( 𝜀 0
0 𝜀−1 )下变为

∑
𝑎+𝑏=𝑚

𝑐𝑎,𝑏𝜖𝑎−𝑏𝑥𝑎𝑦𝑏
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从而不变性导致 𝑐𝑎,𝑏 ≠ 0 ⟹ 𝑛 ∣ 𝑎 − 𝑏, 这样的项 𝑥𝑎𝑦𝑏 总能够写成 (𝑥𝑦)𝑘𝑥𝑛ℎ 或
(𝑥𝑦)𝑘𝑦𝑛ℎ 之形;再考虑 ( 0 1

1 0 )下的不变性可得 𝑐𝑎,𝑏 = 𝑐𝑏,𝑎. 所以 𝐷2𝑛 的全体整不变量
恰好是 ℂ[𝑥𝑦, 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛].

4. 运用 [BAIII, p.33]中对此二维表示的描述: 只要考虑 𝑄8生成元在 ℂ2上之作用

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑖 0

0 −𝑖

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0 1

−1 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

下的不变量.

§4.1

1. 事实: 𝑝 ∤ 𝑎 ⟺ 同余式 𝑎𝑥 ≡ 1 (mod 𝑝)有解.

2. 以下两题似乎须假设 𝐾 是 (交换)整环并使用 Zorn引理. 若 𝑥 ∉ 𝔪则理想 𝑥𝐾 不
包含于任何极大理想.

3. 略

§4.2

1. 令 ̄𝑎, ̄𝑏 ∈ 𝐾/𝑝𝐾 表示 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 在商同态下的像,则 𝑝|𝑎𝑏 ⟺ ̄𝑎 ̄𝑏 = 0.

2. 给定理想 {0} ≠ 𝐼 ⊊ 𝐾 ,考虑 𝐾[𝑋]中由 𝐼 和变元 𝑋 生成的理想 (𝐼, 𝑋).

3. 仿照对付 Gauss整数环的办法验证 𝐾 配上

𝑁 ∶ 𝑥 + 𝑦√−3 ⟼ 𝑥2 + 3𝑦2

具有带余除法. 为证明子环 ℤ[√−3] = ℤ + ℤ√−3 无唯一分解性质, 仅须证明
存在 𝑎 ∈ ℤ[√−3]使得 𝑎不可约 (即: 𝑑|𝑎 ⟺ 𝑎, 𝑑相伴)但非素元. 一种取法是
𝑎 ∶= 1 + √−3,在 ℤ[√−3]中验证

𝑎|2(1 − √−3),
𝑎 ∤ 2,

𝑎 ∤ 1 − √−3.

欲证明 𝑎不可约,仅须留意到 𝑑|𝑎 ⟹ 𝑁(𝑑)|𝑁(𝑎) = 4,情况甚少.
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4. 在相伴意义下,素元分三类: (甲) 1 + √−1; (乙)素数 𝑝满足 𝑝 ≡ 3 (mod 4)者; (丙)
𝑁(𝑧) = 𝑝的任意解,其中素数 𝑝 ≡ 1 (mod 4). 论证略去.

5. 互素的定义见 pp.135–136.

6. 略.

7. 可应用 (ℤ/𝑝ℤ)×是 𝑝 − 1阶循环群这一性质.

8. 对于奇素数 𝑝,在 ℤ[√−1]中计算

(1 + √−1)𝑝 = (1 + √−1) ((1 + √−1)2
)

𝑝−1
2

= 2
𝑝−1

2 (1 + √−1)√−1
𝑝−2

2 ,

从而根据上一题在商环 ℤ[√−1]/𝑝ℤ[√−1]中导出等式

1 + (−1)
𝑝−1

2 √−1 ≡ (
2
𝑝) (1 + √−1)√−1

𝑝−1
2 (mod 𝑝).

借此验证

(
2
𝑝) =

⎧⎪
⎨
⎪⎩

(−1)
𝑝−1

4 , 𝑝 ≡ 1 (mod 4)
(−1)

𝑝+1
4 , 𝑝 ≡ 3 (mod 4).

并推出所求公式.

9. 为了将多项式等同于多项式函数,不妨假设 𝑓(𝑋)的系数在一个无限域 𝕜上;这不
影响结论,并且总是可行的: 例如可将域 𝕜扩展到一元有理函数域 𝕜(𝑡).

若 𝑓(1) = 0, 则 𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐴)𝑓(1) = 0 故 𝑓 为零函数. 否则 𝑓(1) = 𝑓(1)2 = 1, 并
且 𝑓(𝐴)𝑓(𝐴−1) = 𝑓(1) = 1故 𝑓 在 GL(𝑛, 𝕜)上恒非零. 我们只须在 GL(𝑛, 𝕜)上证明
∃𝑚 ≥ 0, 𝑓 = det𝑚,因为这蕴涵多项式函数 det ⋅(𝑓 − det𝑚)在𝑀𝑛(𝕜)上恒为零,此处
的多项式环是整环故 𝑓 − det𝑚 = 0.

定义 𝐸𝑠,𝑡 为仅有第 (𝑠, 𝑡)个位置为 1,其它位置为 0的 𝑛 × 𝑛-矩阵. 根据线性代数知
群 GL(𝑛, 𝕜)由以下元素生成:

• 对角矩阵 diag(𝑥, 1, … , 1), 𝑥 ∈ 𝕜×;
• 对于 1 ≤ 𝑠 ≠ 𝑡 ≤ 𝑛和 𝜆 ∈ 𝕜,矩阵

𝐸𝑠,𝑡(𝜆) ∶= 1 + 𝜆𝐸𝑠,𝑡
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• 对于 1 ≤ 𝑠 ≠ 𝑡 ≤ 𝑛,将第 𝑠, 𝑡列对调并变号的矩阵

𝐹𝑠,𝑡 ∶= ∑
𝑖≠𝑠,𝑡

𝐸𝑖𝑖 + 𝐸𝑠𝑡 − 𝐸𝑡𝑠.

依序证明

(i) 题目中的 𝑓 限制在形如 diag(𝑥, 1, … , 1)的矩阵上必为 diag(𝑥, 1, … , 1) ↦ 𝑥𝑚

的形式, 𝑚 ∈ ℤ≥0;
(ii) 𝐹𝑠,𝑡亦可写成诸 𝐸𝑖,𝑗(𝜆)的积 (利用 p.40的计算);
(iii) 证明多项式函数 𝜆 ↦ 𝑓(𝐸𝑠,𝑡(𝜆))是常数 1. 一种办法是令

𝐴𝑠(𝜇) ∶= diag(1, … , 𝜇⏟
𝑠
, … , 1), 𝜇 ∈ 𝕜×,

并作如下观察 (𝑠 ≠ 𝑡)

𝐴𝑠(𝜇)𝐸𝑠,𝑡(𝜆)𝐴𝑠(𝜇)−1 = 𝐸𝑠,𝑡(𝜇𝜆),
𝑓 (𝐴𝑠(𝜇)𝐸𝑠,𝑡(𝜆)𝐴𝑠(𝜇)−1) = 𝑓(𝐸𝑠,𝑡(𝜆)).

从此导出在 GL(𝑛, 𝕜)上有 𝑓 = det𝑚.

§4.3

1. 这是标准的内容. 复向量空间 𝑉 连同线性变换 𝐴 ∶ 𝑉 → 𝑉 使得 𝑉 成为 ℂ[𝑋]-模:
𝑓(𝑋) ⋅ 𝑣 = 𝑓(𝐴)𝑣. 将 ℂ[𝑋]-模 𝑉 唯一地分解成形如 ℂ[𝑋]/(𝑝(𝑋))的模的直和,这里
可假设 𝑝(𝑋) = (𝑋 − 𝜆)𝑘,相应的子模 𝑉 (𝜆) ⊂ 𝑉 就是特征值 𝜆的根子空间. 进一步
可化约到幂零 (𝜆 = 0)情形再导出标准型,见 [BAII, §2.4].

2. 略.

3. 略.

§4.4

1. 仿照第一章处理四元数之法,容易证明 𝑥 ∈ ℍ(𝑛, 𝑚)可逆当且仅当 𝑁(𝑥) ≠ 0. 下面
证明若 𝑝 > 2为素数,而且同余式 𝑋2 ≡ 2 (mod 𝑝)无解,则 𝑥 ∈ ℍ(2, 𝑝), 𝑁(𝑥) = 0
蕴涵 𝑥 = 0. 如此则按 §4.2习题 8可知

𝑝 ≡ ±3 (mod 8) ⟹ 𝑋2 ≡ 2 (mod 𝑝)无解.
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从而 ℍ(2, 𝑝)中的非零元皆可逆.

若 𝑥2
0 − 2𝑥2

1 − 𝑝𝑥2
2 + 2𝑝𝑥2

3 = 0而 (𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ≠ 0⃗,不妨设 𝑥𝑖均为整数,并可进一步
假设 𝑥0, … , 𝑥3 无公因子,否则提出. 考虑等式 𝑥2

0 − 2𝑥2
1 = 𝑝(𝑥2

2 − 2𝑥2
3). 两边 mod 𝑝

并运用 𝑋2 ≡ 2 (mod 𝑝)无解的条件可得 𝑥0, 𝑥1 ∈ 𝑝ℤ. 故等式右边被 𝑝2 整除,亦即
𝑥2

2 − 2𝑥2
3 ≡ 0 (mod 𝑝);重复同样论证可得 𝑥2, 𝑥3 ∈ 𝑝ℤ. 于是 𝑝是 𝑥0, … , 𝑥3 的公因

数,矛盾.

2. 见课本提示,包括共轭运算的定义.

3. 略.

4. 第一部分按

𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑡((𝑥𝑦)𝑧) − 𝑡(𝑥(𝑦𝑧)), (𝑡, 𝑥, 𝑦)𝑧 = ((𝑡𝑥)𝑦)𝑧 − (𝑡(𝑥𝑦))𝑧,
(𝑡𝑥, 𝑦, 𝑧) = ((𝑡𝑥)𝑦)𝑧 − (𝑡𝑥)(𝑦𝑧), −(𝑡, 𝑥𝑦, 𝑧) = −(𝑡(𝑥𝑦))𝑧 + 𝑡((𝑥𝑦)𝑧),

(𝑡, 𝑥, 𝑦𝑧) = (𝑡𝑥)(𝑦𝑧) − 𝑡(𝑥(𝑦𝑧))

来直接计算即可. 对于第二部分,关键在导出 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0对所有 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐴成立.
设若 (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑃 ⋅ 1非零,第一部分证明的等式导致

∀𝑡 ∈ 𝐴, (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑡 + (𝑡, 𝑥, 𝑦)𝑧 ∈ 𝑃 ⋅ 1,

因此 𝐴作为 𝑃 -向量空间由 𝑧和 1生成. 仅须证明 dim𝑃 𝐴 ≤ 2蕴涵 𝐴是结合代数
即足. 一维情形下 𝐴 ≃ 𝑃 ;二维情形下设 {1, 𝑧}是 𝐴在 𝑃 上的基,那么代数 𝐴的乘
法由常数 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑃 和等式 𝑧𝑧 = 𝑢𝑧 + 𝑣1完全确定,由此容易证明 (𝑧, 𝑧, 𝑧) = 0,并且
进一步导出结合性.

5. 见课本提示.

6. 利用 Burnside定理 (p.155)证明此时 ∀𝐴, tr(𝐶𝐴) = 0.

§4.5

略.

§5.1

1. 对任意中间域 𝐿都有 [𝐹 ∶ 𝑃 ] = [𝐹 ∶ 𝐿][𝐿 ∶ 𝑃 ].

2. 一种选择是取 𝑢 ∶= √𝑝 + √𝑞,并试着以 𝑢3和 𝑢表示√𝑝和√𝑞.
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3. 先论证分裂域为 𝐿 ∶= ℚ( 𝑝√2, 𝜔),其中 𝜔 ∈ ℂ是 𝑝次本原单位根 (即: 𝜔𝑛 = 1 ⟺
𝑝 ∣ 𝑛). 然后观察到

• [ℚ(𝜔) ∶ ℚ] ∣ [𝐿 ∶ ℚ], [ℚ( 𝑝√2) ∶ ℚ] ∣ [𝐿 ∶ ℚ];
• [ℚ(𝜔) ∶ ℚ] = 𝑝 − 1 (原因: 𝜔是 𝑋𝑝−1

𝑋−1 = 𝑋𝑝−1 + ⋯ + 𝑋 + 1的根, 根据 [BAI,
p.171]这不可约,因此是 𝜔的极小多项式),

• [ℚ( 𝑝√2) ∶ ℚ] = 𝑝;
• [ℚ( 𝑝√2, 𝜔) ∶ ℚ(𝜔)] ≤ [ℚ( 𝑝√2) ∶ ℚ].

由此导出 [𝐿 ∶ ℚ] = [𝐿 ∶ ℚ(𝜔)][ℚ(𝜔) ∶ ℚ] = 𝑝(𝑝 − 1).

4. 见课本提示.

5. 见课本提示.

§5.2

1. 见课本提示.

2. 仍见课本提示.

3. 先作一个简单的观察: 设 𝑧 ∈ ℂ具有极小多项式

𝑓 = 𝑋𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑋𝑛−1 + ⋯ + 𝑎0, ∀𝑎𝑖 ∈ ℤ.

并假设 (a) 𝑛为偶数, (b) 𝑓 无实根, (c) |𝑧| = 1. 那么复根共轭蕴涵 𝑎0 ∈ ℤ≥1. 上式代
入 𝑧,取复共轭再乘以 𝑧𝑛遂给出

1 + 𝑎𝑛−1𝑧 + ⋯ + 𝑎0𝑧𝑛 = 0.

与 𝑓(𝑧) = 0比较立见 𝑎0 = 1,而且系数满足对称性 𝑎𝑘 = 𝑎𝑛−𝑘. 当然,系数对称性在
模 𝑝后仍成立.

今假设 Φ15有不可约因子 𝑓 ,且 𝜁 ∶= exp(2𝜋𝑖
15 )为其根. 由于

Φ15 mod 2 = (𝑋4 + 𝑋3 + 1)(𝑋4 + 𝑋 + 1) ∈ 𝔽2[𝑋] (不可约分解),

根据 Gauss引理和 𝔽2[𝑋]的唯一分解性,可设 𝑓 是首一整系数多项式,并且

• 或者 deg 𝑓 = 8 = deg Φ15,此时 Φ15 = 𝑓 不可约;

• 或者 𝑓 mod 2在 𝔽2[𝑋]中等于 𝑋4 + 𝑋3 + 1或 𝑋4 + 𝑋 + 1,此时 deg 𝑓 = 4.
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将先前观察应用于 𝑓, 𝜁可排除第二种情形,因为在 𝔽2[𝑋]中𝑋4+𝑋3+1和𝑋4+𝑋+1
的系数都不对称.

4. 只消在 ℂ[𝑋]里验证. 令 𝜁 ∶= exp(2𝜋𝑖
𝑛𝑝 ),则 𝜁𝑛是 𝑝次本原单位根,于是

Φ𝑛 (𝑋𝑝) = ∏
1≤𝑏<𝑛
(𝑏,𝑛)=1

(𝑋𝑝 − 𝜁𝑝𝑏)

= ∏
1≤𝑏<𝑛
(𝑏,𝑛)=1

∏
0≤𝑘<𝑝

(𝑋 − 𝜁𝑏+𝑛𝑘) .

带余除法给出双射

{0, … , 𝑛 − 1} × {0, … , 𝑝 − 1} ⟶ {0, … , 𝑝𝑛 − 1}
(𝑏, 𝑘) ⟼ 𝑏 + 𝑛𝑘.

考察 {(𝑏, 𝑘) ∶ (𝑏, 𝑛) = 1}在此双射下的像. 当 𝑝 ∣ 𝑛时, 𝑎 ∶= 𝑏 + 𝑛𝑘满足 (𝑎, 𝑝𝑛) =
1 ⟺ (𝑎, 𝑛) = 1 ⟺ (𝑏, 𝑛) = 1,因此 Φ𝑛(𝑋𝑝) = Φ𝑝𝑛(𝑋).

若 𝑝 ∤ 𝑛,我们仍有 (𝑏 + 𝑛𝑘, 𝑛) = 1 ⟺ (𝑏, 𝑛) = 1;另方面 (𝑎, 𝑛) = 1 ∧ (𝑎, 𝑝𝑛) ≠ 1 ⟹
𝑝 ∣ 𝑎. 故

{𝑎 = 𝑏𝑛 + 𝑘 ∶ (𝑏, 𝑛) = 1} = {𝑎 ∶ (𝑎, 𝑝𝑛) = 1} ⊔ {𝑎 = 𝑝ℎ ∶ (ℎ, 𝑛) = 1}.

依此整理 Φ𝑛(𝑋𝑝)为

Φ𝑛 (𝑋𝑝) = ∏
(𝑎,𝑝𝑛)=1

(𝑋 − 𝜁𝑎) ⋅ ∏
(ℎ,𝑛)=1

(𝑋 − 𝜁𝑝ℎ) = Φ𝑝𝑛(𝑋)Φ𝑛(𝑋).

5. 每个不可约多项式 𝑓 ∈ 𝔽𝑝[𝑋]的分裂域都同构于某个 GF(𝑝𝑑);然而 𝑑 ∣ 𝑝𝑑!,故只要
𝑛 ≥ 𝑑 则 𝑓 在 GF(𝑝𝑛!)上分裂为一次因式.

6. 只需讨论 (𝔽𝑞)× 中的平方. 因为 (𝔽𝑞)× ≃ ℤ/(𝑞 − 1)ℤ,仅须在加法群 ℤ/(𝑞 − 1)ℤ中操
作: 当 2 ∣ 𝑞 时 𝑎 ↦ 2𝑎是 ℤ/(𝑞 − 1)ℤ的自同构;当 2 ∤ 𝑞 时,它的像是 2ℤ/(𝑞 − 1)ℤ,
亦即 ker [𝑎 ↦ 𝑞−1

2 ⋅ 𝑎].

7. 又见课本提示.

8. 考虑 𝔽𝑝2 的情形, 其中 𝑝 是素数. 它唯一的子域是 𝔽𝑝, 因而本原元素的数目为
|𝔽𝑝2 ∖ 𝔽𝑝| = 𝑝2 − 𝑝. 根据简单的群论, 乘法群 𝔽 ×

𝑝2 ≃ ℤ/(𝑝2 − 1)ℤ 的生成元数目为
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𝜙(𝑝2 − 1),这里 𝜙(𝑛) ∶= |(ℤ/𝑛ℤ)×|表 Euler函数. 按定义有

𝜙(𝑝2 − 1) ≤ (𝑝2 − 1) − 𝑝2 − 1
𝑝 + 1 = 𝑝2 − 1 − (𝑝 − 1) = 𝑝2 − 𝑝

容易看出 𝑝 > 2时不等式严格成立,故存在非 𝔽 ×
𝑝2 生成元的本原元素.

9. 我们简要说明Witt等式. 为此得假设 §4.5关于 Lie代数的一些知识,以及泛包络代
数和自由代数 𝐴(𝑞)的基本性质. 首先观察到以下泛性质: 对任意 𝐹 -代数 𝐵,线性映
射 𝑓 ∶ 𝐿(𝑞) → 𝐵如满足

𝑓([𝑋, 𝑌 ]) = 𝑓(𝑋)𝑓(𝑌 ) − 𝑓(𝑌 )𝑓(𝑋), 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐿(𝑞),

则存在唯一的 𝐹 -代数的同态 𝜑使得下图交换

𝐿(𝑞) 𝐴(𝑞)

𝐵
𝑓

𝜑

诚然,唯一的选取由 𝜑(𝑋𝑖) = 𝑓(𝑋𝑖)确定 (𝑖 = 1, … , 𝑞),而自由性保证 𝜑是良定的同
态. 此性质表明 𝐴(𝑞)连同嵌入 𝐿(𝑞) → 𝐴(𝑞)可以等同于 Lie代数 𝐿(𝑞)的泛包络代
数𝒰(𝐿(𝑞)). 因为 𝐿(𝑞)有一组形如 𝑏𝐼 ∶= [… [𝑋𝑖1 , 𝑋𝑖2], …]的基,其中 𝐼 = (𝑖1, 𝑖2, …)
(但不易给出 𝐼 的具体取法), 将基的下标 𝐼 任意排序, 著名的 Poincaré–Birkhoff–
Witt定理断言: 𝐴(𝑞)有一组形如 𝑏𝐼𝑏𝐽 𝑏𝐾 ⋯的基,其中 𝐼 ≥ 𝐽 ≥ 𝐾 ≥ ⋯. 由于每个
𝑏𝐼 都满足于

𝑏𝐼 ∈ 𝐿|𝐼|(𝑞) ⊂ 𝐴|𝐼|(𝑞), |𝐼| ∶= 𝑖1 + 𝑖2 + ⋯ ,

故对所有 𝑚 ≥ 0

𝑞𝑚 = dim 𝐴𝑚(𝑞) =
|
|
|
||

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑏𝐼𝑏𝐽 𝑏𝐾 ⋯ ∶
𝐼 ≥ 𝐽 ≥ 𝐾 ≥ ⋯ ,

|𝐼| + |𝐽| + |𝐾| + ⋯ = 𝑚

⎫⎪
⎬
⎪⎭

|
|
|
||

从而有生成函数的等式

∞

∏
𝑛=0

(1 − 𝑋𝑛)− dim 𝐿𝑛(𝑞) = ∏
𝑏𝐼 ∶基

(1 − 𝑋|𝐼|)
−1 =

∞

∑
𝑚=0

𝑞𝑚𝑋𝑚

= (1 − 𝑞𝑋)−1 .

两边形式地取对数后展开,比较系数可得∑𝑑∣𝑛 𝑑 dim 𝐿𝑑(𝑞) = 𝑞𝑛. 应用 Möbius变换
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即得 dim 𝐿𝑛(𝑞) = 1
𝑛 ∑𝑑∣𝑛 𝜇 (

𝑛
𝑑 ) 𝑞𝑑 .

§5.3

1. 设 𝑎 ∈ 𝑃 ∖ {0}. 第一步是证明若 𝑋𝑝 − 𝑎 在 𝑃 (𝜁) 上或者可约, 或者分裂成一次
因子之积. 设 𝛼 是 𝑋𝑝 − 𝑎的根, 取在 𝑃 (𝜁)的某个有限扩张 𝐿中, 于是 𝑋𝑝 − 𝑎 =
∏𝑝−1

ℎ=0(𝑋 − 𝛼𝜁ℎ). 考虑 𝛼在商群 𝐿×/𝑃 (𝜁)×中的阶数,因为 𝛼𝑝 = 𝑎 ∈ 𝑃 ,这只能是 1, 𝑝.
对于 𝑋𝑝 − 𝑎在 𝑃 (𝜁)[𝑋]中的任意首一因式 𝑄,其常数项可写作 𝜁 的某个幂次乘上
(−𝛼)deg 𝑄,于是 𝛼deg 𝑄 ∈ 𝑃 (𝜁)×蕴涵 deg 𝑄 = 1或 𝑝,后者对应到𝑋𝑝 − 𝑎在 𝑃 (𝜁)上不
可约的情形.

以下设 𝑋𝑝 − 𝑎 在 𝑃 (𝜁) 上分裂, 亦即 𝛼 ∈ 𝑃 (𝜁)×. 容易看出 𝑃 (𝜁)/𝑃 是 Galois 扩
张, 其 Galois 群 𝐺 作用在根集 {𝛼𝜁ℎ ∶ 0 ≤ ℎ < 𝑝} 上. 已知 𝐺 透过对 𝜁 的作用嵌
入为 (ℤ/𝑝ℤ)× 的子群 (见 [BAI, p.187]), 因此是循环群; 选定生成元 𝜏 ∈ 𝐺, 以及由
𝜏(𝜁) = 𝜁𝑔 所刻画的 𝑔 ∈ (ℤ/𝑝ℤ)×.

等式 𝜏(𝛼) = 𝛼𝜁𝑘(𝛼)唯一确定了 𝑘(𝛼) ∈ ℤ/𝑝ℤ,今后取定它在ℤ中的代表元. 若𝑋𝑝 −𝑎
在 𝑃 中无根,则对每个 𝛼皆有 𝑝 ∤ 𝑘(𝛼),在此假设下计算 𝐺-作用的稳定化子群:

𝜏𝑟(𝛼) = 𝛼𝜁𝑘(𝛼)(1+𝑔+⋯+𝑔𝑟−1), 𝑟 ∈ ℤ.

于是

𝜏𝑟(𝛼) = 𝛼 ⟺ 𝑘(𝛼)
𝑟−1

∑
𝑖=0

𝑔𝑖 ≡ 0 (mod 𝑝) ⟺
𝑟−1

∑
𝑖=0

𝑔𝑖 ≡ 0 (mod 𝑝).

最后一式无关 𝛼 的选择. 由此可见根集的 𝐺-轨长恒定, 故整除根的数目 𝑝. 由于
𝜏(𝛼) ≠ 𝛼,故 𝐺在根集上的作用传递. 于是 𝑋𝑝 − 𝑎在 𝑃 上也不可约 (直接论证或参
考 [BAI, §5.4定理 2]). 这就导致如下矛盾: 𝑋𝑝 − 𝑎是 𝛼的极小多项式,从而

𝑝 = [𝑃 (𝛼) ∶ 𝑃 ] ∣ [𝑃 (𝜁) ∶ 𝑃 ] ≤ |(ℤ/𝑝ℤ)×| = 𝑝 − 1.

综上,若 𝑋𝑝 − 𝑎在 𝑃 (𝜁)上可约,则它在 𝑃 中有根.

2. 容易验证这些多项式都不可约 (对四次情形应用 Eisenstein判准). 可以利用 §5.4定
理 1及其推论: 对于无重根不可约多项式 𝑓 ,其 Galois群 𝐺𝑓 ⊂ 𝑆𝑛满足 𝐺𝑓 ≤ 𝐴𝑛当

且仅当判别式 𝐷(𝑓) ∈ (𝐹 ×)2 (判别式已在 [BAI, §6.2]提及),而且 ℚ (√𝐷(𝑓))对应
到 𝐺𝑓 ∩ 𝐴𝑛. 特例: 三次多项式 𝑋3 + 𝑎𝑋 + 𝑏的判别式为 −4𝑎3 − 27𝑏2. 顺带留意到

𝐺𝑓 在根集 {𝑟1, … , 𝑟𝑛} 1∶1−−→ {1, … , 𝑛}上的作用传递.
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关于四次方程的准备: 对于多项式 𝑓 = 𝑋4 − 𝑎1𝑋3 + 𝑎2𝑋2 − 𝑎3𝑋 + 𝑎4 ∈ ℚ[𝑋],设其
根为 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4 ∈ ℂ,并定义

𝑡1 ∶= 𝑟1𝑟2 + 𝑟3𝑟4,
𝑡2 ∶= 𝑟1𝑟3 + 𝑟2𝑟4,
𝑡3 ∶= 𝑟1𝑟4 + 𝑟2𝑟3.

证明 𝑔 ∶= (𝑋 − 𝑡1)(𝑋 − 𝑡2)(𝑋 − 𝑡3)可写作 𝑔 = 𝑋3 − 𝑏1𝑋2 + 𝑏2𝑋 − 𝑏3,其中

𝑏1 = 𝑎2,
𝑏2 = 𝑎1𝑎3 − 4𝑎4,
𝑏3 = 𝑎2

1𝑎4 + 𝑎2
3 − 4𝑎2𝑎4.

这是四次方程的预解式,详见 N. Jacobson, Basic Algebra I. 2nd ed. New York: W. H.
Freeman and Company (1985),第 261页. 我们将用到以下性质: 设 𝐷(𝑓) ∉ (ℚ×)2 而
𝐿𝑔 ∶= ℚ(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3)为 ℚ的二次扩张,那么 𝐿𝑔 = ℚ (√𝐷(𝑓)),从下面的计算中也可
看出这点.

(a) 计算判别式可知 𝐺包含于 𝐴3,传递性蕴涵 𝐺 ≃ 𝐴3. 此题或书后答案有笔误.

(b) 计算判别式知 𝐺不包含于 𝐴3,而 𝑆3中不包含于 𝐴3的传递子群只有 𝑆3自身.

(c) 同上.

(d) 计算可知判别式为 2048 = 211,预解式为 𝑔 = 𝑋3 −4𝑋2 −8𝑋 +32 = (𝑋 −4)(𝑋2 −
8). 先说明对四次方程总有 4 ∣ |𝐺|,故 𝐺 ⊂ 𝑆4可能的阶数为 4, 8, 12, 24.

• 因 𝐴4是 𝑆4唯一的 12阶子群,考虑判别式知 |𝐺| ≠ 12;
• 假若 𝐺 = 𝑆4, 则 (123) ∈ 𝐺 在 𝐿𝑔 上诱导 3-循环 𝑡1 ↦ 𝑡3 ↦ 𝑡2 ↦ 𝑡1, 与

[𝐿𝑔 ∶ ℚ] = 2矛盾;
• 若 |𝐺| = 8则 𝐺是 𝑆4 的 Sylow 2-子群,此时必共轭于 𝐷4 ⊂ 𝑆4 (二面体群),
然而这蕴涵

𝐺 ∩ 𝐴4 = 𝑉 ∶= {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}

是传递的,从而 𝑓 = 𝑋4 + 4𝑋2 + 2在 𝐿𝑔 = ℚ(√2)上不可约,这点极易否证;
• 若 |𝐺| = 4则传递性蕴涵 𝐺 ≃ ℤ/4ℤ,此即答案.

(e) 照搬之前方法,计算判别式为 2052 = 223319,预解式为 𝑔 = 𝑋3−21𝑋−36 = (𝑋+
3)(𝑋2 − 3𝑋 − 12),于是 𝐿𝑔 = ℚ (√3 ⋅ 19). 说明只可能有 𝐺 ≃ ℤ/4ℤ或 𝐺 ≃ 𝐷4

两种情形. 假若 𝐺 ≃ ℤ/4ℤ,那么 𝐺 ∩ 𝐴4为二阶群,此时 𝑓 = 𝑋4 + 3𝑋3 − 3𝑋 + 3
在 𝐿𝑔 上分解成 𝑓 = 𝑓1𝑓2, 其中 deg 𝑓1 = deg 𝑓2 = 2 并可假设为首一. 自同
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构 𝜏 ∈ Gal(𝐿𝑔/ℚ), 𝜏 ≠ id逐系数地作用在 𝐿𝑔[𝑋]上,给出环自同构. 由唯一分
解立得

• 或者 𝜏(𝑓1) = 𝑓1, 𝜏(𝑓2) = 𝑓2,这时 𝑓1, 𝑓2 ∈ ℚ[𝑋]故矛盾;
• 或者 𝜏(𝑓1) = 𝑓2. 考察 𝑓1 的常数项 𝑐 可知 3 = 𝑐𝜏(𝑐);应用一些简单的代数
数论 (略)可知

𝑐 = 𝑎 + 𝑏√3 ⋅ 19
2 , 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, 𝑎 ≡ 𝑏 (mod 2).

故 𝑎2 − 57𝑏2 = 223,导出 3是模 19的二次剩余,然而 (
3

19)等于

3
19−1

2 = (33)2+1 ≡ 828 ≡ 7 ⋅ 8 ≡ −1 (mod 19)

矛盾.
综上, 𝐺 ≃ 𝐷4. 详尽的解说见 Keith Conrad, Galois groups of cubics and quartics
(not in characteristic 2).

§5.4

1. 正规基的概念见课本 p.197. 容易看出多项式𝑋3 + 𝑋 + 1在 𝔽2上无根,故不可约. 验
证课本提示中的 𝜃+1确给出 𝔽8 = 𝔽2[𝜃]/(𝜃3+𝜃+1)的正规基: 计算它在自 Frobenius
自同构下的轨道为 𝜃 + 1, 𝜃2 + 1和 𝜃4 + 1 = 𝜃2 + 𝜃 + 1;由于 𝔽8 = 𝔽2 ⊕ 𝔽2𝜃 ⊕ 𝔽2𝜃2,
这是容易计算的.

2. 先注意到 ℚ(√2, √3)确实是 Galois扩张: 它是 (𝑋2 − 2)(𝑋2 − 3)的分裂域. 依序验
证下述性质.

• 论证 [ℚ(√2, √3) ∶ ℚ] = 4,因此其 Galois群是四阶群.

• Galois群的任意元素 𝜎 必映√2为 ±√2,映√3为 ±√3,这种四阶群必然同
构于 ℤ/2ℤ × ℤ/2ℤ,其中正好元素对应到 𝜎√2

√2
和 𝜎√3

√3
四种可能的正负号组合.

• 说明 1, √2, √3, √6是 ℚ(√2, √3)的一组基.

• 验证 1 + √2 + √3 + √6在 Galois群作用下的像给出正规基.

根据 Galois群的显式描述,最后一步不外是简单的 4 × 4矩阵消元.
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§5.5

1. 可. 显然 𝑥 = 0非解,原方程可化为 (𝑥3 + 𝑥−3) + 2(𝑥2 + 𝑥−2) − 5(𝑥 + 𝑥−1) + 9 = 0. 进
一步将之化为 𝑦 ∶= 𝑥 + 𝑥−1的三次方程来求解.

2. 将题目中的 𝛼𝑖写作
𝛼𝑖 = 𝜁 𝑖𝑢 + 𝜁−𝑖𝑣, 0 ≤ 𝑖 ≤ 4,

其中的复数 𝑢, 𝑣满足 𝑢5𝑣5 = 𝑎5 而 𝑢5 + 𝑣5 = 2𝑏. 用这些性质直接在 ℚ[𝑥]中展开乘
积来验证

4

∏
𝑖=0

(𝑥 − 𝛼𝑖) = 𝑥5 − 5𝑎𝑥3 + 5𝑎2𝑥 − 2𝑏.

因此 𝛼0, … , 𝛼4 确实给出原方程的根 (含重数). 这可谓是 Cardano 方法对五次方
程的一种推广,参见 B. Spearman, K. Williamson, Characterization of solvable quintics
𝑥5 + 𝑎𝑥 + 𝑏, Amer. Math. Monthly 101 (1994), no. 10, 986–992的讨论
(http://www.jstor.org/stable/2975165).

3. 见课本提示.

4. 见课本提示. 关于 Lagrange预解式的讨论亦见聂灵沼,丁石孙《代数学引论》第二
版 (北京: 高等教育出版社, 2000年), §8.4.

§5.6

略.
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