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L 函数

.
:ཫځ߽⬤ Riemman ζ 函数..

......

ζ(s) =
∑
n≥1

1

ns =
∏

p:⧀数

(
1− p−s)−1

, Re(s) > 1.

ྐᢧࢊ C ⓔड़⬇ቂᕝ, נ s = 1 බᢧ॥ᤉ՛⏟数 = 1. 函数ឰ❪:

ζ(s) = 2sπs−1 sin(πs/2)Γ(1− s)ζ(1− s).

ྐ L 函数示ځ:
数ⓔ Dedekind ζ 函数.
数⣪ⓔ Hasse-Weil ζ 函数.
自守表示ⓔ❂❂ L 函数.
Galois 表示ⓔ Artin L 函数.
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L 函数ⓔ㐫ᤔጳ⇛ (函数ឰ❪, ᤉ, ⏟数⡙) んャְ数ཽ㘪ⓔ㪣㏢ۄ
፮. :ณځ

Riemann ζ 函数ⓔ㺵分ᅸ ←→ ⧀数分ᅸ;
数 K Ցᩣᢕ⬔ E ⓔ L 函数 s = 1 බⓔ㋯ց ←→ ᢧ⋨⯜
E(K) ⓔ❔ (BSD ∭Ꮬ);
数 K ⓔ Dedekind ζ 函数 s = 1 බⓔ⏟数 ←→ K ⓔ类数 hK (㐫
ᤔ类数߳);
某类自守形ⓔਹᢷ积分 ←→ 某类自守 L 函数ⓔ↥ᰫ܉ (㿸⭆ዜ
-Gross-Prasad ∭Ꮬশ⬛श).
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Euler 积

一ณ⬤߽ⓔ Riemann ζ 函数, ؠ L 函数ল数 s ྥ㧟ߓ分ැ֠
ࠗᒶ Euler 积

L(s) = (㿚ྐ) ·
∏

p:ࡋᓠᢧ⧀数
Lp(s).

ဧ㧟 L 函数 Lp(s) ྻ៶ྡ, 㺅බַ◻➶់➷֙积
∏

p Lp ⓔጳ㛊.
.
Langlands ⓔᵼ㐍..
...... Artin L 函数 −→自守 L 函数←− Hasse-Weil ζ 函数.

自守 L 函数ⓔ㐫ᤔጳ㛊相ྻ៶◻➶.
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自守表示

F: 数,  adèle ⊣㖋ց

AF :=

 ∏′

v:Fⓔ㛭܉
Fv︸︷︷︸

 v ٖྗඹश

 ⊃ F (ٖց✵ᝬཫ⊣).

.
L2 自守表示..

......
㖗 G ᠈ F Ցⓔ分㍊⫾श数⯜, ณځ GL(n). ⯜ G ⓔ L2 自守表示ྡց
L2(G(F)\G(AF)) ⓔՔ⫾ཫ表示; 㤁㪢 G(AF) ᇒ❠ٖ用ַ L2 ➺㷡.

ᱧձ㤁ᦟⓔ自守表示㧲ᢧ㸯ብ㪥积分㐫 π =
⊗′

v πv, 㤁㪢 πv ᠈⯜
G(Fv) ⓔՔ⫾ߗụ表示.
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非分歧情形

ַࡋᓠᢧⓔ非 Archimedes 㛭܉ v, ྡ G(Fv) ⓔᤉැ⧃ቊཫ⯜
Kv := G(ov), ᇕྡՔ⫾ߗụ表示 πv ᠈非分歧ⓔ,  πv ᢧ非㺵ⓔ Kv
Քি৭㪥. 非分歧表示一一应ַ⋥㼃 Hecke 数

HG
v := {f : Kv\G(Fv)/Kv → C, f ∈ C∞

c (G(Fv))}+ॿ积

ⓔՔ⫾表示.
.
..ᰑ一㧇২ᤋي
...... S : HG

v
∼−→ R(Ĝ)⊗ C

㤁㪢 Ĝ ᠈ G ⓔල Langlands ܹ⯜, ⰳ R(Ĝ) 表 (数) 表示⊣. ַ᠈
非分歧表示一一应ַ Ĝ ⓔड़॥߷㢦类, .ᰑল数يٖ❛
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非分歧 L 函数

ַ⬭ྡⓔ数表示 ρ : Ĝ→ GL(n) শيᰑল数 cv ∈ Ĝ/ ∼, ⮯

L(s, cv, ρ) := det(1− ρ(cv)q−s
v )−1

մ s ∈ C ⰳ qv ᠈ Fv ⓔٓࢷ类ⓔߑ⧀ձ数. 㗍⏟Ᏼ:
៶㐍ַఱྡⓔ s,

cv 7→ L(s, cv, ρ)

᠈ල数⣪ Ĝ Ցⓔ G Քিᢧ⋨函数; 㤃一ᰐ㗊, 㹡૩ط᠈ྐ Ĝ//Ĝ
Ցⓔϸᢧ⋨函数Ϲ2.
相ౙ, 㐑ցݻᰑ一㧇২ᤋⓔي Ĝ//Ĝ Ցⓔϸᰎࡸ函数Ϲ.

㹡ٖ用ط2 = ߷㢦ٖ用; ૩ק᠈،数⣪.
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.
㧟分 L 函数..

......

⬭ྡ自守表示 π =
⊗′

v πv শ ρ, ঽߓ分ැقᢧ㸯ⓔ㛭܉㺍 S, ዄٶ
v /∈ S ྡ L(s, cv, ρ). ྡ㧟分 L 函数ց

LS(s, π, ρ) :=
∏
v/∈S

L(s, cv, ρ)

մ cv ᠈ πv ⓔيᰑল数, 用⬄৭⋥㼃函数ⓔ⋨论 (Macdonald ߳) 
㖚៱ኌ Re(s)≫ 0 ់➷֙积ᝌᝧ.

㤁᠈ Langlands ⋨论ⓔ㜓. ց◻➶ LS(s, π, ρ) ⓔ㐫ᤔጳ㛊ዧ㿜ቝ㤃ྐ
表ᵀ, ณځ ζ 积分表㣪.
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标准 L 函数

 G = GL(n), ַ᠈ Ĝ = GL(n,C). ⮯ Std : Ĝ→ GL(n,C) ցፕ⡙表示.
相应ౙ LS(s, π,Std) ❛ց π ⓔ标准 L 函数.

...1 Tate: ◻➶ n = 1 情形, ቝ㤃 Tate 积分. ဧ㧟 -ٍᓩᵀ.

...2 ⊈ᴢፕී, Godement, Jacquet: ᘌᇞⶭ一般ⓔ n. Ⱜㅈဧ㧟 ζ 积分

Zv(s,Φ, f) :=
∫

GL(n,Fv)
Φ · f · | det |sv

㤁㪢 f ᠈表示 πv ⓔ◘㸘⦝数, ⰳ Φ ᠈◘㸘➺㷡 Mn(Fv) Ցⓔ
Schwartz 函数/㥀㸬函数. ኌ Re(s)≫ 0 积分ᝌᝧ.

㖚៱ ζ 积分 s ᢧड़⬇ቂᕝ. ဧ㧟标准 L 函数ྡց

L(·, πv,Std) := gcd
{

Zv(·+ (n− 1)/2,Φ, f) : f,Φ㥟ঽ
}
.
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非分歧情形

Ցַ F ⓔ؊Ᏼ㛭܉ v ᤋ㥁ְ相应ⓔ ζ 积分, ᇕဧ㧟 L 函数.
ٍⓔ情形类ؼ, 函数ឰ❪⡙ጳ㛊⏃ Mn(AF) Ցⓔ Fourier িᗕ
Poisson ᳅߳⬭.
ַٶ πv 非分歧ⓔ㛭܉ v, 㤦ኌౙঽ◘㸘⦝数 f শ

Φ := 1Mn(ov)

ዄٶ

Zv (s,Φ, f) = Lv

(
s− n− 1

2
, πv,Std

)
.

⊈ᴢፕී䂬ߖ䅱㖚ְᅣ☽ྥ⡙ַজᣲྡⓔ非分歧 L 函数.
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一般情形

ᒷ自⃀㏢问: ⊈ᴢፕී -Godement-Jacquet ⓔᤋ㥁ⳮ用ַ一般ⓔ (G, ρ)
৲? ᰑ一㧇ዳᣢּ㧇㧲Ⱜㅈְي GSp(4)+ ុ㪥表示, ᇕ非分歧情形
用 1MSp(4) ᢠ 1Mn(ov), ⬨ᤞዄՔࢊ L 函数. 㤁㪢 MSp(4) ᠈ GSp(4) 
M4 㪢ⓔ Zariski 㷚ऩ.
.
Braverman-Kazhdan (2000)..

......

㖗 F ᠈ဧ㧟, ᢧ◛ᰎࡶ

1→ G0 → G detG−−→ GL(1)→ 1

ⰳ՛ GL(1,C)→ Ĝ ρ−→ GL(N,C) ᒶ৪⡙ַ㐜ჺ߭. :Ꮬ∭
ྡ G(F) Ցⓔ Schwartz ➺㷡শ ζ 积分;
 Schwartz ➺㷡ᢧ某❂ Fourier িᗕ Poissons ᳅߳.

ⳮ،㥁⊈ᴢፕීࡸ -Godement-Jacquet ⓔឰᵀ◻➶ L(s, π, ρ).
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基本函数

ࣹዧ㏢ߖⰬㅈⓔ᠈非分歧情形: 用כᢠ标准 L 函数情形Ւⓔ
1Mn(ov)?
.
Sakellaridis ⓔ “基本函数”..

......

Օ (G, ρ, detG) 相应ⓔ Schwartz ➺㷡应ऩ一ձ基本函数.
函数情形Ւ: Օ某ׁ G ⓔ⡙িჺ߭Ցⓔহᆤဩᢧ关 (ᓠ㗨 “函数
-ဩཱ߽”). ኌ⡙িჺ߭ᢧ෦, 相应ⓔ函数Քݻأ 1Mn(ov) 一般⢂
॥.
֠Օ L 函数相关.
用ྡٍ Schwartz ➺㷡.

ُࡋࢊⓔ∭Ꮬা Langlands ⬊㿧ⓔਈ.
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Braverman Օ Kazhdan ⓔᏜᵀ: L 函数ߖء. ᯦ྡ G(Fv) Ցⓔߗụ函
数 fρ,s ዄٶ

 G(Fv)
detG−−→ F×

v
v−→ Z ⓔᱧձ⫼⭆Ց᠈ Kv সՔি⧃ᝇ函数;

ఞᰏ㤲⫼⭆ౙྡ S(fρ,s); ኌ Re(s)≫ 0 ᝌᝧᇕ⬭
cv 7→ L(s, cv, ρ); 㤁㪢 cv 表示يᰑল数.
fρ,s+t = fρ,s| detG |tv.

ဤ⢞ L(s, ·, ρ) ᠈נ Ĝ//Ĝ Ցⓔᢧ⋨函数, ᒷᢧ

L(s, cv, ρ) = det(1− ρ(cv)q−s)−1 =
∑
k≥0

tr
(

Symkρ(cv)
)

︸ ︷︷ ︸
ᰎࡸ函数

q−ks.

ᱧձ tr(Symkρ(·)) ঽ S−1 ᇕ᳅, 㥘ዄ G(Fv) Ցⓔ Kv সՔি函数, ᝇ
㺍非⧃.
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问题

㐑ց用㘅分㐫ྡՑ fρ,s; ྥ㸤ٖ㺾㏢ُࡋጳ㛊 (់➷㤄බ
ⓔ൩㶄㥀⊆⡙). ┠标: ዄࢊ㢻៱ᠺ, Օྐ数ཽ㘪相关ⓔ߳.
.
㺅..

......

㿜ᱧձk ☽ྡ❛积 Symkρ ⓔ分㐫.
ց᠓表㣪 S−1, ዧ㿜㕽⢕់➷ձKazhdan-Lusztig 㿚
(Lusztig-ࣤヴۄ一߳).

,ଁࠅ ॼٶ标准 L 函数֠Քිྻ៶!
.
一ᣮ㝯..

......

用ࢅ Hesselink, Broer ⡙ט Kazhdan-Lusztig 㿚ⓔᅢٖ, ֱ fρ,s 
Քি㪥⋨论ⓔ㖷㪠, ᇕ问题शց某ׁ⡙ি Poincaré ⫿数ⓔٖ. 㤁㤀
Օ Panyushev ྡⓔᇞ Kostka-Foulkes 㿚相关 (用⬙ཽྡ).
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相关应用

...1 L. Lafforgue: ܑ㖗 Schwartz ➺㷡ིᇕᢧ Fourier িᗕ Poisson ᳅
߳,  Langlands 函ཫጳ.

...2 ྤ⋎:  Arthur-Selberg 㤝߳մٶ用基本函数, ◻➶某ׁ自守 L
函数ⓔ. ল㐍 2012 ᇓ㿛शⓔᔶਠ On automorphic
L-functions.

իⰮ㧲ڏ㛶ַ基本函数 Schwartz ➺㷡ⓔُࡋ⏋.
.
ឈ∼..

......
ল㐍 Basic functions and unramified local L-factors for split groups, 2013.
arXiv:1311.2434 শ֤┠.
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