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导言

概观
代数一词源自公元 9 世纪波斯学者 al-Khwārizmī 的著作. 李善兰和 A. Wylie 在

1859 年合译 A. De Morgan 的 Elements of Algebra 时解释为 “补足相消” 之术, 亦即
解方程式的技艺, 相当于现今的中学数学. 自 20 世纪以降, 代数学的范围扩及更一般的
数学对象及其运算, 这一转型始自 E. Noether 等人的一系列工作, 而初定于 B. L. van
der Waerden 的巨著《代数学》[43, 44]. 在此意义下, 代数学的初步对象可粗分为群,
环，模, 域. 若用 Bourbaki 学派的语汇来说, 不妨将数学理解为各种结构的错综变化,
代数结构是带有某种运算的集合, 譬如有理数对四则运算构成有理数域 Q. 概括地说,
代数学就是关于代数结构的研究.

从集合论的必要回顾出发, 以范畴论视角贯串群, 环，模, 域和种种衍生概念, 这就
组成了本书副标题里的 “基础架构”.

按现行教学体系而论, 代数课程上接于数学分析与高等代数或曰线性代数. 举笔者
曾执教的中国科学院大学为例, 学生在微积分课程中接触了集合和点集拓扑学的词汇,
线性代数课程则授以向量空间和多项式的基本理论, 同时给予群, 环, 域的初步实例. 有
了这些基础就容易学习更一般的代数结构, 而以有限扩张的 Galois 理论作为总验收.
各院校安排不同, 但代数素养的重要是一切数学工作者的共识. 这不单是为了陶冶美
感, 还因为凡是代数结构出现之处, 就有代数学方法施展的空间, 只消列出相关的学科
名称, 如代数数论, 代数几何, 代数拓扑, 代数组合乃至于代数统计等等, 便可以粗知这
门本领的用处. 此外, 代数方法在物理, 化学, 计算机科学等方面的应用也同样是广为人
知的.

本书主题有时也称为 “近世代数” 或 “抽象代数”. 所谓近世, 总是相对于当时当世
而论, 早在 1955 年 van der Waerden 发表《代数学》第四版时便已舍弃此词, 于今更无



2 导言

必要. 至于说抽象, 充其量是初学者的错觉, 作为课名或书名完全不得要领, 而且似乎有
恫吓读者之嫌. 本书题为 “代数学方法”, 一则是因为当代代数学范围过广, 本书仅择有
趣有用者而述, 不求体系大而全. 第二也是最关键的一点, 则是因为数学的本质存在于
交融互摄, 只为授课与学科分画方便才打包于一词. 所以本书绝不视代数为疆界分明的
学科; 与分析, 拓扑学等脱钩的纯代数即便存在, 也仅是千万种研究方向之一. 《庄子·
应帝王》中有混沌凿七窍的故事, 强凿疆界同样令数学趋于停滞消亡.
许多本科代数教材的内容大致以 1950—60 年代为分限. 绝不是说代数的内涵与方

法就此定型; 恰恰相反, 此后数学经历了空前的发展, 包括对经典题材有了更新更透彻
的理解. 若就本书范围而论, 当属范畴论的兴起最为突出. 这是拜拓扑学之赐, 在数学
中建立起的一套关系哲学, 其中真正重要的并非一个数学结构 “是什么” (比方说, 它作
为集合有哪些成员), 而是结构之间的联系, 或者说是结构的功能与角色. 笔者所愿强调
的正是拓扑学, 尤其是同伦论的贡献, 代数学至今仍从中领受新鲜的工具和挑战; 这些
根源不难凭拓扑直觉来把握, 倘若因虚构的学科藩篱而轻易放过, 对读者可是莫大损失.

当然, 真正伟大的理论可以超越时代, 光芒恒在. 如何以现代形式来撷取精华, 去其
枝蔓而无损它们本有的辉煌? 这是笔者自期的目标. 一步到位显然是不切实际的, 是以
本书对某些主题将以经典或者 “半经典” 的观点来料理.

这里还必须说明历史的顺序不同于概念的顺序. 一般说来, 新的概念在数学上能站
稳脚跟很少是因为它们简明通透, 恰好相反: 它们得先在既有的, 最为艰深的问题上一
试锋芒, 尽管新概念终将成为未来大厦的基石, 而旧日难题反倒会成为课后习题, 如此
遂显得理论框架是第一义的, 应用却属于外来的, 派生的. 我们不得不承认这种重构是
学习的必由之路, 也算是数学进步的一种标志. 但是读者也应当明白代数学中各种概念
不只是筑起一座座坚实的大厦, 就其谱系观之又仿佛一张大网, 其中的节点相互支撑.
如反映在方法上, 这就要求学者具有处处不滞, 纵横兼顾的慧眼.

本书的初步准备工作可追溯到 2013 年左右. 在同各地学生的交流中, 笔者深感于
广大学子的禀赋与热忱, 而另一方面, 学校师长所能够或愿意给予的又与此极不相称.
很遗憾, 互联网在这方面无补于资源的不均. 即便有明眼人推荐教材, 其内容又普遍过
时, 一涉科研, 障碍立现. 基于这些考量, 本书在编排上设定了几点目标:

� 兼具自学, 参考书与教学资源的多重功能;

� 参照实际科研需求, 尤其是思想与符号的更新换代;

� 突出开放性, 强调代数学与其他问题的交融.

有鉴于此, 这不是为某一门课或某所院校量身打造的教本, 章节与授课顺序和课时也没
有必然的联系. 因此无论是教师或自学者都应该自主取舍.
尽管教材的结构总须按直线发展, 实际学习时种种主题势必有所交错重复, 犹如刀

剑淬火, 这是吸收新知的自然规律. 但不同群体适合于不同的学习节奏, 如作为参考书
更要另当别论, 本书的折衷方式是大略以逻辑顺序为锚, 必要的跳跃/回顾则倚靠交叉
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参照来实现. 对于已有一定代数基础的读者, 若能活用这些参照和书后索引, 各章大致
是可以独立阅读的.
本书部分内容曾在中国科学院大学的本科生与研究生课程上讲授. 编撰过程中

广泛参考了既有的教材, 包括但不限于 Bourbaki [3, 5], Jacobson [21, 22], Lang [28],
MacLane [29], van der Waerden [43, 44] 等等, 同时参酌了网络资源如 MathOverflow
和 nLab 等; 中文教材如张禾瑞 [55] 和聂灵沼–丁石孙 [59] 也提供了不少借鉴. 在此遥
致敬意. 缘于见识和精力的限制, 各种错误或不足之处在所难免, 祈望方家不吝斧正.
编撰过程中承蒙师友及同学们的理解与襄助, 兹就记忆所及者敬列如次, 用申谢忱:

白宸聿, 冯琦, 黎景辉, 刘欣, 毛盛开, 明杨, 荣石, 单宁, 陶景麾, 王丹, 席南华, 熊锐, 张
秉宇, 张浩, 周胜铉, 朱任杰, 邹昌寒 (按汉语拼音排序). 此外, 高等教育出版社的赵天夫
编辑提供了许多专业意见, 在此一并致谢.

李文威

2018 年 3 月于保福寺桥南

背景知识
本书不求建立一套自足的或者界限分明的体系, 何况按科研的普遍经验, 如一味要

求万事具备才敢开疆拓土, 结果往往是一事无成, 代数相关领域尤其如此. 阅读过程中
难免会遇上新的或未夯实的知识点, “引而伸之, 触类而长之” 兴许是更合适的态度. 即
便如此, 在此仍有必要描绘一条模糊的底线. 保守估计, 本书期望读者对大学数学专业
低年级课程有充分的掌握. 如果还修习过一学期的本科代数课程, 譬如 [59] 的前半部或
[55], 就应当能顺利理解本书大部分的内容, 但这不是必需的. 至于具体情形自然得具体
分析, 既系于读者个人的学思经历, 也和胆识有关.

以下列出几类相关的背景知识, 按份量递降排列.

B 基本素养 包括逻辑用语, 反证和递归等论法, 关于集合的常识和对符号的熟稔, 对
数学结构的初步体会, 对抽象语言的感觉等等, 一言以蔽之曰 “火候”. 其粗浅方面
涵摄于高中或大学一年级课程的内容, 若论造微, 则是数学工作者一生的功课.

B 矩阵, 向量空间, 多项式 这些内容在中国一般包含于大一的高等代数或线性代数
课程, 如 [51, 52] 等, 初等部分则兼于高中. 读者应该对矩阵和向量空间有最初步
的认知, 并了解矩阵和线性变换的关系; 若知悉置换 (对称群) 的操作则更佳. 虽
然这些主题皆可划入代数学, 但无论就多数读者的背景或就论述的便利考虑, 都
不必从头细说. 这些知识在本书中主要用于举例和节约论证, 其取舍不影响理论
主干.

http://mathoverflow.net
http://ncatlab.org
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B 初等数论 含整除性, 素因子分解, 辗转相除法等常识, 以及延伸到多项式的情形.
此外读者应该知悉, 或者至少愿意接受同余式的使用, 尤其是在模素数 p 的情形.
最基本的结果如 Fermat 小定理等会偶尔出现, 当然, 用代数工具是极容易予以证
明的.

B 分析学相关常识 实数的构造, 点集拓扑学初步概念, Cauchy 列及完备性. 多数不
脱大学低年级分析或几何类基础课范围. 这些语汇对于处理某些代数结构是方便
的, 有时甚且是必需的.

针对超过大一范围的背景, 例如较深的几何学知识, 文中将另外指出参考书籍. 这类知
识主要用于举例, 对于高年级本科生应该是合理的. 如涉及本科或研究生低年级的基础
知识, 则从较具代表性并且容易获取的本土教材择一.

内容提要
以下简介各章的内容.
第一章: 集合论 读者对集合应有基本的了解. 本书以集合论居首, 一则是尊重体

系的严整性, 二则是完整说明基数和 Zorn 引理的来龙去脉. 最后介绍的 Grothendieck
宇宙是应用范畴论时的必要安全措施. 大基数理论对一些高阶的范畴论构造实属必需,
我们希望在日后探讨同调代数时予以阐明.
第二章: 范畴论基础 本章完整介绍范畴论的基础概念, 以范畴, 函子与自然变换

为中心, 着重探讨极限与可表性. 为了说明这些观念是自然的, 我们将自数学各领域中
博引例证.
第三章: 幺半范畴 这是带有某种乘法操作的范畴. 幺半范畴在实践与理论两面

占据要津, 因为它一方面是向量空间张量积的提纯, 同时又能用来定义范畴的 “充实”
化, 例如实用中常见的加性范畴.
前三章主要在观念或体系上占据首位, 实际阅读时不必循序. 建议初学者先迅速浏览,
并在后续章节中逐渐认识这些内容的必要性, 回头加以巩固. 毋须在初次阅读时就强求
逐字逐句地理解: 这不是唯一的方法, 也不是最好的方法.

第四章: 群论 对幺半群和群的基本理论予以较完整的说明, 包括自由群的构造,
也一并介绍群的完备化. 后者自然地引向 pro-有限群的概念, 这是一类可以用拓扑语汇
来包装的群论结构, 它对于 p-进数, 赋值和无穷 Galois 理论的研讨是必需的.

第五章: 环论初步 考虑到后续内容的需要, 此章也涉及完备化及对称多项式的
初步理论. 之所以称为初步, 是为了区别于交换环论 (又称交换代数) 与非交换环的进
阶研究, 这些将在后续著作予以探讨.
第六章: 模论 此章触及模论的基本内容, 包括张量积. 向量空间和交换群则视作

模的特例. 我们还会初步探讨复形, 正合列与同调群的观念. 系统性的研究则是同调代
数的任务. 关于半单模, 不可分解模与合成列的内容可以算是后续著作的铺垫.
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第七章: 代数初步 这里所谓的 “代数” 是构筑在模上的一种乘法结构, 虽然易生
混淆, 此词的使用早已积重难返, 本书只能概括承受. 本章还将针对代数引入整性的一
般定义, 讨论分次代数, 并以张量代数及衍生之外代数和对称代数为根本实例, 这些也
是线性代数中较为深入的题材, 有时又叫作多重线性代数. 称为初步同样是为了区别于
代数的细部研究, 特别是非交换代数的表示理论, 那是另一个宏大主题.
第八章: 域扩张 扩域的研究构成了域论的一大特色, 这根植于解方程式的需求.

本书不回避无穷代数扩张和超越扩张, 但对于更精细的结构理论如 p-基等则暂予略过.
第九章: Galois 理论 有限扩域的 Galois 理论常被视为本科阶段代数学的终点,

这还是在课时充足的前提下; 如此就容易给人一种似是而非的印象, 仿佛 Galois 理论的
要旨不外是解高次方程和尺规作图. 本章包括这些应用, 但置无穷 Galois 理论于核心
位置, 因为在数论等应用中, 由可分闭包给出的绝对 Galois 群才是最根本的对象. 为了
阐述这点, 使用 pro-有限群的语言便是难免的.

第十章: 域的赋值 此章第一节是关于滤子与完备化的讨论, 无妨暂时略过. 其后
介绍 Krull 赋值的一般概念, 取值容许在任意全序交换群上, 然后引入域上的赋值与绝
对值. 这些主题既可以看作代数的支脉, 也可以看作非 Archimedes 分析学的入门. 相
关思路现已汇入了数论, 几何与动力系统的研究. 最后介绍的 Witt 向量则在算术几何
的新近发展中承担了吃重的角色.

对于抽象程度较高的部分, 正文将穿插若干和理论主线无关, 然而饶富兴味或
者曾发挥重要历史功用的结果, 例子包括 Möbius 反演 (§5.4), Frobenius 定理 7.2.9,
Grassmann 簇的 Plücker 嵌入 (§7.7) 和 Ostrowski 定理 10.4.6 等等.

本书不区分基础内容与选学内容, 读者在订定阅读顺序时宜参酌各章开头的介绍
和阅读提示.

凡例
章节在参照时以符号 § 为前缀. 各章始于简介和阅读提示, 习题则附于结尾, 多有

提示. 定理的证明原则上不归入习题, 少数例外是一些自明的, 可以依样画葫芦的, 或者
是甚繁而不难的论证.

证明的结尾以 标记.
人名以拉丁字母转写为主, 惟中日韩越人名则尽量使用汉字. 索引一律按字母或汉

语拼音排序, 附带中英对照. 数学术语全部中译, 原则上不再标注原文以免扰乱阅读; 必
要时读者可以查阅索引. 译文参照 [56], 少数明显不妥的翻译另改.
数学离不开符号, 代数学尤其如此. 本书采取的符号体系折衷于三条原则: 科研实

践中的惯例, 系统性, 以及自明性. 兹简述一般性的符号如下, 以备查阅.

� 逻辑: 本书谈逻辑的机会不多, 借用其符号的场合倒不少. 我们将以 ∀ . . . 表达量
词 “对所有......”, 以 ∃ . . . 表达 “存在......” 并以 ∃! . . . 表达 “存在唯一的......”
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我们以 P ∧Q 表示 “P 而且 Q”, 以 P ∨Q 表示 “P 或者 Q”. 命题间的蕴涵关系
以 =⇒ 表达, 因此 P ⇐⇒ Q 意谓 P 等价于 Q.

� 定义: 表达式 A := B 意指 A 被定义为 B. 如果一个表达式或一系列操作无歧义
地确定了一个数学对象, 与一切辅助资料的选取无关, 则称该对象为 “良好定义”
或 “确切定义” 的, 简称良定.

� 集合: 我们以 ∩表交, ∪表并, ×表积;差集记为 A∖B := {a : a ∈ A ∧a /∈ B}. 集
合的包含关系记作 ⊂,真包含记作 ⊊. 一族以 i ∈ I 为下标的集合表作 {Ei : i ∈ I}
或 {Ei}i∈I 之形, 其并写作

⋃
i∈I Ei, 交写作

⋂
i∈I Ei, 积则写作

∏
i∈I Ei. 集合的

无交并以符号 t 表示. 空集记为 ∅. 集合 E 的元素个数或谓基数记为 |E|; 基数
为 1的集合称为独点集. 设 ∼为集合 E 上的等价关系, 则相应的商集记为 E/ ∼,
它由所有 E 中的等价类构成; 我们称等价类中的任一元素为该类的一个代表元.

� 映射: 以 f : A→ B 表示从 A 到 B 的映射 f , 以 a 7→ b 表示元素 a 被映为 b, 或
一并写作

f : A −→ B

a 7−→ b.

我们以 ↪→ 表示该映射是单射, 以 � 表示满射. 在讨论一般的代数结构乃至
于范畴时, 这些符号也用于表达单同态和满同态等概念, 至关紧要的同构则
以 ' 或带方向的 ∼→ 表达, 确切意涵可从上下文推寻. 我们也常以 1:1

表示
集合间的一一对应, 亦即双射. 映射 f : B → C 和 g : A → B 的合成写作
f ◦ g = fg : x 7→ f(g(x)). 必要时以 f(·) 或 f(−) 的写法强调函数之变量.

对于映射 f : A→ B 和子集 B0 ⊂ B, 称 f−1(B0) := {a ∈ A : f(a) ∈ B0} 为 B0

在 f 下的原像或逆像. 对任意 b ∈ B, 记 f−1(b) := f−1 ({b}), 称为 f 在 b 上的
纤维. 记 f 的像为 f(A) 或 im(f). 对于子集 A0 ⊂ A, 记 f 在 A0 上的限制为
f |A0

: A0 → B.

集合 E 到自身的恒等映射记为 idE , 不致混淆时也记为 id.

� 数系: 记
Z Q R C

整数 有理数 实数 复数

⊂ ⊂ ⊂

正整数集和非负整数集分别以自明的符号表为 Z≥1 和 Z≥0, 类推可定义 R>0 等
等. 我们偶尔也会提到 Hamilton 的四元数, 它们构成集合 H, 其定义会适时说明.
谈及角度时一律采取弧度制.



7

对于实数, 我们以 � 表示 “充分大于”, 譬如 x � 0 表示正数 x 充分大, 而
0 < x� 1 表示正数 x 充分接近 0.

� 范畴: 本书一般以无衬线字体如 Set, Grp, R-Mod 等标识范畴; 我们将在 §2 解释
范畴的定义.

� 整数论: 设 a, b, n ∈ Z. 符号 a | b 意谓 a 整除 b, 而 a ≡ b (mod n) 相当于说
n | a− b, 或者说 a 和 b 对 mod n 同余 (又读作 “模 n 同余”). 给定 n, 同余给出
整数集上的一个等价关系, 有时也以 a mod n 表示 a 的同余类; 整数的加减乘法
可以良定到 mod n 的同余类上. 二项式系数记作(

x

k

)
:=

x(x− 1) · · · (x− k + 1)

k!
,

(
x

0

)
:= 1.

� 矩阵: 循国内多数教材的惯例, 本书取横行竖列, 将 n×m 矩阵写作

A = (aij) 1≤i≤n
1≤j≤m

=

...
· · · aij · · ·

...


 第 i 行

第 j 列

的形式, 其行列式记为 detA. 矩阵乘法 AB = C 按
∑
j aijbjk = cik 确定. 矩阵

A 的转置记为 tA. 记 n× n 单位矩阵为 1n×n 或 1.

常用代数结构

由于本书侧重于概念间的交互联系, 在不影响理论主干的前提下, 小范围的交叉参
照或谓 “偷跑” 势不可免, 尤其是在前几章. 读者能获益多少取决于已有的知识. 以下
表列若干基础代数结构, 既便于查阅, 也有助于快速地领略或回忆代数学的初步概念.

以下以 GLn(R) 表 n × n-可逆实矩阵集, 以 Mn(R) 表 n × n-实矩阵集, 以 Z/pZ
表示模素数 p 的剩余系.
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结构 运算 性质 同态 ϕ 的性质 初步例子

集合 X 无 无 映射 X
ϕ
Y {1, 2, 3, . . .}

幺半群 M
乘法 (x, y) 7→ xy

幺元 1 ∈M
结合律 x(yz) = (xy)z

幺元性质 1x = x = x1

映射 M1

ϕ
M2

ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y)

ϕ(1) = 1

(Z≥0,+)

群 G 同上
承上, 且 ∀x 有逆元:
xx−1 = 1 = x−1x

同上
(Z,+)

(GLn(R), ·)

环 R

对加法成交换群
加法幺元 = 0

对乘法成幺半群
乘法幺元 = 1

分配律:
r(s+ s′) = rs+ rs′

(s+ s′)r = sr + s′r

对加, 乘皆为同态
(Z,+, ·)
实多项式环
(Mn(R), +, ·)

域 F 同上
承上且 ∀x 6= 0 有乘法逆元:
xx−1 = 1 = x−1x

乘法交换 xy = yx

同上
Q,R,C
Z/pZ

左 R-模 M
对加法成交换群
纯量乘 R×M →M

r(m+m′) = rm+ rm′

(r + r′)m = rm+ r′m

r(r′m) = (rr′)m

幺元性质 1m = m

对加法为同态
ϕ(rm) = rϕ(m)

域上向量空间

有些文献未要求环的乘法幺元存在. 对于上表的每一种结构, 标为同态的映射都具
有以下性质

� 恒等映射 idX 是从 X 到自身的同态 (称为自同态),
� 同态的合成仍为同态,
� 同态的合成满足结合律 f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h.

如果结构之间的一对同态 X Y
f

g
满足 f ◦ g = idY , g ◦ f = idX , 就称它们互逆,

此时 f 和 g 是相互唯一确定的, 记为 g = f−1, f = g−1 . 可逆的同态称为同构. 铭记
代数学的一条基本原则: 同构联系了本质上相同的代数结构.

暂时不管集合论的细节, 则上述性质表明: 对于表列的每种结构, 其全体成员 (“对
象”) 及其间的同态 (“态射”) 构成范畴的初步实例. 群, 交换群和左 R-模的范畴一般记
为 Grp, Ab 和 R-Mod, 依此类推; 对于这些范畴中的对象 X, Y , 其间的全体同态构成
了集合 HomGrp(X,Y ), HomAb(X,Y ) 等等, 时常简记为 Hom(X,Y ). 从 X 映到自身的
同态称为自同态, 它们对态射合成构成一个幺半群, 记为 End(X); 可逆的自同态称为自
同构, 所成的群记为 Aut(X).

表列诸结构的运算都搭建在集合上, 对之可以证明同构恰好是兼为双射的同态; 但
要留意到:

� 范畴未必由搭建在集合上的结构组成;
� 对于其他建基在集合上的范畴, 双射同态也未必可逆: 标准的反例是范畴 Top (对
象 = Hausdorff 拓扑空间, 态射 = 连续映射), 其中的同构是拓扑空间的同胚, 然
而连续的双射未必是同胚.

在研究结构之间的同态时, 我们经常会运用交换图表的语言: 这意谓以箭头描述同
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态, 而交换性意谓图表中箭头的合成是殊途同归的, 基本例子:

A B

C

f

h
g

交换 ⇐⇒ g ◦ f = h.

当然我们还会考虑更复杂的图表, 譬如

A B C

D E

等等, 交换性的意蕴可以类推. 图表的交换性能够分块验证; 譬如上图的交换性便可

化约到子图表
• •

•

和
• •

• •

上检验. 这套工序对于更复杂的图表 (例如

“三维” 情形) 是很有用的.
由于交换图表只涉及箭头的合成, 在一般的范畴中也同样适用.





第一章 集合论

集合的基本概念和操作是中学数学或大学基础课的内容, 本章的目的是在这些基
础上进行加固, 更新, 并补全一些常被遗漏的基本知识. 主角是:
� Zermelo–Fraenkel 公理集合论和选择公理的明确表述.
� 序数理论和 Zorn 引理; 这是由于序数和超穷递归在一般代数教材中较少提及, 而

Zorn 引理即使有证明也往往十分迂回.
� 关于基数的基本定义和操作.
� 阐述 Grothendieck 宇宙的概念, 借以安全地运用范畴论.
格于本书体裁, 对上述主题只能点到为止. 多数情形下, 数学工作者毋须直面集合

论的深层结构, 需要时也可以视作已知结果. 因此读者可选择在必要时再回头查阅本
章. 但严肃的范畴论研究绕不过集合. 另一方面, 序数, 基数和超穷递归是数理逻辑与
集合论工作者的常备工具, 许多代数教材不谈则已, 一谈便是云山雾罩; 鉴于逻辑方法,
尤其是模型论 [49] 近来对几何与数论等领域的渗透, 了解这些内容应当是不无裨益的.

阅读提示

读者必须对朴素集合论有最初步的了解. Grothendieck 宇宙仅在触及较深课题,
须对范畴进行高阶操作时才会用上. 建议初学代数的读者暂且略过本章.
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1.1 ZFC公理一览
何谓集合? G. Cantor 在 1895 年 [6, p.481] 作如是界说: “集合意谓吾人感知或思

想中一些确定的, 并且相互区别的对象汇集而成的整体, 这些对象称为该集合的元素.”
百余年后回首, 仍然得承认 Cantor 的说法审慎而精当. 即便如此, 不加节制地操作这些
“确定的”, “相区别” 的对象将导致悖论, 譬如著名的 Russell 佯谬便考虑了所有集合构
成的 “集合” V, 构造其子 “集合” {x ∈ V : x /∈ x} 而导出矛盾. 现代集合论处理此问题
的主流方法是限制概括原理 {x : x 满足性质P} 的应用范围, 并在一阶逻辑与合适的公
理系统下进行演绎. 例如: 以上提到的 “集合” V 实非集合, 强名之只能称作类.

本书采用通行的 Zermelo–Fraenkel 公理集合论, 并承认选择公理; 这套系统简称
ZFC. 我们稍后将另加一条关于大基数的公理 (假设 1.5.2). 极笼统地说, ZFC 构筑于:

� 一阶逻辑, 其中具有常见的 ∧, ¬, =⇒ , ∀, ∃ 等逻辑联词与量词, 括号 ( ), 变元
x, y, z, . . . 和等号 = (视为二元谓词) 等; 可以判定一个公式是否合乎语言的规则,
例如括号的左右配对, 合规者称为合式公式. 这套语言是形式逻辑的标准基础, 可
参看 [49, 第 2 章].

� 集合论所需的二元谓词 ∈ 和以下将列出的公理 A.1 — A.9. 若 x ∈ y 则称 x 为
y 的元素. ZFC 处理的所有对象 x, y 等都应该理解为集合; 特别地, 集合的元素
本身也是一个集合, 而集合 s 和仅含 s 的集合 {s} 是两回事.

本书在逻辑层面诉诸常识, 我们不采取一阶逻辑的严格形式, 仅以数学工作者日用
的素朴语言勾勒 ZFC 的公理, 后续的形式推导一并省去. 细节见诸任一本集合论书籍,
如 [23, 60]; 简明的综述则可参阅 [2].

A.1 外延公理: 若两集合有相同元素, 则两者相等.

空集 ∅ 的形式定义是 {u ∈ X : u 6= u}, 其中 X 是任意集合. 外延公理一个近乎
无聊的应用是证明 ∅ 无关 X 的选取, 前提是集合确实存在, 这点既可以独立成另
一条 “存在公理”, 也可以划入稍后的无穷公理.

A.2 配对公理: 对任意 x, y, 存在集合 {x, y}, 其元素恰好是 x 与 y.

有序对 (x, y) 的概念可用配对公理来实作: 我们能定义 (x, y) := {{x}, {x, y}}, 由
此定义积集 X × Y := {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y }; 准此要领可定义有限多个集合的
积 X × Y × · · · . 集合间的映射 f : X → Y 等同于它的图形 Γf ⊂ X × Y : 对每个
x ∈ X, 交集 Γf ∩ ({x} × Y ) 是独点集, 记作 {f(x)}.

A.3 分离公理模式: 设 P 为关于集合的一个性质, 并以 P (u) 表示集合 u 满足性质 P ,
则对任意集合 X 存在集合 Y = {u ∈ X : P (u)}.
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A.4 并集公理: 对任意集合 X, 存在相应的并集
⋃
X := {u : ∃v ∈ X 使得 u ∈ v}.

公理中的 X 通常视作一族集合,
⋃
X 也相应地写成

⋃
v∈X v.

A.5 幂集公理: 对任意集合 X, 其子集构成一集合 P (X) := {u : u ⊂ X}.

A.6 无穷公理: 存在无穷集.

何谓无穷集? 此性质的刻画并不显然, 无穷公理可以用形式语言表作

∃x
[
(∅ ∈ x) ∧ ∀y ∈ x (y ∪ {y} ∈ x)

]
. (1.1)

这般的 x 称为归纳集, 预设归纳集存在的用意在于萃取它的子集

{∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅}, {∅, {∅}}}, . . .} ,

这是我们马上要构造的可数无穷序数 ω.

A.7 替换公理模式: 设 F 为以一个集合 X 为定义域的函数, 则存在集合 F (X) =

{F (x) : x ∈ X}.

分离和替换公理模式里的性质 P 和函数 F 并非集合论意义下的寻常定义,故无循
环论证之虞, 它们实际是由一阶逻辑的合式公式定义的: 以函数 x 7→ y 为例, 这可
以诠释为一阶逻辑中带有两个自由变元 x, y 的合式公式 ϕ, 适合于 ∀x ∃!y ϕ(x, y).
由于对每个 P 或 F 都产生一条相应的公理, 它们被称作公理模式.

A.8 正则公理: 任意非空集都含有一个对从属关系 ∈ 极小的元素.

正则公理的一个重要推论是对于任意集合 x, 不存在无穷的从属链 x 3 x1 3 x2 3
· · · , 特别地 x /∈ x. 由之可建立集合的层垒谱系, 见 §1.5.

A.9 选择公理: 设集合 X 的每个元素皆非空, 则存在函数 g : X →
⋃
X 使得

∀x ∈ X, g(x) ∈ x (称作选择函数).

选择公理中的 X 应该设想为一族非空集, 选择函数 g(x) ∈ x 意味着从每个集合
x ∈ X 中挑出一个元素.

严格来说, 在 ZFC 的形式系统内仅谈论集合. 一些常见的公理集合论如 NBG 系
统 (von Neumann–Bernays–Gödel) 还定义了类的概念: 凡集合都是类, 但还存在非集
合的类, 称作真类. 对于 ZFC 系统, 类只是权宜之计: 它只能在元语言的层次理解为满
足某一给定性质的所有集合, 譬如所有的集合构成一类; 对类的操作化约为对一阶逻辑
中合式公式的操作. 本书力求避开真类, 但在本章将不得不予处理.
集合的并 X ∪ Y , 交 X ∩ Y , 差 X ∖ Y , 积 X × Y 和子集 X ⊂ Y 等运算, 以及函

数等都是派生的概念. 读者想必知之甚详, 故不再赘述. 由此出发, 可以进一步构造非
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负整数集 Z≥0, 整数集 Z, 有理数集 Q 和实数集 R 等等. 我们将在 §1.2 回顾集合论里
构造 Z≥0 的方式.

以下简述商集的概念. 对于任意 n ≥ 1, 集合 X 上的 n 元关系按定义是 Xn =

X × · · · ×X
n 项

的一个子集 R. 多数场合考虑的是二元关系, 此时以 xRy 表示 (x, y) ∈ R.

满足以下性质的 (二元) 关系 ∼ 称作等价关系:
B 反身性 x ∼ x,
B 对称性 x ∼ y =⇒ y ∼ x,
B 传递性 (x ∼ y) ∧ (y ∼ z) =⇒ (x ∼ z).
对于 X 上的等价关系 ∼ 和任意 x ∈ X, 含 x 的等价类记为 [x] := {y ∈ X : y ∼ x}. 商
集定义为全体等价类, 亦即 X/ ∼ := {[x] : x ∈ X}. 如此得到 X 的无交并分解 (又称
X 的划分) X =

⋃
[x]∈X/∼[x], 而且 x ∼ y 当且仅当 x, y 属于划分中的同一个子集. 易

见 X 上的等价关系一一对应于 X 的划分.
我们将采用习见的集合论符号, 例如 X ⊊ Y 代表 X ⊂ Y 且 X 6= Y , 以 X t Y 代

表 X 和 Y 的无交并, XY 代表所有函数 f : Y → X 构成的集合, 特别地 2X = P (X),
这里 2 代表恰有两个元素的集合. 我们将用 {pt} 表示仅有一个元素的集合. 进一步,
对于以某集合 I 为指标的一族集合 (Xi)i∈I 可以定义

并
⋃
i∈I Xi, 交

⋂
i∈I Xi, (I 6= ∅),

无交并
⊔
i∈I Xi, 积

∏
i∈I Xi.

对应于 I = ∅ 的并与无交并都是 ∅, 而积是 {∅}. 空交的合理定义只能是全体集合构
成的类 V, 这在 ZFC 系统内是犯规的.

公理集合论是当代数学的正统基础. 它的表述范围之广, 形式化程度之高, 以至于
数学本身也堪成为数学研究的对象, 诸如何谓证明, 一个命题能否被证明, 公理系统的
一致性 (无矛盾) 等等都能被赋予明晰的数学内容, 这类研究统称元数学. 数学实践中
平素基于自然语言的定义和论证等等, “原则上” 都能改写为 ZFC 或其他公理集合论里
的形式语言, 从而为其陈述和验证赋予一套坚实的基础. 幸抑不幸, 这种基础长期以来
仅仅是一种姿态: 即便对看似单纯的集合论定理, 其形式表述往往都极尽繁琐, 遑论靠
人工来验证乃至于领略. 然而随着符号逻辑, 计算机理论与相关技术的持续进展, 形势
逐渐在起变化. 如四色定理, 素数定理, Kepler 猜想等结果现在已有了形式的验证, 而
形式化方法的应用还不限于数学. 集合论之外的思想 (如类型论) 对此似乎是必要的,
至少是起了极大的简化效果. 可以确定的是: 随着理论与技术携手并进, 人们对数学基
础与数学实践两方面的认知还会不断被改写.
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1.2 序结构与序数
按照 Bourbaki 的观点, 序结构连同拓扑和代数结构一道组成了数学结构的三大母

体. 以下依序介绍偏序, 全序与良序的概念.

定义 1.2.1 偏序集意指资料 (P,≤), 其中 P 是集合而 ≤ 是 P 上的二元关系 (偏序),
满足于
B 反身性 ∀x ∈ P, x ≤ x;
B 传递性 (x ≤ y) ∧ (y ≤ z) =⇒ x ≤ z;
B 反称性 (x ≤ y) ∧ (y ≤ x) =⇒ x = y.
仅满足反身性与传递性的结构称为预序集. 预序集间满足 x ≤ y =⇒ f(x) ≤ f(y) 的
映射称为保序映射.

一般用 x < y 表示 x ≤ y 且 x 6= y. 符号 ≥ 和 > 的意义是自明的. 今后谈及偏序
集时经常省略其中的关系 ≤.

设 P,Q 为偏序集, 若映射 φ : P → Q 满足 (x < x′) =⇒ (φ(x) < φ(x′)), 则称 φ

是严格增的. 若 φ : P → Q 是双射而且 φ, φ−1 皆保序, 则称 φ 为偏序集 P,Q 之间的
同构. 偏序集的同构类称为序型. 偏序集的子集继承了自然的偏序结构.

定义 1.2.2 设 P ′ ⊂ P , 而 P 是预序集,
� 称 x ∈ P 是 P 的极大元, 如果不存在满足 x < y 的元素 y ∈ P ;
� 称 x ∈ P 是 P ′ 的上界, 如果对每个 x′ ∈ P ′ 都有 x′ ≤ x;
� 称 x ∈ P 是 P ′ 的上确界, 如果 x 是其上界, 而且对每个上界 y 皆有 x ≤ y.

同理可以定义极小元, 下界和下确界, 仅须把以上的 ≤ 换成 ≥. 对于偏序集 P , 根据反
称性, 其子集 P ′ 的上确界或下确界若存在则是唯一的, 分别记为 supP ′ 和 infP ′.

定义 1.2.3 若偏序集 P 非空, 而且对任何 x, y ∈ P 子集 {x, y} 皆有上界, 则称 P 是滤
过序集.

定义 1.2.4 若偏序集 P 中的任一对元素 x, y皆可比大小 (即: 或者 x ≤ y,或者 y ≤ x),
则称 P 为全序集. 全序集又称作线序集或链.

显然全序集皆是滤过的.
我们偶尔也会谈论一些类上的序或全序, 及其上界下界等等, 例如以下将考虑的序

数类 On. 定义同上.

定义 1.2.5 (G. Cantor) 全序集 P 如满足下述性质则称作良序集: 每个 P 的非空子集
都有极小元.

例 1.2.6 取任一集合 X, 则幂集 P (X) 相对于包含关系 ⊂ 成为滤过偏序集, 但一般不
是全序. 后面要构作的非负整数集 Z≥0 和实数集 R 都具有标准的全序结构; 其中 Z≥0
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显然是良序集, R 则不是.

引理 1.2.7 设 P 为良序集, 映射 φ : P → P 严格增, 则对每个 x ∈ P 皆有 φ(x) ≥ x.
特别地: (i) P 没有非平凡的自同构, (ii) 对任意 x ∈ P , 不存在从 P 到 P<x := {y ∈ P :

y < x} 的同构.

形如 P<x 的子集继承 P 的良序, 称作 P 的一个前段.

证明 假设集合 P0 := {x ∈ P : φ(x) < x} 非空, 对任意 z ∈ P0 由 φ 严格增可知
φ(φ(z)) < φ(z), 取 z 为 P0 的极小元便导致矛盾. 第一个断言得证.

对于 (i), 代入 φ 和 φ−1 以得到 ∀x φ(x) = x. 对于 (ii), 一个同构 φ : P → P<x 必
然是 P 到自身的严格增映射并满足 φ(x) < x, 与之前结果矛盾.

序数的原初想法是良序集的序型; 假如循此进路, 则必须视之为类而非集合, 那么
谈论序数全体 On 便相当于操作 “类的类”, 显然有些棘手. 幸亏我们能从每个良序
型中挑出一个标准的良序集, 从而得到更精确的描述, 为此需要 von Neumann 的如下
定义.

定义 1.2.8 如果一个集合 α 的每个元素都是 α 的子集 (换言之, α ⊂ P (α)), 则称 α 为
传递的. 若传递集 α 对于 x < y

定义⇐⇒ x ∈ y 成为良序集, 则称 α 为序数.

显然 ∅ 是序数. 若 α 是序数, 则 α t {α} 亦然. 序数的完整理论可参阅 [23, §2] 或
[60, 第四章], 以下仅摘录部分重要性质. 关于序数与良序型的联系请见命题 1.3.4.

引理 1.2.9 序数满足下述性质.
(i) 若 α 是序数, β ∈ α, 则 β 也是序数.
(ii) 对任两个序数 α, β, 若 α ⊊ β 则 α ∈ β.
(iii) 对任两个序数 α, β, 必有 α ⊂ β 或 β ⊂ α.

证明 先证 (i). 据 α 的传递性可知 β ⊂ α, 且 (β,∈) 也是良序集. 接着证明 β 传递:
设 τ ∈ β ⊂ α, 仅需证明 x ∈ τ =⇒ x ∈ β 即可. 由于 ∈ 赋予 α 序结构, 由 x ∈ τ ∈ β
可知 x ∈ β.

对于 (ii), 以 < 表示 ∈ 并令 γ 为 (β ∖α,<) 的极小元. 我们断言 α = {x ∈ β : x <

γ}, 而后者无非是 γ. 包含关系 ⊃ 是显然的. 对于 ⊂, 给定 y ∈ α ⊂ β, 首先排除 γ = y;
其次, 由 α 的传递性有 y ⊂ α, 依此排除 γ < y, 故 y < γ.

对于 (iii), 显见 γ := α ∩ β 也是序数. 我们断言 γ = α 或 γ = β 必居其一, 否则由
上述结果可得 γ ∈ α, γ ∈ β, 于是有 γ ∈ γ, 亦即在偏序集 (α,≤) 中 γ < γ, 这同 < 的
涵义 (≤ 但 6=) 矛盾.

从引理立得以下直接推论.

定理 1.2.10 定义 On 为序数构成的类.
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� 对序数定义 β < α 当且仅当 β ∈ α, 则这定义了 On 上的一个全序, 而且对任意
序数 α 都有 α = {β : β < α}.
� 若 C 是一个由序数构成的类, C 6= ∅, 则 infC :=

⋂
C 也是序数, 而且 infC ∈ C;

我们有 α t {α} = inf{β : β > α}.
� 若 S 是一个由序数构成的集合, S 6= ∅, 则 supS :=

⋃
S 也是序数.

由此可知 β < α 蕴涵 β 是 α 的前段. 性质 α = {β : β < α} 是理解序数构造的钥匙.
给定序数 α, 置 α+1 := αt {α} > α, 称为 α 的后继; 它是大于 α 的最小序数. 若

α 不是任何序数的后继, 则不难看出 α = sup{β : β < α}, 这样的 α 称为极限序数. 约
定空 sup 为 ∅ 使得 “零序数” ∅ 是极限序数.

命题 1.2.11 序数类 On 是真类.

证明 前述结果表明若 On 是集合, 则 sup(On) 有定义, 而且序数 sup(On) + 1 将严
格大于所有序数, 包括它自己!

这被称为 Burali-Forti 佯谬 (1897 年), 它面世要早于 Russell 佯谬 (1902 年), 尽管后者
影响更大.

例 1.2.12 (无穷序数 ω 的构造) 考虑序数 0 := ∅, 不断取后继得到序数

1 := 0 + 1, 2 := 1 + 1, 3 = 2 + 1, . . .

等等. 现在我们着手定义最小的非零极限序数 ω, 这样的序数如存在则必包含所有
0, 1, 2, . . ., 而且实由它们构成. 首务是证明非零极限序数存在: 回忆无穷公理 A.6 中归
纳集的概念, 若 x 是归纳集, 取 α := {y ∈ x : y ⊂ x, y ∈ On}. 按定义直接验证以下
性质: (a) ∅ ∈ α 故 α 非空, (b) α 是序数, (c) y ∈ α =⇒ y + 1 ∈ α, 因此 α 确为极限
序数. 取序数 ω := inf{非零极限序数} 即所求. 满足 n < ω 的序数 n 称为有限序数.
在同构意义下, 序数 ω = {n : n = 0, 1, . . .} 不外是我们直觉中的良序集 Z≥0; 这

也可以看作是从空集出发, 在 ZFC 框架下定义非负整数集的一种手法. 更明确地说, ω
连同其中元素的后继运算 n 7→ n+ 1 满足 Peano 的算术公理 (见 [59, 第零章, §2]), 而
这是我们实际操作整数时所需的全部性质, 定理 1.3.1 将触及其中关键的一条: 数学归
纳法.
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1.3 超穷递归及其应用
定理 1.2.10 表明真类 On 对 ≤ 也有良序性质: 任何由序数构成的类都有极小元.

这立即导向以下结果.

定理 1.3.1 (超穷归纳法) 令 C 为一个由序数构成的类. 假设
(i) 0 ∈ C,
(ii) α ∈ C =⇒ α+ 1 ∈ C,
(iii) 设 α 为极限序数, 若对每个 β < α 皆有 β ∈ C, 则 α ∈ C,
那么 C = On. 如果仅考虑小于某 θ 的序数而非 On 整体, 断言依然成立.

证明 设若不然, 取不在 C 中的最小序数 α 6= 0, 无论它是后继或极限序数都导致
矛盾.

注记 1.3.2 回忆到 θ = {α ∈ On : α < θ}. 如取 θ = ω 则得到经典的数学归纳法, 此时
不涉及情况 (iii).

定理 1.3.1 常用以递归地构造一列以序数枚举的数学对象, 它基于某规则 G 如下:
B 第零项 a0 = G(0) 给定,
B 后继项 设 α = β + 1, 已知 aβ , 则可以确定 aα = aβ+1 = G(aβ),
B 极限项 设 α 是极限序数, 已知 {aβ : β < α}, 则可以确定 aα = G({aβ : β < α}).
不难想象这将唯一确定一列集合 aα, 兹改述并证明如下. 考虑函数 G : V → V, 虽然
V 是真类, 然而如早先所述, G 可以诠释为一阶逻辑中的某类公式而不影响以下操作.
引入 θ-列的概念: 这是指函数 a : θ → V, 亦可理解为形如 {aα : α < θ} 的列.

定理 1.3.3 (超穷递归原理) 对任意序数 θ, 存在唯一的 θ-列 a 使得 α < θ =⇒ a(α) =

G(a|α). 特别地, 存在唯一的函数 a : On→ V 使得对每个序数 α 皆有 a(α) = G(a|α).

几点说明: (a) 替换公理模式 A.7 确保函数限制 a|α 可以按寻常方法等同于集合
{(β, a(β)) : β ∈ α}, 故 G 对之可以取值; (b) 我们将函数限制 a|0 理解为空集 0, 故按
定义 a(0) = G(0); (c) 定理前半段只要求 G 对形如 α→ V 的函数有定义, 其中 α < θ.

证明 第一步, 若 θ-列 a, a′ 皆满足所示性质, 我们断言 α < θ 蕴涵 a(α) = a′(α),
如是则 a = a′: 这对 α = 0 已知; 设若这对所有 β < α 成立, 那么 a|α = a′|α 故
a(α) = a′(α); 应用定理 1.3.1 遂得以上断言.

第二步是 θ-列 a 的存在性. 当 θ = 0 时为显然. 今设 θ > 0, 并且对任意 ξ < θ, 所
求 ξ-列 a[ξ] 皆存在, 则由替换公理模式知 a[ξ] 确实是集合间的映射; 由第一步可将诸
a[ξ]拼接为定义在 θ上的函数 a使得 a|ξ = a[ξ],而且使性质 α < θ =⇒ a(α) = G(a|α)
成立, 这是容易的.
最后, 由于 On 无极大元, 根据前两步可以唯一地定义 a : On→ V.
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借助超穷递归原理, 能对序数定义类似于非负整数的运算如次. 以下在情形 (iii) 总
假设 β 是极限序数:

� 加法: (i) α+0 := α, (ii) α+(β+1) = (α+β)+1, (iii) α+β = sup{α+ξ : ξ < β}.

� 乘法: (i) α · 0 := 0, (ii) α · (β + 1) = α · β + α, (iii) α · β = sup{α · ξ : ξ < β}.

� 指数: (i) α0 := 1, (ii) αβ+1 = αβ · α, (iii) αβ = sup{αξ : ξ < β}.

可以验证序数对加法和乘法都满足结合律, 但一般不满足交换律. 施之于 α, β < ω 便
得到非负整数上的加法和乘法 (当然这时必须验证交换律). 至此, 我们已经基于公理集
合论为 Z≥0 上的算术奠定了基础, 将之加工为 Z 及 Q 则可以说是代数学的任务, 手法
是大家熟知的. 一般性的工具将在定义–定理 4.2.12 和 §5.3 予以介绍.

命题 1.3.4 对任意良序集 P , 存在唯一的序数 α 和良序集之间的同构 φ : P
∼→ α.

证明 序数和同构的唯一性源自引理 1.2.7 和引理 1.2.9. 可设 P 6= ∅, 并选取 ℧ /∈ P
(易见存在性). 以下将以超穷递归定义一族元素 aα ∈ P t {℧}, 其中 α 取遍所有序数.
设 a0 := min(P ), 并递归地定义

aα :=

min (P ∖ {aβ : β < α}) , {aβ : β < α} ⊊ P

℧, {aβ : β < α} = P.

由于 P 是集合,必存在最小的序数 θ使得 aθ = ℧,否则这将蕴涵单射 a : On→ P ,分离
公理模式 A.3 确保 a(On) ⊂ P 是集合, 而替换公理模式 A.7 蕴涵 On = a−1(a(On))
亦是集合, 此与命题 1.2.11 矛盾. 可验证 aα 7→ α 定义了偏序集的同构 P → {β : β <

θ} = θ.

以下两个重要结果都依赖于选择公理 A.9. 其中 Zorn 引理是代数学的基本工具之
一. 之前的论证技巧还会反复出现.

定理 1.3.5 (Zermelo良序定理, 1904) 任意集合 S 都能被赋予良序.

证明 我们断言 S 和某个序数 θ 间存在双射. 选取元素 ℧ /∈ S 如上. 由选择公理, 可
以在 S 的每个子集 S′ 里拣选元素 g(S′). 设 a0 := g(S), 并用超穷递归对每个序数 α

定义

aα :=

g (S ∖ {aβ : β < α}) , S 6= {aβ : β < α}

℧, S = {aβ : β < α}.

与先前类似, 因 S 是集合, 故可取极小的 θ 使得 aθ = ℧, S = {aβ : β < θ}, 后者和序数
θ = {β : β < θ} 之间有显然的双射, 于是导出 S 上的良序.

定理 1.3.6 (Zorn引理) 设 P 为非空偏序集, 而且 P 中每个链都有上界, 则 P 含有极
大元.



20 第一章 集合论

证明 类似于前一个证明. 假定 P 不含极大元. 任取 a0 ∈ P , 并用超穷递归对每个序
数 α 定义 aα ∈ P , 使得 α < β ⇒ aα < aβ , 其方法如次: 设对每个 β < α 都定义了 aβ

如上, 则 (aβ)β<α 在 P 中成一链. 若 α 是极限序数, 则此链必有上界 aα /∈ {aβ}β<α;
若 α = γ + 1 是后继序数, 因 P 无极大元故存在 aα ∈ P 使得 aα > aγ . 真类 On 据此
可以嵌入 P , 仿照命题 1.3.4 的论证导出 On 亦是集合, 矛盾.

已知选择公理, 良序定理和 Zorn引理相互等价, 任择一者连同 A.1 – A.8皆给出 ZFC.
本书以选择公理为出发点.

1.4 基数
基数是描述集合大小的一种标杆, 我们从等势的概念出发, 随后联系到序数.

定义 1.4.1 若两集合 X,Y 之间存在双射 φ : X → Y , 则称 X,Y 等势.
等势构成了集合间的等价关系,集合X 的等势类记作 |X|. 若存在单射 φ : X → Y ,

则记作 |X| ≤ |Y |.

关系 ≤ 显然只依赖于等势类, 并满足传递性: |X| ≤ |Y |, |Y | ≤ |Z| 蕴涵 |X| ≤ |Z|.
我们用 |X| < |Y | 表示 |X| ≤ |Y |, |X| 6= |Y |. 以下证明 ≤ 满足反称性, 因而在等势类
上定义了偏序.

定理 1.4.2 (Schröder–Bernstein) 若两集合 X,Y 满足 |X| ≤ |Y | 和 |Y | ≤ |X|, 则
|X| = |Y |.

证明 考虑单射 f : X → Y 和 g : Y → X. 我们可以在断言中以 g(Y ) 代替 Y , 从而化
约到 Y ⊂ X 而 g 是包含映射的情形, 即 f(X) ⊂ Y ⊂ X. 置 X0 := X, Y0 := Y , 我们
递归地对所有 n ∈ Z≥0 定义

Xn+1 := f(Xn),

Yn+1 := f(Yn).

从而得到一列嵌套的子集

X0

=X

⊃ Y0
=Y

⊃ · · · ⊃ Xn ⊃ Yn ⊃ Xn+1 ⊃ · · · .

定义映射 φ : X → Y 如下

φ(x) =

f(x), 如果 ∃n ≥ 0, x ∈ Xn ∖ Yn,

x, 其他情形.
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容易验证 φ 是良定的双射.

许多书籍直接将基数定义为等势类. 一如序数的情形, 本章的进路是为每个等势
类指定标准的代表元, 从而将基数理解为一类特别的序数. 在此先回顾等势类的基本
运算:

(i) |X|+ |Y | = |X t Y |,
(ii) |X| · |Y | = |X × Y |,
(iii) |X||Y | = |XY |.
推而广之, 设 (Xi)i∈I 为以集合 I 为指标的一族集合, 则可定义基数和

∑
i∈I
|Xi| :=

∣∣∣∣∣⊔
i∈I

Xi

∣∣∣∣∣ . (1.2)

与积

∏
i∈I
|Xi| :=

∣∣∣∣∣∏
i∈I

Xi

∣∣∣∣∣ . (1.3)

可验证两者都是良定的运算. 关于基数之无穷和与无穷积的进一步讨论可参阅 [23,
pp.52-55].

另外注意到 2|X| = |P (X)|. 下述定理是熟知的.

定理 1.4.3 (Cantor) 对任意集合 X 皆有 |P (X)| > |X|.

证明 存在单射 X → P (X), 然而任何映射 φ : X → P (X) 皆非满: 仅需验证集合
Y := {x ∈ X : x /∈ φ(x)} 不在 φ 的像里.

定义 1.4.4 序数 κ 称为基数, 如果对任意序数 λ < κ 都有 |λ| < |κ|.

换言之,基数无非是一个等势类中的极小序数. 现在我们用选择公理联系等势类和基数.

命题 1.4.5 对任意集合 X, 可取最小的序数 α(X) 使得 |X| = |α(X)|. 则 X 7→ α(X)

给出等势类和基数的一一对应. 特别地, 对任意集合 X,Y 必有 |X| ≤ |Y | 或 |Y | ≤ |X|.

证明 序数 α(X) 的存在性源于定理 1.3.5, 它显然是基数. 其余断言是显然的.

据此可以谈论一个集合的基数. 不难证明有限序数和 ω 都是基数. 有限集是基数
为有限序数的集合, 可数集是基数为 ω 的集合, 其余称为不可数集; 注意到任何无穷集
总是包含一份与 Z≥0 等势的子集, 这是因为无穷序数皆包含 ω. 为了符号上方便, 今后
我们将经常混同集合的等势类及相应的基数.

引理 1.4.6 对任意序数 α 都存在基数 κ > α. 如果 S 是一个由基数构成的集合, 则
supS 也是基数.
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证明 一个集合及其子集上所有可能的良序结构形成一个集合, 而 On 是真类, 因此对
任意 X 总存在序数 θ 使得 |θ| > |X|; 取 X = α 便得到第一个断言. 对于第二个断言,
假定存在序数 β < α := supS 使得 |β| = |α|. 根据上确界性质, 必存在 κ ∈ S 满足
κ > β, 因此 |β| ≤ |κ| ≤ |α| = |β|, |β| = |κ|, 这与 κ 是基数矛盾.

任意无穷集 α 都满足 |α t {α}| = |α| (处理 α = Z≥0 的情形即可), 所以无穷基数
必为极限序数. 无穷基数称作 ℵ 数. 引理 1.4.6 告诉我们如何用序数枚举无穷基数: 递
归地定义

ℵ0 := ω, 这是最小的无穷基数;

ℵα+1 :=大于 ℵα 的最小基数;

ℵα := sup
β<α
ℵβ , 若 α 是极限序数.

特别地, 基数全体构成一个真类.

例 1.4.7 (Cantor) 我们证明 |R| = 2ℵ0 . 首先留意到 |Q| = |Z≥0| = ℵ0. Dedekind 分割
x 7→ {r ∈ Q : r < x} 给出 R ↪→ P (Q), 于是 |R| ≤ |P (Q)| = 2ℵ0 . 另一方面, 区间 [0, 1]

包含 Cantor 集

C :=

{ ∞∑
n=1

an3
−n : ∀n, an = 0或 2

}
,

形式如上的 3 进制表法是唯一的, 因此 |R| ≥ |C| = 2ℵ0 . 应用定理 1.4.2 即得所求.

集合论中常称实数集为 “连续统”. 著名的连续统假设断言 2ℵ0 = ℵ1. 已知若预设
ZFC公理系统的一致性,那么无论是连续统假设 (P. Cohen, 1963)或其否定 (K. Gödel,
1940) 都无法从 ZFC 的公理推出.

定理 1.4.8 (α × α上的典范良序) 真类 On2 = On ×On 上存在良序 ≺ 使得对每个
序数 α 皆有 On2

≺(0,α) = (α × α,≺), 称作 α × α 上的典范良序. 进一步, (ℵα × ℵα,≺)
的序型为 ℵα; 作为推论, ℵα · ℵα = ℵα.

证明 在 On2 上定义 (α, β) ≺ (α′, β′) 当且仅当
� max{α, β} < max{α′, β′}, 或者
� max{α, β} = max{α′, β′}, 此时以字典序比大小 (即先比较第一个分量, 相等则比
第二个分量).

易见 ≺ 是 On2 上的良序. 而且 0 是最小序数故 (α′, β′) ≺ (0, α) ⇐⇒ α′, β′ < α. 于
是 On2

≺(0,α) = α× α.
如果 (ℵα×ℵα,≺) 的序型为 ℵα, 那么基数的定义 (一个等势类中的极小序数) 说明

|ℵα × ℵα| = ℵα, 以基数乘法来表示即 ℵα · ℵα = ℵα. 下面就来证明关于序型的断言.
反设 α 为使得 (ℵα × ℵα,≺) 不同构于 ℵα 的最小序数. 此处必有 α > 0, 因为

(ℵ0 × ℵ0,≺) ' ℵ0 由下图给出.
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9 · · ·
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1 3 7

0 2 6 ℵ0

ℵ0

令序数 γ 表 (ℵα × ℵα,≺) 之序型, 并取同构 f : γ
∼→ (ℵα × ℵα,≺). 基数的性质给出

γ ≥ |γ| = |ℵα × ℵα| ≥ ℵα;

而 α 的选取蕴涵 γ 6= ℵα, 故 γ > ℵα. 既然 ℵα 是 γ 的真前段, 限制 f 就得到从
ℵα 至 (ℵα × ℵα,≺) 的某个真前段的同构. 根据 ≺ 的定义, 存在序数 σ < ℵα 使得
f(ℵα) ⊂ σ × σ. 由于 ℵα 无穷, σ 亦然.

根据基数定义, 存在 β < α使得 |σ| = ℵβ . 关于 α的极小性假设蕴涵 ℵβ · ℵβ = ℵβ .
但这么一来

ℵα = |f(ℵα)| ≤ |σ| · |σ| = ℵβ · ℵβ = ℵβ

遂与 β < α =⇒ ℵβ < ℵα 矛盾. 证毕.

推论 1.4.9 对任意非零基数 κ, λ, 设其一无穷, 则 (i) κ+λ = κ ·λ = max{λ, κ}; (ii) 若
2 ≤ κ ≤ λ, 则 κλ = 2λ.

证明 先证明 (i). 不妨设 λ 无穷而且 λ ≥ κ > 0. 基数运算的定义蕴涵

λ ≤ κ+ λ ≤ κ · λ ≤ λ · λ.

鉴于 Schröder–Bernstein 定理 1.4.2, 一切化约到证明 λ = λ · λ; 为此可将 λ 视同于某
个 ℵα 并应用定理 1.4.8 即可. 断言 (ii) 归结为 2λ ≤ κλ ≤ (2λ)λ = 2λ·λ = 2λ, 因此时 λ

必无穷.

正则基数的概念将在 §1.5 派上用场, 不妨这么看: 正则基数是无法由更小的基数
拼凑而成的无穷基数.

定义 1.4.10 一个无穷基数 α 称为正则基数, 如果不存在极限序数 β < α 和严格增的
序数列 {aξ : ξ < β} 使得 sup{aξ : ξ < β} = α.

作为例子, 以下说明形如 ℵγ+ω 的基数均非正则, 这里 γ 可以是任意序数: 在定义
中取 β := γ + ω 和 aξ := ℵξ, 关系 α := ℵβ > β 理应是明显的; 而 ℵ 数的定义表明
sup{aξ : ξ < β} = sup{ℵγ+n : n < ω} = ℵγ+ω.
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1.5 Grothendieck宇宙
关于 Grothendieck 宇宙的第一手材料是 [15, Exp. I, Appendice].

定义 1.5.1 本书所谓的宇宙, 意谓一个满足下述性质的集合 U .

U.1 u ∈ U =⇒ u ⊂ U , 即: U 是传递集;

U.2 u, v ∈ U =⇒ {u, v} ∈ U ;

U.3 u ∈ U =⇒ P (u) ∈ U ;

U.4 若 I ∈ U , 一族集合 {ui : i ∈ I} 满足 ∀i, ui ∈ U , 则
⋃
i∈I ui ∈ U ;

U.5 Z≥0 ∈ U , 换言之: ∅ ∈ U (请回忆 §1.2 中构造非负整数的方法).

对于集合 X, 若 X ∈ U 则称为 U -集; 若 X 和一个 U -集等势, 则称为 U -小集.

给定宇宙 U , 不难验证以下推论:

� u ⊂ v ∈ U =⇒ u ∈ U ;

� u ∈ U =⇒
⋃
u =

⋃
x∈u x ∈ U ;

� u, v ∈ U =⇒ u× v ∈ U ;

� 若 I ∈ U , 一族集合 {ui : i ∈ I} 满足 ∀i, ui ∈ U , 则
∏
i∈I ui ∈ U .

这套概念的神髓在于在 U 内部可以实行大部分常见的数学操作而不涉及真类, 这
就为棘手的集合论问题建起一道防火墙. 然而是否有充分多、充分大的宇宙可资调用
则是另一个问题, 为此我们引入以下假设.

假设 1.5.2 (A. Grothendieck) 对任何集合 X, 存在宇宙 U 使得 X ∈ U .

展开相关讨论前, 不妨先勾勒集合的层垒谱系. 以超穷递归定义一族由序数枚举的
集合 Vα 如下:

V0 := ∅,

Vα+1 := P (Vα),

Vα :=
⋃
β<α

Vβ , 如果 α 是极限序数.

不难验证每个 Vα 都是传递集 (定义 1.2.8), 并包含 α 作为子集, 而且 α < β =⇒
Vα ⊂ Vβ .
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命题 1.5.3 任一集合都属于某个 Vα, 其中 α 是序数.

证明 首先证明以下性质: 任何非空的类 C 都有一个相对于 ∈ 的极小元 x. 任取
S ∈ C. 若 S ∩ C = ∅ 则 S 即所求的极小元. 若 S ∩ C 6= ∅, 则存在传递集 T 使得
T ⊃ S, 其递归构造如下:

S0 := S, Sn+1 :=
⋃
Sn, T :=

⋃
n∈Z≥0

Sn;

循定义可见 T 是传递的. 令 X := T ∩ C, 这是非空集故正则公理 A.8 确保 X 中有相
对于 ∈ 的极小元 x. 仅须说明 x 相对于 (C,∈) 同样极小: 设若不然, 存在 y ∈ x ∩ C,
则 T 传递和 x ∈ T 将蕴涵 y ∈ T ∩ C = X, 与 x 对 (X,∈) 极小相悖.

现在取 C 为所有不在任一个 Vα 内的集合构成的类. 假设 C 不空,应用上述性质可
知 C 中存在一个相对于 ∈ 的极小元 x. 因此若 z ∈ x 则 z 属于某个 Vα; 对之取最小的
α = α(z) 使得 z ∈ Vα. 由于 x 是集合, 应用替换公理模式 A.7 知 O := {α(z) : z ∈ x}
是一个由序数组成之集合, 置 θ := supO. 于是 x ⊂ Vθ 故 x ∈ Vθ+1, 矛盾.

集合 Vω 的元素称作遗传有限集, 这些集合皆有限, 这对于一些组合学或计算机方
面的应用或许足够, 但很难想象如何在其中开展分析或几何学等理论. 因此 Vω 对数学
家是远远不够用的. Grothendieck 学派原来的定义不含 Z≥0 ∈ U , 导致 V0, Vω 都是它
们意义下的宇宙; 本书的假设排除了这两者.

定义 1.5.4 满足以下性质的基数 κ 称为强不可达基数:

I.1 κ 不可数,

I.2 κ 是正则基数 (定义 1.4.10),

I.3 对任意基数 λ 皆有 λ < κ =⇒ 2λ < κ.

可以证明 I.3 蕴涵 λ, ν < κ =⇒ λν < κ, 见 [23, p.58]. 强不可达基数是现代集合论着
力研究的大基数的一员. Bourbaki 在 [15, Exp. I, Appendice] 中证明了以下结果.

定理 1.5.5 宇宙正是层垒谱系中形如 Vκ 的成员, 其中 κ 是一个强不可达基数.

强不可达基数的性质告诉我们: 从 Vκ 的元素出发, 在 ZFC 系统内无论怎么操作
都不会超出 Vκ. 假若读者对数理逻辑有些了解, 则可以更精确地说: 对于强不可达基数
κ, 宇宙 U := Vκ 连同属于关系 ∈ 构成了 ZFC 的一个模型 [23, Lemma 12.13], 相当于
在集合论内部虚拟地运行了一套集合论. 不妨这么看: 若把 Vκ 的元素看作 “集合”, 则
就模型 (Vκ,∈) 观之, “类” 就是 Vκ+1 = P (Vκ) 的元素.

注记 1.5.6 假设 1.5.2 等价于对任意基数 λ, 存在强不可达基数 κ 使得 λ < κ. 这是颇
强的要求. 对于大多数的范畴论构造和数学论证, 我们顶多只要求存在某个宇宙 U ; 换
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言之, 日常生活中只需要单个强不可达基数. 这个要求依然有些奢侈, 原因是在 ZFC 系
统内无法证明强不可达基数的存在性 [23, Theorem 12.12].

数学工作者究竟需不需要宇宙? 如何看待强不可达基数假设? 这些议题处在数学,
哲学与群体心理学的交界, 请有兴趣的读者移步 [39].

习题

1. 设 X,Y 为全序集, 定义新的全序集
(i) X t Y , 其序结构限制到 X 和 Y 上分别是原给定的序, 并且对所有 x ∈ X, y ∈ Y 都有

x < y;
(ii) X × Y , 配备反字典序: (x1, y1) < (x2, y2) 当且仅当 y1 < y2, 或 y1 = y2 而 x1 < x2.
证明对于序数 α, β, 序数 α+ β 与 αβ 作为良序集分别同构于 α t β 与 α× β. 提示 对
β 行超穷归纳.

2. 证明序数运算的下述性质.
(i) β < γ =⇒ α+ β < α+ γ;

(ii) 若 α < β, 则存在唯一的 δ 使得 β = α+ δ. 提示 取 δ 为良序集 {ξ : α ≤ ξ < β};
(iii) (带余除法) 对于 γ, α > 0, 存在唯一的 β, ρ 使得 ρ < α 且 γ = αβ + ρ. 提示 取满

足 αβ < γ 的最大序数 β, 并应用 (ii);
(iv) 若 α > 1, 则 β < γ =⇒ αβ < αγ .

3. 举例说明对于序数 α, β, 一般而言 αβ 6= βα. 提示 不妨取 α < β = ω.

4. 证明任意序数 γ > 0 皆有唯一的 Cantor 标准形

γ = ωα1k1 + · · ·+ ωαnkn,

其中 n ∈ Z≥1, γ ≥ α1 > · · · > αn 皆为序数, 而 k1, . . . , kn ∈ Z≥1. 提示 对 γ 作超穷递
归: 取最大的 α 使得 γ ≥ ωα, 再用带余除法表 γ = ωαk + ρ, 这里的 k 必为有限序数. 用超
穷归纳法可证唯一性.

5. 证明 f(a, b) = 2a(2b+ 1)− 1 是从 Z≥0 × Z≥0 到 Z≥0 的双射.

6. 以下结果称作 König 引理: 设 κi, λi 为两族以 i ∈ I 为下标的基数, 且对每个 i ∈ I 皆有
κi < λi. 证明 ∑

i∈I

κi <
∏
i∈I

λi.

导出 Cantor 定理 κ ≤ 2κ 作为特例. 提示 容易看出 ≤ 成立. 接着取 E :=
∏
i Ei, 其中

|Ei| = λi; 若断言不成立, 则存在分解 E =
⋃
i Fi, 其中 Fi ⊂ E, |Fi| = κi. 为导出矛盾, 将每

个 f ∈ E 按分量表成 (fj)j∈I , fj ∈ Ej , 并考虑集合

Gi := im
[
Fi ↪→ E

取 i 分量
Ei

]
, i ∈ I.
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说明 Gi ⊊ Ei. 然后取 f ∈
∏
i(Ei ∖ Gi) 并导出 f /∈

⋃
i Fi, 矛盾. 这里和 Cantor 定理一样

使用了对角线论证法.
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概括地说, 范畴是由对象及其间的态射组成的数学结构, 从对象 X 到对象 Y 的态
射 f 习惯以箭头来表述

X
f
Y ;

而函子则可视作是范畴间保持箭头结构的某种 “映射”, 函子之间的关系由自然变换描
述. 这套体系原是 Eilenberg 与 MacLane [10] 为研究代数拓扑学而引进的, 它很快便发
展为一门深入的学科, 并成为同调代数, 同伦论和代数几何等领域的基本语言.

数学中考虑的范畴经常以一类特定的结构为对象, 例如群, 环, 向量空间, 偏序集,
拓扑空间等, 而范畴中的态射经常是保结构的映射, 如群同态, 连续映射等. 函子与自然
变换在这种种结构之间搭起桥梁. 譬如代数拓扑学中的同调群 X 7→ Hn(X,Z) 就是一
族从拓扑空间范畴 Top 到交换群范畴 Ab 的函子 (n = 0, 1, 2, . . .). 范畴论的本意不止
于研究它们各自的性质, 还在于研究其间的联系.

范畴视角的特色正在于重视关联甚于数学对象本身, 并以同构代替严格等式, 最明
显的例证是代数学中无所不在的泛性质. 是以从集合过渡到范畴不仅意味着在抽象的
梯级上爬得更高, 还包含思维范式的转变. 数学中常见的 “自然映射” 和 “典范映射” 等
说法, 在范畴框架下都能得到允当的解释.

一如所有成功的数学理论, 范畴论的成果远远超出了创立时的初衷. 纳结构于范畴
的想法符合 Bourbaki 学派的数学观, 但是它仅反映了实践的一隅. 范畴里的对象未必
是建立在集合上的结构, 而态射也未必是映射. 以下例子借自 [7] 中 Baez 和 Stay 的文
章, 也敬邀读者进一步阅读原文:
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拓扑学 量子物理 数理逻辑 计算机科学

(配边理论) (形式演绎系统) (带类型的 λ-演算)

对象 流形 物理系统 命题 资料型态

态射 配边关系 过程 证明 程序

当然, 物理方面的应用终归要由实践来检验.
实用中往往会考虑带有特殊结构的范畴. 幺半范畴是最常见的结构之一, 其中具有

类似于乘法的操作, 我们将在下一章作进一步探讨.
关于范畴论的发展简史, 可参看 MacLane 在 [29] 给出的注记和文献, 哲学面向的

评述请见 [31].

阅读提示

学习这部分的诀窍在于掌握例子. 只要对代数结构有最初步的概念, 可以尝试先
掌握函子, 自然变换与范畴等价的定义, 交换图表的操作, 以及 §2.7 中积和余积
的泛性质刻画. 时机成熟时再补全其余. 然而本章介绍的所有概念终归都是必要
的; 一旦读者对具体的代数构造有了进一步感觉, 就应该试着以泛性质, 伴随函
子和极限这些范畴概念交互印证.
为避免某些集合论的悖论, 我们必要时会采用 Grothendieck 宇宙的语言 (见
§1.5) 避开矛盾; 初学者可无视之. 然而集合的大小对于范畴的性质有实实在在
的影响, 命题 2.8.2 是为一例.

2.1 范畴与态射
据范畴论的创立者 MacLane 自述, 他定义函子的初衷是为了解释自然变换何以

“自然”, 为了说清何谓函子, 方引入对象与态射的严格定义. 然而在陈述理论时我们不
得不逆序进行.

定义 2.1.1 一个范畴 C 系指以下资料:

1. 集合 Ob(C), 其元素称作 C 的对象.

2. 集合 Mor(C), 其元素称作 C 的态射, 配上一对映射 Mor(C) Ob(C)
t

s ,
其中 s 和 t 分别给出态射的来源和目标. 对于 X,Y ∈ Ob(C), 一般习惯记
HomC(X,Y ) := s−1(X) ∩ t−1(Y ) 或简记为 Hom(X,Y ), 称为 Hom-集, 其元素称
为从 X 到 Y 的态射.

3. 对每个对象 X 给定元素 idX ∈ HomC(X,X), 称为 X 到自身的恒等态射.
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4. 对于任意 X,Y, Z ∈ Ob(C), 给定态射间的合成映射

◦ : HomC(Y, Z)×HomC(X,Y ) −→ HomC(X,Z)

(f, g) 7−→ f ◦ g,

不致混淆时常将 f ◦ g 简记为 fg. 它满足

(i) 结合律: 对于任意态射 h, g, f ∈ Mor(C), 若合成 f(gh) 和 (fg)h 都有定义,
则

f(gh) = (fg)h.

故两边可以同写为 f ◦ g ◦ h 或 fgh;
(ii) 对于任意态射 f ∈ HomC(X,Y ), 有

f ◦ idX = f = idY ◦ f.

� 注意到 idX 被其性质唯一确定. 对象与态射集皆空的范畴称为空范畴, 记为 0.

� 一般也将 f ∈ HomC(X,Y ) 写作 f : X → Y 或 X
f
Y , 故态射有时又叫作箭头.

态射的合成对应于箭头的头尾衔接. 图表加箭头是讨论范畴的方便语言. 其中最
常用的是交换图表的概念, “交换” 意指箭头的合成殊途同归, 例如以下图表

X Y

Z

f

h g

A B

C D

u

x v

y

的交换性分别等价于 gf = h 和 vu = yx. 态射的名称 (如 f, g 等等) 如自明或不
重要, 则常从图表中省去.

� 对于态射 f : X → Y , 若存在 g : Y → X 使得 fg = idY , gf = idX , 则称 f 是同
构 (或称可逆, 写作 f : X

∼→ Y ), 而 g 称为 f 的逆, 从恒等态射的性质易见逆若
存在则唯一. 从 X 到 Y 的同构集记为 IsomC(X,Y ).

� 记 EndC(X) := HomC(X,X), AutC(X) := IsomC(X,X), 分别称作 X 的自同态
集和自同构集. 这些集合在二元运算 ◦ 下封闭: 用代数的语言来说, End(X) 是幺
半群 (定义 4.1.1), 而 Aut(X) 是群 (定义 4.1.2).

定义 2.1.2 称 C′ 是 C 的子范畴, 如果
(i) Ob(C′) ⊂ Ob(C);
(ii) Mor(C′) ⊂ Mor(C), 并保持恒等态射;
(iii) 来源/目标映射 Mor(C′) Ob(C′)

t

s
是由 C 限制而来的, 而且
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(iv) C′ 中态射的合成也是由 C 限制而来的.
简言之, 对任意 C′ 中对象 X,Y , 有包含关系 HomC′(X,Y ) ⊂ HomC(X,Y ), 它与态

射的合成兼容. 如果 HomC′(X,Y ) = HomC(X,Y ) 则称 C′ 是全子范畴.

我们得留意一些集合论的小麻烦. 以下总假设已选定一个宇宙 U ; 相关概念见诸
§1.5.

定义 2.1.3 一个范畴 C 称作是 U -范畴, 如果对任意对象 X,Y , 集合 HomC(X,Y ) 都是
U -小集. 如果态射集 Mor(C) 也是 U -小集, 则称之为 U -小范畴.

有些文献将 U -范畴称为局部 U -小范畴.
范畴 C 是 U -小范畴当且仅当它是 U -范畴且 Ob(C)是 U -小集. 这是因为 X 7→ idX

将 Ob(C) 嵌入 Mor(C) . 我们将一个群 (或环, 拓扑空间等等结构) 称为 U -群 (或 U -环,
U -拓扑空间等), 如果它作为集合是一个 U -集合. 不致混淆时, 也简称作小集, 小群等等.

约定 2.1.4 既已经选定宇宙, 此后如不另外说明, 我们将略去符号 U 而将集合, 群等理
解为 U -集, U -群等. 所论的范畴如不另外说明都是 U -范畴.

根据假设 1.5.2, 对任意范畴 C, 总是可以扩大宇宙 U 使得 C 是 U -小范畴.

例 2.1.5 考虑几个基本例子.

1. 预序集 (定义 1.2.1) 等同于任两个对象间至多只有一个态射的范畴: 对于预序集
(P,≤), 定义范畴使得其对象集为 P , 而存在态射 p→ p′ 当且仅当 p ≤ p′, 此时这
样的态射唯一. 特别地, 根据 §1.2 对有限序数的递归定义, 任意 n ∈ Z≥0 视为序
数等同于全序集 {0, . . . , n − 1}, 而 0 等同于 ∅. 相应的范畴记为 n, 其结构可以
形象地表为

0→ 1→ · · · → (n− 1) (略去恒等态射).

作为特例, 0 给出空范畴 0, 而 1 给出恰有一个对象和一个态射的范畴 1.

2. 令 Set 为所有集合构成的范畴, 对象 X,Y 之间的态射定义为集合 X 到 Y 的映
射. 态射的合成就是映射的合成, 而恒等态射无非是恒等映射. 这是一个 U -范畴.

3. 带基点的集合范畴 Set• 定义如下: 对象是所有 (X,x), 其中 X 是集合而 x ∈ X
(所谓基点), 从 (X,x) 到 (Y, y) 的态射是满足 f(x) = y 的映射 f : X → Y .

4. 令 Grp 为所有群构成的范畴, 对象之间的态射定义为群同态, 态射的合成与恒等
态射定义与 Set 情形相同.

5. 令 Ab 为所有交换群 (或称 Abel 群, 二元运算用加法 + 表示) 构成的范畴, 态射
的定义与 Grp 的情形相同. 它是 Grp 的全子范畴. 注意到交换群的同态可以相
加, 因此对于任两个交换群 X,Y , 同态集 Hom(X,Y ) 不仅是一个集合, 它还具
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有交换群的结构 (群运算记作 +), 这使得合成映射 Hom(Y, Z) × Hom(X,Y ) →
Hom(X,Z) 满足双线性:

(f + g)h = fh+ gh, h(f + g) = hf + hg.

这是 Ab-范畴的一个特殊情形, 将于例 3.4.7 进一步探讨.

6. 令 Top 为所有拓扑空间构成的范畴, 空间皆假定为 Hausdorff 的, 态射定义为连
续映射, 合成与恒等态射的定义同上; 类似地定义带基点的拓扑空间范畴 Top•.
我们也希望赋予同态集 Hom(X,Y ) 额外的结构, 例如紧开拓扑 (见 [57, §9.3]), 使
得 Hom(Y, Z) × Hom(X,Y ) → Hom(X,Z) 成为连续映射; 我们更希望能有自然
的同构

Hom(X × Y, Z) ∼→ Hom(X,Hom(Y, Z)).

相关的点集拓扑问题颇为棘手, 为了在确保良好的范畴性质的同时容许充分
广的拓扑空间, 在同伦论里一般选用 Top 的一个子范畴 CGHaus, 称为紧生成
Hausdorff 空间范畴; 详见 [32, Chapter 5].

7. 选定一个域 k, 令 Vect(k) 为 k 上所有向量空间构成的范畴, 态射为线性映射. 类
此定义有限维向量空间范畴 Vectf (k), 它是 Vect(k) 的全子范畴.

8. 给定集合 S, 定义相应的离散范畴 Disc(S): 其对象集为 S 而态射仅有恒等态射
{idx : x ∈ S}.

我们会在 §3.4 进一步探讨态射集上的额外结构.

注记 2.1.6 如果不用约定 2.1.4 而径直考虑所有集合, 所有群等等构成的范畴, 则会面
临悖论, 因为所有集合的全体并不构成集合. 常见的一种做法是区分类和集, 并要求对
象全体成一个类 Ob(C), 而任一个态射集 HomC(X,Y ) 是集合. 用 ZFC 谈论类较为迂
回, 而 NBG 集合论则特别适应于这个办法. 将真类引入范畴论公理会造成不少麻烦,
之后要讨论的函子范畴是一个例子. 因此我们宁可引入宇宙的概念, 并假设所考察的数
学对象都是 U -小的. 读者可参阅 §1.5 的讨论.

单射和满射的概念有自然的范畴论推广.

定义 2.1.7 设 X,Y 为范畴 C 中的对象, f : X → Y 为态射.

� 称 f 为单态射, 如果对任何对象 Z 和任一对态射 g, h : Z → X 有 fg = fh ⇐⇒
g = h (左消去律);

� 称 f 为满态射, 如果对任何对象 Z 和任一对态射 g, h : Y → Z 有 gf = hf ⇐⇒
g = h (右消去律).
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如存在 g 使得 gf = idX , 则称 f 左可逆而 g 是它的一个左逆; 类似地, 若 fg = idY 则
称 f 右可逆而 g 是个右逆.

显然左可逆蕴涵单, 而右可逆蕴涵满. 一个态射可逆当且仅当它左右皆可逆.
在范畴 Set, Grp 和 Vect(k) 中, 态射的单性与满性分别等价于集合论意义下的单

射和满射, 而且既单又满的态射恰好是同构. 对其他范畴则略有区别. 例如在 Top 中,
态射 f : X → Y 有稠密的像便是满态射. 而在复拓扑向量空间范畴 TopVect(C) 中, 存
在许多连续线性映射 f : V → W , 使得 f 是双射而非开映射, 这样的态射既单且满, 却
不是同构.

定义 2.1.8 若一个范畴 C 中的所有态射都可逆, 则称之为广群.

广群可作如下理解. 只有一个对象的范畴与幺半群一一对应: 相应的幺半群是
End(x), 其中 x 是唯一对象. 那么群无非是只有一个对象的广群. 由于广群里的箭头都
是同构, 它适合用来表述数学对象的分类问题.

例 2.1.9 (基本广群) 首先回顾些基础的拓扑概念, 细节可参看 [50, 第四章] 或 [57,
§10.1]. 设 X 是拓扑空间, 两点 x, y 之间的道路意指连续映射 f : [0, 1] → X 使得
f(0) = x, f(1) = y. 道路的合成无非是头尾相接: 对于 x, y, z ∈ X 和道路 f (x 到 y),
f ′ (y 到 z), 定义从 x 到 z 的道路 f ′′ 为

f ′′(t) =

f(2t), 0 ≤ t ≤ 1
2 ,

f ′(2t− 1), 1
2 < t ≤ 1.

两条 x, y 之间的道路 f, f ′ 称为 (定端) 同伦的, 如果存在连续映射 F : [0, 1]2 → X

使得对每个 t ∈ [0, 1], F (·, t) 都是 x, y 间的道路, 而且 F (·, 0) = f , F (·, 1) = f ′. 同伦构
成一个等价关系. 易见道路的合成可以在同伦类的层次定义.

t
F

•
x

•
y

f

f ′

空间 X 的基本广群 Π1(X) 定义为如下范畴, 其对象是 X 中的点, 对任意 x, y ∈ X, 态
射集 Hom(x, y) 定义为所有从 x 到 y 的道路类; 态射的合成定义为道路类的合成, 而恒
等态射 idx 由静止道路 ∀t, idx(t) = x 表之. 对于给定的态射 f : x→ y (视同同伦类中
的某个代表元), 其逆可以取为反向道路

f−1(t) := f(1− t), 0 ≤ t ≤ 1.
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可以验证这些操作都是良定的, 并使得 Π1(X) 成为广群. 注意到 Aut(x) =

Hom(x, x) 正好是以 x 为基点的基本群 π1(X,x).
基本群是拓扑学中重要的不变量, 它为每个空间 X 指定一个相应的代数结构 (群).

基本广群可以视为再高一阶的不变量: 它为 X 指定一个范畴. 进一步的讨论见 [32,
Chapter 2]. 但读者应该留意到还有大量的拓扑信息被 Π1(X) 的范畴结构遗漏了: 除
了道路的同伦类, 我们应该计入道路间的所有同伦等价, 还可以设想同伦之间更有同伦,
直至无穷. 凡此种种都必须以更高阶的范畴语言反映.

最后介绍一个简单而方便的概念: 反范畴.

定义 2.1.10 对于任意范畴 C, 其反范畴 Cop 定义如下:
� Ob(Cop) = Ob(C),
� 对任意对象 X,Y , HomCop(X,Y ) := HomC(Y,X),
� 态射 f ∈ HomCop(Y, Z), g ∈ HomCop(X,Y ) 在 Cop 中的合成 f ◦op g 定义为 C 中
的反向合成 g ◦ f ,
� 恒等态射定义同 C.

容易验证 Cop 满足范畴定义, 而且 (Cop)op = C. 一句话, Cop 的构造就是反转箭头, 反
转后范畴论的公理依然成立, 范畴论中的这种对称性也称作对偶原理. 举例明之, Cop

中的单态射无非是 C 中的满态射. 在处理许多范畴论性质时, 善用对称性能省事不少.

2.2 函子与自然变换
定义 2.2.1 (函子) 设 C′, C 为范畴. 一个函子 F : C′ → C 意谓以下资料:

(i) 对象间的映射 F : Ob(C′)→ Ob(C).

(ii) 态射间的映射 F : Mor(C′)→ Mor(C), 使得

� F 与来源和目标映射相交换 (即 sF = Fs, tF = Ft), 等价的说法是对每个
X,Y ∈ Ob(C′) 皆有映射 F : HomC′(X,Y )→ HomC(FX,FY );
� F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f), F (idX) = idFX .

对于 F : C1 → C2, G : C2 → C3, 合成函子 G ◦ F : C1 → C3 的定义是显然的: 取合
成映射

Ob(C1)
F Ob(C2)

G Ob(C3),

Mor(C1)
F Mor(C2)

G Mor(C3).

旧文献常将上述函子称为 C′ 到 C 的共变函子, 而称形如 F : (C′)op → C 的函子为反变
函子.
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注记 2.2.2 从 C′ 到 C 和从 (C′)op 到 Cop 的函子是一回事. 为资区分, 对于函子
F : C′ → C, 反范畴间的相应函子记为 F op : (C′)op → Cop.

定义 2.2.3 对于函子 F : C′ → C,

1. 称 F 是本质满的, 若 C 中任一对象都同构于某个 FX;

2. 称 F 是忠实的, 若对所有 X,Y ∈ Ob(C′) 映射 HomC′(X,Y ) → HomC(FX,FY )

都是单射;

3. 称 F 是全的, 如果上述映射对所有 X,Y ∈ Ob(C′) 都是满射.

例 2.2.4 数学中用到的函子说之不尽, 略举数端如下.

1. 子范畴 C′ ⊂ C 显然给出一个包含函子 ι : C′ ↪→ C; 包含函子总是忠实的, 它是全
函子当且仅当 C′ 是全子范畴. 取 C′ = C 就得到恒等函子 idC : C → C.

2. 考虑群范畴 Grp. 对于任一个群 G, 总是可以忘掉 G 的群结构而视之为集合,
群同态当然也可以视为集合间的映射, 此程序给出忘却函子 Grp → Set. 准
此要领可对其他结构定义忘却函子, 例如 Top → Set (忘掉空间的拓扑结构),
Vect(k) → Ab (忘掉 k-向量空间 V 的纯量乘法, 只看它的加法群 (V,+), 这里 k
是任意域) 等等, 不一一列举. 这类函子显然忠实而非全.

3. 考虑域 k 上的向量空间范畴 Vect(k). 对于任意 k-向量空间 V , 定义其对偶空间

V ∨ := Homk(V, k) = {k−线性映射 V → k}.

任一线性映射 f : V1 → V2 诱导对偶空间的反向映射

f∨ : V ∨2 −→ V ∨1 ,

[λ : V2 → k] 7−→ λ ◦ f.

易见 D : V 7→ V ∨, f 7→ f∨ 定义了函子 D : Vect(k)op → Vect(k), 可以验证 D

是忠实的. 根据注记 2.2.2, 我们有合成函子 DDop : Vect(k)→ Vect(k).

将 D 限制于有限维向量空间, 便得到函子 D : Vectf (k)op → Vectf (k) 和
DDop : Vectf (k)→ Vectf (k). 分别称为对偶和双对偶函子.

4. 对于任意群 G, 定义导出子群 Gder 为子集 {xyx−1y−1 : x, y ∈ G} 生成的正规
子群. 商群 G/Gder 是交换群, 称作 G 的 Abel 化 (参看引理 4.7.3). 对于任意
群同态 ϕ : G → H, 从定义可看出 ϕ(Gder) ⊂ Hder, 因此 ϕ 诱导出交换群的同
态 ϕ̄ : G/Gder → H/Hder. 容易验证 G 7→ G/Gder, ϕ 7→ ϕ̄ 定义了 Abel 化函子
Grp→ Ab. Abel 化函子不是忠实函子.
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5. 对任意带点拓扑空间 (X,x) 指定基本群 π1(X,x), 这就给出了函子 Top• → Grp.
代数拓扑学中还有许多例子, 例如空间的同调群 X 7→ Hn(X;Z) 便给出了一族函
子 Hn : Top→ Ab, 其中 n ∈ Z≥0, 而上同调群给出函子 Hn : Topop → Ab.

定义 2.2.5 (自然变换,或函子间的态射) 函子 F,G : C′ → C 之间的自然变换 θ 是一
族态射

θX ∈ HomC(FX,GX), X ∈ Ob(C′),

使得下图对所有 C′ 中的态射 f : X → Y 交换

FX GX

FY GY.

θX

Ff Gf

θY

(2.1)

上述自然变换写作 θ : F → G, 或图解为

C′ C.

F

G

θ

上述带有双箭头 ⇒ 的图表有时也被称为 2-胞腔, 参看 §3.5. 一种兴许更有益的看法是
设想 θ 为从 F 到 G 的一个同伦.

约定 2.2.6 我们也将自然变换 θ : F → G 称为从函子 F 到 G 的态射. 实用中经常会
省略严格的范畴论框架, 只说态射 θX : FX → GX 对于变元 X 是自然的, 典范的, 或
称满足函子性. 实践中经常把自然同构直接写成等号 =.

接着介绍自然变换的几种操作, 包括纵, 横两种合成.

� 考虑 C′ 到 C 的三个函子间的态射 θ : F → G, ψ : G → H. 纵合成 ψ ◦ θ 的定义
是 {ψX ◦ θX : X ∈ Ob(C′)}, 图解:

C′ C

F

G

H

θ

ψ

合成为 C′ C.

F

H

ψ◦θ

� 考虑函子 C′′ C′ C
F1

F2

G1

G2
及态射 θ : F1 → F2, ψ : G1 → G2. 今将定义横

合成 ψ ◦ θ : G1 ◦ F1 → G2 ◦ F2. 首先注意到对所有 X ∈ Ob(C′′), 根据 ψ 的自然
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性, 图表
G1F1(X) G2F1(X)

G1F2(X) G2F2(X)

ψF1X

G1(θX) G2(θX)

ψF2X

(2.2)

交换. 对角合成 ↘ 记作 (ψ ◦ θ)X : G1F1(X)→ G2F2(X), 此即所求的横合成, 我
们马上会证明它的自然性, 读者也可以借机熟悉交换图表的运用. 图解:

C′′ C′ C

F1

F2

G1

G2

θ ψ 合成为 C′′ C.

G1F1

G2F2

ψ◦θ

� 横合成有下述特例. 请端详

C1 C2 C3 C4.H

F

G

θ
K

先看左边三项: 我们将以 θH : FH → GH 简记横合成 θ ◦ idH ; 具体地说,
(θH)X = θHX : FH(X) → GH(X); 类似地处理右三项: 记 Kθ : KF → KG 为
横合成 idK ◦ θ, 我们有 (Kθ)X = K(θX) : KF (X)→ KG(X).

注意到我们用同一个符号 ◦ 表示纵横合成, 如有混淆之虞将另作说明.

引理 2.2.7 以上定义的纵, 横合成 {(ψ ◦ θ)X}X 都是函子间的态射, 而且各自满足严格
结合律 (φ ◦ ψ) ◦ θ = φ ◦ (ψ ◦ θ). 纵横合成之间满足下述关系: 对于图表

C1 C2 C3,
θ

ψ

θ′

ψ′

以下的互换律成立 (
ψ′ ◦
纵
θ′
)
◦
横

(
ψ ◦
纵
θ

)
=

(
ψ′ ◦
横
ψ

)
◦
纵

(
θ′ ◦
横
θ

)
.

证明 关于纵合成的断言是简单的, 以下证明横合成是函子间的态射. 我们沿用之前的
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符号. 对于 C′′ 中的态射 f : X → Y , 考虑源于 (2.2) 的图表

G1F1(X) G1F2(X) G2F2(X)

G1F1(Y ) G1F2(Y ) G2F2(Y ).

G1θX

G1F1f

ψF2X

G1F2f G2F2f

G1θY ψF2Y

按定义, 水平方向箭头合成后上下分别是 (ψ ◦ θ)X 和 (ψ ◦ θ)Y . 因为 θ 是自然变换而
G1 是函子, 左方块交换; 由于 ψ 是自然变换, 右方块交换. 将箭头分段作合成, 可知整
个大方块交换, 此即 ψ ◦ θ 所需性质.

现证明横合成的结合律: 考虑函子间的态射

C′′′ C′′ C′ C.

F1

F2

G1

G2

H1

H2

θ ψ ϕ

对任意 X ∈ Ob(C′′′), 考虑图表

H1G2F2(X)

H1G1F1(X) H1G2F1(X) H2G2F2(X).

H2G2F1(X)

施 φ 的自然性于 G2F1(X) → G2F2(X) 可知菱形部分交换. 按 合成给出
(φ ◦ (ψ ◦ θ))X . 按 合成则给出 ((φ ◦ ψ) ◦ θ)X ; 这里仍须用上交换图表 (2.2).
结合律证毕.

最后一个等式可以同样按图索骥, 细节交给感兴趣的读者.

任意函子 F 到自身有恒等态射 idF : F → F . 给定函子间的态射 θ : F1 → F2,
若态射 ψ : F2 → F1 满足 ψ ◦ θ = idF1

, θ ◦ ψ = idF2
, 则称 ψ 是 θ 的逆. 可逆的态射

称为函子间的同构, 写作 θ : F1
∼→ F2. 由定义直接看出 θ 的逆若存在则是唯一的, 记

作 θ−1, 它无非是在范畴中 “逐点地” 取逆: (θ−1)X := (θX)−1 : F2X
∼→ F1X. 同理可

见态射 θ 可逆当且仅当每个 θX 都可逆. 易见同构的纵横合成仍是同构. 函子间同构
θ : F1

∼→ F2 的等价说法是称 θX : F1X
∼→ F2X 对变元 X 是自然同构或典范同构.

定义 2.2.8 (等价) 如果一对函子 C1 C2
F

G

满足以下性质: 存在函子之间的同构

θ : FG
∼→ idC2 , ψ : GF

∼→ idC1 , 则称 G 是 F 的拟逆函子, 并称 F 是范畴 C1 到 C2 的
等价.
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如果进一步有 FG = idC2 , GF = idC1 , 则称 F 是范畴间的同构, 而 G 是 F 的逆.

容易证明等价的合成仍是等价, 细节留作习题.

例 2.2.9 令 CHaus 为紧 Hausdorff 拓扑空间范畴, C∗-CommAlg 为含幺元的交换
C∗-代数所成范畴 (态射为保幺元的 ∗-同态). 交换版本的 Gelfand–Naimark 定理断
言函子

CHausop C∗-CommAlg

X C(X) :连续复值函数空间

MA : 极大理想空间 A

互为拟逆: Gelfand 变换 a 7→ â 给出自然同构 A
∼→ C(MA), 可参看 [54, 定理 5.4.8]; 反

向的自然同构 X
∼→MC(X) 相对容易, 参看 [54, 定理 5.3.2].

命题 2.2.10 若 G,G′ 是函子 F : C1 → C2 的拟逆, 则存在函子的同构 G ' G′.

证明 自然变换的横合成给出 G ∼
ψ′◦idG

(G′F )G = G′(FG) ∼
idG′◦θ

G′.

注记 2.2.11 我们业已对对象间的态射和函子间的态射 (自然变换) 定义了逆的概念,
其逆若存在则唯一, 依此定义何谓对象间或函子间的同构. 对于函子亦可定义逆的概
念, 逆函子若存在则唯一; 相较之下, 拟逆函子之间则可以差一个同构. 实践表明范畴的
同构概念不甚实用, 等价的概念则处处出现. 这体现了范畴论的一条经验准则: 在函子
层次, 同构 (如之前的 θ : FG

∼→ id) 几乎总是比严格相等 (如之前的 FG = id) 来得管
用. 然而同构也不是任意的, 所需的条件一般称为融贯性: 以等价为例, 读者兴许已经
在先前论证中感到拟逆的概念有些松散, 定理 2.6.12 将给出称为伴随等价的一种细化.

称一个全子范畴 C′ ⊂ C 是 C 的一副骨架, 如果对 C 的每个对象 X 都存在同构
X
∼→ Y ∈ Ob(C′), 而且此 Y ∈ Ob(C′) 是唯一的. 自为骨架的范畴称为骨架范畴.

引理 2.2.12 任意范畴 C 总有一副骨架 C′, 而且包含函子 ι : C′ ↪→ C 是等价. 骨架范畴
间的全忠实, 本质满函子都是同构.

证明 先证第一部分. 以选择公理在 Ob(C) 的每个同构类中选定代表元, 由这些代表
元构成的全子范畴记作 C′. 同理, 对每个 X ∈ Ob(C) 可以选定同构 θX : X

∼→ κ(X),
其中 κ(X) ∈ Ob(C′); 不妨假设对于 X ∈ Ob(C′) 有 θX = idX . 存在唯一一种方法将
κ : Ob(C)→ Ob(C′) 延拓为函子并使得 θ : idC

∼→ ικ: 置

κ(f) := θY ◦ f ◦ θ−1X ∈ HomC′(κ(X), κ(Y )), f ∈ HomC(X,Y ).

另一方面, 我们有函子的等式 κι = idC′ . 因此 κ 是 ι 的拟逆函子.
对于第二部分, 设 F : C1 → C2 是骨架范畴间的全忠实, 本质满函子. 对任意 C2 中
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对象 Z, 存在 X 使得 Z ' FX, 因此 Z = FX. 这样的 X 是唯一的, 因为全忠实性和
FX ' FX ′ 蕴涵 X ' X ′. 于是 F 在对象集上是双射, 由此可定义其逆函子 G.

定理 2.2.13 对于函子 F : C1 → C2, 以下叙述等价.
1. F 是范畴等价,
2. F 是全忠实, 本质满函子.

证明 假设 F 是范畴等价, 取拟逆函子 G : C2 → C1 和 GF ∼
ψ

idC1 , FG ∼
ϕ

idC2 . 对
C2 中任何对象 Z 都有 φZ : F (GZ)

∼→ Z 故 F 本质满, 同理 G 本质满. 观察到

Hom(X,Y ) Hom(FX,FY ) Hom(GF (X), GF (Y )) Hom(X,Y )

f Ff GF (f) ψYGF (f)ψ
−1
X

F G ∼

合成为恒等映射, 故图中第一个箭头 F 左可逆, 第二个箭头 G 右可逆. 调换 F,G 的角

色可知当 X,Y ∈ Ob(C1) 属于 G 的像时, Hom(X,Y )
F Hom(FX,FY ) 右可逆. 然而

C1 中每个对象都同构于 G 的某个像, 综之 F 是全忠实函子.
现证反向断言. 以引理 2.2.12 取骨架 ιi : C′i → Ci 及其拟逆函子 κi (此处 i = 1, 2).

函子 F ′ := κ2 ◦ F ◦ ι1 : C′1 → C′2 仍是全忠实本质满函子, 因而知 F ′ 是范畴的同构. 设
G := ι1 ◦ F ′−1 ◦ κ2, 则

GF = ι1F
′−1κ2F ' ι1F ′−1 κ2Fι1

=F ′

κ1 = ι1κ1 ' idC1 ,

FG = Fι1F
′−1κ2 ' ι2 κ2Fι1

=F ′

F ′−1κ2 = ι2κ2 ' idC2 .

这里用到了自然变换的横合成.

例 2.2.14 继续考虑某域 k 上的向量空间范畴 Vect(k) 及其子范畴 Vectf (k). 在例
2.2.4 中已定义了双对偶函子 DDop : Vect(k)→ Vect(k). 对于任意向量空间 V 皆有求
值映射

ev : V −→ DDopV = (V ∨)∨

v 7−→ [λ 7→ λ(v)].

对于任意线性映射 f : V →W , 从 f∨ 的定义不难检查以下图表

V DDopV

W DDopW

ev

f DDopf

ev
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是交换的, 于是有 ev : id→ DDop. 容易看出 ev : V → DDopV 总是单射, 事实上可以
证明 ev 是双射当且仅当 V 有限维. 一切限制到全子范畴 Vectf (k) 上, 遂有同构

ev : idVectf (k)
∼→ DDop.

同一式子在相反范畴中诠释, 便是

idVectf (k)op
∼→ DopD.

故函子 D : Vectf (k)op → Vectf (k) 是范畴间的等价, 而 Dop : Vectf (k) → Vectf (k)op

则是它的拟逆.

例 2.2.15 选定域 k, 定义范畴 Mat 如下: 其对象是 Z≥0, 对任意对象 n,m ∈ Z≥0, 定
义 Hom(n,m) := Mm×n(k) 为域 k 上的全体 m × n 矩阵 A = (aij)1≤i≤m

1≤j≤n
所成集合.

约定 M0×n(k) =Mm×0(k) := {0}. 态射的合成定义为寻常的矩阵乘法

Hom(n,m)×Hom(m, k) −→ Hom(n, k)

(A,B) 7−→ BA.

定义函子 F : Mat → Vectf (k) 如下: 置 F (n) = k⊕n := Mn×1(k), 而对 A ∈
Hom(n,m), 线性映射 FA : k⊕n → k⊕m 是矩阵乘法 v 7→ Av. 我们断言 F 是范畴等价.
这一切只是虚张声势的线性代数. 首先留意到 F : Hom(n,m)→ Homk(k⊕n, k⊕m)

是双射, 这无非是线性映射的矩阵表达. 再者, 从 V ' k⊕ dimV (V 是 k-向量空间) 可知
F 是全忠实本质满的, 由定理 2.2.13 可知它是范畴等价.

2.3 函子范畴
首先对范畴定义积和余积 (又称无交并) 的概念, 这对陈述一些范畴性质格外有用.
回顾约定 2.1.4: 除非另作说明, 以下所论的范畴都是 U -范畴, 这里 U 是选定的宇

宙. 属于 U 的集合称为 U -集.

定义 2.3.1 设 I 为 U -集, 而 {Ci : i ∈ I} 是一族范畴.

� 积范畴
∏
i∈I Ci 定义如下:

Ob
(∏
i∈I
Ci

)
:=
∏
i∈I

Ob(Ci),

Hom∏
i∈I Ci((Xi)i, (Yi)i) :=

∏
i∈I

HomCi(Xi, Yi),
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其中我们以 (Xi)i 表示
∏
i∈I Ob(Ci) 的元素. 态射的合成是逐个分量定义的.

� 余积 (又称无交并) 范畴
∐
i∈I Ci 定义如下:

Ob
(∐
i∈I
Ci

)
:=
∐
i∈I

Ob(Ci),

Hom⨿
i∈I Ci(Xj , X

′
k) :=

HomCj (Xj , X
′
k), j = k,

∅, j 6= k;

其中对每个 j ∈ I, Xj , X
′
j ∈ Ob(Cj). 态射的合成是在各个 Ci 中个别定义的.

由于 I 已假设是 U -集, 我们造出的范畴仍然是 U -范畴; 如果每个 Ci 都是 U -小范畴, 则
它们的积和余积亦然.

我们有一族投影函子 prj :
∏
i∈I Ci → Cj , 它将 (Xi)i 映至 Xj , 在态射层面也是类

似地投影到 j 分量. 同理定义一族包含函子 ιj : Cj →
∐
i∈I Ci, 将 Cj 以自明的方式嵌

入为全子范畴.
特别地, 取 I 为有限集便能定义 C1 × · · · × Cn 和 C1 t · · · t Cn.

定义 2.3.2 形如 F : C1 × C2 → C 的函子称为二元函子. 多元函子 C1 × · · · × Cn → C
的定义类似.

例 2.3.3 (Hom函子) 给定范畴 C, 则 (X,Y ) 7→ HomC(X,Y ) 定义了二元函子

HomC : Cop × C → Set.

诚然, C 中的任一对态射 f : X ′ → X, g : Y → Y ′ 诱导出

HomC(X,Y ) −→ HomC(X ′, Y ′)

φ 7−→ gφf.

有时也说这是态射 φ 对 f 作拉回, 对 g 作推出. 拉回与推出习惯用符号 f∗φ = φf 和
g∗φ = gφ 表示. 易见 (f1f2)

∗ = f∗2 f
∗
1 和 (f1f2)∗ = (f1)∗(f2)∗.

定义 2.3.4 (函子范畴) 设 C1, C2 为 U -范畴, 定义函子范畴 Fct(C1, C2): 其对象是 C1 到
C2 的函子, 任两个对象 F,G 间的态射是自然变换 θ : F → G; 态射 θ : F → G 与
ψ : G→ H 的合成是自然变换的纵合成 ψ ◦ θ : F → H.

此构造解释了约定 2.2.6.

注记 2.3.5 此定义需要一些解释. 首先注意到 Fct(C1, C2) 的对象和态射都构成集合.
对于态射还有更精确的结果: 若 C1 是 U -小范畴, 则 Fct(C1, C2) 是 U -范畴, 这是因为对
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任两个 F,G : C1 → C2, 其间的自然变换是集合∏
X∈Ob(C1)

HomC2(FX,GX)

的子集. 若 C1 是 U -小范畴, 则上式为 U -小集.
此外还要用到自然变换纵合成的结合律, 见引理 2.2.7.

对函子 F,G : C1 → C2, 在反范畴中相应地有 F op, Gop : Cop
1 → C

op
2 (见注记 2.2.2),

易见自然变换 ϕ : F → G 在反范畴中被倒转为 ϕop : Gop → F op, 而且 (ϕop)op = ϕ.
摘要如下.

命题 2.3.6 存在自然同构 Fct(C1, C2)op ∼→ Fct(Cop
1 , Cop

2 ), 它将 ϕ 映至 ϕop.

今后用到的多数是 C1 为小范畴的情形. 有时也把 Fct(C1, C2) 写作 CC12 .

例 2.3.7 考虑集合 I ∈ U , 取 I := Disc(I) 为相应的离散范畴 (例 2.1.5), 则对任意 C
皆有范畴同构 CI '

∏
i∈I C.

既定义了函子范畴, 其中自然可以讨论一个函子 F : C1 → C2 的自同态幺半群
End(F ) 与自同构群 Aut(F ). 它们作为集合未必属于 U .

定义 2.3.8 一个范畴 C 的中心定义为 Z(C) := End(idC).

中心是范畴的一种极有用的不变量. 由 (2.1) 可知 Z(C) 的元素无非是一族自同态

ψX : X → X, 使得图表
X X

Y Y

ψX

f f

ψY

对每个 f : X → Y 都交换.

命题 2.3.9 中心 Z(C) 对二元运算 ◦ 总是交换的.

证明 对给定的 θ, ψ ∈ End(idC), 上图中取自同态 θ, 对象 X = Y 和态射 f = ψX 便
得到 θXψX = ψXθX .

命题 2.3.10 范畴等价 F : C1 → C2 诱导中心的同构 Z(C1) ' Z(C2).

证明是容易的, 留作练习.
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2.4 泛性质
许多数学构造能以泛性质唯一地刻画. 我们使用始, 终对象和逗号范畴的语言予以

阐述.

定义 2.4.1 范畴 C 中的对象 X 称为始对象, 如果对所有对象 Y 集合 HomC(X,Y ) 恰
有一个元素. 类似地, 称 X 为终对象, 如果对所有对象 Y 集合 HomC(Y,X) 恰有一个
元素. 若 X 既是始对象又是终对象, 则称之为零对象.

始, 终对象是相互对偶的概念: C 的始对象无非是 Cop 的终对象, 反之亦然.

命题 2.4.2 设 X,X ′ 为 C 中的始对象, 则存在唯一的同构 X
∼→ X ′. 同样性质对终对

象也成立.

证明 仅需处理始对象情形. 假设 X,X ′ 都是始对象, 则存在唯一的态射 f : X → X ′

和 g : X ′ → X. 其合成 gf : X → X 也是唯一的, 它只能是 idX ; 同理 fg = idX′ . 因此
f : X

∼→ X ′ 即所求.

定义 2.4.3 设 C 中有零对象, 记作 0. 对任意 X,Y ∈ Ob(C) 定义零态射 0 : X → Y 为

X → 0→ Y

的合成.

两点观察: (1) 零态射从左右合成任何态射仍是零态射. (2) 零态射的定义无关零
对象的选取: 若 0, 0′ 都是零对象, 则出入 0, 0′ 的箭头都是唯一的, 下图自动交换

0

X Y.

0′

'

例 2.4.4 一般而言, 始对象和终对象未必存在 (例: 考虑离散范畴). 以下是一些典型
例子:

1. 集合范畴 Set: ∅ 是始对象, {pt} 是终对象;

2. 带基点的集合范畴 Set•: ({pt}, pt) 是零对象;

3. 群范畴 Grp: 平凡群 {1} 是零对象, 取常值 1 的同态是零态射;

4. 域 k 上的向量空间范畴 Vect(k): 零空间是零对象, 零映射是零态射.
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始, 终对象及其唯一性一般被用来表述泛性质, 我们先看些例子.

例 2.4.5 选定域 k, 定义函子 V : Set → Vect(k) 如下: 对于集合 X, 命 V (X) :=⊕
x∈X kx 为以 X 为基的 k-向量空间. 任意映射 f : X → Y 皆诱导出线性映射

V (f) : V (X) → V (Y ), 它由在基上的限制 f 所刻画. 令 U : Vect(k) → Set 为忘却函
子 (例 2.2.4), 则 x 7→ x ∈ V (X) 给出态射 ι : X → UV (X). 尽管有些拗口, 不妨设想
V (X) 是 X 上的 “自由向量空间”.

为阐明 V (X) 的泛性质, 定义范畴 (X/U) 使得其对象形如 (W, i : X → U(W )),

其中 W ∈ Ob Vect(k) 而 X
i
U(W ) 是 Set 中的态射, 态射定为使下图交换的线性映

射 h :W1 →W2:
X

U(W1) U(W2).

i1 i2

U(h)

我们断言 (V (X), ι) 是 (X/U) 中的始对象. 这说的无非是对任意 (W, i) ∈
Ob(X/U), 存在唯一的 h : V (X)→W 使图表

X

U(V (X)) U(W )

ι i

U(h)

交换. 由于 X 是 V (X) 的基, 这般 h 是唯一确定了的.
上图涉及 h 的条件称为 V (X) 满足的泛性质. 根据命题 2.4.2, 我们说泛性质刻画

了 V (X) 连同 ι : X → UV (X), 至多差一个唯一的同构. 之后我们还会遇到更精密的
“自由对象” 的构造, 如 §4.8 的自由群.

例 2.4.6 考虑所有度量空间 (X, d) 构成的范畴 Metr, 其中的态射是保距映射 f :

(X, dX) → (Y, dY ), 即: ∀u, v, dY (f(u), f(v)) = dX(u, v). 完备度量空间构成的全子范
畴记作 ComMetr. 熟知的完备化构造 [57, §8.1] 给出一个函子

C : Metr −→ ComMetr

(X, d) 7−→ (X̂, d̂),

其中 X̂ 是所有 X 中的 Cauchy列 ~x = (xn)n≥0 的等价类, 而 d̂(~x, ~y) := lim
n→∞

d(xn, yn).
以下略去度量 d. 令 I : ComMetr → Metr 为包含函子. 对于给定的度量空间 X, 对角
嵌入 x 7→ (xn := x)n≥1 给出态射 ι : X → I(X̂). 仿照前个例子定义范畴 (X/I) 使其
对象形如 (Y, i : X → I(Y )).

完备化 X̂ 的泛性质众所周知, 用范畴 (X/I) 重述如下: 对任意 (Y, i) ∈ Ob(X/I),
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存在唯一的态射 h : X̂ → Y 使得图表

X

I(X̂) I(Y )

ι i

I(h)

交换, 这归结为 X 在 X̂ 中的稠密性. 因此完备化 (X̂, ι : X → I(X̂)) 可以刻画为
(X/I) 的始对象.

以上例子还可以用伴随函子或可表函子处理, 稍后讨论. 我们先借此机会引入一套
广泛的构造.

定义 2.4.7 (逗号范畴) 对于函子 A S C T B, 定义逗号范畴 (S/T ) 如下:
� 对象: 形如 (A,B, f), 其中 A ∈ Ob(A), B ∈ Ob(B), f : SA→ TB;
� 态射: 从 (A,B, f) 到 (A′, B′, f ′) 的态射形如 (g, h), 其中 g : A→ A′, h : B → B′

分别是 A, B 中的态射, 使得下图交换

SA SA′

TB TB′.

Sg

f f ′

Th

态射的合成是 (g1, h1) ◦ (g2, h2) = (g1 ◦ g2, h1 ◦ h2), 而 (A,B, f) 到自身的恒等态
射是 (idA, idB).

我们有明显的左, 右投影函子 P : (S/T ) → A 和 Q : (S/T ) → B. 早期文献把 (S/T )

写作 (S, T ), 因而得名. 且先看些例子.
请回忆例 2.1.5 定义的范畴 1, 它仅含一个态射. 指定 C 中的一个对象 X 相当于指

定一个函子 jX : 1→ C.

1. 考虑函子 T : C′ → C 及 X ∈ Ob(C). 对应于 1
jX
C T C′ 的逗号范畴

(X/T ) := (jX/T ) 的对象形如 (W,X
i
TW )W∈Ob(C′), 而 (W1, i1), (W2, i2) 间的

态射是使得下图交换的 h :W1 →W2:

X

TW1 TW2.

i1 i2

Th

合成态射的定义显然故略去. 这正是例 2.4.5 和例 2.4.6 使用的范畴.

2. 反过来考虑 C′ T C
jX 1. 逗号范畴 (T/X)的对象形如 (W,TW

p
X)W∈Ob(C′),
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从 (W1, p1) 到 (W2, p2) 的态射是使得下图交换的 f :W1 →W2:

TW1 TW2

X .

p1

Tf

p2

这类范畴在几何学中不时出现. 取 T = idC , 一种看法是把 p : W → X 想成在 X

上 “纤维化” 的对象. 不妨取 C 为某些空间的范畴 (如拓扑空间、复代数簇等等),
映射 p : W → X 可以设想为一族被 X 参数化的空间: 对每一点 x ∈ X, 相应的
空间是 x 上的纤维 Wx := p−1(x).

3. 逗号范畴 (idC/idC) 的对象是 C 中的所有态射 f : X → Y , 两个对象 f : X → Y ,

f ′ : X ′ → Y ′ 之间的态射是交换图表
X Y.

X ′ Y ′

f

f ′

. 不难理解, (idC/idC) 也叫 C

的箭头范畴.

2.5 可表函子
以下选定范畴 C. 这里需留意一些集合论的问题: 依约定 2.1.4, 宇宙 U 已固定, C

是一个 U -范畴, 而 Set 表示 U -集所成的范畴. 定义

C∧ := Fct(Cop,Set),

C∨ := Fct(Cop,Setop) = Fct(C,Set)op.

当 C 是 U -小范畴时, C∧ 和 C∨ 都是 U -范畴, 一般情形则否. 基于一些几何学的渊源
(主要是层论), 也把 C∧ 称作 C 上的预层范畴. 命题 2.3.6 蕴涵

(C∨)op = (Cop)∧. (2.3)

以下讨论涉及 HomC 的函子性, 读者可回忆例 2.3.3. 定义函子

hC : C −→ C∧,

S 7−→ HomC(·, S).

我们有自然的求值函子 ev∧ : Cop × C∧ → Set, 它将 (S,A) 映至集合 A(S). 同理定
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义函子

kC : C −→ C∨, ev∨ : (C∨)op × C −→ Set

S 7−→ HomC(S, ·) (B,S) 7−→ B(S).

定理 2.5.1 (米田信夫) 对于 S ∈ Ob(C) 和 A ∈ Ob(C∧), 映射

HomC∧(hC(S), A) −→ A(S)[
HomC(·, S)

ϕ
A(·)

]
7−→ φS(idS)

(2.4)

是双射; 它给出函子的同构 HomC∧(hC(·), ·)
∼→ ev∧. 函子 hC 是全忠实的.

同理, 存在自然的函子同构 HomC∨(·, kC(·))
∼→ ev∨. 函子 kC 是全忠实的.

此结果一般称为米田引理, 函子 hC , kC 相应地称为米田嵌入.

证明 由 (2.3) 仅需证明第一部分. 映射 (2.4) 对 S,A 的函子性是显见的. 对于 C 中任
一态射 f : T → S, 令 uS := φS(idS) ∈ A(S). 交换图表

idS HomC(S, S) A(S) uS

f HomC(T, S) A(T ) φT (f)

∈ ϕS

f∗ A(f)

3

∈
ϕT

3

道尽一切. 最后在 (2.4) 中取 A = hC(T ) 即得 hC 的全忠实性.

证明里 uS 的用法是一种标准技巧, 今后还会反复运用.

定义 2.5.2 称 A : Cop → Set 是可表函子, 如果存在 X ∈ Ob(C) 及同构 φ : hC(X)
∼→

A, 并称 (X,φ) 是其代表元. 类似地, 可以用 kC 定义函子 B : C → Set 的可表性和代
表元.

注记 2.5.3 从定理 2.5.1 的证明可知: 给定资料 (X,φ : hC(X) → A) 相当于给定
(X,u), 这里的 u ∈ A(X) 是 idX : X → X 在 φX 下的像; 对 C 中态射 f : T → X, 我
们有 φT (f) = A(f)(u).

有鉴于此, 可表函子 A 的代表元可以用 (X,u) 描述, 其中的 u 一般称为泛族; 术
语源于几何学中模空间的研究.

引理 2.5.4 若函子 A : Cop → Set 可表, 则其代表元 (X,φ : hC(X)
∼→ A) 在至多差一

个唯一同构的意义下是唯一的. 对函子 B : C → Set 也有类似性质.

代表元及其同构可以用 §2.4 讨论过的逗号范畴 (hC/A) 解释, 对应于函子 C
hC
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C∧
jA 1, 详见下述证明.

证明 对于任意 Y ∈ Ob(C) 与 ψ : hC(Y ) → A, 根据定理 2.5.1 断言的全忠实性, 存在
唯一的 f ∈ HomC(Y,X) 使下图交换.

hC(Y ) hC(X)

A
ψ

hC(f)

ϕ

'

审视 (hC/A) 之定义 2.4.7 可知 (X,φ) 是其终对象. 由命题 2.4.2 遂有唯一性.

例 2.5.5 回顾例 2.4.5 的函子 V : Set→ Vect(k). 其泛性质给出了

HomSet(X,U(·)) ∼→ HomVect(k)(V (X), ·).

因此 V (X) 连同上述同构表示了函子 HomSet(X,U(·)).

例 2.5.6 考虑函子 P : Setop → Set, 它将 Set 的对象 S 映至其幂集 P (S), 将态射
f : S → T 映至 T ⊃ A 7→ f−1(A) ⊂ S. 置 Ω := {0, 1}, u := {1} ∈ P (Ω). 利用注记
2.5.3, 我们断言 (Ω, u) 给出同构 φ : HomC(·,Ω)

∼→ P , 从而 P 可表.
对任意 Set 的对象 S, 相应的映射是

φS : HomSet(S,Ω) −→ P (S)

f 7−→ f−1({1}).

由中学数学可知 φS 是双射, 其逆将 A ∈ P (S) 映至函数 1A : S → Ω, 其定义是
1A(s) = 1 当且仅当 s ∈ A.

可表函子在数学中有许多深刻的实例, 例如代数几何学中的模空间 (表几何对象的分类
问题), 或拓扑学中的 Eilenberg-MacLane 空间 (表同调函子) 等等.
我们将经常省略符号 hC 或 kC , 将 C 直接看作 C∧ 或 C∨ 的全子范畴. 在代数几何

学等实际应用中, 常有许多构造在 “具体” 的给定范畴 C 中颇为棘手, 在 C∧ 或 C∨ 中
却有直截了当的定义. 所以不妨将米田嵌入类比于分析学中 L. Schwartz 的广义函数理
论, 惟其抽象, 故堪实用.
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2.6 伴随函子
D. Kan 在 1958 年首先阐释了伴随对的概念. 伴随性在范畴论及其应用中几乎无

所不在, 相关历史注记可参阅 [29, p.107].

定义 2.6.1 伴随对意指下述资料 (F,G, ϕ), 其中 C1 C2
F

G

是一对函子, 而 ϕ 是函

子的同构
ϕ : HomC2(F (·), ·)

∼→ HomC1(·, G(·)).

一般称 G 是 F 的右伴随, F 是 G 的左伴随, 或说 (F,G, ϕ) 是伴随对; 资料中的 ϕ 经
常省略不记.

例 2.6.2 选定域 k. 在例 2.2.4 中, 我们业已定义了对偶函子 D : Vect(k)op → Vect(k),
DV := V ∨. 存在自然的同构

ϕV,W : Homk(V,W
∨) −→ Homk(W,V

∨)

f 7−→ [w 7→ [v 7→ f(v)(w)]]

其中 V,W 是 k-向量空间. 实际上, 两边都自然地同构于双线性型 B : V ×W → k 构
成的空间: 仅需将 f ∈ Homk(V,W

∨) 映到 B : (v, w) 7→ f(v)(w); 交换 V,W 的角色就
得到 Homk(W,V

∨) 情形. 这些同构重写为

ϕVW : HomVect(k)(V,DW )
∼→ HomVect(k)op(DopV,W )

并且对变元 V,W 满足函子性, 由此得到伴随对 (Dop, D, ϕ−1).

注意到 D 限制在 Vectf (k) 上给出范畴等价 Vect(k)op
f → Vectf (k), 见例 2.2.14.

其证明关键是考虑态射 idVect(k) → DDop, 它仅当限制在 Vectf (k) 上才是同构. 对于一
般的伴随对 (F,G, ϕ), 类似的态射仍扮演关键角色.

定义 2.6.3 设 (F,G, ϕ) 为伴随对, 定义态射

η = (ηX)X∈Ob(C1) : idC1 −→ GF

如下

HomC2(FX,FX)
φ

HomC1(X,GFX)

idFX 7−→ ηX .
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同理, 反转箭头即可定义态射 ε = (εX)X : FG → idC2 . 我们称 η 是 (F,G, ϕ) 的单位,
而 ε 是余单位.

须验证 η 确为自然变换. 诚然, 对于 C1 中的态射 h : X ′ → X, 由 ϕ 的自然性知

idFX Hom(FX,FX) Hom(X,GFX) ηX

Fh Hom(FX ′, FX) Hom(X ′, GFX) ϕ(Fh)

idFX′ Hom(FX ′, FX ′) Hom(X ′, GFX ′) ηX′

∈ φ

(Fh)∗ h∗

3

∈ φ 3

∈

(Fh)∗

φ

(GFh)∗

3

的上, 下两子图皆交换; 按图索骥知
X ′ GFX ′

X GFX

ηX′

h φ(Fh) GFh

ηX

也交换. 同理可证 ε 是自然

变换.
此外, 单位和余单位各自按下式确定了 ϕ

ϕ(f) = Gf ◦ ηX : X → GY, ∀f : FX → Y ;

ϕ−1(g) = εY ◦ Fg : FX → Y, ∀g : X → GY.
(2.5)

同样用交换图表论证之: 对于 ϕ(f), 考虑

idFX Hom(FX,FX) Hom(X,GFX) ηX

f Hom(FX, Y ) Hom(X,GY ) ϕ(f) = Gf ◦ ηX .

∈ φ

f∗ (Gf)∗

3

∈ φ 3

反转箭头便得到 ϕ−1(g) 的情形.
以下要用到自然变换 ηG, Gε, Fη 和 εF , 相关符号的解释见 §2.2.

引理 2.6.4 对于伴随对 (F,G, ϕ) 和相应的 η : id → GF , ε : FG → id, 我们有自然变
换之间的等式. [

G
ηG

(GF )G = G(FG)
Gε

G

]
= idG,[

F
Fη

F (GF ) = (FG)F
εF

F

]
= idF .

(2.6)

证明 对任意 Y ∈ Ob(C2), 据 εY : FGY → Y 的定义和 (2.5) 可得

idGY = ϕ(εY ) = G(εY ) ◦ ηGY : GY → GY.
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此即第一式. 同理, 用 idFX = ϕ−1(ηX) 配合 (2.5) 可证第二式.

命题 2.6.5 对于给定的函子 C1 C2
F

G

, 以下的映射互为逆

{ϕ : (F,G, ϕ) 是伴随对}
 {(η, ε) : 满足 (2.6) }

ϕ 7−→
(
ηX := ϕ(idFX), εY := ϕ−1(idGY )

)
,

ϕ(f) := Gf ◦ ηX ←− [ (η, ε).
因此伴随对亦可用资料 (F,G, η, ε) 描述, 这样的好处是不牵涉 Hom 集.

证明 给定 (η, ε) 满足 (2.6). 定义 ϕ(f) = Gf ◦ ηX 和 ψ(g) = εY ◦ Fg 如 (2.5), 其
中 f : FX → Y , g : X → GY . 依据 η, ε 的自然性, ϕ 和 ψ 构成函子间的一对态射
Hom(F (·), ·)� Hom(·, G(·)).
我们断言 ψϕ = id: 左式将 f 映至 εY ◦ FGf ◦ FηX . 由于 ε 的自然性, 图表

FX FGFX FGY

FX Y

FηX FGf

εFX εY

f

交换. 因此 ψϕ(f) = f ◦ εFX ◦ FηX , 根据 (2.6) 这无非是 f . 同理可证 ϕψ = id. 故
(F,G, ϕ) 是伴随对. 由定义立见 ϕ(idFX) = ηX , ψ(idGY ) = εY .

配合先前的讨论可以看出 ↽ 和 ⇀ 互逆. 证毕.

资料 (F,G, η, ε) 里的 ε (或 η) 是同构当且仅当 G (或 F ) 是全忠实函子; 习题中将勾勒
其证明.

注记 2.6.6 关系式 (2.6)还能用 2-胞腔 (见 §2.2)的写法概括. 将横合成 ηG = η ◦ idG :

G→ GFG 表作

C2 C1 C2 C1,G F

id

G

η

类似地描绘 Gε, Fη, εF 等图表. 则 (2.6) 说的是 C2 C1 C2 C1G

id

F

id

ε

G

η

 = [idG : G→ G]
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以及  C1 C2 C1 C2F

id

G

id

η

F

ε

 = [idF : F → F ],

其中左图皆表自然变换的纵合成. 进一步, 还可以把图表调整为便于记忆的形式:

C1 C1

C2 C2

id

F
ε

G

id

G
η =

C1 C1

C2 C2

id

id

G G

和
C1 C1

C2 C2
F

id

ε F

Gη

id

=

C1 C1

C2 C2.

id

F F

id

职是之故, (2.6) 又叫作三角等式. 我们在 §3.5 还会遇到这些图表.

例 2.6.7 忘却函子 Top→ Set 兼有左右伴随函子: 左伴随函子 L : Set→ Top 赋予一
个集合离散拓扑 (所有子集皆开), 而右伴随函子 R : Set → Top 赋予一个集合 S 平凡
拓扑 (仅 ∅, S 开).

例 2.6.8 数学中还有许多构造是忘却函子或包含函子的左伴随. 以下举少量例子.

1. 忘却函子 Grp → Set 的左伴随是自由群函子: F : X 7→ F(X) (定义 4.8.2), 其单
位是集合 X 到其自由群的嵌入 X ↪→ F(X). 以后我们还会考察自由模和多项式
环等类似的自由构造, 无论对哪一种结构, 准则不外乎

“自由是遗忘的左伴随”.

命题 2.6.10 将阐明伴随函子的唯一性, 故上句应当视作自由构造的一般刻画.

2. 包含函子 Ab → Grp 的左伴随是 Abel 化函子 G 7→ G/Gder, 其单位是商同态
G→ G/Gder.

3. 沿用例 2.4.6 的记号. 包含函子 ComMetr → Metr 的左伴随是完备化 (X, d) 7→
(X̂, d̂), 其单位是标准 (对角) 的等距嵌入 X ↪→ X̂.

4. 令 CHaus 为紧 Hausdorff 拓扑空间构成的范畴, 包含函子 CHaus→ Top 的左伴
随是 Stone–Čech 紧化 X 7→ βX, 其单位是紧化带有的连续映射 X → βX.
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以下结果表明伴随函子对变元 Y ∈ Ob(C2) 其实是一种 “逐点” 的构造. 置

AY := HomC2(F (·), Y ) ∈ C∧1 .

命题 2.6.9 函子 F : C1 → C2 有右伴随的充分必要条件是 AY 对每个 Y 皆可表; 类似
地, G : C2 → C1 有左伴随的充分必要条件是 HomC1(X,G(·)) 对每个 X 皆可表.

证明 证明 F 的情形即可. 必要性是显然的. 反之,假设对每个 Y 存在对象 GY 和同构
ψY : hC1(GY )

∼→ AY := Hom(F (·), Y ). 请留意 hC1(GY ) = HomC1(·, GY ). 引理 2.5.4
断言 (GY,ψY )的唯一性: 它是逗号范畴 (hC1/AY )的终对象. 对每个 Y 选定 (GY,ψY ).
任意态射 h : Y → Y ′ 诱导 h∗ : AY → AY ′ , 因而存在唯一的 Gh : GY → GY ′ 使得下
图交换

hC1(GY ) AY

hC1(GY
′) AY ′ .

hC1
(Gh)

ψY

∼

h∗

ψY ′

∼

由此易知 (GY,ψY )Y 给出 G : C2 → C1 和 ϕ = ψ−1 : Hom(F (·), ·) ∼→ Hom(·, G(·)).

命题 2.6.10 函子 F : C1 → C2 若有右伴随, 则在下述意义下唯一: 若 (F,G, ϕ) 和
(F,G′, ϕ′) 是伴随对, 则存在唯一的同构 ψ : G

∼→ G′ 使得对每个 Y ∈ Ob(C2) 下图交换

hC1(GY ) hC1(G
′Y )

AY

hC1
(ψY )

φY φ′
Y

左伴随也满足类似的唯一性.

证明 类似命题 2.6.9 的证明, 我们利用 (GY,ϕY ), (G′Y, ϕ′Y ) 在 (hC1/AY ) 中同为终对
象的性质, 对每个 Y 制造同构 ψY : GY

∼→ G′Y , 并用终对象的泛性证明 (ψY )Y 成一自
然变换.

伴随对还可以作合成, 以下我们略去其中的 ϕ, 其定义在证明中是明显的.

命题 2.6.11 考虑函子 C1 C2 C3
F

G

F ′

G′
若 (F,G, η, ε), (F ′, G,′ η′, ε′)是伴随对,

则 (F ′F, GG′, Gη′F ◦ η, ε′ ◦ F ′εG′) 亦然. 其中 ◦ 代表纵合成.

证明 考虑以下同构

HomC3(F ′F (·), ·)
∼→ HomC2(F (·), G′(·))

∼→ HomC1(·, GG′(·))
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的合成. 单位和余单位的计算留予读者.

最后, 我们比较范畴等价 (定义 2.2.8) 与伴随对 (F,G, η, ε) 的定义. 拟逆函子带有
的同构 η : idC1

∼→ GF 和 ε : FG
∼→ idC2 形似伴随对的单位和余单位, 问题是它们未必

适合于三角等式 (2.6), 须作适当调整. 本书不调用以下定理, 但证明是有趣的.

定理 2.6.12 (伴随等价) 考虑互为拟逆的函子 C1 C2
F

G

, 并给定同构 η : id ∼→ GF

和 ε : FG
∼→ id, 那么存在唯一的 ε′ : FG

∼→ id 使得 (F,G, η, ε′), (G,F, ε′−1, η−1) 皆成
伴随对.

证明 首务是定义 ε′ 并验证 (F,G, η, ε′) 所需满足的三角等式

(ε′F )(Fη) = idF , (2.7)

(Gε′)(ηG) = idG. (2.8)

既然 ε′, η 为同构, 对上式所有态射取逆也就导出 (G,F, ε′−1, η−1) 的情形. 兹定义同构
FG

∼→ id
ε′ := ε · (Fη−1G) · (FGε−1) (纵合成).

我们用称为线图的可视化技巧来研究函子与其间的态射, 符号中将省略范畴. 图中
以函子为节点, 以函子间的态射为边, 自上而下. 若函子 A,B 的合成有意义, 合成函子
AB = A ◦B 以节点的水平并置表示. 纵, 横两种合成分别有如下图解.

A0

A1

α0

A2

α1

=

A0

A2

α0 · α1 和

A

A′

α

B

B′

β =

AB

A′B′

αβ

引理 2.2.7 相当于说图表合成时可以先纵后横, 或先横后纵. 我们按惯例不标注恒等函
子. 于是 η, ε 及其逆图解如下.

G F

η

G F

η−1

F G

ε

F G

ε−1
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对于函子的恒等自同构, 相应的边不予命名. 兹断言 ε′ : FG→ id 有两种表法如下:

F G

F G F

η−1

G

ε−1

F G

ε

=

F G

F G

ε−1

F

η−1

G

F G

ε

(2.9)

左边诚然是 ε · (Fη−1G) · (FGε−1)的图解, 因为 FGε−1 无非是 ε−1 左横合成 idF , idG,
依此类推. 为了过渡到右图, 将 FGε−1 : FG→ FGFG 表作:

F G

F G F G

ε−1
=

F G

ε

F G

ε−1

F G

ε−1

因为与恒等函子的横合成不起作用, 上层的 ε 放在左侧或右侧是一样的, 右图遂化作

F G

ε

F G

ε−1

GF

ε−1 =

F G

F GGF

ε−1

等式右边的底部再装配 ε · (Fη−1G), 便是 (2.9).
现在来证明 (2.8). 将 (2.9) 的左图代入 ε′, 省略函子标记以表 (Gε′)(ηG) 为

η

ε

ε−1

η−1

G

G

=

η ε

ε−1η−1

G

G

从左图化到右图的方法是先将图按垂直方向拉开 (即在中间插入 idF , idG 等), 然后将
η−1 向左挪动, 道理和 (2.9) 的论证类似. 现在可以用 ηη−1 = idGF 和 ε−1ε = id 来将
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右图化作

G

G

F

F

G

ε

G

ε−1

=

G

G

这就证出了 (2.8). 至于 (2.7) 的情形几乎是以上论证的镜像, 唯一差别是改用 (2.9) 的
右图代入 ε′.

最后证唯一性. 假设 ε′′ : FG → id 也满足 (2.7) 和 (2.8). 注意到 ε′′ · (ε′FG) =
ε′ · (FGε′′); 这是因为两者对应同一个图表 FGFG→ id:

F G
ε′

F G
ε′′

.

此外易见 (ε′F ·Fη)G = ε′FG ·FηG和 F (Gε′′ · ηG) = FGε′′ ·FηG; 应用 (2.7)和 (2.8)
可知这两者都等于 idFG; 综之 ε′′ = ε′′ · (ε′FG)(FηG) = ε′(FGε′′)(FηG) = ε′. 唯一性
得证.

范畴论中还有许多类似的可视化技巧, 读者不妨参阅 P. Selinger 在 [7, Chapter 4]
撰写的综述. 在 §3.3 还会碰上类似的手法.

2.7 极限
我们先给出极限的一般定义, 然后逐步剖析.

定义 2.7.1 令 I, C 为范畴. 定义对角函子 ∆ : C → CI := Fct(I, C) 如下: 它将任一
X ∈ Ob(C) 映至常值函子

∆(X) : I −→ C


∀i ∈ Ob(I), i 7−→ X

∀[i→ j] ∈ Mor(I), [i→ j] 7−→ [idX : X → X].

给定态射 f : X → Y , 范畴 CI 中 ∆(f) : ∆(X) → ∆(Y ) 的定义是显然的: 它对每个
i ∈ Ob(I) 指定 f : X → Y .

以 Iop 代 I, 同样可定义对角函子 ∆ : C → CIop
:= Fct(Iop, C). 回忆定义 2.4.7 及
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其后的讨论: 对于函子 I
α C

β
Iop, 可以构造两种逗号范畴[

1
jα
CI ∆ C

]
 (jα/∆) =: (α/∆),[

C ∆ CI
op jβ

1
]
 (∆/jβ) =: (∆/β).

定义 2.7.2 (极限) 令 I, C 为范畴. 考虑函子 α : I → C 和 β : Iop → C.
1. 逗号范畴 (α/∆) 中若存在始对象则记作 lim−→α, 称为 α 的归纳极限;
2. 逗号范畴 (∆/β) 中若存在终对象则记作 lim←−β, 称为 β 的投射极限.

我们也说它们是以 I 为指标的极限.

关于极限的术语尚未统一, 以下是几种常见版本.

lim−→ lim←−
归纳极限 投射极限

正向极限 逆向极限

余极限 (colim) 极限 (lim)

命题 2.4.2 确保各极限若存在则唯一. 更明确地说, 逗号范畴给出下述基于 C 中交
换图表的描述

(α/∆) :



对象 :

(
L, (α(i)

fi
L)i∈Ob(I)

)
, ∀ [i

ϕ
j],

α(i) α(j)

L

α(ϕ)

态射 : [ϕ : (L, (fi)i)→ (L′, (f ′i)i)] = ∀i,
α(i) L

L′

fi

f ′
i

φ

(∆/β) :



对象 :

(
L, (L

gi
β(i))i∈Ob(I)

)
, ∀ [i

ϕ
j],

β(i) β(j)

L

β(ϕ)

态射 : [ϕ : (L, (gi)i)→ (L′, (g′i)i)] = ∀i,
β(i) L

L′
φ

gi

g′i

一些文献将 (α/∆) 和 (∆/β) 的对象分别称作锥和余锥, 这是直观的.

依此, α 的归纳极限可以重新理解为资料 (lim−→α, α(i)
ιi lim−→α), 而 β 的投射极限
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为资料 (lim←−β, pi : lim←−β
pi

β(i)), 各自的泛性质图解为

α(i) α(j)

lim−→α

L

ιi

α(ϕ)

ιj

∃!

β(i) β(j)

lim←−β

L

β(ϕ)

pi pj

∃!

(2.10)

图表的读法是: 对每个 (α/∆) 或 (∆/β) 的对象 (L, . . .), 图中存在唯一的态射 99K 使得
全图对任意 φ ∈ Mor(I) 皆交换.

注记 2.7.3 注意到 (2.10) 中两图箭头反向. 其实 lim−→ 和 lim←− 是对偶的概念: 设
α : I → C, 对反范畴有相应的 αop : Iop → Cop (注记 2.2.2). 对 Iop 和 Cop 仍有相应的
对角函子 ∆op. 从而导出

(α/∆)op = (∆op/αop),

lim←−(α
op) = lim−→α, 假设任一侧的极限存在.

引理 2.7.4 设 ψ : α → α′ 是函子范畴 CI 中的态射, 假定相应的 lim−→ 皆存在, 则存

在唯一的态射 lim−→ψ 使得
α(i) lim−→α

α′(i) lim−→α′
ψ(i) lim−→ψ 对每个 i 皆交换. 若 α

ψ1

α′
ψ2

α′′,

则 lim−→(ψ2ψ1) = lim−→ψ2 lim−→ψ1. 对 lim←− 也有类似的结果: ψ : β → β′ 自然地诱导出
lim←−β → lim←−β

′ 等等.

证明 在 lim−→α的泛性质中考虑 L := lim−→α′ ← α′(i)
ψ(i)

α(i)即可. 性质 lim−→(ψ2ψ1) =

lim−→ψ2 lim−→ψ1 源自

α(i) α′(i) α′′(i)

lim−→α lim−→α′ lim−→α′′
i ∈ Ob(I)

全图的交换性.

以下遵循约定 2.1.4, 区分范畴与小范畴. 我们仅考虑 I 是小范畴情形的极限. 这主
要是为了陈述方便, 而且按假设 1.5.2 总能扩大所选的宇宙 U 使得所论的范畴都是小
范畴. 但也请读者先留个心眼, 因为在一些场合下集合的大小确实会造成实质差异, 例
如下面要提到的命题 2.8.2.
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例 2.7.5 取 C := Set 并设 I 是小范畴. 我们先构造 lim←−β. 定义

lim←−β :=

{
(xi)i∈Ob(I) ∈

∏
i

β(i) : ∀σ ∈ HomI(i, j), β(σ)(xj) = xi

}

= ker
[∏

i

β(i)⇒
∏
σ

β(s(σ))

]
(等化子),

ker[· · · ] 的双箭头分别以映射 (xi)i 7→ xs(σ) 和 (xi)i 7→ β(σ)
(
xt(σ)

)
为其 “σ-坐标”, 其

中 σ 取遍 I 中态射. 上式是 Set 的一个对象, 它带有一族投影映射 pj : lim←−β → β(j),
pj((xi)i) = xj , 其中 j 取遍 Ob(I). 不难验证 (lim←−β, (pj)j) 是 β 的投射极限.
接着考虑 α : I → Set. 定义

lim−→α :=

 ⊔
i∈Ob(I)

α(i)

/ ∼
其中

⊔
i α(i) 代表无交并, ∼ 是下述关系生成的等价关系

x ∼ α(σ)(x), σ : i→ j, x ∈ α(i).

由商集的性质得到一族映射 ιj : α(j)→ lim−→α, 其中 j 取遍 Ob(I); 它映 x ∈ α(j) 至含
x 的等价类. 不难验证 (lim−→α, (ιj)j) 是 α 的归纳极限.

上述构造有一个明显缺陷: 它仅说明如何 “生成” 等价关系 ∼, 却没有直接的描述. 弥
补这点需要对 I 施加进一步的条件, 我们顺势引入滤过范畴的概念.

定义 2.7.6 非空范畴 I 若满足以下条件, 则称为滤过的:
� 对任意 i, j ∈ Ob(I) 存在 k ∈ Ob(I) 及态射 i→ k, j → k;
� 对任意箭头 f, g : i→ j, 存在 k ∈ Ob(I) 和 h : j → k, 使得 hf = hg.

对于来自非空偏序集 (I,≤) 的范畴, 第二个条件是多余的, 此时我们回到 §4.10 定义之
滤过偏序概念. 例如偏序集 (Z≥1,≤) 便是滤过偏序集.
现在回到例 2.7.5 的函子 α : I → Set 并假设 I 滤过. 在无交并

⊔
i∈Ob(I) α(i) 上定

义关系 ∼ 如下: 对任意 i, j ∈ Ob(I) 及 xi ∈ α(i), xj ∈ α(j), 若

存在

f : i→ k,

g : j → k
使得 α(f)(xi) = α(g)(xj) ∈ α(k) (2.11)

则定 xi ∼ xj , 显然例 2.7.5 中的等价关系也必须满足这个性质, 若我们能说明 ∼ 已然
是等价关系, 则这里的 ∼ 就是例 2.7.5 中的 ∼. 反身性和对称性实属显然, 现验证传递
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性如下: 设 (xi ∼ xj) ∧ (xj ∼ xk), 存在图表

i j k

h h′

g

xi xj xk

xh xh′

?

其中的虚线箭头和 g 由定义 2.7.6 的第一条补全. 然而 xh 和 xh′ 在虚箭头下的像未必
相同, 为此我们利用定义第二条找到 I 中态射 g → g′, 使得合成态射 j → h → g → g′

同 j → h′ → g → g′ 相等; 在图表中以 g′ 代 g 便可确保 xi ∼ xk. 故 ∼ 为等价关系. 由
∼ 的定义亦可导出 (2.10) 的左图交换. 综之,

lim−→α :=
⊔

i∈Ob(I)

α(i)
/
∼

尔后我们还会在不同范畴中反复考虑滤过的 lim−→.

例 2.7.7 同样方法可构造范畴 C := Top 中的极限. 对于小范畴 I, 极限 (lim−→α, ιj) 和
(lim←−β, pj) 的构造与 Set 完全相同, 只消赋予这些集合商拓扑或子空间拓扑 [57, §3.1,
§3.4].

给定范畴 C. 尽管所论的极限在 C 中未必存在, 一旦将 C 嵌入函子范畴 C∧ 或 C∨

(参考 §2.5), 则能确保所有 (小) 极限的存在性.

命题 2.7.8 设 I 为小范畴, 函子 α : I → C∧ 的极限由如下定义的对象 “ lim−→ ”α ∈
Ob(C∧)

“ lim−→ ”α : S 7−→ lim−→ (α(S)) ,

[T
f
S] lim−→α(S)

lim−→α(f)

lim−→α(T ),

连同自然态射族 α(j)(·) → lim−→α(·) 给出, 其中 j ∈ Ob(I) 而 lim−→α(f) 的构造见引理
2.7.4; 这里不带引号的 lim−→ 是 Set 中的极限. 类似地, 函子 β : Iop → C∧ 的极限由

“ lim←− ”β : S 7−→ lim←− (β(S))

等资料给出. 类似性质对取值在 C∨ 的情形同样成立, 我们在符号上将这些极限不予区
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分地记作

“ lim−→ ”α : S 7−→ lim−→ (α(S)) , α : I → C∧ 或 C∨,

“ lim←− ”β : S 7−→ lim←− (β(S)) , β : Iop → C∧ 或 C∨.

证明 诀窍是对函子逐点地 (或逐对象地) 取极限以化约到 Set 情形, 仅以 α : I →
C∧ 和 “ lim−→ ”α 的情形阐释. 考虑相应的图表 (2.10) 并给定 L ∈ C∧ 和一族态射
α(i) → L. 对于每个 S ∈ Ob(C), 根据 Set 中 lim−→ 的构造可知存在唯一的 ϕ(S) 使

得图表
α(i)(S) lim−→α(S)

L(S)
φ(S)

对所有 i 交换. 关键在于证明这些 ϕ(·) 能在 C∧

中拼为 “ lim−→ ”α
φ
L. 考虑 C 中任意态射 f : T → S, 以下将 L(S) 视同常值函子

∆(L(S)) : I → Set, 易见其 lim−→ 是 L(S) 自身 (请验证); 对 L(T ) 亦同. 于是由引理
2.7.4 导出: 对每个 i ∈ Ob(I)

α(i)(S) α(i)(T )

L(S) L(T )

α(i)(f)

L(f)

交换, 故
lim−→α(S) lim−→α(T )

L(S) L(T )

lim−→α(f)

φ(S) φ(T )

L(f)

交换,

而右图就是 ϕ(·) 所需的函子性.

如此一来, 极限的存在性就归结为函子的可表性, 见 §2.5.

命题 2.7.9 设 I 为小范畴. 以下我们利用函子 kC 和 hC , 分别将 C 看作 C∨ 和 C∧ 的
子范畴.

1. 函子 α : I → C 的归纳极限存在当且仅当 “ lim−→ ”α ∈ C∨ 可表; 给定 α 的极限相当
于给定对象 lim−→α ∈ Ob(C) 连同一个同构 kC(lim−→α)

∼→ “ lim−→ ”α.

2. 函子 β : Iop → C 的投射极限存在当且仅当 “ lim←− ”β ∈ C∧ 可表; 给定 β 的极限相
当于给定对象 lim←−β ∈ Ob(C) 连同一个同构 hC(lim←−β)

∼→ “ lim←− ”β.

极限的性质遂可简洁地刻画为

HomC(lim−→α, ·) ∼→ lim←−
i

HomC(α(i), ·) = “ lim−→ ”α,

HomC(·, lim←−β)
∼→ lim←−

i

HomC(·, β(i)) = “ lim←− ”β.

注意到这里的 C∨ 与 C∧ 不能互换: 在 HomC 外头的极限必须是 lim←−!
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证明 先考虑归纳极限的情形. 将 (2.10) 中的泛性质改写为: 给定 α 的极限相当于给
定对象 lim−→α ∈ Ob(C), 连同一族态射 ιi : α(i)→ lim−→α, 使得函子间的态射

kC(lim−→α) HomC(lim−→α, ·) lim←−i HomC(α(i), ·) “ lim−→ ”α

f (ι∗i f = f ◦ ιi)i∈Ob(I)

ξ

∈ ∈

为同构. 反过来说, 任何同构 ξ : kC(lim−→α)
∼→ “ lim−→ ”α 都可由一族 ιi : α(i) → lim−→α 如

是导出: 这是定理 2.5.1 的应用, 或者更直截了当地将上图的变元取为 lim−→α, 则 f = id
的像就是所求的 (ιi)i.

投射极限的处理方法完全类似, 此时考察的同构是

HomC(·, lim←−β) lim←−i HomC(·, β(i)) = “ lim←− ”β

f (pi∗f = pi ◦ f)i∈Ob(I)

∈ ∈
明所欲证.

命题 2.7.9 可将极限的许多性质化约到集合情形, 实质地简化论证. 我们且看一个
例子.

引理 2.7.10 设 I, J 为小范畴, 假设 C 中具有以 I, J 为指标的 lim−→. 考虑函子 α :

I × J → C, 存在典范同构

lim−→
j

(
lim−→α(·, j)

)
' lim−→α ' lim−→

i

(
lim−→α(i, ·)

)
其中左项极限先对 I 再对 J 取, 右项反之. 投射极限 lim←−β 的情形类似.

证明 证 lim−→ 情形即足. 给定 I 中的态射 i → i′, 引理 2.7.4 对每个 j 给出自然的交
换图表

lim−→α(i, ·) lim−→α(i′, ·)

α(i, j) α(i′, j)

因此断言中左项的极限有意义, 右项亦同. 命题 2.7.9 将断言化约到范畴 C = Set 中的
lim←− 情形, 后者从例 2.7.5 的构造看乃是自明的.

如果范畴 I 的对象和态射集皆为有限集, 相应的极限称为有限极限, 此时常用图表
来描述 I 的构造. 极限可以分成两步来构造: 积 (或余积) 与等化子 (或余等化子); 以
下讨论中都假设所论极限存在.
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1. 取 I 为离散范畴, 不妨把 I 等同于 Ob(I). 此时 lim−→α(i) 称作对象 Xi := α(i)

的余积, 写作
∐
i∈I Xi; 相应地,

∏
i∈I Yi := lim←−β(i) 称作对象 Yi := β(i) 的积. 泛性质

(2.10) 化作

HomC

(∐
i∈I

Xi, ·

) ∏
i∈I

HomC(Xi, ·) HomC

(
·,
∏
i∈I

Yi

) ∏
i∈I

HomC(·, Yi)

φ (φιi)i∈I φ (piφ)i∈I

∼ ∼

此处用到态射 ιj : Xj →
∐
iXi 和 pj :

∏
i Yi → Yj , 后者称为到 Yj 的投影.

有限个对象的余积或积习惯写作 X1 t · · · tXn 或 Y1 × · · · × Yn. 这些符号兼容于 Set
与 Top 情形下的惯例 (积空间, 无交并).

2. 取空范畴 I = 0, 此时 (2.10) 表明 lim−→ 是始对象而 lim←− 是终对象. 它们也可以分
别被理解为空余积和空积.

3. 取 I 为图表 • • 给出的范畴 (两个对象, 两个非 id 的态射), 显然

Iop ' I. 函子 α : I → C 或 β : Iop → C 可以理解为 C 中两个平行箭头 X Y ;
f

g

相应的极限记为 coker(f, g) := lim−→α (称为余等化子), ker(f, g) := lim←−β (称为等化子或
差核). 等化子 ker(f, g) 的泛性质表作

L

ker(f, g) X Y

∃!
ϕ

f

g

(2.12)

意谓: 两合成态射 ker(f, g) → X
f
Y 和 ker(f, g) → X

g
Y 相等, 而且对任意

φ : L → X, 若 fφ = gφ 则存在唯一的态射 L 99K ker(f, g) 使左三角交换. 同理, 余等
化子的泛性质表作

L

X Y coker(f, g),
f

g

ψ
∃! (2.13)

意谓: X
f
Y → coker(f, g) 等于 X

g
Y → coker(f, g), 而且对任意 ψ : Y → L, 若

ψf = ψg 则存在唯一的 coker(f, g) 99K L 使右三角交换.
当 C = Set 时, f, g : X ⇒ Y 的等化子是子集 {x : f(x) = g(x)} ↪→ X, 余等化子是商
集 Y � Y / ∼, 其中 ∼ 是由 f(x) ∼ g(x) 生成的等价关系; C = Top 的情况类似.
研究一般极限的性质前, 先对以上特例搜集一些简单的性质.

引理 2.7.11 (积和余积的结合约束) 设有小集合的无交并分解 I =
⊔
j∈J Ij . 若范畴 C
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具有以 J 和每个 Ij 为指标的积, 则以 I 为指标的积也存在. 而且有唯一的同构 a 及交
换图表如下

∏
i∈I Xi

∏
j∈J

(∏
i∈Ij Xi

)
Xk

a
∼

pk pkpj

j ∈ J, k ∈ Ij .

同样断言对余积和态射 ιk : Xk →
∐
i∈I Xi 等也成立.

以上结果称为 “结合约束” 而非结合律, 因为它体现为一个唯一的同构而非等号. 以下
结果表明积和余积也具有某种 “交换约束”. 其证明皆可仿照引理 2.7.10 的论证, 化归
为熟知的集合情形.

引理 2.7.12 (积和余积的交换约束) 设 σ : I → I 为小集合的双射. 设范畴 C 具有以 I

为指标的积, {Xi}i∈I 为一族对象, 则有唯一的同构 c 及交换图表如下

∏
i∈I Xi

∏
i∈I Xσ(i)

Xj

c
∼

pj pσ−1(j)

j ∈ I.

同样断言对余积和态射 ιj : Xj →
∐
i∈I Xi 等也成立.

引理 2.7.13 设 f, g : X → Y . 若 ker(f, g) 存在则 ker(f, g) → X 是单态射. 若
coker(f, g) 存在则 Y → coker(f, g) 是满态射.

证明 若态射 µ, ν : L ⇒ ker(f, g) 与 ker(f, g) → X 的合成是同一个态射 φ : L → X,
那么 fφ = gφ, 则在交换图表 (2.12) 中可将 99K 取为 µ 或 ν, 从唯一性得知 µ = ν. 故
ker(f, g)→ X 是单的. 倒转箭头可证 coker(f, g) 的情形.

2.8 完备性
极限能够统摄数学实践中许多重要的构造, 如拓扑学中的积空间, 商空间等. 在为

数学问题制定范畴时, 我们自然也希望其中具有充分多的极限. 这就引向了以下概念.

定义 2.8.1 对于范畴 C, 若对有所有小范畴 I, 所有以 I 为指标的 lim←− 都存在, 则称之
为完备的; 若所有以 I 为指标的 lim−→ 都存在, 则称之为余完备的.

举例明之, Set 既是完备也是余完备的, 见例 2.7.5. 定义中如不要求 C 比 I 来得 “大”,
应用范围将大大地受限. 请看以下结果.

命题 2.8.2 (P. Freyd) 小范畴 C 完备当且仅当 C 来自一个预序集 (P,≤) (例 2.1.5), 其
中每个子集都有下确界.
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证明 假设 C 完备. 假若存在相异的态射 f, g : X → Y , 对于小集合 I 可构造
∏
i∈I Y ,

故 HomC(X,
∏
i∈I Y ) ⊃ {f, g}I . 取 |I| = |Mor(C)| 并运用定理 1.4.3 便导出矛盾. 因此

C 是预序集. 另一方面, 从 (2.10) 不难看出一个预序集 (P,≤) 中的 lim←−β 无非是子集
{β(i) : i ∈ Ob(I)} 的下确界; 注意到下确界在同构意义下是唯一的. 证毕.

定理 2.8.3 设 I 为小范畴, C 为范畴.
1. 若对所有子集 J ⊂ Mor(I) 和 C 中的对象族 (Xj)j∈J 都存在

∏
j∈J Xj , 而且对所

有 f, g : X → Y 都存在 ker(f, g), 则 C 有所有以 I 为指标的 lim←−.
2. 若对所有子集 J ⊂ Mor(I)和 (Xj)j∈J 都存在

∐
j∈J Xj ,而且对所有 f, g : X → Y

都存在 coker(f, g), 则 C 有所有以 I 为指标的 lim−→.

证明 两断言显然对偶, 以 Cop 代 C 可互相过渡. 故以下仅考虑 lim←− 情形.
考虑函子 β : Iop → C. 对于 I 中的态射 σ : i→ j,请回忆早先定义的来源 s(σ) = i

与目标 t(σ) = j. 构造积
∏
i∈Ob(I) β(i) 与

∏
σ∈Mor(I) β(s(σ)). 对每个 σ ∈ Mor(I) 定义

一对态射

∏
i∈Ob(I) β(i) β(s(σ))

β(t(σ))

ps(σ)

pt(σ) β(σ)

故从积的泛性质导出相应的态射
∏

i∈Ob(I)

β(i)
∏

σ∈Mor(I)

β(s(σ))
f

g
. 今断言下述资

料构成了所欲的 lim←−β:

ker(f, g),

qj : ker(f, g)→
∏

i∈Ob(I)

β(i)
pj

β(j)


j∈Ob(I)

. (2.14)

根据例 2.7.5 中的极限构造和命题 2.7.8 在 C∧ 中操作, 知函子 “ lim←− ”β 等于

lim←−
i

HomC(·, β(i)) = ker
[∏

i

HomC(·, β(i))⇒
∏
σ

HomC(·, β(s(σ)))
]

= HomC (·, ker(f, g)) .

这就说明函子 “ lim←− ”β 可表, 细观 qj 可知在上式左侧取投影 lim←−i Hom(·, β(i)) →
Hom(·, β(j)) 相当于在右侧取 qj∗ : Hom(·, ker(f, g)) → Hom(·, β(j)). 应用命题 2.7.9
便得到断言 (2.14).

简洁起见, 今后把以小集合 I (视为离散范畴) 为指标的积称为小积, 类似地定义小
余积. 以下结果是定理 2.8.3 的直接推论.
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推论 2.8.4 范畴 C 完备当且仅当它有所有等化子和小积, 余完备当且仅当它有所有余
等化子和小余积.

范畴 C 具有所有的有限 lim←− 当且仅当它有终对象, 所有 ker(f, g) 和所有 X × Y ;
它具有所有的有限 lim−→ 当且仅当它有始对象, 所有 coker(f, g) 和所有 X t Y .

谨介绍两种最常见的极限构造: 纤维积及其对偶版本纤维余积. 以下假设所论极限
存在.

定义 2.8.5 设 I 为图表 • ← • → • 给出的范畴 (略去恒等态射).

1. 函子 β : Iop → C 对应到 C 中箭头 X → Z ← Y . 置 X×
Z
Y := lim←−β,称为 X → Z

和 Y → Z 的纤维积或拉回.

2. 函子 α : I → C 对应到 C 中箭头 X ← Z → Y . 置 X t
Z
Y := lim−→α, 称为 X ← Z

和 Y ← Z 的纤维余积或推出.

循 (2.10) 的惯例, 拉回和推出的泛性质图解为

L

X ×
Z
Y

X Y

Z

∃!

和

L

X t
Z
Y

X Y

Z

∃!

(2.15)

约定 2.8.6 拉回和推出的交换图表经常出现, 一般以符号 � 和 � 标记, 如:

X ×
Z
Y X

Y Z

�

X t
Z
Y X

Y Z.

� (2.16)

拉回图表也经常被称为 Cartesius 图表; Renatus Cartesius 是 René Descartes 的拉丁
文名字.

例 2.8.7 以下几个范畴都是完备且余完备的.

� Set: 参见例 2.7.5.

� Top: 参见例 2.7.7.

� Grp: 我们假设基本的群论知识并用推论 2.8.4 证明之. 令 I 为小集合.
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– 一族群 (Gi)i∈I 的积是群的直积
∏
i∈I Gi (定义 4.3.1), 连同其投影同态

pj :
∏
iGi → Gj (j ∈ I);

– 一族群 (Gi)i∈I 的余积是群的自由积 ~i∈IGi (定义 4.8.9), 连同包含同态
ιj : Gj → ~i∈IGi;

– 对于群同态 f, g : G→ H, 定义 ker(f, g) := {x ∈ G : f(x) = g(x)} ↪→ G 与
H � coker(f, g) := H/N , 其中 N 是由子集

{f(x)g(y) : x, y ∈ G, xy = 1}

生成的正规子群.

� 范畴 Ab: 依旧用推论 2.8.4 证之.

– 积的定义与 Grp 情形相同, 即直积;
– 一族交换群 (Gi)i∈I 的余积是交换群的直和

⊕
i∈I Gi (命题 4.8.11), 连同包

含态射 ιj : Gj →
⊕

i∈I Gi;
– 对于交换群同态 f, g : G → H, 定义 ker(f, g) := ker(f − g) ↪→ G 与
H � coker(f, g) := H/(f − g)(G). 这解释了 “差核” 一词的来历.

以上范畴都不是小范畴, 所以这不违反命题 2.8.2.

我们转向极限与函子的关系. 令 F : C1 → C2 为函子, 并令 I 为小范畴. 根据命题
2.7.9, 以 I 为指标的极限其存在性归结于函子 “ lim−→ ”α ∈ Ob(C∨i ) 或 “ lim←− ”β ∈ Ob(C∧i )

的可表性, 这里 I
α Ci

β
Iop (i = 1, 2). 今将研究 C1 中的极限在 F 下的像.

先考虑 α : I → C1. 假设 lim−→α 在 C1 中存在; 以下将省略符号 kC2 . 命题 2.7.8 蕴
涵 “ lim−→ ”Fα 在 C∨2 中是 Fα 的 lim−→; 按照泛性质 (2.10) 得出由

[i
ϕ
j] ∈ Mor(I) =⇒

Fα(i) Fα(j)

“ lim−→ ”Fα

F lim−→α

F (α(j)→lim−→α)

Fα(ϕ)

F (α(j)→lim−→α)

∃!

刻画的态射 “ lim−→ ”Fα → F lim−→α. 同理, 设 lim←−β 在 C1 中存在, 将上图箭头倒转可得
C∧2 中的态射 F lim←−β → “ lim←− ”Fβ.

定义 2.8.8 设 F 和 α, β 如上, 并假设 α, β 的极限都存在.
� 称 F 保 lim−→α, 如果 “ lim−→ ”(Fα) ∼→ F (lim−→α);
� 称 F 保 lim←−β, 如果 F (lim←−β)

∼→ “ lim←− ”(Fβ).
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由命题 2.7.9可知对于保 lim−→α (相应地, lim←−β)的函子 F ,极限 lim−→(Fα) (相应地, lim←−β)
在 C2 中存在.

注记 2.8.9 根据定理 2.8.3, 特别是 (2.14), 要验证 F 是否保以所有 I 为指标的 lim←−, 仅
需检验它是否保积和等化子即可. 同样地, 对于以 I 为指标的 lim−→ 仅需在余积和余等化
子上检验.

例 2.8.10 忘却函子 Top→ Set 保所有小极限: 参看例 2.7.7. 相对地, Ab→ Grp 保小
lim←− 但不保小 lim−→: 举例明之, Ab 中的余积是交换群的直积, 而在 Grp 中是自由积, 两
者判若云泥.

命题 2.8.11 设 I 为小范畴, X ∈ Ob(C).

� 函子 HomC(X, ·) : C → Set 保以 I 为指标的 lim←− (假设存在);

� 函子 HomC(·, X) : Cop → Set 保以 I 为指标的 lim←− (假设存在).

证明 这是命题 2.7.8, 2.7.9 的改写; 须留意到 Cop 中的 lim←− 无非是 C 中的 lim−→.

验证函子保极限的一种有力技术是 §2.6 介绍的伴随函子.

定理 2.8.12 考虑伴随对 (F,G, ϕ), 其中 C1 C2
F

G
. 则


F 保 lim−→
G保 lim←−

; 这里假设所

论的极限存在, 并且是小极限.

证明 根据注记 2.7.3 的对偶性, 证第二条即足. 考虑函子 β : Iop → C2 并假设 lim←−β
存在. 根据命题 2.7.8, 2.7.9 及伴随同构 ϕ 的函子性, 有 C∧1 中的同构

HomC1
(
·, G(lim←−β)

)
∼→ HomC2

(
F (·), lim←−β

)
= lim←−

i

HomC2(F (·), β(i))

∼→ lim←−
i

HomC1(·, Gβ(i)) = “ lim←− ”Gβ.

这是否完成了证明呢? 严格说还差一步, 因为尚须验证此同构符合定义 2.8.8 的构造.
虽说这类验证几无悬念, 基于教学考量, 以下仍证明如仪.
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对任意 j ∈ Ob(i) 记投影态射为 pj : lim←−β → β(j). 有交换图表如下

HomC1
(
·, G(lim←−β)

)
HomC1(·, Gβ(j))

HomC2
(
F (·), lim←−β

)
HomC1(F (·), β(j))

lim←−i HomC2(F (·), β(i)) HomC1(F (·), β(j))

lim←−i HomC1(·, Gβ(i)) HomC1(·, Gβ(j))

(Gpj)∗

φ

pj∗

φ−1

其中 (a) 第一和第三个方块因 ϕ 的函子性而交换, (b) 右列合成是 id, (c) 左列的
合成是前一步得到的同构. 这就表明同构 G lim←−β

∼→ “ lim←− ”Gβ 和定义 2.8.8 中的
G lim←−β → “ lim←− ”Gβ 由同一族交换图表所刻画, 至此证毕.

回顾例 2.8.10. 可以说函子 Top → Set 之所以保小极限, 是因为它兼有左, 右
伴随 (例 2.6.7). 而根据例 2.6.8 和引理 4.7.3, 忘却函子 U : Ab → Grp 有左伴随
G 7→ G/Gder, 故保小 lim←−; 从它不保余积又能反推 U 无右伴随.

习题

1. 设 A
f
B

g
C

h
D 是任意范畴中的态射. 证明若 A

gf
C 和 B

hg
D 皆为同构. 则

f, g, h 全是同构.

2. 对范畴 C, C′ 定义其并 C ? C′ 如下:

Ob(C ? C′) := Ob(C) tOb(C′),

HomC⋆C′(X,Y ) :=



HomC(X,Y ), X, Y ∈ Ob(C)

HomC′(X,Y ), X, Y ∈ Ob(C′),

独点集 {∗}, X ∈ Ob(C), Y ∈ Ob(C′),

∅, X ∈ Ob(C′), Y ∈ Ob(C).

为 C ? C′ 中的态射合理地定义合成和单位元, 并验证 C ? C′ 确实构成范畴; 它包含 C 和 C′ 作
为全子范畴. 对于有限序数范畴, 证明 n ?m 同构于 n + m.

3. 选定 Grothendieck 宇宙, 证明其中全体有限全序集及其间的保序映射构成一个范畴 Ordf .
证明有限序数 0, 1, . . . 构成此范畴的骨架.

4. 设 C 为范畴, 并对每个 X,Y ∈ Ob(C) 在 HomC(X,Y ) 上给定二元关系 R. 构造相应的商范
畴 C/R 连同函子 Q : C → C/R 使得
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� 对任意 C 中态射 f , g 有 fRg =⇒ Q(f) = Q(g),
� 函子 Q 在对象集上是双射,
� 对任何函子 S : C → C′ 满足 fRg =⇒ S(f) = S(g)者,存在唯一的函子 S̄ : C/R→ C′

使得 S = S̄Q.
说明 Q : C → C/R 的唯一性.

5. 设 F : C1 → C2 和 G : C2 → C3 为范畴等价 (即: 具有逆拟函子), 证明 GF : C1 → C3 也是等
价, 其拟逆可以取为 F 和 G 的拟逆之合成.

6. 详述例 2.6.8 中各个伴随对的余单位.

7. 记 Ring 为以环为对象, 环同态为态射的范畴, 注意到这里的环皆含乘法幺元, 同态按定义须
保幺元. 如果不假设环含幺, 所得范畴记为 Rng (这可能是本书中唯一一次考虑这类环). 证
明显然的函子 Ring→ Rng 具有左伴随.

8. 设 (F,G, ϕ)是伴随对,则 (i) η : idC1 → GF 为同构当且仅当 F 是全忠实函子; (ii) ε : FG→
idC2 为同构当且仅当 G 是全忠实函子. 提示 基于对偶性 (以 Cop

i 代 Ci), 仅需证 (i). 先
证明对所有 C1 中的态射 f : X → Y 都有 ϕ(Ff) = ηY f : X → GFY : 这是缘于 ϕ 的自然
性导致图表

idFY Hom(FY, FY ) Hom(Y,GFY ) ηY

Ff Hom(FX,FY ) Hom(X,GFY ) ϕ(Ff) = ηY f.

∈ φ

(Ff)∗ f∗

3

∈ φ 3

交换. 米田引理 (定理 2.5.1) 表明 ηY : Y
∼→ GFY 当且仅当 f 7→ ηY f 给出双射

Hom(X,Y )
∼→ Hom(X,GFY ), 其中 X 取遍 C1 的对象; 既然 ϕ 是同构, 这又相当于

f 7→ Ff 是双射, 亦即 F 是全忠实的.

9. 假设 C 既是完备也是余完备的. 对于小范畴 I, 证明对角函子 ∆ : C → CI (定义 2.7.1) 有左,
右伴随函子, 阐释它们与 C 中的 lim−→ 与 lim←− 的关系, 相应的单位和余单位作何解释?

10. 设域 k 为域, 证明在 k-向量空间范畴 Vect(k) 里, 每个对象都同构于一些有限维子空间的
lim−→. 将此想法移植到交换群范畴 Ab (考虑有限生成交换群的 lim−→).

11. 设 C 是 C′ 的全子范畴, 包含函子记为 J : C → C′. 说明对任意两个函子 F,G : C0 ⇒ C, 与
J 的横合成诱导双射

HomFct(C0,C′)(JF, JG) = HomFct(C0,C)(F,G).

12. 在带基点的集合范畴 Set• 中描述积和余积, 证明它是完备且余完备的. 推广到 Top• 的情
形.

13. 考虑忘却函子 Set• → Set, 找出 U 的左伴随, 并证明 U 无右伴随.
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幺半范畴原名 “带乘法的范畴”, 它是带有类似于乘法的运算 ⊗ 和幺对象 1 的范畴
结构, 并且在精确到自然同构的意义下具有结合性与幺元性质等约束. 幺半范畴在数学
物理和几何等领域中有出色应用. 除此之外, 它既是表述其它范畴论构造的方便语言,
更是进一步熟悉范畴论技巧的极佳机会, 这是本书决定尽早引入幺半范畴概念的原因.
尽管其定义对初学者可能稍显复杂, 却有两个极具体的例子:

1. 向量空间的张量积 ⊗, 或者更广泛地说, 交换环上的模的张量积, 这在 §6.5 将有
仔细的辨析;

2. 拓扑学中的直观实例, 将在 §3.3 探讨的辫范畴 Braid 就是一个例子.

充实范畴是数学工作者日用而不知的概念, 我们将在 §3.4 道个明白, 随后在 §3.5
解释 2-范畴的基本想法. 两者都基于幺半范畴的语言.

关于幺半范畴的进一步理论与应用, 可参阅 [11].

阅读提示

幺半范畴的原型是模的张量积 ⊗. 对此我们只会在 §3.4 用到最简单的 Z-模情
形, 亦即交换群的张量积. 倘若读者对交换环上的模及其张量积具备基本知识,
或者至少了解向量空间的情形, 将有助于理解本章的许多例子; 如果读者还不熟
悉相关的代数或几何背景, 可考虑暂时略过. 本章后半部的 Ab-范畴, 加性范畴
和双积之后将派上用场, 不必动用幺半范畴就可以理解这些概念.
由于这部分的定义和证明稍长, 初次接触时宜先以体会概略想法与实例为初步目
标; 另一种办法则是待后续章节如 §6 碰上时再回头研读. 无须强记相关概念.
部分文献中改用所谓张量范畴或 ⊗-范畴的概念, 一些定义也有细微出入, 读者宜
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多留意.

3.1 基本定义
本节不涉及集合论问题, 以下定义取自 [11, §2.1].

定义 3.1.1 幺半范畴意指一组资料 (V,⊗, a, 1, ι), 其中

(i) V 是一个范畴;

(ii) ⊗ : V × V → V 是二元函子, 其在对象和态射集上定义的映射分别记为 (X,Y ) 7→
X ⊗ Y 和 (f, g) 7→ f ⊗ g;

(iii) a 是函子范畴 Fct(V × V × V ,V) 中的同构

a : ((· ⊗ ·)⊗ ·) ∼→ (· ⊗ (· ⊗ ·)),

使得对所有对象 X,Y, Z,W , 下图交换.

((X ⊗ Y )⊗ Z)⊗W

(X ⊗ (Y ⊗ Z))⊗W

X ⊗ ((Y ⊗ Z)⊗W ) X ⊗ (Y ⊗ (Z ⊗W ))

(X ⊗ Y )⊗ (Z ⊗W )

a(X,Y,Z)⊗idW

a(X,Y⊗Z,W )

idX⊗a(Y,Z,W )

a(X,Y,Z⊗W )

a(X⊗Y,Z,W )

(iv) 对象 1 ∈ Ob(V) 称为幺元, 相应的函子 1⊗− 和 −⊗ 1 须给出范畴 V 到自身的等
价;

(v) ι : 1⊗ 1 ∼→ 1.

这里的 a 又称结合约束. 我们习惯将 ⊗ 想成某种二元运算, 现实中 ⊗ 鲜少具备严
格结合律 (X⊗Y )⊗Z = X⊗ (Y ⊗Z), 因此退而求其次, 将结合律的等式改成一族给定
的 “约束” a(X,Y, Z) : (X ⊗ Y )⊗ Z ∼→ X ⊗ (Y ⊗ Z), 使得 a 对各变元皆自然. 由于结
合约束可以反复套用, a 还应具备 (iii) 的相容条件. 此交换图表称为 MacLane 的五角
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形公理, 画法是以 X,Y, Z,W 循序相乘的所有可能方式作为图的顶点; 能应用一次结合
约束 a 相连的以边连接. 同理, 幺元 1 满足的并非严格等式 1⊗ 1 = 1, 而是自然同构 ι.
这也再次见证了范畴论中严格等同与同构概念的差别, 见注记 2.2.11.

定义 3.1.2 给定幺半范畴 (V,⊗, a, 1, ι) 和对象 X, 由于 1⊗− 和 −⊗ 1 给出范畴等价
V → V , 我们可以
� 唯一地定义 λX : 1⊗X ∼→ X 使得

id1 ⊗ λX =

[
1⊗ (1⊗X)

a(1,1,X)−1

(1⊗ 1)⊗X
ι⊗idX 1⊗X

]
;

� 同理可唯一地定义 ρX : X ⊗ 1 ∼→ X 使得

ρX ⊗ id1 = (idX ⊗ ι) ◦ a(X, 1, 1).

它们构成函子间的同态 λ : 1⊗ • ∼→ • 和 ρ : • ⊗ 1 ∼→ •.

这些态射 λ, ρ 也称作幺约束, 它们与 a 的角色相近. 我们稍后会证明 λ1 = ι = ρ1.
若无混淆之虞, 我们经常将一个幺半范畴用 V 表示, 略去其它构件. 如果子范畴

V ′ ⊂ V 包含对象 1, 并且 X,Y ∈ Ob(V ′) 蕴涵 X ⊗ Y ∈ Ob(V ′), 则称 V ′ 是 V 的幺半
子范畴.

例 3.1.3 以下都是幺半范畴.

1. 若范畴 C 具有有限积, 取 ⊗ := × 和引理 2.7.11 给出的同构 a(X,Y, Z) : (X ×
Y )× Z ∼→ X × (Y × Z) 即得幺半范畴; 幺元由终对象 (空积) 给出.

2. 若范畴 C 具有有限余积, 取 ⊗ := t, 同理可得幺半范畴; 幺元由始对象 (空余积)
给出.

3. 设 C 为范畴. 自函子范畴 Fct(C, C) 对于函子合成 ⊗ := ◦ 成为幺半范畴; 注
意到对于 Fct(C, C) 的态射 θ : F → G, ψ : F ′ → G′, 诱导的态射是横合成
ψθ : F ′F → G′G; 幺元即恒等函子 idC .

4. 假定读者对模论有基本了解. 令 A 为交换环, 考虑 A-模范畴 A-Mod, 它对于张量
积 ⊗ := ⊗

A
有自然的幺半范畴结构; 幺元是 A 自身. 详见推论 6.5.15.

例 3.1.4 (配边范畴) 对于 n ∈ Z≥1, 定义配边范畴 n-Cob 如下. 以下流形皆指实微分
流形. 范畴 n-Cob 的对象是 n− 1 维紧闭定向流形, 包括空集 ∅. 将对象 X 的定向倒
转后得到的对象记作 X∗. 两对象 X,Y 间的态射集由配边的等价类给出, 即一个 n 维
带边定向流形 W 配上同构 ∂W

∼→ X t Y ∗. 对于 n = 2 的情形, 配边可以用俗称裤子
的图表表示, 由左而右绘制, 如
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给出了从带正定向的单位圆 S1 到 S1 t S1 的态射; 图中的 “裤子” 就是态射定义中
的定向流形 W . 由此可知态射的合成无非是缝合裤管, 如

给出了 S1 的自同态. 显然缝合时要求保持定向, 即要求两裤管的内, 外两面不相错; 此
外还要保证接口平滑, 然而后者无关宏旨.

恒等态射 idX 由柱体 W := X × [0, 1] 给出. 无交并 (X,Y ) 7→ X t Y 赋予 n-Cob
幺半范畴结构, 其幺元是 ∅. 篇幅所限, 这里不多验证细节. 围绕范畴 n-Cob 及其变体
的研究是拓扑学和拓扑量子场论的重点之一.

乍看之下, 定义 3.1.1 和 3.1.2 并未穷尽幺元 1 应有的性质. 然而其余皆可用五角
形公理和函子性质演绎, 为此需要一些准备工作. 定义 3.1.1 的合理性将在 §3.2 得到完
满的说明.

引理 3.1.5 (G. M. Kelly) 对于幺半范畴 (V,⊗, a, 1, λ, ρ) 的任意对象 X, 以下等式成立

λ1⊗X = id⊗ λX :1⊗ (1⊗X)→ 1⊗X, (3.1)

ρX⊗1 = ρX ⊗ id :(X ⊗ 1)⊗ 1→ X ⊗ 1, (3.2)

λ1 = ρ1 = ι :1⊗ 1 ∼→ 1. (3.3)

而对任意对象 X,Y , 下列各图交换:

(X ⊗ 1)⊗ Y X ⊗ (1⊗ Y )

X ⊗ Y

a(X,1,Y )

ρX⊗id id⊗λY

(3.4)
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(以上又称幺半范畴的三角形公理)

(X ⊗ Y )⊗ 1 X ⊗ (Y ⊗ 1)

X ⊗ Y
ρX⊗Y idX⊗ρY

(1⊗X)⊗ Y 1⊗ (X ⊗ Y )

X ⊗ Y
λX⊗idY λX⊗Y

(3.5)
以及

(1⊗X)⊗ 1 1⊗ (X ⊗ 1)

1⊗X X X ⊗ 1

ρ1⊗X λX⊗1

λX
ρX

. (3.6)

证明 首先证明 (3.1). 根据 λ 的自然性知

1⊗ (1⊗X) 1⊗X

1⊗X X

λ1⊗X

id⊗λX λX

λX

交换, 而 λX 为同构故 λ1⊗X = id⊗ λX . 考量到对称性可得 (3.2).

细观图表

((X ⊗ 1)⊗ 1)⊗ Y (X ⊗ 1)⊗ (1⊗ Y ) X ⊗ (1⊗ (1⊗ Y ))

(X ⊗ 1)⊗ Y X ⊗ (1⊗ Y )

(X ⊗ (1⊗ 1))⊗ Y X ⊗ ((1⊗ 1)⊗ Y )

(ρX⊗id1)⊗idY ρX⊗id1⊗Y idX⊗λ1⊗Y

(idX⊗ι)⊗idY idX⊗(ι⊗idY )

(3.7)
其中所有箭头都可逆, 纵横箭头皆来自结合约束 a. 五角形公理断言矩形外框交换,
而两个梯形子图 (一大一小) 的交换性归结于结合约束 a 的自然性. 其余三个三角子
图中只要任两者交换, 剩下者自动交换. 今断言右上三角图交换. 诚然, 由 (3.1) 有
id ⊗ λY = λ1⊗Y : 1 ⊗ (1 ⊗ Y )

∼→ 1 ⊗ Y , 因而 λY 之定义导致最右三角在施行 X ⊗ −
前便已交换; 同理可证左三角交换. 由于任意 V 中对象皆同构于某个 1⊗ Y , 这就证明
了 (3.4). 而在 (3.4) 中取 X = Y = 1 并比对 ρ1, λ1 的构造, 则得到 id⊗ λ1 = id⊗ ι 和
ρ1 ⊗ id = ι⊗ id, 于是回头证出 (3.3).
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准此要领, 对于任意对象 X,Y, Z 可考虑图表

((Z ⊗ 1)⊗X)⊗ Y (Z ⊗ 1)⊗ (X ⊗ Y ) Z ⊗ (1⊗ (X ⊗ Y ))

(Z ⊗X)⊗ Y Z ⊗ (X ⊗ Y )

(Z ⊗ (1⊗X))⊗ Y Z ⊗ ((1⊗X)⊗ Y )

(ρZ⊗idX)⊗idY ρZ⊗idX⊗Y idZ⊗λX⊗Y

(idZ⊗λX)⊗idY idZ⊗(λX⊗idY )

我们断言最右三角交换. 论证同上: 仅须从 (3.4) 导出左侧及右上两个三角交换. 取
Z = 1 可知图表

(1⊗X)⊗ Y 1⊗ (X ⊗ Y )

X ⊗ Y
λX⊗idY λX⊗Y

在施行 1 ⊗ − 之后交换, 故原图交换. 由此得到 (3.5) 的第二个交换图; 基于对称性知
(3.5) 的第一个图也交换.

现证明图表 (3.6) 交换: 将之拆解为

1⊗ (X ⊗ 1)

(1⊗X)⊗ 1 X ⊗ 1

1⊗X X

λX⊗1

λX⊗id

ρ1⊗X ρX

λX

由 ρ 的自然性可知矩形部分交换, 另一方面业已证明三角部分亦交换, 故全图交换.

注记 3.1.6 一些文献 (如 [29]) 对幺半范畴的定义较为复杂: 幺元 1 带有的同构 λ, ρ 和
三角形公理 (3.4) 都是定义的一员.

定义 3.1.7 设 V1 和 V2 为幺半范畴. 一个从 V1 到 V2 的幺半函子意谓资料 (F, ξF ), 其
中 F : V1 → V2 是函子而

ξF : F (·)⊗ F (·) ∼→ F (· ⊗ ·)
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是二元函子之间的同构, 使得 ∃ϕF : F (11) ' 12, 并且下图对所有对象 X,Y, Z 交换.

F ((X ⊗ Y )⊗ Z) F (X ⊗ (Y ⊗ Z))

F (X ⊗ Y )⊗ F (Z) F (X)⊗ F (Y ⊗ Z)

(F (X)⊗ F (Y ))⊗ F (Z) F (X)⊗ (F (Y )⊗ F (Z))

Fa(X,Y,Z)

ξF (X⊗Y,Z) ξF (X,Y⊗Z)

a(F (X),F (Y ),F (Z))

ξF (X,Y )⊗id id⊗ξF (Y,Z)

依惯例, 我们也经常略去幺半函子中的附加资料 ξF .

注意到对于幺半函子 F , 同构 ϕF : 12
∼→ F (11) 有一种标准的取法: 以下图表

12 ⊗ F (11) F (11)

F (11)⊗ F (11) F (11 ⊗ 11)

λ2

φF⊗id F (ι1)
−1

ξF

F (11)⊗ 12 F (11)

F (11)⊗ F (11) F (11 ⊗ 11)

ρ2

id⊗φF F (ι1)
−1

ξF

(3.8)

的交换性是等价的, 确定同一个 ϕF (见 [11, Proposition 2.4.3]). 推而广之, 对任意 X

皆有交换图表

12 ⊗ F (X) F (X)

F (11)⊗ F (X) F (11 ⊗X)

λ2

φF⊗id F (λX)−1

ξF

F (X)⊗ 12 F (X)

F (X)⊗ F (11) F (X ⊗ 11)

ρ2

id⊗φF F (ρX)−1

ξF

(3.9)

由于用途有限, 我们不详细证明等价性. 提示: 从第一个图表出发定义 ϕF , 将全图同取
F (X)⊗ • 并运用结合约束, 幺元和 ξF 的性质, 最后适当地从右边消去 F (11) 即得第四
个交换图表; 其余论证留给读者.

注记 3.1.8 许多文献中, 如上定义的幺半函子被称作强幺半函子, 而 (3.9) 的交换性与
ϕF : 12

∼→ F (11) 皆是定义一部分. 在此框架下若不要求 ξF : F (·)⊗ F (·)→ F (· ⊗ ·) 和
ϕF : 12 → F (11) 是同构, 得到的资料 (F, ξF , ϕF ) 称为右松幺半函子; 把资料中的箭头
倒转成 ηF : F (· ⊗ ·)→ F (·)⊗ F (·) 和 ψF : F (11)→ 12 并相应地修改 (3.9), 则得到左
松幺半函子. 读者不必强记, 必要时我们会明确区分.

例 3.1.9 假设范畴 C1, C2 有有限积, 故可视作幺半范畴 (⊗ := ×, 1 := 终对象). 任意
函子 F : C1 → C2 都带有自然的态射 ηF : F (· ⊗ ·) → F (·) ⊗ F (·), 这使得 F 具有自然
的左松幺半函子结构 (见定义 2.8.8); F 是幺半函子当且仅当 F 保有限积.

定义 3.1.10 设 F,G : V1 → V2 为幺半函子, 其间的自然变换 (或曰态射), 且记作 θ, 是
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使得 θ11 为同构, 而且使下图对所有 X,Y 都交换的自然变换

F (X)⊗ F (Y ) F (X ⊗ Y )

G(X)⊗G(Y ) G(X ⊗ Y ).

ξF (X,Y )

θX⊗θY θX⊗Y

ξG(X,Y )

作为练习, 可以证明对标准的 ϕF 和 ϕG 必然有 ϕG = θ11ϕF .

幺半函子和自然变换之间有自明的合成运算, 借此可以定义幺半范畴的同构与等
价性, 参看定义 2.2.8. 为资区分, 有时也将幺半范畴间的等价称作幺半等价.

3.2 严格性与融贯定理
由于幺半范畴的结合律与幺元都是在差一个同构的意义下定义的, 我们费了很大

力气证明它们满足一些直观的性质, 这体现为种种交换图表. 然而至少有两个问题悬而
未决:

(i) 实践中能否化约到具有严格结合律及幺元的情形?
(ii) 定义 3.1.1 是否穷尽了我们对幺半范畴的期待? 更具体地说, 从二元函子 ⊗ 和结
合约束 a, 幺约束 λ, ρ 出发, 能制造千变万化的图表, 它们既是 “自然” 的, 理应交
换. 试问能从 MacLane 的五角形公理和 ι : 1⊗ 1 ∼→ 1 的性质推出这一切吗?

两个问题密切相关. 对于问题 (i), 我们先引入严格幺半范畴的概念.

定义 3.2.1 幺半范畴 V 被称为严格的, 如果
� 结合约束 a 是等号, 即 (X ⊗ Y )⊗ Z = X ⊗ (Y ⊗ Z);
� 幺约束 λ, ρ 是等号, 即 X ⊗ 1 = 1⊗X = X.

这里 X,Y, Z 表 V 中任意对象.

在严格幺半范畴中可以将任意个对象的 ⊗-积写成 X1 ⊗X2 ⊗X3 · · · 的形式而不致歧
义; 此时问题 (ii) 也有了肯定的回答, 因为从结合约束和幺约束造出的图表只有一种箭
头, 就是等号.

严格幺半范畴的理论显然大大地简化了. 所有 §3.1 中的论证在严格情形下都成了
同义反复. 例 3.1.3 中的范畴 Fct(C, C) 是严格幺半范畴的典型例子. 除此之外, 代数学
中常见的幺半范畴多非严格. 这又反过来说明问题 (ii) 的复杂性. MacLane 的以下结
果 [29, VII.2] 给出了肯定的回答.

定理 3.2.2 (S. MacLane) 任意幺半范畴 V 都幺半等价于一个严格幺半范畴.

定理 3.2.2 又称融贯定理. 在更广的意义下, 融贯性意谓范畴中的某类图表交换.
这类结果在范畴论中比较稀有. 以下论证取自 [24, pp.26–27] 和 [11, §2.8], 此处仅略陈
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梗概. 设 V 为幺半范畴. 定义新的幺半范畴 e(V) 如下:

� 对象: 形如 (F, ρ), 其中 F : V → V 是函子, 而

ρ =
(
ρ(X,Y ) : FX ⊗ Y ∼→ F (X ⊗ Y )

)
X,Y ∈Ob(V)

是函子间的态射, 使得下图恒交换.
(FX ⊗ Y )⊗ Z

F (X ⊗ Y )⊗ Z

F ((X ⊗ Y )⊗ Z) F (X ⊗ (Y ⊗ Z))

FX ⊗ (Y ⊗ Z)

ρ(X,Y )⊗idZ

ρ(X⊗Y,Z)

Fa(X,Y,Z)

ρ(X,Y⊗Z)

a(FX,Y,Z)

� 态射: 从 (F1, ρ1) 到 (F2, ρ2) 的态射是与 ρ 相容的自然变换 θ : F1 → F2, 即: 图
表

F1(X)⊗ Y F1(X ⊗ Y )

F2(X)⊗ Y F2(X ⊗ Y )

ρ1

θX⊗idY θX⊗Y

ρ2

对所有 X,Y 皆交换; 态射的合成定义为自然变换的纵合成.
� 幺元: 取 1 为恒等函子 id : V → V , 相应地 ρ(X,Y ) := idX⊗Y .
� 定义 (F1, ρ1)⊗ (F2, ρ2) 为函子 F1F2 : V → V 连同一族同构 ρ3(X,Y ), 定为合成

(F1F2X)⊗ Y
ρ1(F2X,Y )

F1(F2X ⊗ Y )
F1ρ2(X,Y )

F1F2(X ⊗ Y )

其中 X,Y ∈ Ob(V).

引理 3.2.3 e(V) 是严格幺半范畴.

证明 直接验证.

粗略地说, e(V) 的定义相当于说 F 须与 ⊗ 定出的右乘 “交换”, 资料 ρ 的功能在
“见证” 此交换性; 再由幺元的性质可以看出 F 被 F (1) 与 ρ 完全地刻画. 将这事说透
彻了即得下述结果.

引理 3.2.4 定义函子 L : V → e(V) 使得对每个对象 X 有

LX = X ⊗− : V → V
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而相应的 ρ(Y, Z) 取为结合约束 a(X,Y, Z). 在态射层面定义 Lf = f ⊗ −. 则 L 是全
忠实本质满函子, 并具有自然的幺半函子结构.

证明 (勾勒) 函子 L良定缘于 V 的五角形公理,其幺半函子构造由显然的同构 L1 ∼→ 1
和结合约束给出的同构族 ξL(X1, X2) : LX1 ⊗ LX2

∼→ L(X1 ⊗X2) 确定. 接着验证

� L 本质满: 事实上 (F,m) ' L(F (1)),
� L 全忠实: 逆映射 Home(V)(LX,LY )→ HomV(X,Y ) 将 θ : LX → LY 映至

X
∼→ X ⊗ 1 = LX(1)

θ1
LY (1) = Y ⊗ 1 ∼→ Y.

请有兴致的读者补全细节或阅读文献.

结合前两个引理即得定理 3.2.2.

3.3 辫结构

幺半范畴里的运算 ⊗ 一般不要求交换性. 但在许多例子中, 交换现象不仅存在而
且至关紧要. 辫结构的目的便在阐明 ⊗ 运算的交换性. 一如幺元和结合律的情形, 这里
需要的是一族同构而非严格的等号; 此族同构也称为交换约束. 我们将在例 3.3.8 解释
辫结构命名的来由. 其原始文献之一是 [24].

定义 3.3.1 设 (V,⊗, a, 1, ι) 是幺半范畴, 其上的辫结构意谓二元函子之间的同构

c(X,Y ) : X ⊗ Y ∼→ Y ⊗X, X, Y ∈ Ob(V)

(即: 对变元 X,Y 自然), 使得以下图表交换

X ⊗ (Y ⊗ Z) (Y ⊗ Z)⊗X

(X ⊗ Y )⊗ Z Y ⊗ (Z ⊗X)

(Y ⊗X)⊗ Z Y ⊗ (X ⊗ Z)

c(X,Y⊗Z)

c(X,Y )⊗id id⊗c(X,Z)

(3.10)
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(X ⊗ Y )⊗ Z Z ⊗ (X ⊗ Y )

X ⊗ (Y ⊗ Z) (Z ⊗X)⊗ Y

X ⊗ (Z ⊗ Y ) (X ⊗ Z)⊗ Y

c(X⊗Y,Z)

id⊗c(Y,Z) c(X,Z)⊗id

(3.11)

和

1⊗X X ⊗ 1

X
λX

c(1,X)

ρX

X ⊗ 1 1⊗X

X

ρX

c(X,1)

λX

(3.12)

其中 X,Y, Z 是 V 中任意对象, 未标名的箭头都是结合约束或其逆.

给定辫结构 c 的幺半范畴简称辫幺半范畴. 一般将 (3.10) 和 (3.11) 称为六角形
公理.

注记 3.3.2 对于严格幺半范畴 (定义 3.2.1), 六角形公理可以写作

c(X ⊗ Y, Z) = (c(X,Z)⊗ idY )(idX ⊗ c(Y, Z)),

c(X,Y ⊗ Z) = (idY ⊗ c(X,Z))(c(X,Y )⊗ idZ)

定义 3.3.3 设 V1,V2 为幺半范畴, 幺半函子 F : V1 → V2 若满足以下性质则称为辫幺
半函子: 对任意对象 X,Y , 下图交换.

FX ⊗ FY F (X ⊗ Y )

FY ⊗ FX F (Y ⊗X)

c2(FX,FY ) Fc1(X,Y )

定义 3.3.4 设 (V,⊗, a, 1, ι, c) 为辫幺半范畴. 如果对称性 c(Y,X) ◦ c(X,Y ) = idX⊗Y
对所有 X,Y 成立, 则称之为对称幺半范畴.

例 3.3.5 例 3.1.3 中由积和余积构造的幺半范畴都有自然的辫结构 (参看引理 2.7.12).
同样地, 交换环 R 上的模范畴 R-Mod 的自然辫结构如下

c(M,N) :M ⊗
R
N −→ N ⊗

R
M

m⊗ n 7−→ n⊗m, m ∈M,n ∈ N.
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这些辫幺半范畴都是对称的. 细节见诸 §6.5.

命题 3.3.6 (杨–Baxter方程) 设 V 为辫幺半范畴. 下图的实线部分对任意对象 X,Y, Z

皆交换.

(X ⊗ Z)⊗ YX ⊗ (Z ⊗ Y )

X ⊗ (Y ⊗ Z)

(X ⊗ Y )⊗ Z

(Y ⊗X)⊗ Z

Y ⊗ (X ⊗ Z)

Y ⊗ (Z ⊗X) (Y ⊗ Z)⊗X

(Z ⊗ Y )⊗X

Z ⊗ (Y ⊗X)

Z ⊗ (X ⊗ Y )

(Z ⊗X)⊗ Y

id⊗ c c⊗ id

id⊗ cc⊗ id

id⊗ c c⊗ id

c

c

其中未标名的箭头都是结合约束, c 代表自明的交换约束.

证明 虚线分大图为三块. 左右两块因六角形公理故交换. 中间的四边形因 c 的自然性
而交换. 故全图交换.

注记 3.3.7 对于 V 是严格幺半范畴的情形, 上图可以简并到六项, 其交换性无非是说

(c(Y, Z)⊗ idX) (idY ⊗ c(X,Z)) (c(X,Y )⊗ idZ) =

(idZ ⊗ c(X,Y )) (c(X,Z)⊗ idY ) (idX ⊗ c(Y, Z)).

当 V 是向量空间对张量积构成的辫幺半范畴, 而 X = Y = Z 时, 上式联系于统计物理
学中的杨–Baxter 方程 (“杨” 代表杨振宁). 习题中将有进一步的阐释.

例 3.3.8 以下将从拓扑视角构造辫范畴 Braid. 设 n ∈ Z≥1, 定义

Cn :=
{
子集 c ⊂ R2 : |c| = n

}
,

或者说是空间
{
(y1, . . . , yn) ∈ (R2)n :相异元

}
在置换群作用下的商, 它自然地带有拓

扑. 今起取定 p = {p1, . . . , pn} ∈ Cn. 定义 n 条线的辫子为连续映射 x : [0, 1]→ Cn 使
得 x(0) = x(1) = p 者. 形象地看, 以时间 t 为纵轴, 则 x 的轨迹给出 R3 中 n 条既不
自交又不相交, 从 {(p1, 0), . . . , (pn, 0)} 上行至 {(p1, 1), . . . , (pn, 1)} 的连续曲线, 是名
辫子. 如果辫子 x1 可以连续变动到 x2, 使得端点 p 全程不变, 则称 x1 和 x2 等价. 以
下所谓的辫子皆指等价类. 全体 n 条线的辫子所成集合记为 Bn.
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虽然辫子可以视作 R3 中的图形, 我们习惯将之压扁到某平面 L ' R2 上, 过程中
可能造成这些曲线的像相交, 但适当扰动 L 可保证任三条曲线的像不共点, 并且无妨假
定辫子的头尾两端分别映到 (i, 0), (i, 1) ∈ R2, 其中 i = 1, . . . , n. 为了保存空间中的信
息, 我们在任两条曲线的像的交点标注何者在上, 何者在下. 考虑 n = 3 的情形为例:

t = 1

t = 0
31 2

和

2 31

定义任意 x, y ∈ Bn 的合成 xy 为 x, y : [0, 1]→ Cn 的首尾相衔; 形象地看, 这无非
是粘结 x 的起点与 y 的终端以得到新的辫子. 不难看出这是良定的. 例如上图的两个
辫子若依序记作 x, y, 则

xy =
x

y

=

将上图的各条线拉直, 可见它等价于三条垂直线 | | |. 从代数的视角, Bn 连同辫子的合
成运算构成一个群, 称为 Artin 辫群. 乘法结合律是自明的, 乘法幺元是 | · · · |

n条

, 或者

说是常值函数 [0, 1] → {p} ⊂ Cn. 而一个辫子 x 的逆元无非是让曲线 x : [0, 1] → Cn

逆行, 或者说是压扁到平面 R2 后取其垂直镜像. 熟悉拓扑学的读者当可立刻看出
Bn = π1(Cn, p); 见例 2.1.9.
约定 B0 为平凡群. 我们将在 §4.9 探究 Bn 的一些群论性质, 及其与对称群 Sn 的

联系; 群 Bn 的一套展示将在 (4.8) 给出.
现在构造严格幺半范畴 Braid: 其对象集是 Z≥0, 而任两个对象 n,m 间的态射集

在 n = m 时定为 Bn, 否则定为空集. 态射的合成即是辫群中的合成. 紧接着定义
m⊗ n := m+ n, 而对 x ∈ Bm, y ∈ Bn, 态射 x⊗ y ∈ Bm+n 定为两个辫子的并置, 形象
地表述为

x y = x⊗ y
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易见 x⊗ y 良定. 并使得 Braid 成为严格幺半范畴; 其幺元是 0.
现在定义交换约束 c 以得到辫幺半范畴. 对于 X = m, Y = n, 我们以 表示对

应于辫子 X 的 m 条互不缠绕的线, 而以 表示对应于辫子 Y 的 n 条互不缠绕的
线. 定义 c(X,Y ) ∈ Bm+n 为

c(m,n) =

n m

nm

这意味着把 n 条线 视为一个整体, 压过由 表示的 m 条线. 若再把 X 或 Y

分成两股 U, V 并绘制相应的辫图 (形如 或 ) 就能验证六角形公理 (注记

3.3.2), 细节留给读者.
杨–Baxter 方程 (注记 3.3.7) 可翻译为一目了然的等式.

=

同理, 交换约束的自然性直观地诠释如下.

X ⊗ Y Y ⊗X

X ⊗ Y Y ⊗X

f⊗g

c(X,Y )

g⊗f

c(X,Y )

交换相当于

g f

gf

=

由于 6= , 幺半范畴 Braid 并不对称; 实际上 c(1, 1) 生成无穷循环群群 B2 ' Z,

这应当是直观的.

我们依靠一些拓扑直觉对 Braid 验证了辫结构的各条性质. 反观之, 可以证明
Braid 中态射在合成运算下的诸般关系, 亦即辫图的种种等式, 业已囊括一切辫幺半范
畴的共性 [24, Corollary 2.6]; 按数学家的 “黑话”, Braid 乃是 “由对象 1 生成的自由辫
幺半范畴”. 直白地说, 辫幺半范畴的一般性质可以在 Braid 中用直观检验. 相较于定义
3.3.1 诸公理, 辫图之间的等式往往是一目了然的, 相信读者在关于杨–Baxter 方程的讨
论中已经充分领教过.



§3.4 充实范畴 87

3.4 充实范畴
其实各位已经遇过不少充实范畴. 对充实范畴可以有两种视角:
� 它是范畴论的一种延伸;
� 充实范畴是 Hom-集被赋予额外结构的范畴.

前者便于铺陈理论, 也是我们将采用的观点, 而数学家通常倾向于后者. 我们在例 2.1.5
中已经看到不少实例, 其中范畴的 Hom 集经常带有种种额外的结构, 如交换群或拓扑
空间等. 充实范畴论的想法是

Hom-集 Hom-对象代换成

然而后者是何种范畴中的对象呢? 我们必须能定义 Hom-对象之间的合成与其中的恒
等态射, 幺半范畴为此提供了一套合适的语言. 关于充实范畴的专论可见 [25].

定义 3.4.1 设 V 为幺半范畴. 所谓 V-充实范畴或 V-范畴 C, 意谓以下一组资料:

1. 对象集 Ob(C);

2. 对任两个 X,Y ∈ Ob(C), 给定态射对象 HomC(X,Y ) ∈ Ob(V);

3. 对任三个 X,Y, Z ∈ Ob(C), 给定合成态射

M : HomC(Y, Z)⊗HomC(X,Y ) −→ HomC(X,Z),

依往例, 我们将经常省略符号 M 并将 HomC(· · · ) 写成 Hom(· · · );

4. 对任意对象 X ∈ Ob(C), 给定恒等态射

idX : 1→ HomC(X,X);

使得以下图表对任意 X,Y, Z,W ∈ Ob(C) 皆交换.

(Hom(Z,W )⊗Hom(Y, Z))⊗Hom(X,Y )

Hom(Y,W )⊗Hom(X,Y )

Hom(X,W )

Hom(Z,W )⊗Hom(X,Z)

Hom(Z,W )⊗ (Hom(Y, Z)⊗Hom(X,Y ))M ⊗ idHom(X,Y )

M

M

idHom(Z,W ) ⊗M

'
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Hom(Y, Y )⊗Hom(X,Y )

Hom(X,Y )1⊗Hom(X,Y )

idY ⊗ idHom(X,Y )

M

Hom(X,Y )⊗Hom(X,X)

HomC(X,Y ) Hom(X,Y )⊗ 1

idHom(X,Y ) ⊗ idX
M

易见上述交换图表无非是定义 2.1.1 中的态射性质在幺半范畴中的版本. 接着讨论
V-范畴之间的函子. 读者或许已经胸有成竹, 但我们仍不厌其烦地复述如下.

定义 3.4.2 对于给定之 V-范畴 C1 和 C2, 函子 F : C1 → C2 由对象集间的映射
X 7→ FX 和 Hom-对象间的态射 Hom(X,Y ) → Hom(FX,FY ) 给出, 使得以下图表
对所有对象 X,Y, Z 交换.

Hom(Y, Z)⊗Hom(X,Y ) Hom(X,Z)

Hom(FY, FZ)⊗Hom(FX,FY ) Hom(FX,FZ)

Hom(X,X) Hom(FX,FX)

1

注记 3.4.3 给定 V-范畴 C, 可以定义一个相应的普通范畴如下: 对象集仍取 Ob(C), 而
态射集取作

Hom(X,Y ) := HomV (1,Hom(X,Y )) .

恒等态射 idX : 1→ Hom(X,X) 因此是 Hom(X,X) 的元素, 态射的合成定义为

HomV (1,Hom(Y, Z))⊗HomV (1,Hom(X,Y ))

HomV (1⊗ 1,Hom(Y, Z)⊗Hom(X,Y ))

HomV (1,Hom(X,Z)) .

⊗ 的函子性

用 ι:1⊗1 ∼→1 拉回

定义 3.4.4 设 F,G : C1 → C2 为 V-范畴间的函子, 自然变换 (或称态射) θ : F → G 是
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一族态射 θX : 1→ Hom(FX,GX), 其中 X 取遍 Ob(C1), 使得下图对所有 X,Y 交换.

1⊗Hom(X,Y ) Hom(FY,GY )⊗Hom(FX,FY )

Hom(X,Y ) Hom(FX,GY )

Hom(X,Y )⊗ 1 Hom(GX,GY )⊗Hom(FX,GX).

θY ⊗F

G⊗θX

定义之所以这么迂回, 是因为在一般的 V-范畴中无法谈论 Hom-对象里的元素. 自然变
换的纵, 横合成的定义留给读者. 由函子与自然变换的充实版本可对 V-范畴定义范畴
等价的概念.

例 3.4.5 取 V = Set, 配上 ⊗ := × 使之成为幺半范畴 (例 3.1.3), 则 V-范畴无非是之
前定义的范畴. 请留意此处仍遵循约定 2.1.4, 因此 Set 是 U -集构成的范畴, 而范畴意
指 U -范畴.

例 3.4.6 类似地, 取 V = CGHaus (例 2.1.5) 及 ⊗ := ×, 相应的充实范畴称作拓扑范
畴. 关于使用 CGHaus 的缘由可参阅例 2.1.5 的讨论, 或参阅 [32, Chapter 5].

例 3.4.7 取 V := Ab, ⊗ 为交换群 (即 Z-模) 的张量积而 1 := Z, 得到的 Ab-范畴也称
为预加性范畴. 其实无需幺半范畴的语言也能定义 Ab-范畴. 说穿了, Ab-范畴的特性
如下.
� Hom-集都带有交换群的结构.
� 合成映射 Hom(Y, Z) × Hom(X,Y ) → Hom(X,Z) 是 Z-双线性映射, 即: 满足
f(g + h) = fg + fh, (g + h)f = gf + hf . 这是因为根据张量积的性质, 群同态
Hom(Y, Z)⊗

Z
Hom(X,Y )→ Hom(X,Z)与双线性映射Hom(Y, Z)×Hom(X,Y )→

Hom(X,Z) 是一回事.
� 展开定义, 可知 Ab-范畴之间的函子是在 Hom-集间给出群同态的函子.
� 对自然变换无额外条件.

凡此种种都符合本节开头提到的视角, 详细验证留作练习. 特别地, 对所有对象 X,Y ,
在 Hom(X,Y ) 中有良定的零元 0, 它与任何可相合成的态射合成后仍是零元. 这是一
类极常见的范畴: 举例明之, 任意环 A 上的左模范畴 A-Mod 都是 Ab-范畴, 这也包括
了 Ab 本身.

在 Ab 的例子中, 由于对任意交换群 M 有自然的双射

HomAb(Z,M)
∼→M

f 7→ f(1),

可见函子 HomAb(1, ·) = HomAb(Z, ·) : Ab → Set 同构于忘却函子. 故注记 3.4.3 的手
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续施于 Ab-范畴的效果无非是忘却 Hom-集上的群结构.

由于 Ab-范畴在数学中经常用到, 我们接着考察它的一些特殊性质. 回顾 §2.7. 设
I 为小集合, 则已知在范畴 A-Mod中存在以 I 为指标集的积

∏
i∈IMi 和余积

⊕
i∈IMi

(即模的直和). 当 I 有限时两者相等: 这从
∏
和
⊕
的具体定义看是一目了然的, 然而

这也是 Ab-范畴共有的普遍现象. 我们引进双积的概念予以解释.

定义 3.4.8 设 C 为 Ab-范畴, X1, X2 为其中对象. 则 X1, X2 的双积意指图表

X1 Z X2
ι1

p1 p2

ι2

使得 p1ι1 = id, p2ι2 = id, ι1p1 + ι2p2 = idZ . 我们也说 Z 连同 (ι1, ι2, p1, p2) 是 X1 和
X2 的双积. 记作 Z = X1 ⊕X2.

在等式 ι1p1 + ι2p2 = idZ 中左合成 p2, 右合成 ι1, 便得出 p2ι1 = 0; 同理可得 p1ι2 = 0.
双积的构造可以迭代到多变元情形 Z = X1 ⊕ · · · ⊕Xn, 定义条件推广为对 1 ≤ i ≤ n

给定 Xi Z
ιi

pi
, 使得

piιj =

id, i = j

0, i 6= j

n∑
i=1

ιipi = idZ .

定理 3.4.9 设 X1, X2 为 Ab-范畴 C 中对象. 以下断言等价
(i) 积 X1 ×X2 存在;
(ii) 余积 X1 tX2 存在;
(iii) X1 和 X2 的双积 Z 存在.
若任一断言成立, 则双积 Z 连同 (p1, p2) 给出 X1 和 X2 的积, 而 Z 连同 (ι1, ι2) 给出
其余积.

根据引理 2.7.11, 有限积和余积可从二元情形迭代地构造, 这就解释了模的有限直和何
以兼具积和余积两种角色.

证明 假设 X1, X2 的双积 Z 存在. 由于

p1ι2 = p1 ◦ idZ ◦ ι2 = p1(ι1p1 + ι2p2)ι2 = (p1ι1)p1ι2 + p1ι2(p2ι2)

= p1ι2 + p1ι2,

故 p1ι2 = 0. 同理 p2ι1 = 0. 对给定的态射 X1

f1
W

f2
X2, 置 φ := ι1f1 + ι2f2 :

W → Z. 由先前公式可导出 piφ = fi (i = 1, 2). 反之, 若 φ :W → Z 满足 piφ = fi, 则

φ = (ι1p1 + ι2p2)φ = ι1f1 + ι2f2
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唯一确定了 φ. 因此 (Z, p1, p2) 确实满足积的泛性质.

今假设 X1

p1
Z

p2
X2 是积. 对于 i = 1, 2, 定义 ιi : X1 → Z 使得

∀j = 1, 2, pjιi =

idXi
, i = j,

0, i 6= j.

仅须验证 ι1p1 + ι2p2 = idZ 即可说明 (Z, ι1, ι2, p1, p2) 是双积. 我们有

p1(ι1p1 + ι2p2) = p1 + 0 = p1 ◦ idZ ,

p2(ι1p1 + ι2p2) = 0 + p2 = p2 ◦ idZ .

根据积的泛性质遂有 ι1p1 + ι2p2 = idZ . 反转箭头便得到余积的情形.

注记 3.4.10 审视证明可知同构 ψ : X1 tX2
∼→ X1 ×X2 可以取为由

pjψιi =

idXi
, i = j,

0, i 6= j

刻画的态射, 其中 ιi : Xi → X1 tX2, pi : X1 ×X2 → Xi.

引理 3.4.11 设 X 为 Ab-范畴 C 中对象. 以下性质等价.
(i) X 是始对象,
(ii) idX = 0,
(iii) EndC(X) = {0},
(iv) X 是终对象.
特别地, 如果 X 是始对象或终对象, 则 X 是零对象 (定义 2.4.1), 而 0 ∈ Hom(X, ·) 是
定义 2.4.3 中的零态射.

证明 设 X 是 C 的始对象, 则群 EndC(X) 仅有一个元素, 它只能是 0 = idX , 故 (i)
=⇒ (ii). 由于对每个 Y 和 f ∈ Hom(X,Y ) 都有 f ◦ idX = f , 利用 Ab-范畴的性质可
以推出 (ii) =⇒ (iii) =⇒ (i). 反转箭头可知 (iv) 与其它条件等价.

定义 3.4.12 (加性函子与加性范畴) 称 Ab-范畴之间的函子 (见定义 3.4.2)为加性函子.
若 Ab-范畴 C 有零对象 0, 而且任意 X,Y ∈ Ob(C) 有双积 X ⊕ Y , 则称 C 为加性范畴.

先前举出的模范畴 A-Mod是加性范畴的典型例子,见推论 6.2.4. 函子 F : C1 → C2
为加性函子当且仅当 HomC1(X,Y )→ HomC2(FX,FY ) 对每个 X,Y 都是加法群同态.

命题 3.4.13 Ab-范畴之间的加性函子保持双积.

证明 若 F : C → C′ 是加性函子, 而资料 (ι1, ι2, p1, p2) 定义了 C 里的双积, 则资料
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(F (ι1), F (ι2), F (p1), F (p2)) 依然满足双积的条件. 原因在于双积是由等式而非箭头的
存在性来定义的.

命题 3.4.14 在加性范畴中任意有限个对象的积和余积存在, 并且两者自然同构.

证明 两项的情形无非是关于双积的定理 3.4.9, 一般情形则按引理 2.7.11 的结合约束
化到两项.

3.5 2-范畴一瞥
我们已经习惯将范畴的对象表示为点, 而将态射表示为其间的箭头; 这种图示中维

度最高的构造是一维的箭头, 所以不妨称范畴为 1-范畴. 忘掉箭头的范畴无非是集合,
剩下的仅有零维的对象, 所以集合可以设想为 0-范畴. 于是引出一个自然的问题: 如何
定义高阶范畴? 本节仅探讨 2 阶的情形, 换言之, 我们要在点与箭头之外添上某些 2 维
构造, 称为 2-胞腔.

2-范畴并非无端的空想, 譬如例 3.5.3 考虑的 Cat 就是一个标准例子; 另一个自然
的例子是考虑拓扑空间 (点), 其间的连续映射 (箭头), 与映射之间的同伦 (2-胞腔). 尽
管想法简单, 如何萃取合适的定义却是一大问题. 以下定义的版本又称严格 2-范畴.

定义 3.5.1 一个 (严格) 2-范畴 C 意指以下资料

� 对象, 或称 0-态射构成的集合 Ob(C) = Mor0(C);

� 1-态射构成的集合 Mor1(C) =
⊔
X,Y ∈Mor0(C) Hom(X,Y );

� 2-态射构成的集合 Mor2(C) =
⊔
a,b∈Mor1(C) Hom(a, b).

习惯将 1-态射写成 f : X → Y , 而 2-态射写成 θ : a⇒ b 的形式. C 中有以下几种运算.

(i) 我们要求 C 的对象连同 1-态射构成一个 (1-) 范畴.

(ii) 2-态射有纵, 横两种合成. 先看纵合成: 令 X,Y 为对象, f, g, h : X → Y 为 1-态
射, θ : f ⇒ g, ψ : g ⇒ h 为 2-态射, 则有纵合成 ψ ◦ θ : f ⇒ h, 图示为

X Y

f

g

h

θ

ψ

合成为 X Y.

f

h

ψ◦θ

(iii) 接着看横合成. 令 X,Y, Z 为对象, X Y
f

g
, Y Z

f ′

g′
为两对 1-态射, 而
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θ : f ⇒ g 和 ψ : f ′ ⇒ g′ 为 2-态射, 则有横合成 ψ ◦ θ : f ′f ⇒ g′g, 图示为

X Y Z

f

g

f ′

g′

θ ψ 合成为 X Z.

f ′f

g′g

ψ◦θ

(iv) 形如 X Y

f

g

θ 的图表称作 2-胞腔. 我们要求横合成满足严格的结合律

φ ◦ (ψ ◦ θ) = (φ ◦ ψ) ◦ θ, 并且对每个对象 X 都有横幺元 (或者该叫横幺胞腔)
idX,2 : idX ⇒ idX , 使得 θ ◦ idX,2 = θ, idX,2 ◦ ψ = ψ, 只要上述横合成有意义.

(v) 同样地, 要求 2-胞腔的纵合成满足严格结合律, 并且对每个 1-态射 f 都有纵幺元
idf : f ⇒ f .

(vi) 纵幺元的横合成仍为纵幺元:

X Y Z

f

f

f ′

f ′

idf idf′ 横合成为 X Z.

f ′f

f ′f

idf′f

(vii) 纵横合成之间满足互换律: 对于图表

X Y Z
θ

ψ

θ′

ψ′

我们有 (
ψ′ ◦
纵
θ′
)
◦
横

(
ψ ◦
纵
θ

)
=

(
ψ′ ◦
横
ψ

)
◦
纵

(
θ′ ◦
横
θ

)
.

注记 3.5.2 这里的定义显然违背了注记 2.2.11 的精神, 因为我们要求态射合成满足严
格的结合律与幺元性质. 对于 2-范畴, 有些定义较为宽松, 同时也远为复杂的版本, 例
如所谓的双范畴; 幸运的是双范畴也满足融贯定理, 也就是说任意双范畴皆等价于某个
2-范畴 (请对照幺半范畴的定义及其融贯定理 3.2.2). 这般的融贯现象对超过 2 阶的范
畴不再成立. 篇幅所限, 就此打住.

例 3.5.3 2-范畴的典型例子是 Cat, 不妨先粗略地设想为 “范畴的范畴”, 这般朴素的
想象很快会撞上集合论的困难. 在此我们必须选定一个 Grothendieck 宇宙 U , 依约定
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2.1.4 区分范畴与小范畴. 现在可以定义 2-范畴 Cat 如下.
� 对象或 0-态射: 所有小范畴构成的集合,
� 1-态射: Hom(C1, C2) 定义为从 C1 到 C2 的函子所成集合.
� 2-态射: Hom(α, β) 定义为自然变换 θ : α→ β 所成的集合.
� 1-态射的合成定为函子合成; 2-态射的纵, 横两种合成各自定为自然变换的纵, 横
合成.

纵横幺元的定义是显然的, 不必多说. 引理 2.2.7 确保 Cat 满足 2-范畴的公理.

若忘掉 Cat 的 2-态射, 只看其普通的范畴结构, 则 Cat 带有自然的幺半结构: 其中
的运算 ⊗ 取为范畴的积 ×, 而幺元 1 是仅有一个态射的范畴 (回忆例 2.1.5). 注意到 ×
可以理解为范畴 Cat 中的积, 而 1 是 Cat 的终对象, 因此这里的构造是例 3.1.3 的一个
特殊情形.

注记 3.5.4 现在可以用充实范畴的想法理解 2-范畴. 设 C 为 2-范畴. 对其任意对
象 X,Y , 定义纵范畴 V(X,Y ) 使得其对象为 1-态射 f : X → Y 而其态射为 2-态射
θ : f ⇒ g, 态射的合成由 2-态射的纵合成给出. 纵结合律和纵幺元 idf : f ⇒ f 的性质
确保 V(X,Y ) 确实是范畴. 以下假设每个 V(X,Y ) 皆是小范畴. 对于 Cat, 相应的纵范
畴 V(C1, C2) 无非是 §2.3 所定义的函子范畴 Fct(C1, C2).

重述 2-范畴 C 的结构如下:
� 对象集 Ob(C);
� 对任意 X,Y ∈ Ob(C), 指定一个范畴 V(X,Y );
� 对任意 X,Y, Z ∈ Ob(C), 指定二元函子

◦ : V(Y, Z)× V(X,Y )→ V(X,Z);

� 对任意 X ∈ Ob(C), 指定函子

UX : 1→ V(X,X);

� 我们要求函子 ◦ 满足严格的结合律, 而 UX 对 ◦ 满足幺元的性质.
实际上, 函子 ◦ : V(Y, Z) × V(X,Y ) → V(X,Z) 在其对象层面蕴藏了 1-态射的合成运
算, 在其态射层面蕴藏了 2-态射的横合成运算, 可以验证它同时还蕴涵横幺元的性质与
2-范畴定义中的互换律. 选取函子 UX : 1 → V(X,X) 相当于在 Hom(X,X) 中标出一
个对象, 这正是 idX .

综之, 2-范畴无非是由 Cat-充实的范畴: 对于任意对象 X,Y ∈ Ob(C), 我们把
Hom-集 Hom(X,Y ) 充实为纵范畴 Hom(X,Y ) := V(X,Y ), 后者是幺半范畴 Cat 的对
象, 如此一来就接上了充实范畴的定义 3.4.1.

定义 3.5.5 2-范畴之间的 2-函子与 2-自然变换按照 Cat-充实范畴的方法定义 (参看定
义 3.4.2, 3.4.4).
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读者不妨试着写开这些定义. 例如 2-函子的定义是将 i-态射映到 i-态射 (此处
i = 0, 1, 2), 并保持这些态射的来源/目标, 合成与幺元等诸般性质.

约定 3.5.6 我们对 2-范畴沿用处理自然变换 (即 2-范畴 Cat) 时引入的一些图表, 例如
§2.2 中形如

X Y Z Wh

f

g

θ
k

的横合成, 其确切含义是将 1-态射 h, k 各自 “拉开” 成 2-胞腔 idh, idk, 再进行横合成.
同理, 注记 2.6.6 中引入的图表

X X

Y Y

id

f
ε

g

id

g
η

代表 2-范畴中的合成

Y X Y X.
g

id

f

id

ε

g

η

注记 3.5.7 在 §2.6 探讨的伴随对 (F,G, η, ε) 可以用 2-范畴的语言改写. 设

X Y
f

g

为 2-范畴 C 中的一对 1-态射, 而 η : idX ⇒ gf 和 ε : fg ⇒ idY 是 2-态射. 若它们满足
注记 2.6.6 中的三角等式, 则称 (f, g, η, ε) 是伴随对. 取 C = Cat 就回到伴随对的经典
定义. 伴随函子的许多性质可以推广到 2-范畴情形, 例如伴随等价定理 2.6.12 的证明
就完全可以照搬.

习题

1. 对于一般幺半范畴中的对象 X1, . . . , Xn+1, 有种种方式能构作循序的 n-重 ⊗ 运算, 取决于
安插括号的方法, 如 · · · ⊗ (Xi ⊗Xi+1) · · · 等等. 证明括号的放法恰有 1

n+1

(
2n
n

)
种. 提示

此即组合学中的 Catalan 数.

2. 证明对任意幺半范畴, End(1) 对态射的合成交换. 提示 应用引理 3.1.5 和 (f ⊗ id)(id⊗
g) = f ⊗ g = (id⊗ g)(f ⊗ id).
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3. 考虑全体有限全序集和保序映射所成范畴 Onf . 对于有限全序集 σ, τ , 在 σ t τ 上定义唯一
的全序使得 σ 和 τ 到 σ t τ 的嵌入是保序的, 而且 σ 中的元素总小于 τ 中元素. 证明 t 赋
予 Onf 自然的幺半范畴结构, 其幺元是空集.

4. 承上, 说明存在唯一的同构 c(σ, τ) : σ t τ ∼→ τ t σ, 证明 (Onf ,t, c) 构成对称幺半范畴.

5. 本题假定读者熟悉向量空间的张量积. 令 V 为域 k 上的向量空间, R 为 V ⊗ V 的线性自同
构, 相应的杨–Baxter 方程定义作

(R⊗ idV ) (idV ⊗R) (R⊗ idV ) = (idV ⊗R) (R⊗ idV ) (idV ⊗R),

其中每一项都是 V ⊗ V ⊗ V 的线性自同构. 设 {ei}i∈I 是 V 的基, 将 R 按 R(ei ⊗ ej) =∑
k,lR

k,l
i,j ek ⊗ el 展开, 那么上述方程化作

∀i, j, k, l,m, n,
∑
p,q,y

Rp,qi,j R
y,n
q,kR

l,m
p,y =

∑
y,q,r

Rq,rj,kR
l,y
i,qR

m,n
y,r .

显然此方程不易求解. 如果 V 是 (Vect(k),⊗, . . .) 的一个幺半子范畴, 且具有辫结构 c, 那么
对任意 V ∈ Ob(V), 从 R := c(V, V ) 可得出杨–Baxter 方程的解. 这些方程和一些量子可积
系统密切相关. 这也解释了命题 3.3.6 的背景. 请验证上述论断.
现在引进参数 q ∈ k×. 对于有限维 k-向量空间 V =

⊕h
i=1 kei, 证明

R(ei ⊗ ej) =


ej ⊗ ei, i < j,

qei ⊗ ej , i = j,

ej ⊗ ei + (q − q−1)ei ⊗ ej , i > j

给出杨–Baxter 方程的解, 并且满足 (R− q · idV⊗V )
(
R+ q−1 · idV⊗V

)
= 0. 当 q = 1 时它

退化为 Vect(k) 上标准的辫结构 v ⊗ w 7→ w ⊗ v.

6. 设 (V,⊗, . . .) 为幺半范畴. 为简便起见, 以下设其为严格幺半范畴, 省略结合约束等态射和括
号. 定义幺半范畴 Z(V) 使得:

� 其对象为 (X,Φ), 其中 X 是 V 的对象而 Φ : (X ⊗−) ∼→ (−⊗X) 是函子的同构, 我们
进一步要求对所有对象 Y, Z, 下图交换.

X ⊗ Y ⊗ Z Y ⊗ Z ⊗X

Y ⊗X ⊗ Z

ΦY ⊗Z

ΦY ⊗idZ idY ⊗ΦZ

� 从 (X,Φ) 到 (Y,Ψ) 的态射取为所有满足下式的 f ∈ HomV(X,Y )

∀Z ∈ Ob(V), (idZ ⊗ f)ΦZ = ΨZ(f ⊗ idZ) ∈ HomV(X ⊗ Z,Z ⊗ Y );

� 取 (X,Φ)⊗(Y,Ψ)为 (X⊗Y, (Φ⊗id)(id⊗Ψ)). 定义 Z(V)之幺元为
(
1, (idX)X∈Ob(V)

)
.

验证这确实给出幺半范畴. 此外 Z(V) 具有自然的辫结构, 试阐明之. 范畴 Z(V) 称为 V 的
Drinfeld 中心, 这是幺半群中心的一种范畴化.
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7. 验证例 3.4.7 中 Ab-范畴的刻画确实符合充实范畴的一般理论.

8. 对给定的函子 A S C T B, 按定义 2.4.7 构造范畴 (S/T ) (回忆其对象形如 (A,B, f)) 及投

影函子 P,Q. 定义态射 α : SP → TQ 为 SP (A,B, f) =

[
SA

f
TB

]
= TQ(A,B, f). 证

明 α 确实是函子间的态射, 而且
(S/T ) A

B C

P

Q Sα

T

是 2-范畴 Cat 中的 2-胞腔.





第四章 群论

群是代数学中最基本的结构之一. 本章涉及的内容大致有两类:
1. 形式构造, 包括幺半群和群的基本定义, 群作用, 直积, 自由群等概念, 这也是研究
其它代数结构的基石.

2. 群本身的具体性质, 主要是组合面向, 包括有限群的 Sylow 三定理, 对称群和辫群
的展示等. 这部分较富技巧性, 是群论引人入胜之处.

我们力求做到两者的交错搭配. 对于群论的基本概念, 本书不予连篇累牍的辨析, 但在
形式性质及一些初等教材遗漏的重要构造 (如自由群, 完备化等) 方面则力求详备, 这
也是为后续章节作铺垫. 至于群论的具体部分, 对称群可谓是群论和表示理论的思想泉
源之一, 相关的 §4.9 是对此前理论的一次总操练. 有限生成交换群的分类是群论的另
一个重要结果, 本书将其纳入模论处理, 见 §6.7.
尽管本章在逻辑上几乎是自足的, 我们期望读者对群有些许的基本认知. 此后

凡论及群, 幺半群或其它代数结构组成的范畴时, 若无另外申明, 则一律沿用关于
Grothendieck 宇宙的约定 2.1.4, 默认这些对象都是 “小” 的.

阅读提示

从 §4.1 到 §4.4 的内容属于群论的基础知识, 本章只是采取了一个稍广泛的框架.
随后的内容相较之下需要一定的技术, 然而也同样初等. §4.8 讨论的自由群无论
怎么构造都难免琐碎, 本章从自由幺半群和融合积切入, 论证稍长但得到的结果
更多, 实用上也是必要的.
如前所述, 对称群 (§4.9) 是一类不得不谈的重要实例. 极限和完备化 (§4.10) 涉
及一些点集拓扑的语言, 对以后要陈述的无穷 Galois 理论不可或缺, 更是从事进
一步研究的必备素养.
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本章的缺憾之一在于未探讨正多面体的旋转对称群, 这是几何直观与群论技巧的
优美嵌合; 譬如正十二面体和正二十面体的群相同, 是 60 阶单群, 从它到交错群
A5 的同构可用几何语言表述. 了解经典内容大有益处, 建议读者参阅相关教材
如 [17, Chapter 8].

4.1 半群,幺半群与群
本节借鉴 Bourbaki [3] 定义代数结构的进路, 思路是从带有二元运算的集合出发.

非空集合 S 上的二元运算意谓一个映射 S×S → S,一般用乘法记号写为 (x, y) 7→ x ·y,
或索性简写为 xy; 二元运算可视作 S 上的某种乘法. 反复操作可以得到形如 x(yz),
(wx)(yz) 等等的表达式, 括号在此表示元素相乘的先后顺序. 如不致混淆, 我们经常略
去结构 (S, ·) 中的二元运算, 径以 S 概括. Bourbaki 为这种混沌未开的结构起了个贴
切的名字, 唤作 “岩浆” (法文: le magma).

首先收集关于 (S, ·) 的一些初步概念.

� 在 S 上定义新的二元运算 ? 使得 x ? y = y · x, 得到的新结构 (S, ?) 记作 Sop, 称
为 S 的相反结构.

� 若对所有 x, y ∈ S 都有等式 xy = yx, 则称 S 满足交换律, 或称 S 是交换的; 这
等价于 S = Sop.

� 若对所有 x, y, z ∈ S 都有等式 (xy)z = x(yz), 则称 S 满足结合律.

� 设 u ∈ S, 若相应的从 S 到 S 的左乘映射 x 7→ ux 是单射, 则称 u 满足左消去律;
若右乘映射 x 7→ xu 是单射, 则称 u 满足右消去律.

� 若 A,B 为 S 的子集, 定义

AB := {ab : a ∈ A, b ∈ B} ⊂ S;

若 A 或 B 是独点集 {x}, 则 AB 相应地写作 xB 或 Ax; 在结合律的前提下还可
以无歧义地定义子集 ABC, ABCD,......

� 若 S 的子集 A 满足 AA ⊂ A, 则称 A 对乘法封闭.

� 元素 1 ∈ S 称为幺元或单位元, 如果

∀x ∈ S, x · 1 = 1 · x = x.
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注意到 S 的幺元至多仅一个: 若 1, 1′ ∈ S 皆为幺元, 则 1 = 1 · 1′ = 1′. 此外 S 的
幺元也是 Sop 的幺元. 一些书籍将幺元记为 e.

� 假设存在幺元 1. 对于元素 x ∈ S, 若存在 y ∈ S 使得 yx = 1, 则称 x 左可逆而 y

是 x 的一个左逆; 若条件改为 xy = 1, 则相应地得到右逆和右可逆元的定义. 左
右皆可逆的元素称为可逆元. 幺元 1 显然可逆.

定义 4.1.1 (半群与幺半群) 带有二元运算的非空集 S 若满足结合律, 则称之为半群.
存在幺元的半群称为幺半群. 若 M 是幺半群, 而子集 M ′ ⊂ M 满足 (i) M ′ 对乘法封
闭, (ii) 1 ∈M ′, 则称 M ′ 为 M 的子幺半群.

对于半群 S, 结合律确保了任意元素 x1, . . . , xn ∈ S 的连乘积 x1(x2(· · ·xn) · · · ) 可
以无歧义地写作 x1 · · ·xn, 其解读与安插括号的方式无关. 当 S 交换时, 此连乘积甚且
与 x1, . . . , xn 的顺序无关.

以下设 M 是幺半群. 易证其中的左 (右) 可逆元满足左 (右) 消去律. 若 x ∈M 可
逆, 则 x 的左逆与右逆皆唯一并相等, 记为 x−1. 论证如下: 若 x 有左逆元 y 和右逆元
y′, 则 y′ = (yx)y′ = y(xy′) = y, 由此可一并导出左, 右逆的唯一性和等式. 所有可逆元
构成的子集记为 M×, 它对乘法封闭, 实际上

∀x, y ∈M×, (xy)−1 = y−1x−1.

定义 4.1.2 (群) 所有元素皆可逆的幺半群称为群. 群 G 的基数 |G| 称为它的阶.

任意幺半群 M 的可逆元子集 M× 对 M 的乘法构成一个群, 称为 M 的单位群.
根据先前关于二元运算的讨论, 可以定义交换幺半群或交换群的概念, 后者又称 Abel
群. 用同样套路定义相反幺半群或相反群, 并沿用符号 G 7→ Gop.

对于 n ∈ Z≥0 和 x ∈M , 我们引入记号

xn := x · · ·x
n 项

.

特别地, x0 := 1, 并且对可逆元有 (x−1)n = (xn)−1, 后者可以无歧义地记作 x−n.

约定 4.1.3 对于交换幺半群, 惯例是将其二元运算 · 写成加法 +, 并将幺元 1 写成 0,
元素 x 的逆写成 −x; 但一些场合仍适用乘法记号. 必要时另外申明.

例 4.1.4 非负实数集 R≥0 对加法构成幺半群, 而 R>0 构成半群. 进一步说, 空间 Rd

中的任意闭凸锥 C 对向量加法构成幺半群, 而 C 的内点集 int(C) 若非空则构成半群.
两者皆交换. 考虑锥中整点便得到幺半群 C ∩ Zd 及半群 int(C) ∩ Zd; 它们一方面直接
联系于线性不定方程和格点等计数组合学问题, 另一方面则定义了一类称为仿射环面
簇的几何对象. 这些交换幺半群的结构远比相应的交换群要丰富的多.
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例 4.1.5 (一般线性群) 考虑 n × n 实矩阵构成的集合 Mn(R), 并定义 GL(n,R) 为其
中的可逆矩阵构成的子集. 显见 Mn(R) 对矩阵乘法构成幺半群, 其幺元为单位矩阵, 但
它不是群 (例: 零矩阵不可逆). 然而 GL(n,R) 对矩阵乘法则构成群, 它正是 Mn(R) 的
单位群. 这些结构在 n > 1 时非交换.
更一般地说, 对任意域 F 依然能定义 Mn(F ) 和 GL(n, F ), 后者称为 F 上的一般

线性群; 域是一种能作加减乘除的代数结构, 如大家熟悉的 Q, R, C 等, 或模素数 p 的
同余系 Z/pZ, 详见定义 5.2.3.

例 4.1.6 (对称群) 从任意集合 X 映到自身的全体双射构成一个群, 称为 X 上的对称
群 SX := Aut(X). 其中的二元运算是双射的合成 (f, g) 7→ f ◦ g, 幺元为恒等映射
idX : X → X, 而逆元无非是逆映射. 当 X = {1, . . . , n} (n ∈ Z≥1) 时也记为 Sn, 称为
n 次的对称群或置换群. 注意到 |Sn| = n!.

一般线性群和对称群是群论中的两类重要例子, 请读者铭记.

定义 4.1.7 (子群和正规子群) 设 G为群,子集 H ⊂ G被称为 G的子群,如果 (i) H 是
子幺半群, (ii) 对任意 x ∈ H 有 x−1 ∈ H. 假若子群 H 对所有 x ∈ G 满足 xH = Hx,
则称 H 为 G 的正规子群, 记作 H CG. 子群 {1}CG 称作 G 的平凡子群.

正规子群的定义可以改写为 ∀x ∈ G, xHx−1 = H. 由于 xHx−1 = H 等价于
xHx−1 ⊂ H 且 x−1Hx ⊂ H, 验证正规性时仅须对每个 x 证明 xHx−1 ⊂ H 即可. 最
早洞悉正规子群的重要性者是 Galois.

定义 4.1.8 (单群) 若群 G 不具有除 {1}, G 之外的正规子群, 则称 G 为单群.

交错群 An (n ≥ 5) 是最早被发现的一族非交换有限单群, 将于定理 4.9.7 详述. 有限单
群在同构意义下的分类是群论发展的重大里程碑. 从 Hölder 在 1892 年提出分类问题,
直到 Aschbacher和 Smith在 2004年左右补全 Gorenstein等人的证明, 历时凡百余年.
相关文献卷轶浩繁, 即便粗略地勾勒分类结果也需不少篇幅, 请有兴趣的读者查阅 [47].

子群的交仍是子群, 正规子群的交依然正规. 设 E ⊂ G 是任意子集, 则包含 E 的
最小子群称为由 E 生成的子群, 记为 〈E〉. 其中的元素是由 E 的元素出发, 从乘法及
取逆运算所能得到的所有元素. 一种直截了当的写法是

〈E〉 :=
⋂

H⊂G:子群
H⊃E

H.

同理, 由 E 生成的正规子群定义为
⋂
E⊂N◁GN . 当 E 是独点集 {x} 时, 使用简写

〈x〉 := 〈{x}〉 = {xn : n ∈ Z}.

对于任意 G 与 x ∈ G, 记 ord(x) := | 〈x〉 |, 称为 x 的阶.
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定义 4.1.9 (循环群) 若群 G 中存在元素 x 使得 G = 〈x〉, 则称 G 为循环群. 换言之,
循环群是能由单个元素生成的群. 参看例 4.2.10.

例 4.1.10 整数全体 Z 对加法构成群. 它由 1 ∈ Z 生成故循环. 所有子群 H ⊂ G 都形
如 H = nZ = {m ∈ Z : n | m}: 当 H 6= {0} 时取 n 为 H ∩ Z>0 的最小元即可.

定义 4.1.11 (陪集) 设 H 为群 G 的子群. 定义:

� 左陪集: G 中形如 xH 的子集, 全体左陪集构成的集合记作 G/H;
� 右陪集: G 中形如 Hx 的子集, 全体右陪集构成的集合记作 H\G;
� 双陪集: 设 K 为另一子群, 则 G 中形如 HxK := {hxk : h ∈ H, k ∈ K} 的子集
称为 G 对 (H,K) 的双陪集, 全体双陪集构成的集合记作 H\G/K.

陪集中的元素称为该陪集的一个代表元. 若 H CG 则左, 右陪集无异. 由于陪集的左右
之分总能从符号辨明, 以下不再申明. 定义 H 在 G 中的指数

(G : H) := |G/H|.

陪集空间 G/H 未必有限, 在此视 (G : H) 为基数.

左, 右陪集其实是双陪集的特例, 分别取 H 或 K 为 {1} 即是. 因此以下结果仅对双陪
集陈述.

引理 4.1.12 设 H,K 为群 G 的子群, 则

(i) 对于任意双陪集 HxK, HyK, 其交非空当且仅当 HxK = HyK;
(ii) G 写作无交并 G =

⊔
xHxK, 其中我们对 H\G/K 中的每个双陪集挑选一代表

元 x.

证明 设 HxK ∩ HyK 6= ∅. 若 hxk = h′yk′, 则 x = h−1h′yk′k−1 ∈ HyK, 从而
HxK ⊂ HHyKK = HyK; 由对称性得 HyK ⊂ HxK, 故两者相等. 由于任意 g ∈ G
都属于 HgK, 断言的无交并是显然的.

对每个 x ∈ G, 左乘 h 7→ xh 给出集合间的双射 H → xH, 这是因为群中的元素满
足左消去律. 同理, 右乘给出双射 H → Hx.

命题 4.1.13 设 H 为群 G 的子群, 则

(i) |G| = (G : H)|H|, 特别地, 当 G 有限时 |H| 必整除 |G| (称为 Lagrange 定理);
(ii) 若 K 是 H 的子群, 则 (G : K) = (G : H)(H : K).

这里的乘法是基数的乘法.
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证明 陪集分解

H =
⊔
y

yK,

G =
⊔
x

xH =
⊔
x,y

xyK

可用以证明 (ii). 由于 (G : 1) = |G|, (H : 1) = |H|, 取 K = {1} 即得 (i).

定义 4.1.14 (中心,中心化子与正规化子) 设 G 为群.
(i) G 的中心定义为 ZG := {z ∈ G : ∀x ∈ G, xz = zx};
(ii) 设 E ⊂ G 为任意子集, 定义其中心化子为 ZG(E) := {z ∈ G : ∀x ∈ E, xz = zx};
(iii) 承上, 定义其正规化子为 NG(E) := {n ∈ G : nEn−1 = E}.
当 E 是独点集 {x} 时, 使用简写 ZG(x) 和 NG(x).

易见 ZG(E) 和 NG(E) 都是子群, 而且 ZG(E)CNG(E), 前者仅与 E 生成的子群
〈E〉 有关. 若 H 是子群则 H CNG(H). 取 E = G 即有

ZG(G) = ZG CG = NG(G).

注记 4.1.15 若 N,H ⊂ G 为子群, 而且 H ⊂ NG(N), 则 HN = NH 是 G 的子群而
且 N CHN . 请读者自行验证.

4.2 同态和商群
同态的意义是保结构的映射. 对于带二元运算的非空集 S1, S2, 同态 ϕ : S1 → S2

所要保持的结构无非是二元运算, 即: ∀x, y ∈ S1, ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y). 准此要领可定义
半群的同态. 然而幺半群的情形更常见也更为实用, 此时我们要求同态必须兼保乘法和
幺元.

定义 4.2.1 (同态与同构) 设 M1,M2 为幺半群. 映射 ϕ :M1 →M2 如满足下述性质即
称为同态

(i) ∀x, y ∈M1, ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y);
(ii) ϕ(1) = 1.
从幺半群 M 映至自身的同态称为自同态, 如恒等映射 idM : M → M . 同态的合成仍
为同态. 取常值 1 的同态称作平凡同态.

若存在同态 ψ :M2 →M1 使得 ϕψ = idM2 , ψϕ = idM1 , 则称 ϕ 可逆而 ψ 是 ϕ 的
逆; 可逆同态称作同构, 写成 ϕ : M1

∼→ M2. 此时我们也称 M1 与 M2 同构. 从幺半群
映至自身的同构称为自同构.
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从 M1 到 M2 的同态所成集合写作 Hom(M1,M2). 下述性质是显然的:
� ϕ :M1 →M2 的逆若存在则唯一, 记作 ϕ−1;
� ϕ 可逆当且仅当 ϕ 是双射.
� ϕ 诱导出单位群之间的映射 M×1 →M×2 . 事实上 ∀x ∈M×1 , ϕ(x)−1 = ϕ(x−1).
� 对任意幺半群 M , 它的所有自同态对映射的合成 ◦ 构成一个幺半群 End(M) :=

Hom(M,M), 后者的单位群 Aut(M) 是 M 的自同构群, 顾名思义由自同构组成.
我们已经对幺半群定义了同态的概念. 群是幺半群的特例, 群之间的同态也称为群

同态, 同样地定义群同构, 群自同构等概念. 而同态的定义在群的情形还有如下简化, 对
于实际操作相当方便, 我们以后将不加说明地使用.

命题 4.2.2 设 G1, G2 为群. 映射 ϕ : G1 → G2 为群同态当且仅当对所有 x, y ∈ G1 皆
有 ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y).

证明 关键是 “当” 的方向. 对 ϕ(1)ϕ(1) = ϕ(1 · 1) = ϕ(1) 两边左乘以 ϕ(1)−1 即得
ϕ(1) = 1.

有一类群自同构格外常见, 称为内自同构或伴随同构: 设 G 为群, 对于 x ∈ G, 定
义自同构

Adx : G −→ G

g 7−→ xg := xgx−1.

容易验证 Ad1 = idG 而且 Adxy = Adx ◦Ady, 因此我们进一步导出群同态

Ad : G −→ Aut(G)

x 7−→ Adx .

定义 4.2.3 设 ϕ : G1 → G2 为群同态. 它的像记作 im(ϕ) := {ϕ(x) : x ∈ G1}, 而其核
定义为

ker(ϕ) := ϕ−1(1).

从定义立刻得到 im(ϕ) 是 G2 的子群, 而 ker(ϕ) 是 G1 的正规子群. 举例明之, 群的中
心 ZG 可描述为核 ker [Ad : G→ Aut(G)].
到了回头考察商结构的时候. 设 S 为非空集合, 而 ∼ 是 S 上的等价关系, 相应的

等价类构成了商集 S/ ∼. 包含元素 x ∈ S 的等价类记为 [x]. 数学家关心的一般问题
是: 如何让 S/ ∼ 继承 S 的代数或拓扑等诸般结构? 在此我们假设 S 带有二元运算,
继承的意义是让商映射 x 7→ [x] 保持二元运算, 换言之, 要求等式

[x] · [y] = [x · y], x, y ∈ S



106 第四章 群论

在 S/ ∼ 中成立. 显然这唯一地刻画了 S/ ∼ 的二元运算, 问题是此运算是否良定? 读
者沉思半晌当可明白, 这里必须加上条件

(x ∼ x′) ∧ (y ∼ y′) =⇒ xy ∼ x′y′, x, x′, y, y′ ∈ S. (4.1)

这般定出的结构 S/ ∼ 称作商结构. 若 S 是半群 (或幺半群, 群), 则 S/ ∼ 亦然;
在后两种情况下, S/ ∼ 的幺元是 [1], 元素的逆由 [x]−1 = [x−1] 给出. 以下考虑幺半群
M 的情形. 对于 M 上满足 (4.1) 的等价关系 ∼, 映射 x 7→ [x] 给出同态 M → M/ ∼.
商幺半群 M/ ∼ 满足如下性质.

命题 4.2.4 对于任意同态 ϕ : M → M ′ 使得 (x ∼ y) =⇒ ϕ(x) = ϕ(y) 者, 存在唯一
的同态 ϕ̄ : (M/ ∼)→M ′ 使得下图交换.

M M ′

M/ ∼

φ

∃!φ̄

这里的 ϕ̄ 称为 ϕ 的诱导同态. 图表交换意谓 ϕ̄ 与 M → M/ ∼ 的合成等于 ϕ, 请参看
§2.1 的讨论.

证明 唯一的取法是 ϕ̄([x]) = ϕ(x), 其中 x ∈M .

命题 4.2.5 设 ϕ : M → M ′ 为满同态. 定义 M 上的等价关系 x ∼ y ⇐⇒ ϕ(x) =

ϕ(y), 则 ∼ 满足 (4.1), 而且诱导同态 ϕ̄ : (M/ ∼)→M ′ 是同构.

证明 条件 (4.1) 一望可知. 从 ∼ 的定义知 ϕ̄ 是双射, 故为同构.

对于群 G 的情形, 满足条件 (4.1) 的等价关系有更简单的描述: 定义 N := {x ∈
G : 1 ∼ x}, 则

(x ∼ y) ⇐⇒
(
x−1y ∈ N

)
. (4.2)

因此等价关系 ∼ 完全由子集 N 确定. 反之, 给定子集 N , 可直接验证 (4.2) 给出等价
关系当且仅当 N 包含 1 而且对取逆和乘法封闭, 亦即 N 是子群; 它满足 (4.1) 当且仅
当 N 是正规子群. 我们有双射 (回忆定义 4.1.11)

G/ ∼ ∼−→ G/N

[x] 7−→ xN = Nx.

这就解释了以下的商群定义.
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定义 4.2.6 (商群) 设 G 为群, N 为其正规子群. 在陪集空间 G/N 上定义二元运算

xN · yN = xyN, x, y ∈ G.

这使得 G/N 构成一个群, 称为 G 模 N 的商群, 其中的幺元是 1 ·N 而逆由 (xN)−1 =

x−1N 给出. 群同态

π : G −→ G/N

x 7−→ xN

称为商同态.

注意到商同态 π : G→ G/N 总是满的, 而且 ker(π) = N . 现在可以陈述同态的几个基
本性质.

命题 4.2.7 设 ϕ : G1 → G2 是群同态, 则 ϕ 诱导出同构 ϕ̄ : G1/ ker(ϕ) ∼→ im(ϕ), 它映
陪集 g · ker(ϕ) 为 ϕ(g).

证明 应用命题 4.2.5.

命题 4.2.8 设 ϕ : G1 → G2 是群之间的满同态. 则有双射

{子群H2 ⊂ G2} {子群H1 ⊂ G1 : H1 ⊃ ker(ϕ)}

{正规子群H2 CG2} {正规子群H1 CG1 : H1 ⊃ ker(ϕ)}

H2 ϕ−1(H2)

ϕ(H1) H1.

1:1

⊂

1:1

⊂

此双射满足 H2 ⊂ H ′2 ⇐⇒ ϕ−1(H2) ⊂ ϕ−1(H ′2). 而且合成态射 G1

φ
G2 � G2/H2

诱导出同构 G1/ϕ
−1(H2)

∼→ G2/H2.

当 ϕ 是商同态 G � G/N 时, 断言的同构可写成熟悉的形式 G/H
∼→ (G/N)

/
(H/N),

其中 N ⊂ H, N,H CG.

证明 易见子群 H1 ⊃ ker(ϕ) 蕴涵 H1 = ϕ−1(ϕ(H1)), 而 ϕ 满蕴涵 H2 = ϕ(ϕ−1(H2)),
由此得到互逆的双射. 显然 ϕ, ϕ−1 都保持包含关系. 关于正规子群的对应则是因为
ϕ(gH1g

−1) = ϕ(g)ϕ(H1)ϕ(g)
−1 而 ϕ 满, 上述双射导致

∀g ∈ G1, gH1g
−1 = H1 ⇐⇒ ∀ḡ ∈ G2, ḡϕ(H1)ḡ

−1 = ϕ(H1).
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最后, 同构 G1/ϕ
−1(H2)

∼→ G2/H2 源自命题 4.2.7.

命题 4.2.9 设 H,N 是 G 的子群而 H ⊂ NG(N), 则 N ∩ H C H, 而且合成同态
H ↪→ HN � HN/N 诱导出的同态

θ : H/N ∩H → HN/N

是同构.

关于子群 HN 请见注记 4.1.15. 许多书上采用的假设是 N CG, 结果实则是等价的, 以
HN 代 G 即可.

证明 从 NG(N) 的定义立得 N ∩H CH. 将商同态 π : HN → HN/N 限制到 H 上,
显然其像为 π(H) = π(HN) = HN/N , 核则为 H ∩ ker(π) = N ∩H. 所以命题 4.2.7
给出同构 H/N ∩H ∼→ HN/N , 这正是断言中的 θ.

例 4.2.10 (循环群的结构) 考虑群 Z, 二元运算取为整数加法. 对于 n ∈ Z, 商群 Z/nZ
是循环群, 生成元可取为陪集 1 + nZ. 由上述结果导出:

(i) 任何循环群都同构于某个 Z/nZ: 若 G = 〈x〉, 则有满同态 Z → 〈x〉 映 1 为 x, 根
据例 4.1.10 其核必为 nZ 的形式. 应用命题 4.2.7 可得 〈x〉 ' Z/nZ; 进一步, 若
ord(x) 有限则等于 |n|.

(ii) 群 Z/nZ 的子群都形如 mZ/nZ, 其中 m | n: 这是命题 4.2.8 施于 Z � Z/nZ 的
结果, 因为 mZ ⊃ nZ 当且仅当 m | n.

(iii) 设 m | n. 映射 x 7→ mx 显然诱导群同构 Z/ nmZ ∼→ mZ/nZ, 故 mZ/nZ 是 n
m 阶

循环群.
习见的同余式 a ≡ b mod n 说的无非是陪集 a+ nZ 和 b+ nZ 在 Z/nZ 中相等.

命题 4.2.11 设 x ∈ G 阶数有限, 则 xord(x) = 1; 若 G 有限则 x|G| = 1.

证明 仅须在循环子群 〈x〉 ' Z/ord(x)Z 中验证. 当 G 有限时命题 4.1.13 蕴涵 ord(x)
整除 |G|.

谨介绍从交换幺半群构造交换群的一种基本构造.

定义–定理 4.2.12 设 M 为交换幺半群, 二元运算表作加法 (x, y) 7→ x+ y. 定义商集

K(M) :=M ×M
/

(x, y) ∼ (x′, y′) ⇐⇒ ∃z ∈M, x+ y′ + z = x′ + y + z,

含 (x, y)的等价类记为 [x, y],并在K(M)上定义二元运算 [x, y]+[x′, y′] = [x+x′, y+y′],
则 (K(M),+) 构成交换群, x 7→ [x, 0] 给出同态 M → K(M), 并且有如下泛性质: 对任
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意交换群 (A,+) 和幺半群同态 f :M → A, 存在唯一的 ψ : K(M)→ A 使下图交换

M K(M)

A
f

∃! ψ

称 K(M) 为 M 给出的 Grothendieck 群.

证明 容易验证 ∼ 是等价关系, 而且 K(M) 的加法良定; 定义中的 z 对此是必要的,
因为 M 对加法未必有消去律. 同样地, 验证 (K(M),+) 成群而 x 7→ [x, 0] 为同态乃是
例行公事: 元素 [x, y] 的加法逆元无非是 −[x, y] := [y, x]. 泛性质中 ψ 的唯一选择是
ψ([x, y]) = ψ([x, 0]− [y, 0]) = f(x)− f(y), 这是良定的.

等价类 [x, y] 可以设想成 x− y. 当 M 取为 Z≥0 时, 以上正是构造整数 Z 的经典手法,
由之可以进一步定义 Z 上的乘法及初等算术 (见 [59, 第零章, §3]); 注意到以上构造未
见负数或减法, 故无循环论证之虞. Grothendieck 群还会在更深入的代数理论中反复出
现, 容后再述.

注记 4.2.13 从范畴 (定义 2.1.1) 观点看, 定义
� Mon: 以所有幺半群为对象的范畴;
� Grp: 以所有群为对象的范畴;
� Ab: 以所有交换群 (Abel 群) 为对象的范畴.

这些范畴的态射都取作同态. 显然有 Ab ⊂ Grp ⊂ Mon, 其中 ⊂ 表示前者是后者的全子
范畴 (定义 2.1.2). 严格说来, 这里得限制量词 “所有” 的范围, 以避免集合论悖论. 为
此就必须按本章开头的办法, 固定一个 Grothendieck 宇宙 U , 并假设所论的结构都是
定义在 U -集上的, 如此一来 Mon 等都是 U -范畴. 详见定义 2.1.3 及其后的讨论.

以下且来个牛刀小试, 看如何从范畴的高度梳理一些代数构造. 命 CMon 为
交换幺半群所成范畴. 从定义–定理 4.2.12 可见交换幺半群的同态 φ : M → N

自然地诱导出 ψ : K(M) → K(N) (在泛性质中取 f : M
φ

N → K(N)), 而且
K : CMon → Ab 构成函子 (定义 2.2.1). 另一方面, 交换群自然也是交换幺半群, 故有
忘却函子 U : Ab→ CMon; 定义–定理 4.2.12 的泛性质可以改写成双射

HomAb(K(M), A)
∼−→ HomCMon(M,U(A))

ψ 7−→ f := [M → K(M)
ψ
A].

从伴随函子 (定义 2.6.1, 也参考命题 2.6.9) 的观点看, 这说的无非是 (K,U) 构成伴随
对. 是故精确到同构, 泛性质唯一确定了 K(M) 连同 M → K(M).
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4.3 直积,半直积与群扩张
无论构造新群或分解既有的群都会碰上积构造. 我们从幺半群的情形入手.

定义 4.3.1 (幺半群的直积) 设 I 为集合, (Mi)i∈I 为一族以 I 为指标的幺半群. 在集合
的积

∏
i∈IMi 上定义如下的幺半群结构:

� 将
∏
i∈IMi 中的元素表作 (xi)i∈I , 则二元运算由 (xi)i∈I(yi)i∈I = (xiyi)i∈I 给出;

� 幺元为 (1)i∈I ;
� 若 (xi)i∈I 中每个 xi 皆可逆, 则 (xi)

−1
i∈I = (x−1i )i∈I .

由此可知若每个 Mi 都是群, 则
∏
i∈IMi 亦然. 称此为 (Mi)i∈I 的直积. 对每个 j ∈ I

定义投影同态

pj :
∏
i∈I

Mi −→Mj

(xi)i∈I 7−→ xj .

有限个幺半群 M1, . . . .Mn 的直积也写作 M1 × · · · ×Mn.

引理 4.3.2 沿用先前符号. 积
∏
i∈IMi 满足下述性质: 对任意幺半群 M ′ 及一族同态

ϕi :M
′ →Mi, 存在唯一的 ϕ :M ′ →M 使得图表

M ′

∏
i∈IMi Mj

φj∃!φ

pj

对每个 j 皆交换 (即: ∀j ∈ I, ϕj = pj ◦ ϕ).

证明 唯一的取法是 ∀x ∈M ′, ϕ(x) = (ϕi(x))i∈I . 易证 ϕ 是同态.

幺半群的直积实则是一种范畴论的构造, 而引理 4.3.2 给出了相应的泛性质. 在群
论的研究中, 半直积是更富弹性也更为复杂的概念.

定义 4.3.3 (群的半直积) 设 H,N 为群, 并给定同态 α : H → Aut(N). 相应的半直积
N ⋊α H 为如下定义的群 (下标 α 经常略去):
� 作为集合, N ⋊H 无非是积集 N ×H;
� 二元运算是 (n, h)(n′, h′) = (nα(h)(n′), hh′), 其中 n, n′ ∈ N , h, h′ ∈ H.

首先注意到 N ⋊H 满足结合律,其幺元是 (1, 1)而 (n, h)−1 = (α(h−1)(n−1), h−1),
这些验证都是简单然而稍显冗长的. 对此宜作进一步的解释.

1. 透过单同态 h 7→ (1, h) 和 n 7→ (n, 1) 可将 H 和 N 都视为 N ⋊H 的子群. 从二
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元运算的定义立得 N C (N ⋊H). 符号 N ⋊H 遂有了便于记忆的诠释, 它实际是
N C · · · 的变形.

2. 半直积里的二元运算可以拆开来看: (a) H 内部的乘法, (b) N 内部的乘法, (c) H
与 N 之间的乘法. 无论怎么乘, 我们都希望将结果写成形如 (n, h) = n · h 的标准
形. 唯一待厘清的是如何将形如 h · n 的元素化成标准形. 既然 N 是正规子群, 自
然的想法是在 N ⋊H 里考虑

hn =
(
hnh−1

)
h = Adh(n)

∈N

h. (4.3)

于是乘法结构归结到同态 H 3 h 7→ Adh |N ∈ Aut(N), 这正是半直积定义里的 α.
3. 当 α 是平凡同态时, N ⋊H = N ×H.

以下说明如何将一个给定的群描述为半直积.

引理 4.3.4 设 G 为群, H,N 为其子群而且 H ⊂ NG(N). 定义 α : H → Aut(N) 为
α(h) = Adh |N , 则映射

µ : N ⋊H −→ G

(n, h) 7−→ nh

是同态; µ 是同构当且仅当 NH = G, N ∩H = {1}. 这时我们也称 G 是子群 N,H 的
半直积.

如果 N ∩H = {1} 且 N ⊂ NG(H), 则 nh = hn 对任何 n ∈ N , h ∈ H 恒成立; 换
言之此时 α = 1.

证明 关于 µ 是同态的验证可参照之前讨论, 特别是 (4.3). 条件 NH = G 确保 G 中
每个元素都能写作 nh 的形式, 而条件 N ∩H = {1} 确保写法唯一, 同样由先前讨论可
知此时 µ 是同构; 反向断言是自明的.

至于乘法交换性, 仅须注意到

nhn−1h−1 ∈ nHn−1H ∩NhNh−1

由正规化子的条件知右项等于 H ∩N = {1}.

例 4.3.5 设 n ∈ Z≥0. 取循环群 H := Z/2Z, N := Z/nZ, 其二元运算写作加法 +. 令
τ 为 H 中的非平凡元, 定义 α : H → Aut(N) 使得 α(τ) : x 7→ −x, 得到的 N ⋊H 是
二面体群 D2n. 几何上看, D2n 由固定平面上正 n 边形的所有刚体运动组成. 这样的变
换必然固定多边形的重心 (取为坐标原点), 分成旋转和反射两类. 请端详下图:
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n = 3 n = 4 n = 5

子群 N = Z/nZ 对应到保持正 n 边形的旋转 (k + nZ 的转角为 2πk
n ), 剩下 n 个元素

是对图中各虚线的镜射, 例如 τ 可取为对水平轴的镜射. 请读者试着验证.

表法 G = NH ' N ⋊H 也称为内半直积分解, 因为 NH 由群 G 自身的乘法结构
描述, 而 N ⋊H 可谓是从外部构造的. 它们是一体两面, 不必强作区分. 对于直积, 我
们还可以刻画多变元的情形.

引理 4.3.6 设 G1, . . . , Gn 为群 G 的子群, 假设
� 对每个 i 皆有 Gi CG,
� 对每个 i 皆有 Gi ∩ (G1 · · · Ĝi · · ·Gn) = {1}, 其中 ·̂ · · 表示略去该项,

则 Gi, Gj 的元素对乘法相交换 (i 6= j), 此时 G1 · · ·Gn 是 G 的正规子群, 而且

n∏
i=1

Gi
∼−→ G1 · · ·Gn

(g1, . . . , gn) 7−→ g1 · · · gn.

当 G = G1 · · ·Gn 时, 此同构
∏
iGi

∼→ G 称作 G 的内直积分解.

证明 乘法交换性和 n = 2 的情形已经包含于引理 4.3.4; 由此亦可推出对任意子列
1 ≤ i1 < · · · < im ≤ n, 乘积 Gi1 · · ·Gim 仍为 G 的正规子群. 对 n 用引理 4.3.4 递归地
论证就得到一般情形.

定义 4.3.7 (正合列) 考虑一列群同态

· · ·
f0

G1

f1
G2

f2
· · ·

fi
Gi+1 → · · · ,

长度或有限或无限. 若对所有 i 都有

im(fi) = ker(fi+1),

则称此列正合. 我们经常把 {1} 简写为 1, 或用加性符号记为 0. 举例明之, 对于任意同
态 ϕ : G → G′, 列 G → G′ → 1 正合当且仅当 ϕ 是满的, 列 1 → G → G′ 正合当且仅
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当 ϕ 是单的, 而我们恒有正合列

1→ ker(ϕ)→ G
φ

im(ϕ)→ 1

其中 ker(ϕ)→ G 是自然的包含映射.

正合列经常和交换图表 (见 §2.1) 搭配. 其妙用在同调代数中才会完全彰显.
形如

1→ N → G
p
H → 1

的正合列称为群扩张. 若有群同态的交换图表

1 N G H 1

1 N G′ H 1

p

φ

p′

其横行皆是群扩张, 则称 ϕ 是群扩张的等价. 不难验证此时 ϕ 必为同构. 对于给定的
H 和 N , 群扩张在等价意义下的分类是代数学中不时碰到的问题.
对于群扩张 1 → N → G

p
H → 1, 同态 s : H → G 若满足 ps = idH , 则称为该

扩张的一个分裂. 由此可建立半直积与可裂扩张的联系, 细说如下.

1. 设 G = N ⋊α H 为半直积, 则有可裂的群扩张

1 N G H 1
p

s

其中 p : G→ H 是投影同态 (n, h) 7→ h, 而 s : H ↪→ G 是包含同态 s(h) = (1, h).

2. 反之, 给定如上的群扩张及其分裂 s, 定义 α : H → Aut(N) 为伴随自同构
α(h) = Ad(s(h))|N , 则有群扩张的等价

1 N N ⋊α H H 1

1 N G H 1

φ

其中 ϕ(n, h) := ns(h). 请读者验证 ϕ 确实是一对一的群同态.
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4.4 群作用和计数原理
无论从实际应用还是历史的发展观之, 抽象的群往往都由它在某集合上的作用所

描述, 而考察种种群作用又是研究群性质的重要手段. 本节的第一个目的是澄清群作用
的基本概念.

定义 4.4.1 (幺半群作用) 设 X 为集合, M 为幺半群. M 在 X 上的作用定义为一
个映射

a :M ×X → X,

称为作用映射, 它必须满足以下性质
(i) 对所有 g, g′ ∈M 和 x ∈ X, 有 a(g′, a(g, x)) = a(g′g, x) (结合律),
(ii) 对所有 x ∈ X, 有 a(1, x) = x.
带有 M 作用的集合称为 M -集. 对所有 m,x 皆有 a(m,x) = x 的作用称为平凡作用.
M -集间的映射 f : X → Y 若满足

f(a(m,x)) = a(m, f(x)), m ∈M,x ∈ X

则称为 M -等变映射. 若等变映射 M1 M2

f

g
满足 fg = idM2

, gf = idM1
, 则称

f, g 为互逆的同构. 由此可以定义 M -集之间的同构概念.

注记 4.4.2 一句话, 给定 M , 全体 M -集连同等变映射构成一范畴 M -Set. 这里严格地
说也得限制 M -集 X 的大小, 必须假设 M , X 同属选定的宇宙 U , 详见定义 2.1.3 及相
关讨论.

习惯将 M -集带有的作用映射略去, 并将 a(m,x) 写成 m · x 或 mx. 作用映射的条
件和等变性遂有自然的写法

m′(mx) = (m′m)x,

1 · x = x,

f(mx) = mf(x),

其中 m,m′ ∈ M,x ∈ X. 这般定义的作用称为 M 的左作用, 因以 M 的左乘表示
之故. 我们同样可以定义 M 的右作用 (x,m) 7→ xm. 上述定义可以逐条改写, 例如
(xm)m′ = x(mm′) 等. 一劳永逸的方法则是利用对偶性: M 的右作用无非是 Mop 的
左作用. 本节针对左作用的陈述都有相应的右版本, 不再赘述.

例 4.4.3 对任意集合 X, 对称群 SX 当然地作用于 X 上: a : (σ, x) 7→ σ(x). 类似地,
实 n× n 矩阵所成幺半群 Mn(R) 作用于 Rn: 视 Rn 元素为 n× 1 阶竖直矩阵, 则作用
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(A, x) 7→ Ax 无非是矩阵乘法.

例 4.4.4 若群 G 左作用于 X, 而 Y 是任意集合, 则 G 在 {f : 映射 X → Y } 上
有自然的左作用 a(g, f) =

[
x 7→ f(g−1x)

]
; 若 G 右作用于 X, 则相应的左作用取为

[x 7→ f(xg)]. 请读者验证细节.

例 4.4.5 以下讨论可参看 [54, 例 7.2.4]. 设 n ≥ 1, 空间 C∞(Rn) 为速降函数空间
S (Rn) (参看 [53, 例 3.2.7]) 在 L∞(Rn) 中的闭包. 定义幺半群 (R≥0,+) 在 C∞(Rn)
上的作用如下:

a(t, u) =

Gt ∗ u, t > 0,

u, t = 0,

其中 ∗ 是卷积而 Gt 是 Rn 上熟知的热核函数

Gt(x) := (4πt)−
n
2 e−‖x‖

2/4t, x ∈ Rn.

根据热传导方程的理论, v(t, ·) := a(t, u) 满足初值问题 ∂v
∂t = ∆v, v(0, ·) = u(·), 因此 a

的确给出幺半群作用. 泛函分析中称此为算子 (幺) 半群. 由于热传导磨光函数的奇点,
此作用无法延拓到群 (R,+).

定义 4.4.6 设幺半群 M 作用于 X. 定义
� 不动点集 XM := {x ∈ X : ∀m ∈M, mx = x};
� 对于 x ∈ X, 轨道 Mx := {mx : m ∈M}, 其元素称为该轨道的代表元, 轨道 Mx

是 X 的 M -子集;
� 承上, 其稳定化子定为 M 的子幺半群 StabM (x) := {m ∈M : mx = x}.

最常用的作用还是群作用. 对于群 G, 作用的基本构件是形如 G/H 的陪集空间,
其作用映射由 (g, xH) 7→ gxH 给出. 以下结果告诉我们如何将一般的 G-集分解成陪集
空间的无交并. 这也是计数原理的出发点.

引理 4.4.7 设群 G 作用于 X, 则
(i) 有轨道分解 X =

⊔
xGx, 其中我们对每个轨道选定代表元 x;

(ii) 对每个 x ∈ X, 映射

G/StabG(x) −→ Gx

g · StabG(x) 7−→ gx

是 G-集间的同构;
(iii) 特别地, 我们有基数的等式 (参看 (1.2))

|X| =
∑
x

(G : StabG(x)) ;
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(iv) 对所有 x ∈ X 和 g ∈ G, 有

StabG(gx) = g StabG(x)g−1.

证明 首先证明若两轨道 Gx,Gy 有交, 则 Gx = Gy. 诚然, 若 gx = g′y, 则 x =

g−1g′y ∈ Gy, 故 Gx ⊂ Gy; 由对称性导出 Gx = Gy. 由 ∀x, x = 1 · x ∈ Gx 立得轨道
分解. 关于映射 G/StabG(x)→ Gx 的断言是稳定化子定义的直接推论. 配合轨道分解
便导出基数等式. 最后一个等式可径由定义验证.

由此可见性质 “x, y 属同一轨道” 给出 X 上的等价关系. 相应的商集或曰轨道空
间记为 G\X; 对于右作用, 轨道空间自然就记为 X/G. 留意到给定 G 在 X 上的作用
相当于给定同态 G→ SX , 它映 g 为 [x 7→ gx].

定义 4.4.8 设 G 为群, X 为 G-集, 我们称 G 在 X 上的作用是
� 忠实的, 如果相应的 G→ SX 是单射, 这相当于

⋂
x∈X StabG(x) = {1};

� 自由的或单的, 如果对任意 x ∈ X 都有 StabG(x) = {1};
� 传递的, 如果 X 仅有一个轨道, 这相当于要求 X 非空, 并且对所有 x, y ∈ X 皆
存在 g ∈ G 使得 gx = y;
� 推而广之, 若对每个 1 ≤ m ≤ n, 群 G 在 {(x1, . . . , xm) ∈ Xm : 相异元} 上的作
用皆传递, 则称 G 在 X 上的作用为 n-传递的.
传递的 G-集又称 G-齐性空间, 自由的 G-齐性空间称为 G-主齐性空间或挠子.

作为引理 4.4.7 的推论, 陪集空间 G/H 在同构意义下穷尽了所有齐性空间.
这些术语有显然的几何渊源, 为此必须引入流形结构及底空间. 然而本节考虑的仅

有集合, 主要的应用在于集合的计数问题, 详见 §4.5. 我们且先看些一般例子.

例 4.4.9 (平移作用与陪集) 设 G 为群而 H 为其子群, 则 H 在 G 上的左作用 (h, g) 7→
hg 称为左平移作用. 易见 (i) 相应的轨道无非是陪集 Hg (g ∈ G), (ii) 轨道空间无非是
陪集空间 H\G, (iii) 此作用是自由的, 它是传递的当且仅当 H = G. 这些断言对 H 在
G 上的右平移作用 (g, h) 7→ gh 同样成立, 相应的轨道空间无非是 G/H.
现在设 H,K 为 G 的子群. 双陪集有类似的解读: 考虑 H ×Kop 在 G 上的左作用

((h, k), g) 7→ hgk, (h, k) ∈ H ×Kop, g ∈ G.

相应的轨道正好是双陪集 HgK (g ∈ G), 轨道空间等同于 H\G/K. 但此作用的其它性
质则远比左陪集或右陪集的情形复杂.

例 4.4.10 (共轭作用) 依旧设 G 为群. 伴随自同构 Ad : G→ Aut(G) 给出的作用称为
G 的共轭作用 G×G→ G (在此考虑左作用). 定义展开后无非是

(g, x) 7−→ gx := gxg−1.
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共轭作用下的轨道称为 G 中的共轭类.
推而广之, 对任意子集 E ⊂ G 我们业已定义子群 NG(E), 它在 E 上的作用也叫共

轭. 若两子集 E,E′ 满足 ∃g ∈ G, E′ = gEg−1, 则称 E 与 E′ 共轭.
非交换群共轭作用的性状一般相当复杂. 对于 x ∈ G, 其稳定化子群正是中心化子

ZG(x), 而不动点集则是中心 ZG. 剖析 G 的共轭作用是了解其群结构的必由之路.

挠子是一类特别常见的 G-集, 这套语言需要有合适的几何背景方能发力: 参看
§4.11. 以下仅介绍最初步的例子.

例 4.4.11 设 G1, G2 为群, 置

Isom(G1, G2) := { 同构 ϕ : G1 → G2}.

当 Isom(G1, G2) 非空时, 其上有 Aut(G2) 的左作用 (g, ϕ) 7→ g ◦ ϕ, 其中 g ∈ Aut(G2).
这使得 Isom(G1, G2) 成为 Aut(G2)-挠子. 虽然这里只考虑群同构, 类似构造实则可以
在任意范畴中进行, 请参见 §2.1.

我们当然不必自限于左作用, Aut(G1) 也借映射合成右作用于 Isom(G1, G2), 两侧
的作用满足 (g ◦ ϕ) ◦ g′ = g ◦ (ϕ ◦ g′), 故可并作 Aut(G1)

op × Aut(G2)-作用, 无论左看
右看 Isom(G1, G2) 都是挠子. 这样的结构称为双挠子.

挠子原来的定义稍显曲折, 然而它另有简捷的刻画如下, 在范畴论的框架中将会格
外方便; 可参看 §4.11.

引理 4.4.12 设 X 为非空 G-集, 则 X 为挠子当且仅当映射

Φ : G×X −→ X ×X

(g, x) 7−→ (x, gx)

是双射.

证明 据定义 Φ−1(x, y) = {g ∈ G : gx = y}. 因此映射 Φ 是单射当且仅当 X 自由, 是
满射当且仅当 X 传递.

4.5 Sylow定理
首先引入 p-群的概念.

定义 4.5.1 设 p 为素数. 满足 |G| = pm, m ∈ Z≥0 的群 G 称为 p-群.

应用命题 4.1.13, 易见 p-群的子群和商群仍是 p-群.
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命题 4.5.2 设 G 为非平凡 p-群, 则任意有限 G-集 X 皆满足

|X| ≡
∣∣XG

∣∣ mod p.

证明 对任意 x ∈ X, 命题 4.1.13 蕴涵 (G : StabG(x)) 是 p 的幂. 故有

[x /∈ XG] ⇐⇒ [StabG(x) 6= G] ⇐⇒ (G : StabG(x)) ≡ 0 mod p.

套入引理 4.4.7 即得所求.

推论 4.5.3 设 G 为非平凡的 p-群, 则 ZG 6= {1}.

证明 考虑 G 的共轭作用 (例 4.4.10). 由命题 4.5.2 得到

0 ≡ |G| ≡ |ZG| mod p,

故 |ZG| > 1.

此式可用以递归地研究 p-群的结构, 兹举一例.

推论 4.5.4 设 G 为 p-群而 H ⊊ G 为真子群, 则 H ⊊ NG(H). 特别地, (G : H) = p 蕴
涵 H CG.

证明 已知 ZG 非平凡, 显然 ZG ⊂ NG(H). 若 ZG 6⊂ H, 则 H ⊊ ZGH ⊂ NG(H). 因
此不妨假设 ZG ⊂ H. 现在对 |G| 递归论证: 定义 Ḡ := G/ZG, H̄ := H/ZG, 可假设

H̄ ⊊ NḠ(H̄).

容易看出 NG(H)/ZG = NḠ(H̄). 应用命题 4.2.8 即得 H ⊊ NG(H).

另一个直接而重要的推论如下. 先回忆我们在 §4.1定义的元素 x ∈ G的阶 ord(x).

推论 4.5.5 (Cauchy定理) 设 G 为有限群, 素数 p 整除 |G|, 则存在 x ∈ G 使得
ord(x) = p.

证明 定义集合
Xp := {(gi)1≤i≤p ∈ Gp : g1 · · · gp = 1}.

不妨将下标 1 ≤ i ≤ p 看成 Z/pZ 里的元素. 如此一来循环群 Z/pZ 就作用在 Xp 上:
陪集 m+ pZ 的作用是平移下标

(gi)i∈Z/pZ 7−→ (gi+m)i∈Z/pZ.

须证明此作用不逸出 Xp, 仅须检查 m = 1 的情形: 对等式 g1 · · · gp = 1 左乘以 g−11 , 右
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乘以 g1 即是. 由此导出 (Xp)
Z/pZ = {(x, . . . , x) : xp = 1}. 注意到 xp = 1 且 x 6= 1 等

价于 ord(x) = p (参看例 4.2.10).
由于 gp = (g1 · · · gp−1)−1, 投影映射 Xp → Gp−1, (gi)1≤i≤p 7→ (gi)1≤i<p 是双射,

故
|Xp| = |G|p−1 ≡ 0 mod p.

另一方面, 命题 4.5.2 给出

|Xp| ≡
∣∣∣(Xp)

Z/pZ
∣∣∣ = 1 + |{x ∈ G : ord(x) = p}| mod p,

故 {x ∈ G : ord(x) = p} 非空.

约定 4.5.6 设 p 为素数, n ∈ Z≥1, 若 pa | n 而且 pa+1 ∤ n, 则写作 pa‖n.

定义 4.5.7 设 G 为 n 阶有限群, p 为素数. 设 pm‖n, 满足 |H| = pm 的子群 H 称为 G

的 Sylow p-子群.

这意谓 p-子群 H 在 Lagrange 定理的约束下达到最大可能阶数. 此定义显然仅在 p | n
时才有实质意涵.

引理 4.5.8 设 p 为素数. 对任意非负整数 b ≤ a, a 6= 0 和 m, 二项式系数满足同余式(
pma

pmb

)
≡
(
a

b

)
mod p.

证明 考虑以符号 T 为变元的整系数多项式. 由于 0 < c < p =⇒ p |
(
p
c

)
, 故

(T + 1)pa = (T p + p(· · · ) + 1)
a ≡ (T p + 1)a mod p.

即: 两边逐系数模 p 同余. 两侧以二项式定理展开, 比较 T pb 的系数即得 m = 1 的情
形. 迭代 m 次遂得一般情形.

定理 4.5.9 (Sylow第一定理) 对任意素数 p, 任意有限群 G 含有 Sylow p-子群.

下面论证供鉴赏之用, 另有它证如 [28, Theorem 6.2].

证明 (H. Wielandt) 置 n := |G|, 不妨假设 pm‖n, m ≥ 1. 定义

Y := { 子集 E ⊂ G : |E| = pm} .

由引理 4.5.8 知

|Y | =
(
n

pm

)
≡
(
p−mn

1

)
= p−mn 6≡ 0 mod p.
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群 G 以左平移 (g,E) 7→ gE 作用于 Y . 由引理 4.4.7 和以上同余式知存在 E ∈ Y
使得 p ∤ (G : StabG(E)), 我们断言 H := StabG(E) 是 Sylow p-子群. 首先注意到
p ∤ |G||H| 故 pm 整除 |H|. 任取 g ∈ E, 由稳定化子的性质知 Hg ⊂ E; 配合 |H| = |Hg|
遂得到 |H| ≤ |E| = pm, 故 |H| = pm. 明所欲证.

引理 4.5.10 设 p 为素数, 而 P 是 G 的 Sylow p-子群. 若 G 的 p-子群 H 满足
H ⊂ NG(P ), 则 H ⊂ P .

证明 对群 HP 应用命题 4.2.9 可得群同构 HP/P ' H/H ∩P , 故 HP 仍是 p-群. 又
因为 P ⊂ HP ⊂ G 而 P 是 Sylow p-子群, 必有 HP = P , 而这又等价于 H ⊂ P .

定理 4.5.11 (Sylow第二定理) 令 G 为有限群, p 为素数. 则
(i) 任意 p-子群 H ⊂ G 皆包含于某个 Sylow p-子群;
(ii) G 的任两个 Sylow p-子群 P, P ′ 皆共轭;
特别地, G 中存在正规的 Sylow p-子群当且仅当 G 有唯一的 Sylow p-子群.

证明 选定 Sylow p-子群 P ⊂ G, 并考虑它在 G 的共轭作用下的轨道

X :=
{
gPg−1 : g ∈ G

}
任意 Q ∈ X 都是 G 的 Sylow p-子群, 而且其稳定化子群是 NG(Q). 我们有 G-集
的同构

G/NG(P )
∼−→ X

gNG(P ) 7−→ gPg−1.

由于 P ⊂ NG(P ), 我们有 |X| 6≡ 0 mod p. 现假设 H ⊂ G 为 p-子群, 那么 H 也
共轭作用于 X 上. 应用命题 4.5.2 得 XH 非空. 取 Q ∈ XH , 从定义知 H ⊂ NG(Q),
上述引理遂保证 H ⊂ Q, 这就证明了第一个断言. 若进一步要求 H 为 Sylow p-子群,
则必有 H = Q. 由于 X 中元素相互共轭, 第二个断言随之得证.

定理 4.5.12 (Sylow第三定理) 承上, G 中 Sylow p-子群的个数 ≡ 1 mod p.

证明 沿用上个证明的框架, 选定 Sylow p-子群 P 并取 H = P , 以上业已证明了 XP

中的元素必为包含 P 的 p-子群, 故 XP = {P}. 套回命题 4.5.2 遂得 |X| ≡
∣∣XP

∣∣ = 1

mod p.

命题 4.5.13 对每个素数 p, 有限群 G 的每个 Sylow p-子群皆正规的充分必要条件是
G =

∏
p| |G|Hp, 其中 Hp 是 p-子群.

证明 设 p1 < · · · < pr 为素数. 若 G 同构于直积
∏r
i=1Hpi , 其中 |Hpi | = paii

(ai ∈ Z≥1), 那么 Hpi 自然地嵌入为 G 的正规 Sylow pi-子群, 而 |G| =
∏r
i=1 p

ai
i .
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反过来设 |G| = pa11 · · · parr , 而且对每个 1 ≤ i ≤ r 皆有正规 Sylow pi-子群 Hpi .
它们的阶数两两互素, 运用命题 4.1.13 可以在 G 中验证 Hpi ∩

∏
j 6=iHpj = {1}. 于

是引理 4.3.6 的条件成立, 得到同构
∏r
i=1Hpi

∼→ Hp1 · · ·Hpr ⊂ G. 比较阶数可知
Hp1 · · ·Hpr = G.

4.6 群的合成列
将一个群设法拆解为较小的构件是群论的常见手法, 合成列是其中一例.

定义 4.6.1 (正规列) 群 G 的递降子群链

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gn = {1}

如满足 ∀0 ≤ i < n, Gi+1 CGi, 则称之为正规列, 而群族

Gi/Gi+1, i = 0, . . . , n− 1

称为该列的子商. 正规列的加细是透过形如

[· · · ⊃ Gi ⊃ Gi+1 ⊃ · · · ] [· · · ⊃ Gi ⊃ G′ ⊃ Gi+1 ⊃ · · · ]

的反复插项得到的新列. 插入 G′ = Gi 或 Gi+1 得到的加细是平凡的; 反之则称为真加
细.

下节将考虑一种特殊的正规列, 在此一并定义.

定义 4.6.2 (中心列) 群 G 的正规列 G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · 如对每个 i 都满足

Gi CG,
Gi/Gi+1 ⊂ ZG/Gi+1

,

则称为中心列.

定义 4.6.3 (合成列) 若群 G 的正规列 G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · 满足 Gi+1 ⊊ Gi, 而且子商
皆为单群, 则称之为合成列.

细观单群定义可见合成列正是无冗余项, 而且无法再 (真) 加细的列. 有限群总有合成
列, 一般的群则未必.

引理 4.6.4 (Zassenhaus引理) 固定群 G, 考虑子群 U, V 及各自的正规子群 u C U ,
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v C V . 则有

u(U ∩ v)C u(U ∩ V ),

(u ∩ V )v C (U ∩ V )v,

其中各项在注记 4.1.15 的意义下都是子群, 而且有自然的同构

u(U ∩ V )

u(U ∩ v)
' (U ∩ V )v

(u ∩ V )v
.

证明 我们将表解各子群之间的关系, 图例如下:

G

H :子群

G

N :正规子群

▽
A B

A ∩B

HN

H N

▽

其中 H ⊂ NG(N). 现断言有以下图表:

U V

u(U ∩ V ) (U ∩ V )v

U ∩ V

u(U ∩ v) (u ∩ V )v

u (u ∩ V )(U ∩ v) v

u ∩ V U ∩ v

▽ ▽

▽

首先留意有性质 U ∩ V ⊂ NG(u) ∩NG(v) 等等, 图中的积 u(U ∩ V ) 等因而是子群. 图
例第一条 (即: 子群在下) 显然成立. 又可逐一验证

u(U ∩ v) ∩ (U ∩ V ) = (u ∩ V )(U ∩ v) = (U ∩ V ) ∩ (u ∩ V )v,

u ∩ (u ∩ V )(U ∩ v) = u ∩ V,

(u ∩ V )(U ∩ v) ∩ v = U ∩ v.

故图例第三条 (子群交)也成立. 同理可验证图例第四条 (子群积). 至于第二条 (正规子
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群),从 vCV 可导出 U∩vCU∩V ,从而 u(U∩v)Cu(U∩V );同理有 (u∩V )vC(U∩V )v,
取交即得 (u ∩ V )(U ∩ v)C U ∩ V . 至此证成断言.
现在考虑图表中的两个平行四边形. 分别运用命题 4.2.9 可得自然同构

u(U ∩ V )

u(U ∩ v)
(U ∩ V )v

(u ∩ V )v

U ∩ V
(u ∩ V )(U ∩ v)

' '

明所欲证.

定义 4.6.5 设 G = G0 ⊃ · · · 为正规列, 我们视其子商 (Gi/Gi+1)i≥0 为不计顺序, 但
计入重数的集合. 如果两个正规列长度相同, 而且其子商在上述意义下相等, 则称两正
规列等价.

定理 4.6.6 (Schreier加细定理) 设

G = G0 ⊃ · · · ⊃ Gr ⊃ Gr+1 = {1},

G = H0 ⊃ · · · ⊃ Hs ⊃ Hs+1 = {1}

为 G 的两个正规列, 则两者有等价的加细.

证明 对每个 0 ≤ i ≤ r, 0 ≤ j ≤ s 定义

Gi,j := Gi+1(Hj ∩Gi),

Hj,i := (Gi ∩Hj)Hj+1.

先看 Gi,j , 由 Gi+1 CGi 知其为子群. 包含关系 Gi,j+1 CGi,j 成立, 而且

Gi,0 = Gi+1(G ∩Gi) = Gi, Gi,s+1 = Gi+1,

遂得到 (Gi)
r
i=0 的加细

G := [· · · ⊃ Gi = Gi,0 ⊃ Gi,1 ⊃ · · ·Gi,s ⊃ Gi,s+1 = Gi+1 ⊃ · · · ] .

同理可见 Hj,i 给出 (Hj)
s
j=0 的加细, 记为 H. 在引理 4.6.4 中取 u := Gi+1, U := Gi

和 v := Hj+1, V := Hj , 遂导出

Gi,j
Gi,j+1

=
u(U ∩ V )

u(U ∩ v)
' (U ∩ V )v

(u ∩ V )v
=

Hj,i

Hj,i+1
.
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当 (i, j) 取遍所有可能, 正规列 G, H 的各个子商在同构两边都恰好出现一次.
证毕.

定理 4.6.7 (Jordan–Hölder定理) 群 G 的任两个合成列皆等价.

证明 这是定理 4.6.6 配合定义 4.6.3 的直接推论.

因此, 一旦群 G 有合成列, 则其子商在定义 4.6.5 的意义下无关合成列的选取.

定义 4.6.8 假设群 G 有合成列, 定义其合成因子或 Jordan–Hölder 因子集 JH(G) 为
其任意合成列的全体子商 (不计顺序, 计入重数).

带重数集 JH(G) 是一种管用的不变量, 但它无法在同构意义下刻画群. 例如群
Z/4Z 与 Z/2Z× Z/2Z 的合成因子都是 {Z/2Z,Z/2Z}, 但两群不同构.
此外, 给定群的正合列 1→ N → G

π
Q→ 1. 假设 N , Q 皆有合成列, 则 G 亦有

合成列, 而且

JH(G) = JH(N) ∪ JH(Q), (4.4)

这里的并集当然是计入重数的. 论证如下: 分别考虑 Q 和 N 的合成列 (Qi)i, (Nj)j , 两
者可以衔接成合成列

G ⊃ π−1(Q1) ⊃ · · · ⊃ π−1(Qr) = N ⊃ N1 ⊃ · · · .

其合成因子正是 JH(N) ∪ JH(Q).

命题 4.6.9 若 G 为有限交换群, 则 JH(G) 中的元素都是素数阶群.

留意: 素数阶群都是循环群.

证明 可假设 G 非平凡群. 推论 4.5.5 确保存在素数 p 及 p 阶元素 t ∈ G. 考虑交换群
的正合列

1→ 〈t〉 → G→ G/ 〈t〉 → 1

并利用 (4.4) 施递归于 |G|, 即得所求.

我们将在推论 6.7.9 详细描述有限交换群的结构.
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4.7 可解群与幂零群
可解群的概念源于 Galois 对高次方程根式解的研究, 幂零与超可解群则是其变体.

这些概念在 Lie 群, Lie 代数的研究中占有重要地位, 本节主要介绍其群论的面向. 请先
回忆定义 4.6.1, 4.6.2 中的子群列.

定义 4.7.1 设 G 为群.

1. 若存在正规列 G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gr = {1} 使得每个子商都交换, 则称之为可
解群;

2. 承上, 若对每个 i 皆有 Gi CG, 且 Gi/Gi+1 是素数阶循环群, 则称之为超可解群;

3. 如果存在中心列 G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gr = {1}, 则称之为幂零群.

我们希望在上述定义中找到一类典则的正规列/中心列, 借以检验一个群是否可解
或幂零. 以下概念是必要的.

定义 4.7.2 对于 x, y ∈ G, 定义换位子

[x, y] := xyx−1y−1.

对任意子集 A,B ⊂ G, 置 [A,B]CG 为包含 {[a, b] : a ∈ A, b ∈ B} 的最小正规子群, 或
简称为它们生成的正规子群. 递归地定义 G 之

� 导出列: D i+1G := [D iG,D iG]

D0G := G,

 (i ≥ 0)

� 降中心列: C i+1G := [C iG,G]

C 0G := G.

 (i ≥ 0)

容易验证以下性质. 设 i ∈ Z≥0:
� xy = yx ⇐⇒ [x, y] = 1, 而 [x, y]−1 = [y, x];
� 对于任意群同态 ϕ : G1 → G2, 有 ϕ[x, y] = [ϕ(x), ϕ(y)];
� D iG ⊂ C iG;
� D iGCG, C iGCG: 事实上 G 的任何自同构都保持子群 D iG 和 C iG.

关于 D iG, C iG 的性质可以递归地证明. 我们也称 Gder := D1G 为 G 的导出子群. 而
Gab := G/Gder 称为 G 的交换化. 下述泛性质表明了 G� Gab 是 G 的 “极大交换商”.
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引理 4.7.3 商群 Gab 是交换群. 对任意交换群 A 和同态 ϕ : G→ A, 存在唯一的同态
ψ : Gab → A 使下图交换.

G Gab

A

φ
∃! ψ

特别地, 商群 G/N 交换当且仅当 N ⊃ Gder, 相应地有商同态 Gab � G/N .

证明 设 x, y ∈ G 映至 x̄, ȳ ∈ G/Gder, 则 [x̄, ȳ] 是 [x, y] ∈ Gder 的像, 故平凡. 关于 ψ

的存在性相当于 ker(ϕ) ⊃ Gder, 由 1 = [ϕ(x), ϕ(y)] = ϕ([x, y]) 立可导出. 唯一性则缘
于 ψ(x̄) = ϕ(x).

引理 4.7.4 对任意群 G,
(i) 对每个 i, 商群 D iG/D i+1G 交换, 而 C iG/C i+1G 包含于 ZG/C i+1G;
(ii) 群 G 可解当且仅当 n 充分大时 DnG = {1};
(iii) 群 G 幂零当且仅当 n 充分大时 C nG = {1}.

证明 先证 (i). 商群 D iG/D i+1G 交换缘于引理 4.7.3. 另一方面, 置 Ḡ := G/C i+1G;
据定义 [C iG,G] ⊂ C i+1G等价于 [C iG/C i+1G, Ḡ] = {1},后者又等价于 C iG/C i+1G ⊂
ZḠ.

现证 (ii). 假设有正规列 G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gr = {1}, 其子商皆交换. 对
G� G/G1 应用引理 4.7.3 可得 D1G ⊂ G1. 由此递归地对所有 i ≥ 0 导出 D iG ⊂ Gi.
是以 DrG = {1}. 反之若 DrG = {1}, 则正规列 Gi := D iG 满足所需条件.
对 (iii) 的证明类似. 设有中心列 G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gr = {1}. 对 (i) 的论证中

业已说明了 Gi/Gi+1 ⊂ ZG/Gi+1
蕴涵 [Gi, G] ⊂ Gi+1 (i = 0 的情形是显然的), 故可递

归地导出 C iG ⊂ Gi, 故 C rG = {1}. 反之假设 C rG = {1}, 那么 Gi := C iG 给出所求
的中心列. 证毕.

注记 4.7.5 设 G 为幂零群, C nG = {1}, 则对任意 x ∈ G, 映射 [x, ·] : g 7→ [x, g] 迭代
n 次后的像落在 C nG, 故成为平凡映射 g 7→ 1. 这解释了 “幂零” 一词的来由.

引理 4.7.6 设 G 为群, 用 P 代表可解, 超可解或幂零三种性质之一.
� 若 G 具有性质 P, 则 G 的子群和商群都有性质 P;
� 设 N CG, 令 Ḡ := G/N , 则 G 可解当且仅当 N, Ḡ 皆可解.

证明 设 N 是 G 的子群, Ḡ 是 G 的商群. 由定义知 D iN ⊂ D iG, 而 D iḠ 是 D iG 的
商群; 类似性质对 C iG 亦成立. 由此知性质 P ∈ {可解,幂零} 传递到 N 和 Ḡ 上. 接
着证明 N CG 和 Ḡ = G/N 皆可解蕴涵 G 可解: 假设 DrḠ = {1} 且 DsN = {1}, 则
DrG ⊂ N , 而 Dr+sG ⊂ DsN = {1}, 故 G 可解.

最后证明超可解性可以传递到子群 N 和商群 Ḡ. 设有 G = G0 ⊃ · · · ⊃ Gr = {1}
使得 Gi C G 且各子商皆为素数阶循环群. 取 Ni := N ∩ Gi 及 Ḡi := π(Gi) (正规情
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形), 其中 π : G → Ḡ 是满同态, 分别得到 N 与 Ḡ 中满足类似性质的子群列, 故 N, Ḡ

皆为超可解群.

由 D iG ⊂ C iG 知幂零蕴涵可解. 事实上还有下述稍强的结果.

引理 4.7.7 对于有限群, 幂零 =⇒ 超可解 =⇒ 可解.

证明 显然超可解蕴涵可解. 现给定幂零群 G, 假设 C r+1G = {1}. 已知 C rG 包含于
G = G/C r+1G 的中心; 特别地, 它是交换群. 故可取其中的合成列

C rG = V0 ⊃ V1 ⊃ · · · ⊃ Vs+1 = {1}

使其子商皆为素数阶循环群 (命题 4.6.9). 对降中心列的长度 r作归纳,知 Ḡ := G/C rG

也有正规列
Ḡ = Ḡ0 ⊃ · · · ⊃ Ḡt+1 = {1}, Ḡi C Ḡ

满足与 (Vi)i 相同的性质. 取 Gi 为 Ḡi 在 G中原像, 则 GiCG; 另一方面, Vj ⊂ C rG ⊂
ZG 蕴涵 Vj CG. 于是子群列

G = G0 ⊃ · · · ⊃ Gt ⊃ V0 ⊃ · · · ⊃ Vs+1 = {1}

满足超可解群所需条件.

关于可解有限群最著名的结果当属 Feit–Thompson 定理 [12]: 任意奇数阶有限群
皆可解. 该定理曾经有力地推动了有限群的分类工作; 作为一篇有限群论的论文, 其长
度与繁复亦属空前, 然而还远远不是绝后的.

例 4.7.8 可解群的典型例子是上三角矩阵群. 具体地说, 选定任意域 k, 记 GL(n, k) 为
k 上的 n× n 可逆矩阵对乘法构成的群 (n ∈ Z≥1). 考虑 GL(n, k) 的如下子群

B :=


∗ · · · ∗

. . . ...

0 ∗

 ⊃ U :=


1 · · · ∗

. . . ...

0 1


其中 ∗ 表任意元素, 此外对 B, U 分别要求对角元全可逆和全为 1. 那么 B 是可解群,
U 是幂零群. 这些性质可以用矩阵计算说明, 但这里从抽象观点考察或许更合适: 以下
设 V 为 n 维 k-向量空间. 考虑线性子空间链

V = V0 ⊃ · · · ⊃ Vn = {0}, dimk Vi/Vi+1 = 1 (0 ≤ i < n).
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方便起见, 对 m > n 置 Vm := {0}. 记 V 的线性自同构群为 GL(V). 命

Ur := {x ∈ GL(V) : ∀i, (x− 1)(Vi) ⊂ Vi+r} , r ∈ Z≥1;

当然, 1 代表恒等映射. 显然 U1 ⊃ U2 ⊃ · · · ⊃ Un = {1}. 一并留意到 Ur 的定义蕴涵
∀i, x(Vi) ⊂ Vi. 我们断言每个 Ur 都是子群, 而且对所有 r, s 都有 [Ur, Us] ⊂ Ur+s.

首先, 若 x, x′ ∈ Ur, 则 xx′ − 1 = (x− 1)x′ + (x′ − 1) 依然将每个 Vi 映入 Vi+r, 故
Ur 对乘法封闭. 若 x = 1−X ∈ Ur, 则 Endk(V) 中的等式 Xn = 0 和

(1−X)−1 =

n−1∑
k=0

Xk = 1 +X

n−1∑
k=1

Xk−1 ∈ Ur,

说明 Ur 对取逆封闭. 现在设 x = 1 −X ∈ Ur 而 y = 1 − Y ∈ Us. 按上式在 Endk(V)
中展开 [y, x] = yxy−1x−1. 为了方便集项, 我们用 qX, vY 取代 X,Y , 其中 q, v 是形式
变元; 这相当于容许线性变换的系数为 q, v 的多项式. 于是

(1− vY )(1− qX)(1− vY )−1(1− qX)−1 = (1− vY )(1− qX) ·
n−1∑
h=0

vhY h ·
n−1∑
k=0

qkXk

=常数项+仅含 q 的项+仅含 v 的项+含 qv 的项.

左式代入 q = v = 0 可知常数项为 1; 代入 v = 0 (或 q = 0) 可知仅含 q (或仅含 v) 的
项为 0; 代入 q = v = 1 则得到 [y, x]: 其中含 qv 的项同时有 X 和 Y 出现, 这样的项必
将 Vi 映入 Vi+r+s. 综之 [x, y]−1 = [y, x] ∈ Ur+s, 于是证出了 [Ur, Us] ⊂ Ur+s. 作为推
论, xyx−1 = [x, y]y 导致 r ≥ s =⇒ Ur C Us.

以下定义 U := U1. 于是乎 Ur C U 和 [Ur, U ] ⊂ Ur+1. 这说明 (Ur)1≤r≤n 是 U 的
中心列, 从而 U 是幂零群. 我们有满的群同态 Φ

B := {x ∈ GL(V) : ∀i, x(Vi) ⊂ Vi}
Φ�

n−1⊕
i=0

GL (Vi/Vi+1) ' (k×)n,

x 7→
(
x
∣∣
Vi/Vi+1

)n−1
i=0

,

其中因为 x 保持每个 Vi, 可取 x 在每个子商 Vi/Vi+1 上的诱导自同构. 显然 ker(Φ) =
U , 所以 U CB 而且 B/U ' im(Φ) 交换. 若取定 V 的基 e1, . . . , en 使得

Vi =
⊕

1≤j≤n−i

kej

并且将 GL(V) 中的元素写成矩阵, 一切回归之前对 B,U 的矩阵定义, 而 x|Vi/Vi+1
恰

是 x 的第 i 个对角元. 从 B/U 交换和引理 4.7.6 立见 B 可解.
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现在考虑另一种构造. 对于群 G,取 Z0 = {1},并递归地定义 Zi+1CG为 ZG/Zi 对
商同态 G� G/Zi的原像 (i ≥ 0). 因此 Zi+1 ⊃ Zi. 称 {1} = Z0 ⊂ Z1 ⊂ · · · 为群 G的
升中心列. 设若存在 n使得 Zn = G,逆序观察遂得 G = Zn ⊃ Zn−1 ⊃ · · · ⊃ Z0 = {1},
由构造易知此为 G 的中心列, 故此时 G 幂零.

命题 4.7.9 令 p 为素数, 则有限 p-群皆幂零.

证明 设 |G| = pn. 考虑 G的升中心列 (Zi)i;由前述观察知对每个 i ≥ 0,或者 Zi = G

或者 G/Zi 是非平凡 p-群. 后一情形下推论 4.5.3 蕴涵 ZG/Zi 6= {1} 故 Zi+1 ⊋ Zi, 此
时 p | (Zi+1 : Zi). 于是升中心列必须在 n 步内止于 G.

例 4.7.10 Heisenberg 群是一类特别的幂零群. 为方便起见, 我们仅在实数域 R 上操
作. 考虑一个有限维 R-向量空间 W 连同其上的非退化双线性型

〈·|·〉 :W ×W → R,

并假设 〈·|·〉 反对称: ∀w,w′, 〈w|w′〉 = −〈w′|w〉; 这类双线性型称作辛形式. 定义

H(W ) := R×W,

其上的二元运算定为

(t,X) · (s, Y ) :=

(
t+ s+

〈X,Y 〉
2

, X + Y

)
.

请读者验证 H(W ) 满足群公理, 而且 R = R × {0} 正是 H(W ) 的中心. 我们有群的
正合列

0→ R→ H(W )→W → 0

其中 R 和 W 对加法构成群. 因而 H(W ) ⊃ R ⊃ {0} 是中心列, H(W ) 是幂零群.

为说明 Heisenberg 群的来由, 下面取定 n 维 R-向量空间 V . 我们须考虑 V 上的
某个复值函数空间, 具体选取无关宏旨, 以下不妨就使用速降函数空间 S (V ) 3 f ; 定义
其上的算子空间

L′ := {f 7→ xf : x ∈ HomR(V,R)} (逐点乘以 x),

L := {f 7→ ∂vf : v ∈ V } (方向导数).

若选取 V 的一组基 v1, . . . , vn 及其对偶基 x1, . . . , xn (即: xi(vj) = δi,j), 那么
∂v1 , . . . , ∂vn 和 x1, . . . , xn 分别构成了 L 和 L′ 的基. 对于任意线性算子 X,Y :

S (V )→ S (V ), 相应的换位子 [X,Y ] 定义成线性算子 XY − Y X. 则 [·, ·] 是反对称双
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线性型, 而且对任意 1 ≤ i, j ≤ n 有

[xi, xj ] = 0, [∂vi , ∂vj ] = 0,

[∂vi , xj ] = δi,j :=

1, i = j,

0, i 6= j.

这些等式不外是初等数学分析. 由以上关系式知 L ∩ L′ = {0}, 且 [·, ·] 在向量空间的直
和 W := L⊕ L′ 上非退化. 如此遂从 V 得到 Heisenberg 群 H(W ). 在量子力学中, 取
V = R3 并适当选取量纲使得 h̄ = 1, 则 L 和 L′ 分别由空间中的动量 pi :=

√
−1∂vi 和

位置算子 qi := xi 张成. 关系式 [∂vi , xj ] = δi,j 化作量子力学里熟知的典则对易关系.
注意到 pi 正是 qi 的 Fourier 变换.

4.8 自由群

设 X 为集合. 概略地说, X 上的自由群 F(X) 是由从 X 的元素出发, “形式地” 进
行乘法与取逆所能得到的表达式组成的群. 这些表达式称为自由群里的字, 也称 X 为
字母集. 例如当 X = {x, y} 时, F(X) 是由

1, x, y, x−1, y−1, xy, yx, x2, yxy, · · ·

等无穷多个字组成的集合. “自由” 意谓字的乘法除群论的基本要求如结合律和
xx−1 = 1 外, 再无其它约束. 自由群可以由泛性质 (参看 §2.4) 刻画. 我们也一并考虑
自由幺半群.

定义 4.8.1 (自由幺半群) 考虑形如 (M(X), ι) 的资料, 其中 M(X) 是幺半群而 ι : X →
M(X) 是集合间的映射. 若对任意幺半群 M ′ 及映射 ι′ : X → M ′, 存在唯一的同态
ϕ : M(X)→M ′ 使得下图交换

X M(X)

M ′

ι

ι′
∃!φ

则称 (M(X), ι) 为 X 上的自由幺半群.

定义 4.8.2 (自由群) 考虑形如 (F(X), ι) 的资料, F(X) 是群而 ι : X → F(X) 是集合
间的映射. 若对任意群 G 及映射 ι′ : X → G, 存在唯一的同态 ϕ : F(X) → G 使得下
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图交换
X F(X)

G

ι

ι′
∃!φ

则称 (F(X), ι) 为 X 上的自由群.

由定义立得 M(X), F(X) 的一些形式性质, 例如任意映射 f : X → Y 给出唯一的
交换图表

X M(X)

Y M(Y )

f

ιX

φf

ιY

其中 ϕf 是同态: 在 M(X) 的泛性质中取 M ′ = M(Y ), ι′ = ιY ◦ f 即可; 显然
ϕidX

= idM(X), 因此 X 7→ M(X) 成为函子. 同理 X 7→ F(X) 也有类似的函子性, 记号
中经常略去 ι.

注记 4.8.3 换个角度看, 自由群的构造 X 7→ (F(X), ι : X → F(X)) 决定了忘却函子
U : Grp→ Set 的左伴随函子:

HomSet(X,G)
∼−→ HomGrp(F(X), G)

ι′ 7−→ ϕ.

大而化之地说, 代数学中的一条基本原理是

自由构造 = 忘却函子的左伴随.

之后讨论多项式环, 自由模等构造时还会反复见证这一原理.

给定 X, 由 §2.4 的讨论知自由幺半群或自由群若存在, 则在差一个唯一同构的意
义下是唯一的. 举自由幺半群为例, 若资料 (F1, ι1) 和 (F2, ι2) 都是自由幺半群,
则从定义知存在唯一的同态 F1 F2

φ

ψ
使得 ϕι1 = ι2, ψι2 = ι1. 由唯一性可知

ϕψι2 = ι2 =⇒ ϕψ = idF2 , 同理 ψϕ = idF1 , 它们是所求的同构.
万事俱备, 只差构造. 我们先处理自由幺半群 (M(X), ι). 定义 M(X) 为形如

g := x1x2 · · ·xn, n ∈ Z≥0, x1, . . . , xn ∈ X

的 “字” 构成的集合; 严格说, 字 g 是 X 中一个 n 项的序列 (xi)
n
i=1; 称 n 为字 g 的长

度. 当 n = 0 时相应的字是空的 (即空序列), 记之为 1.
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设 g = x1 · · ·xn, h = y1 · · · ym 为两个字, 其积 gh 无非是两字的合成

gh := x1 · · ·xny1 · · · ym;

按定义自然有 g · 1 = g = 1 · g 以及结合律 g(hk) = (gh)k. 这就赋予 M(X) 幺半群结
构. 映射 ι : X →M(X) 将 x ∈ X 映到长为一的字 x ∈M(X).

引理 4.8.4 上述资料 (M(X), ι) 是 X 上的自由幺半群.

证明 对于任意幺半群 M ′ 及映射 ι′ : X →M ′, 定义 4.8.1 中的 ϕ 必满足

ϕ : x1 · · ·xn 7−→ ι′(x1) · · · ι′(xn), x1, . . . , xn ∈ X

于是 ϕ 唯一; 按 M(X) 的构造, 上式亦给出良定的 ϕ.

以下策略是从幺半群的融合积构造自由群.

定义 4.8.5 (融合积) 令 (Mi)i∈I 为一族幺半群. 给定幺半群 A 及一族同态 (fi : A →
Mi)i∈I . 满足以下泛性质的资料 (M, (ϕi)i∈I) 称为 (Mi, fi)i∈I 的融合积:
� M 是幺半群, ∀i ∈ I, ϕi :Mi →M 是同态;
� 合成同态 h := ϕifi : A→M 与 i 无关;
� 若资料 (M ′, (ϕ′i)i∈I) 也满足以上性质, 则存在唯一同态 ϕ : M → M ′ 使得下图
交换.

Mi M

M ′

φi

φ′
i

∃!φ

融合积既以泛性质定义, 自然满足熟知的唯一性, 不再赘述. 在此给出一种构造方
法: 取 Mi 的无交并和相应的自由幺半群

S :=
⊔
i∈I

Mi, ι : S →M(S).

我们希望在 M(S) 中嫁接各个 Mi 的乘法, 并黏合诸 fi 的像. 请考虑幺半群 (M(S), ·)
上由

xy

在 Mi 中

∼ x · y
在 M(S) 中

, i ∈ I, x, y ∈Mi,

1i
Mi 幺元

∼ 1
M(S) 幺元

, i ∈ I,

fi(a) ∼ fj(a), i, j ∈ I, a ∈ A,
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和 (4.1) 生成的等价关系 ∼. 根据 §4.2 中关于商结构的讨论, 商集

M := M(S)/ ∼ .

具有自然的幺半群结构. 定义合成同态 ϕi : Mi → M(S) → M , 由构造知同态 ϕifi 无
关乎 i, 记之为 h : A → M . 而且 M 中任意元素总能表成形如 ϕi(x) (i ∈ I) 的元素
的积.

引理 4.8.6 以上构造的资料 (M, (ϕi)i∈I) 是 (Mi, fi)i∈I 的融合积.

证明 对于定义 4.8.5 中考察的资料 (M ′, (ϕ′i)i∈I), 逐步导出
(i) 同态 M(S)→M ′, 使得 x ∈Mi 的像映至 ϕ′i(x) (用定义 4.8.1);
(ii) 同态 ϕ :M = (M(S)/ ∼)→M ′, 使得图表

M(S) M ′

M = M(S)/ ∼
φ

交换 (利用等价关系 ∼ 的定义).
易见 ϕ 使定义 4.8.5 中的图表交换. 既然诸 ϕi 的像生成 M , 这是唯一的取法.

根据以上构造, 融合积 M 的元素总能表成形如

m = ϕi1(m1)ϕi2(m2) · · ·ϕin(mn), mj ∈Mij

的有限积; 不致混淆时简记为

m = m1 · · ·mn ∈M.

若每个 mj ∈Mij 皆可逆, 则 m1 · · ·mn ∈M 亦可逆, 这是因为

(m1 · · ·mn)
−1 = m−1n · · ·m−11 . (4.5)

今引入条件

∀i ∈ I, ∃ 子集 1 ∈ Hi ⊂Mi 使得
A×Hi Mi

(a, xi) fi(a)xi.

1:1

∈ ∈ (4.6)

将 M 的元素表成 m = m1 · · ·mn 的形式, mj ∈ Mij , 其中 i1, . . . , in ∈ I. 集项后可以
假设相邻的 ij 必相异. 据 (4.6) 可设 mj = fij (aj)xj , 其中 aj ∈ A 而 xj ∈ Hij . 我们
希望在 m 的表达式中将 aj 全移到左端. 为此考察 n = 2 的情形足矣: 在 Mi1 中可写
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x1fi1(a2) = fi1(a
′
2)x
′
1; 于是融合积 M 的性质确保 h(a1)x1h(a2)x2 = h(a1)h(a

′
2)x
′
1x2.

如此工序给出的表达式
m = h(a)x1 · · ·xn

称为既约的, 其中的 n 称为该表达式的长度; 零长的既约表达式无非是 h(a) 的形式
(a ∈ A).

引理 4.8.7 假设融合积中的 A 满足条件 (4.6), 则每个元素都有唯一的既约表法, 两元
素相等当且仅当其既约表法相同. 特别地, 此时每个 ϕi :Mi →M 皆单.

当每个 fi 都是群之间的单同态时, 引理条件自动成立: 考虑 A 透过 fi 在 Mi 上的左乘
作用, 为每个轨道选取代表元即得 Hi.

证明 以下思路并不难, 写严谨了则颇费笔墨, 所以我们仅述其概要. 选定一族子集
(Hi ⊂Mi)i∈I 满足 (4.6), 定义 Σ 为如下形式的序列所成集合

[a;x1, . . . , xn], a ∈ A, n ≥ 0, xj ∈ Hij , xj 6= 1,

其中 i1, . . . , in ∈ I, 我们还要求相邻的 ij 相异. 定义映射

Φ : Σ −→M

[a;x1, . . . , xn] 7−→ h(a)x1 · · ·xn.

它映 [1] (取 n = 0) 为 1. 先前关于既约表达式的推导蕴涵 Φ 为满, 以下仅需说明 Φ

为单.
我们欲借 Φ 在 Σ 中模拟 M 的左乘作用. 先取定 i ∈ I. 定义幺半群作用

αi : Mi × Σ → Σ 如下. 任意 ξ ∈ Mi 有唯一写法 ξ = fi(a
′′)x (此处 a′′ ∈ A, x ∈ Hi);

对于 σ = [a;x1, . . . , xn] ∈ Σ, 仿前段方法定义下式涉及的 (a′, x′) ∈ A×Hi: 置

αi(ξ, σ) :=

[a′′a′;x′, x2, . . . , xn], 其中 xfi(a)x1 = fi(a
′)x′, i1 = i,

[a′′a′;x′, x1, . . . , xn], 其中 xfi(a) = fi(a
′)x′, i1 6= i.

另定义作用 αA : A × Σ → Σ 使得 αA(a, [b; . . .]) = [ab; . . .]. 视此诸作用为同态族
Mi → End(Σ), A→ End(Σ), 其中 End(Σ) 表所有映射 Σ→ Σ 所成幺半群.
据融合积的泛性质, 上述诸同态可黏合为 M → End(Σ), 亦即幺半群的作用

α :M × Σ→ Σ. 易证
α(Φ(σ), [1]) = σ, σ ∈ Σ.

由此立得 Φ 是单射.

命题 4.8.8 设 X 为集合. 在定义 4.8.5 中取 I = X, A = {1}, 对每一 x ∈ X 取
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Mx := Z (加法群); 记其融合积为 (F(X), (ιx)x∈X). 定 ι(x) = ιx(1), 则 (F(X), ι) 是 X

上的自由群.

证明 由 (4.5) 知 F(X) 是群. 为验证泛性质, 给定群 G 和映射 ι′ : X → G, 我们对每
个 x ∈ X 定义同态

ϕ′x : Z −→ G,

a 7−→ ι′(x)a.

此族同态满足定义 4.8.5 中的条件, 故存在唯一同态 ϕ : F(X)→ G 使得

ϕ(ιx(a)) = ϕ′x(a) = ι′(x)a, x ∈ X, a ∈ Z.

根据群同态的性质, 上式可以化约到 a = 1 的情形, 亦即 ϕ(ι(x)) = ι′(x), 这正是自由群
的泛性质.

从关于融合积的讨论知 F(X) 的元素能表成 ιx(a)ιy(b) · · · 的形式, 其中 x, y, . . . ∈
X 而 a, b, . . . ∈ Z, 我们简记为 xayb · · · . 进一步还能拆解为 a, b, . . . ∈ {±1} 的情形, 称
F(X) 中形如

x±11 · · ·x±1n , x1, . . . , xn ∈ X, ( 容许重复)

的表达式称为字. 相应地可定义既约字的概念. 定义 g ∈ F(X) 的长度为这般表达式的
最短长度. 易见 `(g) = 0 ⇐⇒ g = 1, 而 `(g) = 1 ⇐⇒ g ∈ ι(X) t ι(X)−1.
融合积的用途不止于此. 考虑以下情形: 在定义 4.8.5 中假设 A 和每个 Mi = Gi

都是群, 而且 fi 单. 相应的融合积记为 ∗i∈I
A
Gi. 由 (4.5) 知 ∗i∈I

A
Gi 是群. 它带有一族

态射 ιi : Gi → ∗i∈I
A
Gi.

定义 4.8.9 (自由积) 设 I 为集合, (Gi)i∈I 为一族群, 在融合积的定义中取 A = {1}, 得
到的资料 (∗i∈IGi, (ιi)i∈I) 称为 (Gi)i∈I 的自由积. 当 I 是有限集 {1, . . . , n} 时也写作
G1 ∗ · · · ∗Gn.

其泛性质与定义 4.8.5 类似, 留给读者表述.
紧接着考察交换情形, 我们同样从泛性质出发, 叙述将尽量简省. 以下交换幺半群

的二元运算一律用加法表示.

定义 4.8.10 (自由交换幺半群与自由交换群) 设 X 为集合. 若资料 (M, ι) 满足 (i) M
是交换幺半群, (ii) ι : X → M 是映射, (iii) 对任意资料 (M ′, ι′) 如上, 存在唯一同态

ϕ : M → M ′ 使得图表
X M

M ′

ι

ι′
φ 交换. 则称 (M, ι) 为 X 上的自由交换幺半群. 若

在条件中要求 M,M ′ 为交换群, 就得到自由交换群的概念.
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我们将用直和来进行构造.

命题 4.8.11 设 (Mi)i∈I 为一族交换幺半群, 定义其直和为子幺半群

⊕
i∈I

Mi :=

{
(mi)i∈I ∈

∏
i∈I

Mi :除至多有限个 i 外, mi = 0

}
.

则相对于包含态射 ιj : Mj →
⊕

i∈IMi (即: 嵌入第 j 个位置), 以下泛性质成立: 对任
意一族交换幺半群同态 ι′j :Mj →M ′, 下图交换.

Mj

⊕
i∈IMi

M ′

ιj

ι′j
∃!φ

证明 能且仅能取 ϕ : (mi)i∈I 7→
∑
i∈I ι

′
i(mi), 后者是有限和.

回到 X 上的自由交换幺半群. 其构造是取 X 份 Z≥0 的直和

Z⊕X≥0 :=

{
形式和

∑
x∈X

ax · x : ∀x, ax ∈ Z≥0, 仅有限项非零

}
.

“形式和” 意谓
∑
x axx 其实应看成元素族 (ax)x∈X ; 映射 ι : X → Z⊕X≥0 由 ι(x) =

1 · x =: x 给出.
若在以上定义中将幺半群 Z≥0 换成群 Z, 就得到自由交换群 (Z⊕X , ι). 注意到

−(
∑
x axx) =

∑
x(−ax)x.

命题 4.8.12 任何群 G 都能表成某个自由群的商. 实际上若子集 X ⊂ G 生成 G, 则
X ↪→ G 诱导满同态 p : F(X)→ G.

证明 同态 p 映 F(X) 中的字 x±11 · · ·x±1n 为 x±11 · · ·x±1n ∈ G, 故 im(p) = 〈X〉.

正规子群 ker(p)C F(X) 的元素可以视为生成元 X 在 G 中满足的关系, 我们欲以
一组生成元描述之. 确切地说, 对任意群 G 及其子集 Y , 定义 〈Y 〉nor 为 G 中包含 Y 的
最小正规子群, 它作为子群由

{
gyg−1 : y ∈ Y, g ∈ G

}
生成. 我们希望取 Y ⊂ F(X) 使

得 〈Y 〉nor = ker(p), 这就引向了以下概念.

定义 4.8.13 (群展示) 群 G 的展示意指一个集合 X, 子集 Y ⊂ F(X) 连同一个同构

F(X)/ 〈Y 〉nor
∼→ G;

当 X 可取为有限集时称 G 有限生成, 当 X,Y 俱有限时称 G 具备有限展示.



§4.8 自由群 137

一句话, 展示 = 生成元 + 关系. 习惯将有限展示写成

G =
〈
x1, . . . , xn

∣∣w1 = 1, . . . , wm = 1
〉

的形式. 其中 X = {x1, . . . , xn} 而 ker[F(X)→ G] = 〈w1, . . . , wn〉nor.

例 4.8.14 对于 n ∈ Z≥1, 例 4.3.5 的二面体群 D2n 有如下展示

D2n =
〈
a, b
∣∣an = 1, b2 = 1, b−1ab = a−1

〉
.

参照例 4.3.5 的符号, 生成元 a 对应于 Z/nZ 的生成元 1 + nZ, 而 b 对应于 τ ∈ Z/2Z.
我们还可以使用生成元 σ := ab, τ := b 给出另一套展示

D2n '
〈
σ, τ
∣∣σ2 = 1, τ2 = 1, (στ)n = 1

〉
.

例 4.8.15 R. Guranlnick 和 G. Malle 证明了一切非交换有限单群都可以用两个相互
共轭的元素生成, 见 [16, Corollary 8.3]; 当然, 其间的关系可以极复杂. 证明技术是曲
折的, 依赖于有限单群的分类和较深入的群表示论.

莫忘我们的初衷是探索 G 的结构. 对给定的有限展示, M. Dehn [9] 提出了以下
问题.

B 字问题 如何判断给定的字 w ∈ F(X) 是否属于 〈Y 〉nor?

B 共轭问题 如何判断两字 w,w′ ∈ F(X) 在 G 中的像是否共轭?

B 同构问题 如何判断两个有限展示是否给出同构的群?

三个问题在算法上都是不可判定的, 但对于特定的某类群 (例如辫群 Bn) 则存在算法.
这类问题属于组合群论, 本书不拟细说. 读者在定理 4.9.9 的证明中当可领略其复杂性.
关于可判定性或曰可计算性的研究属于数理逻辑的一支, 称为递归论.

定理 4.8.16 (Nielsen–Schreier) 自由群的子群也是自由群.

证明 我们采取拓扑论证. 考虑自由群 F(X); 论证中读者可假设 X 有限, 以利直观.
设 (BX , ?) 是由 X 份 S1 粘在一点得到的带基点拓扑空间, 例如当 |X| = 4 时:

BX =
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我们断言存在群同构 F(X)
∼→ π1(BX , ?), 它将 x ∈ X 映至 BX 中从 ? 出发, 沿第 x 份

S1 顺向绕一圈的道路. 当 |X| = 1 时这无非是习见的同构 π1(S1, ?)
∼→ Z [50, 第四章

§3.1]. 一般情形则从 van Kampen 定理导出, 其有限版本可见 [50, 附录 B].
回顾图的概念. 一个图 Γ = (V,E, s, t) 是由顶点集 V 和边集 E 组成的, 边有头尾

两端, 由一对映射 s, t : E → V 给出. 从 Γ 可以构造其几何实现 |Γ|: 说穿了, 这无非是
对每个边具体地取一份区间 [0, 1], 并沿顶点黏合成 |Γ|. 以下等同 Γ 与 |Γ|, 所论的图因
之是无向的. 先前定义的 BX 就是仅有一个顶点的图. 图论的一个基本结果断言当 Γ

连通时, 必存在极大子树 T : 它是 Γ 的子图, 包含 Γ 的每个顶点并且不含回路. 直观地
看, 我们可以在 Γ 中让树 T 连续地收缩到某顶点 ? (这称为形变收缩, 见 [50, 第四章
§4.3]); 譬如在下图中缩掉粗线标出的极大子树, 就得到之前的四叶幸运草.

一般情形下, 因 T 含所有顶点, 商空间 Γ/T 将同胚于某个 BY . 故

π1(Γ, ?)
∼→ π1(Γ/T, ?) ' π1(BY , ?)是自由群.

取定集合 X, 复叠空间的理论 [50, 第五章 §4] 告诉我们对 F(X) ' π1(BX , ?) 的任意子
群 H, 皆存在复叠空间 B̃X → BX 使得 H 是单同态 π1

(
B̃X , ?

)
→ π1(BX , ?) 的像. 至

此, 我们只消证明 π1

(
B̃X , ?

)
自由; 断言归结为以下性质:

图的复叠空间仍为图.

这是复叠空间的道路提升性质的直接推论.

4.9 对称群

对集合 X, 其对称群 SX 是全体双射 X
1:1

X 对映射合成所构成的群, 它自
然地左作用于 X 上, 其中元素也称为置换. 本节仅关心 n := |X| 有限的情形, 此时
|SX | = n!. 习惯上经常将 X 的元素等同于 {1, . . . , n} 并记 Sn := S{1,...,n}.
对集合 X, Y 存在自然的群嵌入 SX ×SY ↪→ SXtY , 或记作 Sn×Sm ↪→ Sn+m.

这里 SX 和 SY 在 SXtY 中之所以对乘法交换, 是因为它们所挪动的元素 “不交”. 这
自然地导向下述定义.

定义 4.9.1 设 a1, . . . , am 是 X 中相异的元素. 对称群 SX 中的 m-循环 (又称轮换)
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(a1 · · · am) 是下述映射 σ : X → X

σ(ai) = ai+1, i ∈ Z/mZ,

σ(x) = x, x /∈ {a1, . . . , am},

在此将下标 {1, . . . ,m} 方便地视为 Z/mZ 中元素, 即模 m 的同余类. 称 m 为该循环
的长度; 2-循环 (ab) 又称对换. 我们称 SX 中两个循环 (a1 · · · am), (b1 · · · bk) 不交, 如
果 {a1, . . . , am} ∩ {b1, . . . , bk} = ∅.

由先前讨论可知不交的循环对乘法相交换. 同样显然的是 ord((a1 · · · am)) = m.

命题 4.9.2 (循环分解) 每个 σ ∈ SX 都能表成不交的循环之积

σ = (a1a2 · · · )(b1b2 · · · ) · · ·

其中的循环 (a1 · · · ), (b1 · · · ) 在至多差一个顺序的意义下唯一. 由于 1-循环是单位元,
乘积中可以省去.

证明 这无非是 X 在 σ 生成的有限循环群 〈σ〉 下的轨道分解 (引理 4.4.7), 每个循环
对应到一个轨道, 描述了 σ 在该轨道上的作用.

我们称循环分解中出现的循环长度 n1, n2, . . . (包括长度为一的循环) 为 σ 的循
环型, 计重数不计顺序. 为了得到唯一性, 不妨排成 n1 ≥ n2 ≥ · · · , 循环型因之对应
于整数 n := |X| 的分拆: n = n1 + n2 + · · · . 上面对阶数的讨论蕴涵 σ 的阶数等于
n1, n2, . . . 的最小公倍数.

据此, 共轭作用在对称群情形下有干净的陈述.

引理 4.9.3 设 τ = (a1a2 · · · )(b1 · · · ) · · · 为上述的循环分解, τ ∈ SX , 则

στσ−1 = (σ(a1)σ(a2) · · · )(σ(b1) · · · ) · · · .

作为推论, 元素 τ 的共轭类由其循环型确定; SX 中的共轭类一一对应于循环型
n1 ≥ n2 ≥ · · · , 后者又一一对应于整数 n = |X| 的分拆.

证明 易见 στσ−1 将 σ(ai) 映至 σ(ai+1), 将 σ(bj) 映至 σ(bj+1), 依此类推. 由于 σ 是
双射, 由此唯一确定了 στσ−1 的循环分解. 适当选取 σ 即可使 στσ−1 成为任意与 τ

有同样循环型的元素, 证毕.

下面我们改采符号 Sn.

引理 4.9.4 群 Sn 由对换 τi = (i i+ 1) 生成, 这里 1 ≤ i < n.

证明 将给定的置换 σ 视同数列 σ(1), . . . , σ(n), 则表 σ 为诸 τi 的积相当于借由反复
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交换数列中的相邻项, 将 σ(1), . . . , σ(n) 逐步化成 1, . . . , n; 这当然是可行的. 严格论证
留给有闲情逸致的读者.

引理 4.9.5 存在唯一的群同态 sgn : Sn → {±1} 使得 sgn((a1 · · · am)) = (−1)m+1.

证明 群 Sn 在函数集 {f : Zn → Z} 上有自然的左作用

(σf)(x1, . . . , xn) = f(xσ(1), . . . , xσ(n)),

此作用对函数的逐点加法显然为线性: σ(f ± g) = σf ± σg. 今考虑函数

∆(x1, . . . , xn) =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi).

对于 σ ∈ Sn, 显见存在 sgn(σ) ∈ {±1} 使得 σ∆ = sgn(σ)∆. 因为 ∆ 不恒为零 (代
入 xi = i 可知), sgn(σ) 是唯一确定的, 因而 sgn : Sn → {±1} 是群同态. 容易验证
对每个 1 ≤ i < n 皆有 τi∆ = −∆. 对换之间两两共轭, 故对所有对换 τ ∈ Sn 皆有
sgn(τ) = −1. 由

(a1 · · · am) = (a1am)(a1 · · · am−1) = · · · = (a1am)(a1am−1) · · · (a1a2)

可见 sgn((a1 · · · am)) = (−1)m+1. 唯一性导自命题 4.9.2.

定义 4.9.6 (交错群) 定义交错群 An 为 ker[Sn

sgn
{±1}], 它是 Sn 的正规子群.

落在 An 中的置换称为偶置换, 否则称为奇置换. 当 n > 1 时 (Sn : An) = |{±1}| = 2.
当 n ≥ 4 时 An 非交换, 例如: (123)(124) = (13)(24) 而 (124)(123) = (14)(23).
我们需要以下简单的性质:

� 群 Sn 的导出子群 (见 §4.7) D1Sn 等于 An. 当 n = 1 时此为显然. 以下解释
n ≥ 2 情形: Sn 由对换生成, 每个对换都共轭于 (1 2), 故交换商 Sn/D1Sn 由
(1 2) 的像生成, 这是二阶元. 另一方面引理 4.7.3 给出满同态

Sn/D
1Sn

商同态
� Sn/An ' {±1}.

比较阶数可见以上同态实为同构, 亦即 D1Sn = An.

� 所有 Sn 中长度为奇数的循环皆包含于 An.

� 当 n ≥ 3 时, An 由 3-循环 (形如 (ijk)) 生成. 这是由于任意 σ ∈ An 可以表成对
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换的积, sgn(σ) = 1 确保乘积有偶数个项. 运用以下观察

(ij)(kl) =


1, {i, j} = {k, l},

3-循环, {i, j} ∩ {k, l}恰有一元素,

(ijk)(jkl), {i, j} ∩ {k, l} = ∅

可将乘积改写为 3-循环的积.

� 当 n ≥ 5 时, 任两个 3-循环 (ijk), (i′j′k′) 在 An 中共轭. 首先留意到引理
4.9.3 蕴涵存在 σ ∈ Sn 使得 σ(ijk)σ−1 = (i′j′k′). 若 σ ∈ An 则收工, 否
则取相异元 l,m ∈ {1, . . . , n} ∖ {i, j, k} 并置 σ′ := σ · (lm) ∈ An; 对之仍有
σ′(ijk)(σ′)−1 = (i′j′k′).

以下记任意置换 σ 的不动点集为 Fix(σ) := {i : σ(i) = i}.

定理 4.9.7 (É. Galois) 当 n ≥ 5 时 An 是单群.

证明 设 H C An, H 6= {1}. 从以上性质可知找出一个 3-循环 σ ∈ H 即足. 兹断言取
σ ∈ H ∖ {1} 使得 |Fix(σ)| 极大便是.

如果 σ 的循环分解中只有对换, 那么分解中至少含两项如 (ij)(kl), 其中 {i, j} ∩
{k, l} = ∅. 由于 n ≥ 5, 可取 r /∈ {i, j, k, l} 并定义

τ := (klr), σ′ := [τ, σ] = τστ−1σ−1 ∈ H (∵ H C An). (4.7)

可直接验证 i, j ∈ Fix(σ′)∖ Fix(σ), σ′(k) = r 6= k, 以及

Fix(σ)∖ {r} = Fix(σ)∖ {k, l, r} = Fix(σ) ∩ Fix(τ) ⊂ Fix(σ′).

综之 |Fix(σ′)| > |Fix(σ)|, 矛盾.
设 σ 的循环分解中包含长度 > 2 的项 (ijk · · · ). 假若 σ = (ijk) 则是所求的 3-循

环; 否则因为 σ 不可能是 4-循环, σ 除了 i, j, k 之外还挪动至少两个相异元 r, l. 依然以
(4.7) 式定义 σ′ ∈ H. 可以验证 j ∈ Fix(σ′), σ′(k) = l 6= k 和

Fix(σ) = Fix(σ)∖ {k, l, r} = Fix(σ) ∩ Fix(τ) ⊂ Fix(σ′).

仍得到矛盾 |Fix(σ′)| > |Fix(σ)|. 明所欲证.

当 n ≥ 5 时 An 是非交换单群, 因此它必然等于自身的导出子群 D1An. 下述推论
是证明五次以上方程无根式解 (定理 9.7.5) 的群论钥匙.

推论 4.9.8 当 n ≥ 5 时, 对所有 i ≥ 1 都有 D iSn = An; 作为推论, 当 n ≥ 5 时 Sn 不
可解.
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证明 已知 D1Sn = An. 配合前述讨论, 当 n ≥ 5 时, 对所有 i ≥ 1 皆有 D iSn =

D i−1An = An. 关于不可解性的断言请见引理 4.7.4.

读者可以动手验证 D1A4 = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}, 同构于 (Z/2Z)2. 因
此 n < 5 时 Sn 确实可解.

我们接着考察 Sn 的展示. 为此不妨一并考虑例 3.3.8 提到的辫群 Bn. 简要摘录
之前的构造如下: 形象地看, Bn 是由所有 n 条线编成的辫子为元素的群, 辫子在空间
R3 中连续的形变下 (不动端点, 不割断线) 视为等价. 辫子可以图解为诸如 (n = 2, 3)

的形式. 辫群中的乘法是将辫子从上而下地接合, 如

• =
拉直

结合律一望可知, Bn 的幺元是 n 条平行线 | · · · |. 辫子的图表对水平轴作镜射给出其
逆, 何以故? 请端详上图.
两组辫子的 “横向并列” 导出群同态 Bn × Bm → Bn+m.
显然 B1 = {1}. 以下假设 n ≥ 2. 对 1 ≤ i < n, 定义元素 σi ∈ Bn 使得其中第 i,

i+ 1 条线的缠绕模式为

i i+ 1

其余诸线则不相缠绕. 容易看出当 |i − j| > 1 时, σi, σj 影响的线不交故 σiσj = σjσi;
另一方面, “杨–Baxter 方程”

i i+ 1 i+ 2

=

i i+ 1 i+ 2

表明 σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 对 1 ≤ i < n− 1 恒成立. 请读者试着直观地理解 (a) 元素
σ1, . . . , σn−1生成 Bn, (b)关系式 |i−j| > 1 =⇒ σiσj = σjσi和 σiσi+1σi = σi+1σiσi+1
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完全描述了 Bn 的结构. 更精简的说法是借助群的展示

〈
σ1, . . . , σn−1

∣∣∣∣∣ σiσj = σjσi, |i− j| > 1

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, 1 ≤ i < n− 1

〉
∼→ Bn. (4.8)

这个展示既可以从 Bn 的拓扑诠释推导, 亦可直接当作辫群的组合学定义. 留意到
B2 ' Z, 当 n ≥ 3 时 Bn 是无穷非交换群.

现在我们来联系 Bn 与 Sn. 对每条辫子 x ∈ Bn, 定义相应的 σ ∈ Sn 使得辫图从
底端 i 走到顶端 σ(i) 如下

σ(i)

i

· · ·

易见这给出群同态 Bn → Sn, 它使图表

Bn × Bm Bn+m

Sn ×Sm Sn+m

交换, 并将 σi ∈ Bn 映到对换

τi := (i i+ 1) ∈ Sn, 1 ≤ i < n.

引理 4.9.4 断言它们生成 Sn. 如改从 Bn 的展示 (4.8) 切入, 我们可以先在 Sn 中验证
关系式

|i− j| > 1 =⇒ τiτj = τjτi,

τ2i = 1, 1 ≤ i < n,

τiτi+1τi = τi+1τiτi+1 = (i i+ 2), 1 ≤ i < n− 1.

所以 σi 7→ τi 确定了同态 Bn → Sn. 这就引出一个显然的问题: 这些关系式是否给出
Sn 的展示?

为避免歧义, 另立符号 τ̃i 代入以上三族关系式, 联立后能够化作等价形式

τ̃2i = 1, 1 ≤ i < n

|i− j| > 1 =⇒ (τ̃iτ̃j)
2 = 1,

(τ̃iτ̃i+1)
3 = 1, 1 ≤ i < n− 1.

(4.9)
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定义 S′n :=
〈
τ̃1, . . . , τ̃n

∣∣满足于 (4.9)
〉
,另外约定 S′1 := {1}. 因之有群同态 Bn � S′n �

Sn, 满足 σi 7→ τ̃i 7→ τi. 从 Bn 过渡到 S′n 相当于忽视缠绕 .

定理 4.9.9 映射 S′n → Sn 是同构, 换言之 (4.9) 确实给出 Sn 的展示.

证明 既然 S′n → Sn 是满同态, 只要递归地证明 |S′n| ≤ n! 即可. 因 n = 1, 2 的情形
是平凡的, 以下设 n > 2. 展示 (4.9) 给出自然同态 S′n−1 → S′n. 我们暂不知这是否为
单射, 但总能让 S′n−1 以右乘作用在 S′n 上并考察其轨道. 今断言

S′n = 1 ·S′n−1 ∪ τ̃n−1S′n−1 ∪ · · · ∪ (τ̃1 · · · τ̃n−1S′n−1),

若此式成立, 立得 S′n ≤ n|S′n−1| ≤ n(n− 1)! = n!.
仅须证明等式右侧在每个 τ̃i 的左乘下保持封闭. 考虑 τ̃i(τ̃j · · · τ̃n−1)S′n−1: 当

i = j − 1 或 i = j 时显然有封闭性 (τ̃2j = 1); 当 i < j − 1 时用 (4.9) 可将 τ̃i 朝右吸收
到 S′n−1, 依然封闭. 故以下假设 i > j. 我们利用 (4.9) 的第二式将 τ̃ i 右移 (为强调故
变化字体), 直到

· · · τ̃i−2τ̃ iτ̃i−1τ̃iτ̃i+1 · · ·S′n−1.

接着应用 (4.9) 的第三式 (或它在 (4.8) 中的形式) 化之为

· · · τ̃i−2τ̃i−1τ̃iτ̃ i−1τ̃i+1 · · ·S′n−1.

上式标出的 τ̃ i−1 可一路右移直到并入 S′n−1, 故所求的左乘封闭性成立.

展示 (4.9) 表明对称群属于一类称为 Coxeter 群的构造, 它们带有形如 W =〈
S
∣∣(st)m(s,t) = 1, s, t ∈ S

〉
的展示, 其中

� S 是有限集,
� m : S × S → Z≥1 t {∞} (取 ∞ 意谓无关系),
� ∀s, t ∈ S, m(s, t) = m(t, s),
� s = t ⇐⇒ m(s, t) = 1.

例 4.8.14 表明二面体群 D2n 也具有这种展示. Coxeter 群是研究 Lie 群, Lie 代数和相
关表示理论的必备工具.
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4.10 群的极限和完备化
基于 §4.8 的构造和例 2.8.7, 群范畴 Grp 和其子范畴 Ab 中可以定义极限 lim−→ 和

lim←−. 构造方法已在例 2.8.7 大致说明. 本节将深入探讨 lim←− 的情形.
对于小范畴 I, 给定函子 β : Iop → Grp 相当于给定一族群 {Gi := β(i) : i ∈

Ob(I)}, 并对每个箭头 s : i→ j 指定群同态 β(s) : Gj → Gi, 使得
� β(id : i→ i) = idGi

,
� 合成箭头 i→ j → k 给出合成同态 Gk → Gj → Gi.

例 2.8.7 已将 lim←−iGi := lim←−β 的存在性归结为积和等化子的存在性. 铺开定理 2.8.3 证
明中的构造, 便得到明白的表法

lim←−
i

Gi :=

{
(xi)i∈I ∈

∏
i∈I

Gi : ∀s : i→ j, β(s)(xj) = xi

}
.

显然 lim←−iGi 构成直积
∏
i∈I Gi 的子群. 同时我们也得到自明的投影同态 pj : lim←−iGi →

Gj .
以下将假设 I 实由偏序集 (I,≤) 给出 (参看例 2.1.5); 并且 (I,≤) 是滤过的, 即任

意两元素都有共同上界 (定义 1.2.3). 滤过偏序是滤过范畴的一个特例, 请见定义 2.7.6.
首先回顾一些点集拓扑学的定义, 详见 [63, 第一章].

定义 4.10.1 一个拓扑群 G 意指群 G 上带有拓扑结构, 使得乘法 m : G × G → G 与
取逆运算 i : G→ G 皆为连续映射.

典型例子是加法群 (Rn,+). 作为推论, 任意 g ∈ G 的左乘或右乘作用都给出同胚
G → G, 取逆亦同. 基于此, 群的拓扑完全由幺元 1 的邻域基反映, 因为总能以左右
乘法将基平移到 G 的每一点, 而且 1 的一组邻域基各个取逆后仍是邻域基. 反过来,
给定群 G 的一族子集 {Hi 3 1}i∈I , 能否靠左右平移赋予 G 拓扑群结构, 并使该子
集给出 1 处的开邻域基? 以下情形对我们已经足够了: 假定 (I,≤) 是滤过偏序集,
i ≤ j =⇒ Hj ⊂ Hi 而且 ∀i Hi CG, 那么这样的拓扑总是存在: 事实上

子集 E ⊂ G为开 ⇐⇒ ∀x ∈ E, ∃i ∈ I, xHi = Hix ⊂ E.

易见这的确使 G 成拓扑群, 验证留作简单习题. 进一步, 拓扑的分离性公理也简化了.

引理 4.10.2 设 G 为拓扑群, 则

G : Hausdorff ⇐⇒ {1} ⊂ G为闭子集 ⇐⇒
⋂

U31:开邻域

U = {1}. (4.10)



146 第四章 群论

此外, 任何 x ∈ G 都有一组由闭邻域构成的邻域基.

证明 先处理第一条. 对每个 x ∈ G 置 Nx := {x的所有邻域}. 先前关于邻域基的讨
论给出 Nx = xN1 = xN−11 (意谓对每个邻域都用 x 平移或取逆), 从而

x ∈ {1} ⇐⇒ 1 ∈
⋂

V ∈Nx

V =
⋂

U∈N1

xU−1

⇐⇒ x−1 ∈
⋂

U∈N1

U−1 ⇐⇒ x ∈
⋂

U∈N1

U.

换言之 {1} =
⋂
U∈N1

U . 由之立见第二个 ⇐⇒ . 对第一个 ⇐⇒ 仅 ⇐ 方向非平凡:
定义连续函数 ν : G×G→ G 映 (x, y) 为 xy−1, 那么 G 是 Hausdorff 空间等价于对角
子集 ∆G ⊂ G×G 为闭, 但 ∆G = ν−1(1) 而 {1} ⊂ G 为闭.

第二条即刻化约到 x = 1 的情形; 由于群运算的连续性, 对任何开邻域 V 3 1 皆存
在开集 U 3 1 使得 U−1U ⊂ V , 只须观察到闭包 Ū 包含于 U−1 · U : 这是因为 g ∈ Ū
蕴涵 Ug ∩ U 6= ∅.

引理 4.10.3 设拓扑群 G 的子群 H 是 1 的邻域, 则 H 既开又闭, 而且 G 紧蕴涵
(G : H) 有限.

证明 取开集 U 使得 1 ∈ U ⊂ H, 因此 H =
⋃
x∈H Ux 为开. 取 G/H 在 G 中的

一族代表元 Ξ, 则陪集分解 (引理 4.1.12) 给出 G 的开覆盖 G =
⊔
x∈Ξ xH. 于是

H = G∖
⊔

x∈Ξ
xH 6=H

xH 为闭, 而且当 G 紧时 Ξ 有限.

回到 lim←−iGi. 今假设每个 Gi 皆是拓扑群, 且对每个 i ≤ j 同态 Gj → Gi 皆连续.
我们赋

∏
i∈I Gi 予积拓扑 (见 [57, §3.3]), 其子群 lim←−iGi 遂继承了自然的拓扑群结构.

引理 4.10.4 拓扑群 lim←−iGi 在 1 处有一组形如

UI0 =
⋂
i∈I0

p−1i (Ui), I0 ⊂ I : 有限子集, Ui 3 1 : 开子集

的邻域基. 若每个 Gi 都是 Hausdorff 空间, 则 lim←−iGi 亦然; 如进一步假设每个 Gi 皆
紧, 则 lim←−iGi 是紧 Hausdorff 空间.

由于已设 (I,≤) 滤过, 描述邻域基时可取 I0 的上界 j, 从而化约到 I0 = {j} 的情形.

证明 邻域基的描述是积拓扑定义的直接推论. Hausdorff 空间的积和子空间仍是
Hausdorff的, 而 Tychonoff定理 [57, 定理 7.7.2]断言紧空间的积仍紧; 从 Hausdorff性
质可推出 lim←−iGi 是

∏
iGi 的闭子群 (它由一族连续函数的等式定义), 故紧.

在代数及数论中, 较常见的是每个 Gi 皆为有限群的情形, 此时赋予 Gi 离散拓扑
使之成为 Hausdorff 紧群.
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定义 4.10.5 (pro-有限群) 同构意义下形如 lim←−iGi, 其中 (I,≤) 滤过而且每个 Gi 皆有
限的拓扑群, 称作 pro-有限群.

定理 4.10.6 一个拓扑群 G 是 pro-有限群当且仅当它是 Hausdorff 紧群, 而且 1 处有
一组由正规子群构成的邻域基.

证明 假设 G = lim←−iGi 为 pro-有限. 我们业已说明 G 为 Hausdorff 紧群. 引理 4.10.4
中的 Ui 可取为 {1}, 从而 1 的邻域基由一族正规开子群 U 组成.

现假设拓扑群 G 满足所示条件, 取一组正规子群构成的邻域基, 记为 I; 集合的包
含关系使 I 成为偏序集, 邻域基的性质确保 (I,≤) 滤过. 将对应于 i ∈ I 的正规子群记
为 Ni. 引理 4.10.3 蕴涵 G/Ni 有限, Ni 既开且闭.

根据泛性质, 全体商映射 qi : G → G/Ni 确定了同态 ϕ : G → lim←−iG/Ni.
我们断言 ϕ 是拓扑群的同构. 首先, 不难验证 ϕ 连续, 而且 Hausdorff 性质确保
ker(ϕ) =

⋂
i∈I Ni = {1}, 故 ϕ 为单射. 今断言 im(ϕ) 在 lim←−iG/Ni 中稠密. 诚然, 取

x = (xi)i ∈ lim←−iG/Ni, 对任意有限子集 I0 ⊂ I, 仅需说明 x−1 im(ϕ) 交
⋂
i∈I0 ker(pi).

根据滤过偏序集的定义, 存在 I0 的一个上界 k ∈ I; 取 y ∈ G 使得 qk(y) = xk, 那么对
每个 i ∈ I0 都会有 qi(y) = xi, 因而 x−1ϕ(y) ∈

⋂
i∈I0 ker(pi).

由于 G 和 lim←−iG/Ni 都是紧 Hausdorff 空间, 综上 ϕ 自动成为同胚 (见 [57, §7.2]).
明所欲证.

注记 4.10.7 以上条件可以化成更有拓扑味儿的形式: G 为 pro-有限当且仅当 G 是完
全不连通的紧群. 证明见 [63, 命题 1.9.3].

定义 4.10.8 (群的完备化) 设 G 为群. 假设偏序集 (I,≤) 滤过. 对每个 i ∈ Ob(I) 取定
正规子群 Hi C G, 并假设 i ≤ j =⇒ Hj ⊂ Hi. 则在 lim←− 的定义中可取 Gi := G/Hi,
而且 i ≤ j (即 i → j) 给出商同态 G/Hj � G/Hi. 极限 lim←−iG/Hi 称作 G 对子群族
(Hi)i∈I 的完备化.

完备化带有显然的同态 ι : G
g 7→(gHi)i∈I

lim←−iG/Hi. 以下概略解释 “完备化” 与拓扑的
关联. 简单起见, 今后假定偏序集 I 可数. 读者对于以 Cauchy 列从 Q 构造 R 的手法
理应有基本的认知.

定义 4.10.9 拓扑群 G 中的点列 (xn)n≥0 称为 Cauchy 列, 如果对任意 1 的开邻域
U , 存在 N ≥ 0 使得 n,m ≥ N =⇒ xnx

−1
m ∈ U . 假定 G 在 1 处有一组可数邻域基, 如

果群 G 的每个 Cauchy 序列都收敛, 则称 G 为完备的.

今后总假设有 1 的可数邻域基. 考虑 G 在拓扑意义下的完备化: 这系指一个拓扑
群的同态 ι : G→ Ĝ, 满足下述性质:

CO.1 ι : G→ ι(G) ⊂ Ĝ 是同胚;

CO.2 ι 的像稠密;
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CO.3 Ĝ 是完备的 Hausdorff 拓扑群.

完备化的构造方式不止一种, 要旨在于性质 CO.1 — CO.3 唯一刻画了 (Ĝ, ι), 精确
到一个唯一同构; 其证明可以参照大同小异的命题 10.1.4, 或度量空间情形 [57, §8.1].
如直观地把握, 则这三条性质说明 Ĝ 中元素可以用 G 中的 Cauchy 列代表, 而且只要
x̂, ŷ ∈ Ĝ 足够接近, 则 G 中以之为极限的 Cauchy 列 (xn)n, (yn)n 也会足够接近 (当
n� 0); 于是 Ĝ 的结构完全被 G 确定. 如此则思过半矣.

定理 4.10.10 考虑定义 4.10.8 中的资料 {Hi CG}i∈I 并假定
⋂
iHi = {1}, 赋予 G 以

{Hi : i ∈ I} 为 1 的邻域基之 Hausdorff 拓扑群结构, 并赋予每个 G/Hi 离散拓扑. 进
一步设 I 可数, 则 ι : G → lim←−iG/Hi 满足 CO.1 — CO.3, 因而也是拓扑意义下的完
备化.

证明 可数条件蕴涵 G 和 Ĝ := lim←−iG/Hi 在幺元处确实有可数邻域基. 由 ker(ι) =⋂
iHi = {1} 知 ι 为单. 引理 4.10.4 中 Ĝ 的邻域基 Uj := {ŷ = (ȳi)i ∈ Ĝ : i ≤ j =⇒

ȳi = 1} 满足 ι−1(Uj) = Hj , 因此得到 ι 连续和 CO.1. 至于 CO.2, 对 x̂ = (x̄i)i ∈ Ĝ
和任给之 j ∈ I, 取 G 3 xj 7→ x̄j , 则 ι(xj) ∈ x̂Uj , 故 ι(G) 稠密.
兹确立 CO.3. 对于 Ĝ 中 Cauchy 列 (x̂n)n, 对任给之 j, 当 n,m� 0 时 x̂nx̂

−1
m ∈

Uj , 故 x̂n 的 j-分量当 n� 0时为常数, 记作 x̄j ∈ G/Hj . 置 x̂ := (x̄i)i ∈ Ĝ即为 (x̂n)n

的极限.

注记 4.10.11 若舍去邻域基的可数条件, 则完备性须改以网 (Moore–Smith 收敛性) 或
滤子的语言陈述, 我们将在 §10.1 引入滤子, 并回头考察 ι : G→ Ĝ 的构造.

例 4.10.12 (p-进数) 取 I 为全序集 Z≥0. 对每个 i ≥ 0 定义 Hi := pi+1Z. 完备化
lim←−i Z/p

i+1Z 记作 Zp, 其元素无非是一族 (ai ∈ Z/pi+1Z)i≥1, 满足 ai+1 7→ ai. 称此为
p-进数的加法群; 我们会在 §5.5 探讨 Zp 上的乘法结构.

例 4.10.13 (Tate模) 设 A 为交换群, ` 为素数. 仍取 I = Z≥0 如上. 对每个 N ∈ Z 置
A[N ] := ker[a 7→ aN ], 显然 N | N ′ =⇒ A[N ] ⊂ A[N ′]; 置 A[`∞] :=

⋃
n≥0A[`

n]. 定义
函子 V : Iop → Ab 为

V (i) := A[`∞],

V (i→ i+ 1) := [a 7→ aℓ].

置 Vℓ(A) := lim←−i V (i). 其元素 (ai ∈ A[`∞])i≥0 须满足 aℓi+1 = ai. 称此为有理 Tate
模. 以同样方式定义一函子 T : Iop → Ab, 但要求 T (0) = {1}, 得到的极限是

Tℓ(A) := lim←−
i

T (i) ⊂ Vℓ(A),

称为群 A 的 Tate 模. 请留意到 T (i) = A[`i].
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举例明之. 取复环面 E := C
/
(Z ⊕ Zτ) 所成的加法群, 其中 Im(τ) > 0. 映射

(a, b) 7→ a+ bτ 导出同构 (R/Z)2 ∼→ E, 而 (R/Z)[`i] = `−iZ/Z. 易见图表

a mod Z `i+1a mod `i+1Z

`−i−1Z/Z Z/`i+1Z

`−iZ/Z Z/`iZ

`a mod Z `i+1a mod `iZ

∈ ∈

乘以ℓ

∼

商

∼
∈ ∈

交换, 故 Tℓ(E) ' Zℓ ⊕ Zℓ. 令 Γ := Z⊕ Zτ , 以上论证实则说明了 Tℓ(E) 自然同构于 Γ

对 (`iΓ)i≥0 的完备化.
当 ` 取遍所有素数, 不妨设想 Tℓ(E) 代数地 “模拟” 了定义 E 的格 Γ, 而后者又是

E 的拓扑不变量 H1(E,Z). 这般手法对复环面自然是迂回. 然而 E 又可看作射影平面
P2(C) 中的三次代数曲线, 连同一个给定的点 O (对应于复环面的零点), 此即域 C 上的
椭圆曲线; 后一种解读能在任意代数闭域上操作, 相应的曲线依然是交换群. 这种代数
框架是处理相关数论问题所必须的, 此时不易沿用习见的同调理论, Tate 模 Tℓ(E) 就
成为极有力的工具.

4.11 范畴中的群
群范畴 Grp, Ab 的性质已经谈了不少, 现在我们反其道而行, 试着在一般范畴中辨

识具有 “群” 特质的对象. 此节可以视为范畴论的初步练习.
以下取 C 为范畴, 并假设 C 具备有限积; 特别地, C 中有一个择定的终对象 1, 亦即

空积.

定义 4.11.1 范畴 C 中的群对象系指一族资料 (G,m, i, e), 其中
� G 是 C 的对象,
� m : G×G→ G (乘法), i : G→ G (取逆) 及 e : 1→ G (幺元) 是 C 中的态射,

满足下列条件:

B 结合律 在 C 中有交换图表

G× (G×G) (G×G)×G

G×G G G×G

∼

idG×m m×idG

m m
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其中的无名同构 G× (G×G) ' (G×G)×G 是积的结合约束 (引理 2.7.11).

B 幺元性质 同样利用结合约束 (空积情形), 我们要求下图交换

G

1×G G× 1

G

∼ ∼

idG

m◦(e×idG) m◦(idG×e)

B 逆元性质 下图交换
G

G×G 1 G×G

G

(idG,i) (i,idG)

m
e

m

我们经常省去群对象中的 (m, i, e). 群对象 G1, G2 之间的同态是指保持 m, i, e 的态射
ϕ : G1 → G2, 这相当于说以下图表交换:

G1 ×G1 G1

G2 ×G2 G2

φ×φ

m1

φ

m2

G1 G1

G2 G2

i1

φ φ

i2

1

G1 G2

e1 e2

φ

据此可以定义群对象的同构, 自同构等概念. 如果合成态射 G × G
置换

G × G m
G

(参看引理 2.7.12) 等于 G×G m
G, 则称 G 为交换的.

以上定义显然是用范畴语言重写群的定义, 取 C = Set 就回到定义 4.1.2; 差异在
于这里的 i, e 都是给定的, 不似抽象情形下是乘法结构的派生物. 群的抽象理论可以照
搬到 C 上, 例如 C 中 G 的群作用可以看作一个对象 E ∈ Ob(C) 配上作用态射

a : G× E → E

使之满足定义 4.4.1 诸条件, 由此出发建立范畴中的群作用, 等变态射等诸般概念. 当然
这一切都得用箭头改写. 举例明之, 关于挠子的判准 (引理 4.4.12) 已然是范畴化了的.

例 4.11.2 范畴 Top 的群对象即是拓扑群, 而光滑流形范畴的群对象是 Lie 群. 这类群
对象的作用是几何与拓扑学关注的重点. 若考虑 Top 中由完全不连通紧空间构成的全
子范畴, 则其中的群对象是 pro-有限群, 参看注记 4.10.7.

从定义 4.11.1 中的大量图表可看出群对象的箭头定义并不便于操作, 可表函子在
此派上用场. 下面设 C 为任意范畴. 我们引入 §2.5 定义的范畴 C∧ := Fct(Cop,Set) 及
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米田嵌入 hC : C ↪→ C∧.

定义 4.11.3 范畴 C∧ 中的群函子系指对象 G 及以下一族资料: 对每个 S ∈ Ob(C),
给定集合 G(S) 上的一个群结构, 并要求对任意 C 中的态射 f : S → T , 相应的映射
G(f) : G(T )→ G(S) 都是群同态. 换言之, 群函子无非是形如

G : Cop → Grp

的函子, 其间的同态, 同构等概念有显然的定义.

根据命题 2.7.8, 函子范畴 C∧ 中存在任意小极限. 这些极限的定义是 “逐点” 的, 例
如 (X × Y )(·) = X(·)× Y (·) 和 1(·) = {pt} 等等. 于是


G ∈ Ob(C∧)

资料 G(·)×G(·)
自然

G(·), . . .


G ∈ Ob(C∧)

资料 (G×G)(·)
自然

G(·), . . .


G ∈ Ob(C∧)

S
f
T  群同态 G(T )

G(f)

G(S), . . .

G : Cop → Grp G ∈ Ob(C∧) : 群对象

由此可见群函子正是 C∧ 中的群对象.
群函子比群对象更容易处理, 诸多性质很容易对 S ∈ Ob(C) 逐一验证, 亦即化约到

群 G(S) 的情形. 一般群对象的研究因而可以分两步走, 首先是 C∧ 的情形, 而第二步探
讨是函子的可表性, 见定义 2.5.2.

引理 4.11.4 假设 C 具有有限积, 则

h : {C的群对象} −→ {C∧中的群函子} .

(G, · · · ) 7−→ (hC(G), · · · )

是全忠实函子, 满足 G(·) 可表的群函子 (G(·), · · · ) 都同构于 h 的某个像.

证明 这是定理 2.5.1 的直接推论.

群函子的实例之一是 §10.9 将介绍的 Witt 加法群函子 W : CRing → Ab, 这里
CRing 表交换环范畴.
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注记 4.11.5 同理, C∧ 中可以考虑群函子的作用: 给定群函子 G 和任意 E ∈ Ob(C∧),
所谓的作用无非是对每个 S 给定真正的群作用

a(S) : G(S)× E(S)→ E(S)

使得对每个 f : S → T , 图表

G(T )× E(T ) E(T )

G(S)× E(S) E(S)

交换. 如考虑可表的 G, E 即导出 C 中群对象的作用 a : G× E → E.

准此要领可以处理环, 模等对象的范畴版本. 这里按下不表.

习题

1. 设 S 为半群. 证明元素 1 ∈ S 是幺元当且仅当 (i) 1 · 1 = 1, (ii) 1 满足左, 右消去律. 读者不
妨对照定义 3.1.1.

2. 以泛性质解释命题 4.2.4 (见 §2.4 的讨论), 并说明它在何种意义下唯一地刻画了商幺半群
M/ ∼.

3. 证明群 G 的子集 S 是子群当且仅当 S 非空而且对运算 (x, y) 7→ xy−1 封闭.

4. 假设群 G 的每个元素 x 都满足 x2 = 1, 证明 G 交换.

5. 证明群 G 的全体内自同构 {Adg : g ∈ G} 成为 Aut(G) 的正规子群, 记之为 Inn(G), 称商
群 Out(G) := Aut(G)/Inn(G) 为 G 的外自同构群. 探讨如何对任意群扩张 1→ N → G→
H → 1 自然地导出同态 H → Out(N).

6. 证明交换单群为素数阶循环群.

7. 对有限群 G 的任意子群 H,K, 证明 |HK| = |H||K|
|H∩K| .

8. (Neumann 引理) 设 H1, . . . , Hn 为 G 的子群, 并且存在 {aij ∈ G}1≤i≤m
1≤j≤n

使得 G =⋃
i,j Hiaij . 证明必有某个 Hi 使得 (G : Hi) 有限. 提示 不妨设 n ≥ 2 而 (G : H1) 无穷,
此时存在 H1b 与

⋃
j H1a1j 无交; 证明 H1 ⊂

⋃
i≥2

⋃
j Hiaijb

−1 以递归到 n− 1 的情形.

9. 证明任意有限群 G 都能嵌入某个对称群 Sn. 提示 让 G 在某个有限集上忠实作用.

10. 设 H 是群 G 的子群, (G : H) 有限, 证明存在正规子群 H ′ C G 使得 (G : H ′) 有限而且
H ′ ⊂ H. 提示 让 G 在陪集空间 G/H 上作用, 考虑同态 G→ Aut(G/H) 的核.

11. 证明若交换群中的元素 x, y 的阶数 a, b ∈ Z≥1 互素, 则 xy 的阶数为 ab.

12. 设 A 为有限交换群, A′ 为其子群, 证明任何同态 A′ → Q/Z 都能延拓到 A→ Q/Z.
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13. 群 G 能表成半直积 N ⋊H 当且仅当存在可裂扩张 1 → N → G → H → 1. 这两类对象
(半直积分解/可裂扩张) 在什么意义下一一对应?

14. 设 I 为集合, (Gi)i∈I 为一族以 I 为指标的群. 假设 I0 ⊂ I 为有限子集, 而且对每个
i ∈ I \ I0 皆给定子群 Hi ⊂ Gi (利索的讲法: 对几乎所有指标 i 给定 Hi), 定义受限积为

∏′

i∈I
Gi :=

{
(xi)i∈I ∈

∏
i∈I

Gi : ∃有限子集 Ix ⊂ I, i /∈ Ix =⇒ xi ∈ Hi

}
;

换言之, 我们要求其中元素几乎所有的坐标 xi 都落在 Hi. 证明
∏′
i∈IGi 是

∏
i∈I Gi 的子群.

如取 Hi = {1}, 所得结构称为群的直和
⊕

i∈I Gi.

15. 对于任意有限群 G 在有限集 X 上的左作用, 证明:
(i) |G| · |G\X| =

∑
g∈G |{x ∈ X : gx = x}|;

(ii) 一个传递作用是 2-传递的当且仅当
∑
g∈G |{x ∈ X : gx = x}|2 = 2|G|.

16. 设 G 为群.
(i) 对任意子群 H ⊂ G, 证明陪集空间 G/H 在 G-集范畴中的自同构群等同于 NG(H)/H.

(ii) 对任意子群 H,K ⊂ G, 明确给出从双陪集空间 H\G/K 到商空间 G\ (G/H ×G/K)

的双射, 这里 G 按 (aH, bK)
g

(gaH, gbK) 左作用于 G/H ×G/K.
(iii) 考虑 G×G 的子群 ∆ := {(g, g) : g ∈ G}. 命 Conj(G) 为 G 中共轭类所成之集合. 明

确给出从 ∆\(G×G)/∆ 到 Conj(G) 的双射.

17. 证明在阶数为 pq (p < q 为素数) 的群 G 中, Sylow q-子群总是正规的, 而且当 p ∤ q − 1 时
G ' Z/qZ× Z/pZ.

18. 证明阶数为 30 的群总是有正规的 Sylow 子群, 故非单群.

19. 设 F 为有限域, |F | = q = pm, 其中 p 是素数 (尚不熟悉有限域的读者不妨取 F := Z/pZ).
(i) 确定系数在 F 上的 n× n-可逆矩阵所成乘法群 GL(n, F ) 的阶数;

(ii) 验证幂幺上三角阵子群 U 是 GL(n, F ) 的 Sylow p-子群;
(iii) 证明 NGL(n,F )(U) 是可逆上三角阵所成子群.

20. 对素数 p 证明对称群 Sp 中的 p-子群个数有 (p− 2)! 个, 并从 Sylow 第三定理导出初等数
论中的 Wilson 定理: (p− 1)! ≡ −1 (mod p).

21. 证明若 G/ZG 是循环群, 则 G 交换; 证明阶数为 p2 (这里 p 为素数) 的群皆交换.

22. 设 X 为集合, 证明幺半群族 (Z≥0)x∈X 对 A = {1} 的融合积是自由幺半群 M(X).

23. 证明 F(X) 的交换化是 Z⊕X . 提示 利用泛性质.

24. 设子群 H ⊂ G 满足 (G : H) 有限, 证明以下方法给出良定的同态 Gab
Ver

Hab, 称为转移:
任取陪集分解 G =

⊔n
i=1 ρiH, 对 g ∈ G 有 gρi = ρjhi, 其中 hi ∈ H 而 1 ≤ j ≤ n 依赖于 i,

置 Ver(gGder) =
∏n
i=1 (hiHder).

25. 令群 G作用于集合 X 而 G1, . . . , Gr 为 G的非平凡子群, G = 〈G1, . . . , Gr〉, 且其中至少有
一个子群的阶数 > 2. 证明以下俗称乒乓引理的结果: 设存在不交的非空集 X1, . . . , Xr ⊂ X

使得
∀1 ≤ i 6= j ≤ r, ∀g ∈ Gi ∖ {1}, gXj ⊂ Xi,
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则从自由积 G1 ∗ · · · ∗ Gr 到 G 的自然同态是同构. 提示 不妨假设 |G1| ≥ 3, 须证明
既约字 w 的像在 X 上作用若平凡, 则 w = 1. 对 w 6= 1 取适当共轭以确保该既约字为
w = g1 · · · g′1 的形式, 然后论证 j 6= 1 =⇒ w(Xj) ⊂ X1.

26. 考虑 pro-有限群 G := lim←−U G/U 和 H := lim←−V H/V , 说明

Homc (G,H) ' lim←−
V

lim−→
U

Hom (G/U,H/V ) ,

其中 Homc 表连续同态集.
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环是具有加法和乘法两种二元运算的结构, 满足结合律, 分配律等习见的运算法则,
然而不要求乘法交换. 交换环的根本例子是整数环 Z. 推而广之, 在数论中, 任意一个代
数数域中的代数整数皆对加法和乘法构成交换环; 正是在这个脉络下, Hilbert 于 1897
年出版的《数论报告》中首次引进了环的术语, 其原文是德文 der Zahlring, 即 “数环”.
非交换环的根本例子是域上的 n× n-矩阵环, 譬如 n× n-实矩阵环 Mn(R). 综之, 环结
构在数学中的份量一目了然.

交换环与非交换环无论在性质或研究视角上都有明显差异, 域和除环又各有其独
特的方法论, 必须各辟专章讨论. 本章目的仅是铺陈共通的基本概念, 并间杂以具体的
经典结果, 如: Wedderburn 小定理 5.2.6, 唯一分解性 §5.7 以及对称多项式的初步理论
§5.8; 这些结果还会在后续章节登场.

如不另作说明, 我们仅考虑含幺元的环, 而且一般假设环 6= {0}. 为了避免悖论, 论
及环范畴 Ring 时我们仍沿用约定 2.1.4, 假定所论的环在集合论意义下都是 “小” 的.

阅读提示

本章内容较偏于形式面向, 着眼于为后继章节搭建合适的框架, 前半部内容在一
般的抽象代数课程多有涉及. 在 §5.4 介绍 Möbius 反演有双重目的, 一是顾及未
熟悉经典 Möbius 反演公式的读者, 二是说明环论语言对计数组合学的应用; 习
题中还会提供进一步的例子.
对称多项式也是大学数学课程常涉及的内容, 我们在 §5.8 引进的 Young 图处理
手法既非最快也不是最简单的, 其用意是介绍一套应用范围更广的思考模式.
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5.1 基本概念
环是一种具备加, 减与乘法运算的代数结构, 亦可视为叠架在一个交换群 (运算写

作加法) 上的乘法结构, 后一观点在理论上往往更为便利.

定义 5.1.1 (含幺) 环是一组资料 (R,+, ·), 其中

1. (R,+) 是交换群, 二元运算用加法符号记作 (a, b) 7→ a+ b, 加法幺元记为 0, 称之
为 R 的加法群;

2. 乘法运算 · : R×R→ R 简记为 a · b = ab, 满足下述性质: 对所有 a, b, c ∈ R,

� a(b+ c) = ab+ ac, (b+ c)a = ba+ ca (分配律, 或曰双线性),
� a(bc) = (ab)c (乘法结合律);

3. 存在元素 1 ∈ R 使得对所有 a ∈ R 皆有 a · 1 = a = 1 · a, 称作 R 的 (乘法) 幺元.

除去和幺元相关性质得到的 (R,+, ·) 称作无幺环. 若子集 S ⊂ R 对 (+, ·) 也构成环,
并且和 R 共用同样的乘法幺元 1, 则称 S 为 R 的子环, 或称 R 是 S 的环扩张或扩环.

以上定义蕴涵了 (R, ·) 构成幺半群, 故幺元 1 是唯一的, 必要时标注为 1R. 子环
S ⊂ R 的定义相当于说 (S,+) 为子群而 (S, ·) 为子幺半群. 左乘映射 b 7→ ab 对每个
a ∈ R 都是加法群 (R,+) 的自同态, 故环论公理蕴涵 a · 0 = 0; 同理 0 · a = 0. 此外,
(−1)a+ a = (−1 + 1)a = 0 蕴涵 (−1)a = −a; 同理 a(−1) = −a.

留意到满足 1 = 0 的环只有一个元素 0, 称作零环. 本章如不另作说明, 环皆指非
零的含幺环, 并将 (R,+, ·) 简记为 R, 其中对乘法可逆的元素全体记为 R×; 这和先前
关于幺半群中可逆元的符号是一致的.

定义 5.1.2 设 R 为环, 定义其相反环 Rop = (R,+,�), 其中仅乘法运算 � 改为

a� b := ba, a, b ∈ R.

若 Rop = R (即: ab = ba 恒成立), 则 R 称为交换环.

定义 5.1.3 设 R,S 为环, 映射 ϕ : R → S 若满足下列条件则称为环同态: 对所有
a, b ∈ R

� ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b), 这相当于说 ϕ 是加法群的同态;

� ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b);

� ϕ(1R) = 1S , 以上两条相当于说 ϕ 是乘法幺半群的同态.

如去掉与 1R, 1S 相关的条件, 就得到无幺环之间的同态概念.
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由此可导出环的同构 (即可逆同态), 自同态, 自同构等概念, 与 §2.1 探讨范畴论时同一
套路, 不再赘述.

一个同态 ϕ 是同构当且仅当它是双射, ϕ 的像 im(ϕ) 是 S 的子环. 对环同态依然
有核 ker(ϕ) := ϕ−1(0) 的概念, 我们马上会看到同态的核无非是环的双边理想.

例 5.1.4 非交换环的基本例子是矩阵环: 设 n ∈ Z≥1 而 R 为环, 定义矩阵环 Mn(R)

使其元素为 n× n 阶矩阵

(aij)1≤i,j≤n =


a11 · · · a1n

...
...

an1 · · · ann

 , ∀i, j, aij ∈ R

加法, 乘法定义为习见的矩阵运算; 注意到这里不要求 R 交换. 矩阵环的幺元是

1 =

(
1R

. . .
1R

)
.

例 5.1.5 设 (A,+) 为交换群, 则 A 的自同态集 End(A) 具有自然的环结构: 自同态的
合成给出乘法 φψ = φ ◦ ψ, 其中 φ, ψ ∈ End(A), 而加法可以 “逐点地” 定义成

φ+ ψ : a 7−→ φ(a) + ψ(a).

容易验证这使 (End(A),+, ·) 成环, 幺元是 idA.

接着考虑环的商. 设 R 为环, 这里的思路和 §4.2 类似: 给定集合 R 上的等价关系
∼, 试问在什么条件下能赋予 R/ ∼ 典范的环结构, 使得商映射 R → R/ ∼, r 7→ [r] 为
环同态? 环同态首先必是加法群的同态, 因而等价关系由一个加法子群 I ⊂ R 确定, 使
得对所有 r, r′ ∈ R 有

(r ∼ r′) ⇐⇒ (r − r′ ∼ 0) ⇐⇒ (r − r′ ∈ I).

现在计入乘法, ∼ 须满足条件

(r ∼ r′) ∧ (s ∼ s′) =⇒ (rs ∼ r′s′).

由环的公理易知 rs− r′s′ = r(s− s′) + (r − r′)s′. 因此我们的条件化归为: ∀r ∈ R, 有
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rI ⊂ I, Ir ⊂ I; 这里

rI := {ra : a ∈ I} ⊂ R,

Ir := {ar : a ∈ I} ⊂ R,

两者皆为 R 的加法子群. 事实上由 R 含幺元可知以上条件等价于 IR = I = RI. 于是
我们提炼出以下定义.

定义 5.1.6 设 R 为环, I ⊂ R 为加法子群.

(i) 若对每个 r ∈ R 皆有 rI ⊂ I, 则称 I 为 R 的左理想;
(ii) 若对每个 r ∈ R 皆有 Ir ⊂ I, 则称 I 为 R 的右理想;
(iii) 若 I 兼为左, 右理想, 则称作双边理想.

满足 I 6= R 的左, 右或双边理想称为真理想. 交换环的左, 右理想不分, 简称为理想.

关于加法子群的前提可以放宽为 I 对加法封闭且非空, 因为 (−1)r = −r. 理想具有以
下几种最简单的运算.

� 设 I1, I2 为 R 的左理想 (或右理想, 双边理想), 则 I1 + I2 与 I1 ∩ I2 亦然. 推而
广之, 对于任意一族 R 的左理想 (或右理想, 双边理想) {It : t ∈ T}, 定义其和

∑
t∈T

It :=

rt1 + · · ·+ rtn :
n ∈ Z≥1, t1, . . . , tn ∈ T,

∀1 ≤ j ≤ n, rtj ∈ Itj

 ,

对 T = ∅ 约定空和为 {0}, 则
∑
t∈T It 也是左理想 (或右理想, 双边理想). 同理,

当 T 6= ∅ 时, 类似断言对交
⋂
t∈T It 也成立.

� 对 R 的任意子集 S, 定义由 S 生成的左理想 (或右理想, 双边理想) 为包含 S 的
最小的左理想 (或右理想, 双边理想), 即

⋂
I⊃S I, 其中 I 取遍左理想 (或右理想,

双边理想).

� 设 I 为双边理想, S 为子环, 则 S + I 亦为子环.

� 设 S 为子环, I 在 R 中为左理想 (或右理想, 双边理想, 子环), 则 S ∩ I 在 S 中
亦然.

� 定义双边理想 I, J 的积 IJ 为由子集 {xy : x ∈ I, y ∈ J} 生成的理想, 注意到
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IJ 的元素能表为这些 xy 的和. 积运算具有以下简单性质,

IJ ⊂ I ∩ J ⊂ I + J,

(
∑
t∈T

It)J =
∑
t∈T

(ItJ), J(
∑
t∈T

It) =
∑
t∈T

JIt,

I(JK) = (IJ)K.

利用最后一条结合律, 可定义有限多个理想的积 I1 · · · In; 理想 I 的幂次可递归地
按 I0 = R 和 Ik = I · Ik−1 来定义, 此处 k ∈ Z≥1.

一般将有限个元素 r1, . . . , rn ∈ R 生成的双边理想记为 〈r1, . . . , rn〉. 在交换环的情形
也习惯写作 (r1, . . . , rn).

定义 5.1.7 设 I 为 R 的双边理想, 赋予加法群 R/I 乘法运算如下

(r + I) · (s+ I) := (rs+ I), r, s ∈ R.

则 R/I 构成一个环, 称为 R 模 I 的商环. 商映射 R� R/I 称为商同态.

我们在定义 5.1.6 前的讨论中业已说明了 R/I 确实成环, 其幺元是 1R/I = 1R + I; 而
且从定义立得 R� R/I 确实为同态. 须注意到 R/I 是零环当且仅当 I = R, 我们通常
仅考虑 I 是真理想的情形. 取商 R/I 的操作有时也叫作 mod I.

例 5.1.8 设 n ∈ Z, 则 nZ 是 Z 的理想. 当 n 6= 0 时商环 Z/nZ 中的运算无非就是数
论中的同余类操作. 反过来看, 任意理想 I ⊂ Z 必为 I = nZ 的形式: I = {0} 时自不
待言, 如非零则取 I ∩ Z>0 中的极小元 n, 由带余除法知 I 中元素必被 n 整除; 如要求
n ≥ 0, 则 n 是唯一确定的. 这表明 Z 是稍后将介绍的主理想环 (定义 5.3.7) 的初等
例子.

商环满足一些与商群共通的性质如下, 证明和群的情形如出一辙, 留作练习.

命题 5.1.9 设 I ⊂ R 为双边理想, 则对任意环同态 ϕ : R → R′ 满足 ϕ(I) = 0 者, 存
在唯一的同态 ϕ̄ : R/I → R′ 使得下图交换.

R R′

R/I

φ

∃! φ̄

命题 5.1.10 设 ϕ : R → R′ 为环同态, 则 ker(ϕ) := ϕ−1(0) 是 R 的双边理想, 且诱导
同态 ϕ̄ : (R/I)→ im(ϕ) 是环同构.
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接着观察到对任意环同态 ϕ : R1 → R2, 理想间有相应的原像映射:

{R2的双边理想} −→ {R1的双边理想}

I2 7−→ ϕ−1(I2).
(5.1)

此映射满足
I2 ⊂ I ′2 =⇒ ϕ−1(I2) ⊂ ϕ−1(I ′2).

如取 ϕ 为子环的包含映射 R1 ↪→ R2, 便得到 I2 7→ I2 ∩R1. 下面考虑另一个极端, 即商
同态或满同态 (回忆命题 5.1.10) 的情形.

命题 5.1.11 设 ϕ : R1 → R2 是满的环同态. 则 (5.1) 诱导出双射

{双边理想 I2 ⊂ R2} {双边理想 I1 ⊂ R1 : I1 ⊃ ker(ϕ)}

I2 ϕ−1(I2)

ϕ(I1) I1.

1:1

而且合成同态 R1

φ
R2 � R2/I2 诱导出环同构 R1/ϕ

−1(I2)
∼→ R2/I2.

接着考虑子环 S ⊂ R 及双边理想 I ⊂ R. 合成同态 S ↪→ R� R/I 的像为 R/I 的
子环 (S + I)/I, 它的核显然是 I ∩ S. 以下证明与群的情形同一套路, 是故略去.

命题 5.1.12 设 S 是 R 的子环而 I 是 R 的双边理想, 则合成同态 S � (S + I)/I 诱
导的环同态

θ : S/I ∩ S → (S + I)/I

乃是同构.

和左理想或右理想相关的构造将在模论部分统一处理.

5.2 几类特殊的环
设 R 为环, 以下皆假设 R 非零. 对任意 x ∈ R, 定义其中心化子

ZR(x) := {r ∈ R : rx = xr} ;

环 R 的中心定为

ZR := {r ∈ R : ∀s ∈ R, rs = sr} =
⋂
x∈R

ZR(x).
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这些都是 R 的子环, 而且 ZR 是交换环.
既然 R 对乘法构成幺半群, 故可定义其中元素的左逆与右逆. 设 r ∈ R 非零, 若 r

可逆, 其逆记为 r−1; 全体可逆元构成的乘法群记为 R×. 若存在 r′ 6= 0 使得 rr′ = 0

则称 r 为左零因子; 条件改作 r′r = 0 则称右零因子. 为 R 中左或右零因子的元素统
称为零因子. 元素 r ∈ R ∖ {0} 非左零因子当且仅当 r 的左乘满足消去律, 这是由于
ra = rb ⇐⇒ r(a− b) = 0; 右零因子的情形类似.
由于环对加法成群, 对其中元素可取任意整数倍: 如 (−1)r = −r, nr = r + · · ·+ r

n 项

,

(−n)r = nr 等等 (设 n ≥ 0). 不难验证映射

Z −→ R

a 7−→ a · 1R
(5.2)

为环同态; 这也是从 Z 到 R 的唯一同态, 像包含于 ZR. 由命题 5.1.10 和例 5.1.8 知其
像必同构于某个 Z/pZ, 其中 p ∈ Z≥0 是唯一的. 此时必有 p 6= 1, 否则在 R 中 1 = 0

将导致 R 是零环. 记此数 p 为 char(R).

定义 5.2.1 设 R 非零环, 定义其特征为上述的 char(R).

如果 R 中没有非零的零因子, 则 Z/pZ 亦然, 后者成立当且仅当 p = 0 或素数. 以下的
公式在域论中格外有用: 设交换环 R 的特征为素数 p, 则

(u+ v)p
m

= up
m

+ vp
m

, u, v ∈ R, m ≥ 0; (5.3)

这是 R 上二项式定理和引理 4.5.8 的直接应用.

定义 5.2.2 无非零的零因子的交换环称为整环.

定义 5.2.3 若环 R 中的每个非零元皆可逆, 则称 R 为除环. 交换除环称为域.

按本节的约定, 除环不能是零环; 某些文献将除环称作体.

例 5.2.4 设 p 为素数, 则商环 Z/pZ 是域, 一般记为 Fp. 诚然, 若 x ∈ Z 和 p 互素, 则
辗转相除法表明 xy + pz = 1 有整数解 y, z, 因而 y + pZ 给出 x+ pZ 的乘法逆元.

除环 D 中可作除法, 故存在包含 1 的最小子域, 称为 D 的素子域; 当 char(D) = 0 时,
Z ↪→ D, 故其素子域同构于有理数域 Q; 若 char(D) = p > 0, 其素子域是上述之 Fp.

环上的拓扑, 几何结构或有限性等条件往往与其代数性质有着微妙的关系. 下述两
个结果是绝佳范例. 定理 5.2.6 的证明略需一些多项式和初等数论的知识.

命题 5.2.5 有限环 D 若无非零的零因子, 则 D 必为除环.

证明 设 x ∈ D, x 6= 0. 由条件可知从 D 到自身的左乘映射 Lx : r 7→ xr 为单射. 因
为 D 有限, Lx 自动是双射, 故存在 x′ ∈ R 使得 xx′ = 1, 即 x 右可逆. 同理, 考虑右乘
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映射可知 x 左可逆. 因而 x ∈ D×.

定理 5.2.6 (Wedderburn小定理) 有限除环必为域.

证明 (E. Witt) 设 D 为有限除环. 对任意 r ∈ D×, 应用 r±1 在 D 上的共轭作用可知
对任意 x ∈ D,

xr = rx ⇐⇒ r−1x = xr−1.

由之得到两条推论: 第一, ZD(x) ∖ {0} 对取逆封闭, 因而 ZD(x) 是子除环; 第二,
ZD ∖ {0} 也对取逆封闭, 从而 ZD 是域. 以下置 F := ZD, 记其基数为 q ∈ Z≥2.

注意到 D 在 F 的乘法作用下构成 F -向量空间, 由假设知 n := dimF D 有限. 下
面证明 n = 1, 由此立见 D = F 交换.

对乘法群 D× = D ∖ {0} 的共轭作用应用引理 4.4.7, 可得

qn − 1 = q − 1

=|F×|

+
∑
x

(D× : ZD(x)
×) (5.4)

其中 x 取遍 D× ∖ F× 在共轭作用下的一组代表元. 注意到 ZD(x) 也是 F -向量空间,
维数记为 n(x) ∈ Z≥1, 故 n(x) < n 而

(D× : ZD(x)
×) =

qn − 1

qn(x) − 1
.

兹断言 n(x) | n. 根据初等数论的结果或稍后的例 5.7.16, 可知 qn − 1 和 qn(x) − 1 的最
大公因子是 q(n,n(x)) − 1, 因此 qn−1

qn(x)−1 = (D× : ZD(x)
×) ∈ Z 导致所求之 n(x) | n. 另

一条途径则是将 D 视为除环 ZD(x) 上的左向量空间, 那么 n/n(x) = dimZD(x)D; 这
需要 §6.4 的理论, 留给读者探究.

下面将应用分圆多项式的理论: 这是一族最高次项系数为 1 (简称首一) 的整系数
多项式 Φr(X), r ∈ Z≥1, 使得

Xm − 1 =
∏
r|m

Φr(X), m ∈ Z≥1,

degΦr = ϕ(r) := |(Z/rZ)×| (Euler 函数)
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恒成立. 直接的定义是

Φm(X) = (Xm − 1) ·
∏
p:素数
p|m

(Xm/p − 1)−1 ·
∏

p 6=q:素数
pq|m

(Xm/pq − 1) · · ·

=
∏
d|m

(Xd − 1)µ(m/d),

degΦm =
∑
d|m

dµ
(m
d

)
=
∑
h|m

m

h
· µ(h)

= ϕ(m) ∵初等数论, 或 (5.9);

其中 µ 表 Möbius 函数

µ(d) =

(−1)(d 的素因子个数), d无 1 之外的平方因子

0, d有平方因子 6= 1.

由于在整系数多项式环中 X(a,b)− 1 是 Xa− 1 和 Xb− 1 的最大公因子 (例 5.7.16), 这
般定义的 Φm(X) 确实是首一整系数多项式, 它实际是运用容斥原理从 Xm − 1 移除所
有来自 Xd − 1 (d | m, d 6= m) 的首一因子后的硬核; 我们将在 §5.4 讨论 Möbius 反演
的一般框架, 并在例 5.4.7 回顾这里用上的经典版本 (精确地说是其 “乘性” 情形). 分
圆多项式的系统性研究是 §9.4 的任务.

在复数域 C 上 Φm(X) 可分解为
∏
ζ(X − ζ), 其中 ζ 取遍 C× 中的 m 次单位原

根. 因为 n(x) | n 而 n(x) < n, 我们有整系数首一多项式之间的整除关系

Φn(X) | Xn − 1, Φn(X) |
∏
d|n

d∤n(x)

Φd(X) =
Xn − 1

Xn(x) − 1
;

上式也可以透过在 C 上作分解来证明. 代值 X  q ∈ Z 以后可见 (5.4) 中的 qn − 1 及
每一项 qn−1

qn(x)−1 都被 Φn(q) 整除, 因而 Φn(q) | q − 1. 另一方面, 假若 n > 1, 则对每个
C× 中的 n 次单位原根 ζ 皆有

1

q

ζ

=⇒ |q − ζ| > q − 1 ≥ 1.

于是 |Φn(q)| =
∏
ζ |q − ζ| > q − 1, 导出矛盾.

非交换除环的发现甚晚, 可稽的最早例子是 W. Hamilton 于 1843 年发现的四元数
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代数. 以后探讨有限维代数时将给出构造这类除环的一些系统性的方法.

例 5.2.7 (四元数) 考虑以 1, i, j, k 为基的实向量空间 H := R1⊕Ri⊕Rj ⊕Rk. 其上具
有良定的乘法使得 H 成环并满足:

� 乘法 (x, y) 7→ xy 是 H 上的双线性映射;

� 1 是乘法单位元, 故我们可将 R 等同于 R · 1 嵌入 ZH;

� i2 = j2 = −1;

� ij = k = −ji.

由此可以推导出 k2 = −1, jk = i = −kj, ki = j = −ik. 细节留给读者. 由向量空间结
构和前两条性质, 我们也说 H 是一个 “R-代数”, 定义 7.1.1 将有详细解释. 此外亦可将
复数域 C = R⊕ Ri 嵌入 H. 下面验证 H 是除环: 如定义共轭运算

z = a+ bi+ cj + dk 7−→ z̄ = a− bi− cj − dk

则有性质 zw = w̄z̄, zz̄ = z̄z = a2 + b2 + c2 + d2 ∈ R, 由此可得

z−1 = (zz̄)−1z̄ = (a2 + b2 + c2 + d2

6=0

)−1z̄, z ∈ H∖ {0}.

这里用到的关键性质可归结为 a2 + b2 + c2 = −1 在实数域 R 中无解, 更强的陈述是
−1 在 R 中非平方和; 具后一条件的域称作形实域, 它们在域论, 二次型和模型论等研
究中是饶富兴味的对象, 见 [49, §9.1].

5.3 交换环初探
交换环的理论与一般的非交换情形面貌迥异, 一方面体现于交换环所独有的一些

概念与技术, 另一方面则归因于交换环在代数几何, 代数数论及代数组合学等领域中的
关键地位. 本节目的仅在铺陈基本概念, 包括交换环的局部化, 较深入的研究将另辟专
章讨论.

本节只论含幺交换环, 故理想不分左右.

定义 5.3.1 环 R 的真理想 I 称为
� 素理想, 如果 xy ∈ I 蕴涵 x ∈ I 或 y ∈ I;
� 极大理想, 如果 I 6= R 且不存在严格包含 I 的理想.

分别记 R 中素理想和极大理想所成的集合为 SpecR 与 MaxSpecR, 称为 R 的素谱和
极大理想谱.
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对任意环都能对左, 右和双边理想定义极大性的概念, 但用途不如交换情形来得广泛.

引理 5.3.2 对任意环同态 ϕ : R1 → R2, 式 (5.1) 映素理想为素理想; 换言之, 由 ϕ 导
出映射

ϕ♯ : SpecR2 −→ SpecR1

I2 7−→ ϕ−1(I2).

以范畴语言诠释, 映射

R 7−→ SpecR,

[ϕ : R1 → R2] 7−→ [ϕ♯ : SpecR2 → SpecR1]

定义出函子 Spec : CRingop → Set, 其中 CRing 表示交换环所成的范畴.

证明 设 I2 为 R2 的素理想. 若在 R1 中有 xy ∈ ϕ−1(I2), 则 ϕ(x)ϕ(y) ∈ I2, 从而
x, y 必有一者落在 ϕ−1(I2). 于是 ϕ−1(I2) 为 R1 的素理想. 为证明 Spec 给出函子
CRingop → Set, 仅须对任一对可合成的同态 ϕ, ψ 证明 (ϕ ◦ ψ)♯ = ψ♯ ◦ ϕ♯: 观察到
(ϕ ◦ ψ)−1 = ψ−1 ◦ ϕ−1 足矣.

注记 5.3.3 对 MaxSpec 一般而言没有相应的结果, 参看例 5.3.14.

命题 5.3.4 设 I 为 R 的真理想, 则

1. 在命题 5.1.11 的双射

{J ⊂ R :理想, J ⊃ I} −→ {J̄ ⊂ R/I :理想}

J 7−→ J̄ := J/I

中, J̄ 为素理想 (极大理想) 当且仅当 J 亦然;

2. R/I 为整环当且仅当 I 为素理想;

3. R/I 为域当且仅当 I 为极大理想.

证明 先证明第一条断言. 极大理想的情形是命题 5.1.11 的显然推论. 引理 5.3.2 表明
J̄ ∈ SpecR/I =⇒ J ∈ SpecR. 今假设 J ∈ SpecR, J ⊃ I, 则在 R/I 中 x̄ȳ ∈ J̄ 当且
仅当 xy ∈ J , 这里 x, y 分别是 x̄, ȳ 的任意原像, 这就表明 J̄ ∈ SpecR/I.

取 J = I, 则余下两条断言分别化约为: R 是整环 (域) 当且仅当 {0} 是素理想 (极
大理想). 说 {0} 是素理想无非是说 xy = 0 当且仅当 x = 0 或 y = 0, 这正是整环定
义. 另一方面, {0} 是极大理想等价于 R 仅有一个真理想 {0}, 这相当于说对任意非零
元 x ∈ R, 理想 Rx = 〈x〉 只能是 R 全体; 换言之存在 y 使得 xy = 1 = yx.
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推论 5.3.5 极大理想必为素理想.

其逆一般不成立, 因为整环未必是域.

命题 5.3.6 设 R 为任意环 (未必交换). 对 R 的任意真双边理想 I, 存在极大双边理想
m 使得 m ⊃ I.

取 I = {0} 即知 R 必有极大双边理想. 此结果一般施于 R 为交换环的情形.

证明 以下理想皆指双边理想. 由命题 5.1.11 立即化约到 I = {0} 的情形, 亦即 R 中
极大理想的存在性. 先观察到 R 的真理想构成一个偏序集 (P,≤): 定义 I1 ≤ I2 ⇐⇒
I1 ⊂ I2, 于是 P 中的极大元正好是 R 的极大理想. 下面将运用 Zorn 引理 (定理 1.3.6)
给出极大元. 首先注意到 P 中任意链 (即全序子集) 都有上界: 设 C ⊂ P 为链, 由全
序性质可知 J :=

⋃
I∈C I 亦为 R 的理想; 若 J = R, 则存在 I ∈ C 使得 1 ∈ I, 亦即

I = R, 与 P 的定义矛盾. 是故 J ∈ P 提供了 C 的上界. 证毕.

定义 5.3.7 设 I 为 R 的理想, 若存在 a ∈ R 使得 I = 〈a〉 = Ra, 则称 I 为主理想. 若
整环 R 的所有理想皆为主理想, 则称 R 为主理想环.

例如整数环 Z 即是主理想环 (例 5.1.8).
下面探讨交换环的局部化, 思路是形式地在环中添进某些乘法逆元.

定义 5.3.8 设 R 为交换环. 子集 S ⊂ R 若对环的乘法构成幺半群, 则称 S 为 R 的乘
性子集.

构作对乘性子集 S 的局部化 R[S−1] 如下. 首先在集合 R× S 上定义关系

(r, s) ∼ (r′, s′) ⇐⇒ [∃t ∈ S, trs′ = tr′s] .

易证 ∼是等价关系,相应的商集记为 R[S−1],其中的等价类 [r, s]应该设想为 “商” r/s,
且对任意 t ∈ S 皆有 [r, s] = [rt, st]. 以下定义的环运算因而是顺理成章的:

[r, s] + [r′, s′] = [rs′ + r′s, ss′],

[r, s] · [r′, s′] = [rr′, ss′].

请读者验证 R[S−1] 对此确实成交换环, 零元为 0 = [0, s] 而幺元为 1 = [s, s], 其中
s ∈ S 可任取. 由此得到

[r, s] = 0 ⇐⇒ [∃t ∈ S, tr = 0] . (5.5)

因此 R[S−1] 是零环当且仅当存在 s ∈ S 使得 sR = 0, 我们既假定 R 含幺元, 这也相
当于说 0 ∈ S; 一般总排除这种情形.
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另一方面, r 7→ [r, 1] 给出环同态 R → R[S−1]. 注意到 s ∈ S 的像落在 R[S−1]×

中, 其逆无非是 [1, s]. 局部化应当同态射 R → R[S−1] 一并考量. 从范畴论的角度看,
局部化构造 R→ R[S−1] 是令 S 中元素可逆的 “最经济” 的方式, 它被以下的泛性质唯
一刻画.

命题 5.3.9 局部化 R → R[S−1] 满足下述泛性质: 任意交换环的同态 ϕ : R → A 若满
足 ϕ(S) ⊂ A×, 则存在唯一的环同态 ϕ[S−1] : R[S−1]→ A 使下图交换.

R A

R[S−1]

φ

φ[S−1]

证明 图表交换等价于

[r, s] = [r, 1] · [1, s]
φ[S−1]

ϕ(r)ϕ(s)−1 ∈ A.

反过来, 易证此式确实定义了环同态 R[S−1]→ A.

引理 5.3.10 设 S ⊂ R为乘性子集, 0 /∈ S,则 [r, s] ∈ R[S−1]可逆当且仅当存在 r1 ∈ R
使得 rr1 ∈ S.

证明 若 rr1 ∈ S 则 [r, s][r1s, rr1] = 1. 反之设存在 [r′, s′] 使得 [r, s][r′, s′] = 1, 则存
在 t ∈ S 使得 trr′ = tss′, 因而 r(tr′) ∈ S.

原环 R 的部分信息可能在局部化过程中丢失. 由 (5.5) 可知

ker
[
R→ R[S−1]

]
= {r ∈ R : ∃s ∈ S, sr = 0} .

我们希望取尽可能大的 S 使得 R[S−1] 是 R 的扩环. 前述讨论自然引向以下结果.

引理 5.3.11 设 S ⊂ R 为乘性子集, 0 /∈ S. 则局部化态射 R → R[S−1] 是单射当且仅
当 S 不含零因子. 另一方面, R∖ {0} 中的所有非零因子构成 R 的乘性子集, 相应的局
部化记为

R ↪→ Frac(R),

而 Frac(R) 称为 R 的全分式环.

当 R 是整环时, Frac(R) 无非是对 S := R ∖ {0} 的局部化; 此时由引理 5.3.10 知
Frac(R) 是域: 事实上 r 6= 0 时 [r, s]−1 = [s, r]; 称此为 R 的分式域.

例 5.3.12 整数环 Z 的分式域同构于 Q: 将 [r, s] ∈ Frac(R) 映至 r/s 即可.
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下面研究局部化对理想的影响. 给定乘性子集 S, 0 /∈ S. 对任意理想 I ⊂ R, 定义

I[S−1] := {[r, s] : r ∈ I, s ∈ S} ⊂ R[S−1].

由 R[S−1] 的环结构定义, 易证 I[S−1] 事实上是由 I 在 R → R[S−1] 下的像所生成的
理想. 另一方面, 据 (5.1) 可得理想间的映射

J 7→ I := {r ∈ R : [r, 1] ∈ J} (5.6)

其中 J 是 R[S−1] 的理想, 而右式无非是 J 对 R→ R[S−1] 的原像. 兹考察

{I : R 的理想} {J : R[S−1] 的理想}.
I 7→I[S−1]

(5.6)

今断言上图按 之合成是 id: 显然 I ←[ J 蕴涵 I[S−1] ⊂ J , 另一方面, 对任意
[r, s] ∈ J 皆有 [r, 1] = [r, s][s, 1] ∈ J , 故 r ∈ I, 于是 J ⊂ I[S−1]. 由此可见 I 7→ I[S−1]

为满而 (5.6) 为单. 然而若不限定所论的理想, 则上图按 合成未必是 id, 从以下证
明可以窥见端倪.

命题 5.3.13 令 S 为 R 的乘性子集, 0 /∈ S.

1. 对任意理想 I, 等式 I[S−1] = R[S−1] 成立当且仅当 I ∩ S 6= ∅.

2. 映射 I 7→ I[S−1] 诱导出双射

{I ∈ SpecR : I ∩ S = ∅} 1:1−→ SpecR[S−1],

其逆是前述之 (5.6).

3. 上述双射保持包含关系: I1 ⊂ I2 ⇐⇒ I1[S
−1] ⊂ I2[S−1].

证明 由于 1 ∈ R[S−1] 对应到形如 [r, s] 并存在 t ∈ S 使 tr = ts ∈ S 的等价类, 立得
第一条断言.

现在设 I ∈ SpecR, I ∩ S = ∅. 则在 R[S−1] 中

[r1, s1][r2, s2] ∈ I[S−1] ⇐⇒ r1r2 ∈ I ⇐⇒ (r1 ∈ I 或 r2 ∈ I) ,

故 I[S−1] 为素理想. 它对 R→ R[S−1] 的原像等于

{r ∈ R : ∃a ∈ I, s ∈ S, [r, 1] = [a, s]} ∈ SpecR ∵ 引理 5.3.2;

此集可进一步改写为 {r ∈ R : ∃s ∈ S, rs ∈ I}, 由于 S 与素理想 I 不交, 此原像无非是
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I. 配合先前的讨论, 这就证明了 I 7→ I[S−1] 在素理想层面是双射. 关于包含关系的断
言是显然的.

前述双射又可表作

SpecR[S−1] = SpecR∖ {I ∈ SpecR : I ∩ S 6= ∅}.

若视素谱 SpecR 为某种意义下的 “空间”, 不妨设想 R 7→ R[S−1] 的效果是在 SpecR
中隐去与 S 有交的 “点”, 这就解释了局部化一词的由来. 篇幅所限, 这里还不能详细展
开素谱的几何意涵.

例 5.3.14 取定 p ∈ SpecR, 则 S := R ∖ p 为乘性子集. 由前述双射知 Rp := R[S−1]

的素理想一一对应于 R 中包含于 p 的素理想, 而 p[S−1] = pRp 是 Rp 唯一的极大理
想, 尽管相应的 p ∈ SpecR 未必极大. 这是交换环论的常用技巧.

5.4 间奏: Möbius反演
Möbius 反演公式是组合学与数论中的基本工具. 之所以专辟一节讨论, 有三重目

的: 一是迅速地补全我们需要的情形, 二是演示环论的一种有趣应用, 三则是说明如何
从高观点梳理经典的 Möbius 反演公式, 将之阐述为偏序集中的一套计数手段. 本节将
取法 [37, §§3.7–3.8], 以代数工具演绎 Möbius 反演的基本理路.

定义 5.4.1 若非空偏序集 (P,≤) 中对任意 x ≤ y, 子集 [x, y] := {z ∈ P : x ≤ z ≤ y}
皆有限, 则称 (P,≤) 为局部有限偏序集.

对于局部有限的 (P,≤), 定义环 (I(P,≤),+, ?) 如下.
� 它作为加法群由所有函数 f : {(x, y) ∈ P 2 : x ≤ y} → Q 构成, 加法为
(f + g)(x, y) = f(x, y) + g(x, y);
� 乘法定为 (f ? g)(x, y) =

∑
z: x≤z≤y f(x, z)g(z, y);

� 乘法幺元 δ ∈ I(P,≤) 为

δ(x, y) =

1, x = y

0, x < y

这是数学中常用的符号记法, 称为 Kronecker 的 δ.
局部有限确保 I(P,≤) 的乘法是良定的. 环公理的验证毫无困难, 例如乘法结合律成立
的缘由就和矩阵乘法情形如出一辙; 细节留给读者. 如在定义中容许函数取值在任意域
k 中, 便得到所谓 k 上的关联代数; 域上代数的概念将在 §7.1 介绍, 这里按下不表.
翻转序关系得到的 (P,≥) 依然是局部有限偏序集. 细观乘法定义可知

I(P,≥) = I(P,≤)op. (5.7)
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引理 5.4.2 设 (P,≤) 局部有限, 对任意 f ∈ I(P,≤), 以下陈述等价:

� f 有乘法左逆元,
� 对每个 x ∈ P 皆有 f(x, x) 6= 0,
� f 有乘法右逆元.

特别地, 在环 I(P,≤) 中左可逆 ⇐⇒ 可逆 ⇐⇒ 右可逆.

证明 公式 g ? f = δ 展开后无非是

g(x, x)f(x, x) = 1, x ∈ P

g(x, y)f(y, y) = −
∑

x≤z<y

g(x, z)f(z, y), x, y ∈ P, x < y.

因而此式成立蕴涵 ∀x f(x, x) 6= 0; 反之,当 ∀x f(x, x) 6= 0时上式唯一地定义了 g(x, y)

使得 g ? f = δ. 由此可见 f 左可逆等价于 f(x, x) 6= 0. 考虑 (P,≥) 并利用 (5.7) 便得
到右可逆的情形.

对于局部有限偏序集 (P,≤), 定义

ζ = ζP ∈ I(P,≤), ∀x ≤ y, ζ(x, y) = 1,

µ = µP ∈ I(P,≤), µ := ζ−1.

此处 ζ 的可逆性由引理 5.4.2 保证. 我们也称函数 µ 为 (P,≤) 的 Möbius 函数 µ. 性
质 µ ? ζ = δ = ζ ? µ 展开了无非是∑

z∈[x,y]

µ(x, z) = δ(x, y) =
∑

z∈[x,y]

µ(z, y). (5.8)

回顾引理 5.4.2 证明中的递归公式, 还能进一步导出 µ 取值在 Z. 这对后续应用是要紧
的.

命题 5.4.3 (Möbius反演公式 (Gian-Carlo Rota, 1964)) 设 (A,+) 为交换群. 设偏序
集 (P,≤) 满足

∀x ∈ P, {y ∈ P : y ≤ x}有限,

则 (P,≤) 为局部有限偏序集; 并且对任意函数 f, g : P → A, 有

∀x, g(x) =
∑
y≤x

f(y) ⇐⇒ ∀x, f(x) =
∑
y≤x

g(y)µ(y, x).
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证明 条件显然蕴涵 (P,≤) 局部有限, 且断言中的和式皆有限. 如第一式成立, 则∑
y≤x

g(y)µ(y, x) =
∑

z≤y≤x

f(z)µ(y, x)

=
∑
z≤x

 ∑
z≤y≤x

µ(y, x)

 f(z).

同理, 如第二式成立则

∑
y≤x

f(y) =
∑
z≤x

 ∑
z≤y≤x

µ(z, y)

 g(z).

代入 Z 中的等式 (5.8) 立得断言.

例 5.4.4 (色多项式) 试问如何用一个有 q 种颜色的色盘为一份地图上色, 使得相邻的
区/县颜色相异? 下图是兰州市的例子, 我们也一并给出图论的改述.

若用顶点对应区县, 相邻者以边相
连, 那么原问题就等价于为一个有
限平面图 Γ 的每个顶点上色 (q 种
选择), 使得每条边的两端不同色.
如此则可探讨任意有限图的着色.
称这种着色方式为 “恰当” 的.

F 图源: Wikimedia Commons,

蓝线为黄河. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

记 Γ 的所有恰当着色方式的个数为 MΓ(q). 为了计数, 先不管着色是否恰当, 则着
色方式恰有 qV (Γ) 种, 其中 V (Γ) 为顶点或者说区县的个数. 我们称 Γ′ 是 Γ 的子地图,
如果 Γ′ 是从 Γ 合并若干行政区划得到的, 或从图论角度看就是缩并, 记为 Γ′ ≤ Γ. 如
是则使 Γ 的全体子地图对 ≤ 构成有限偏序集. 于是看出

qV (Γ) =
∑
Γ′≤Γ

MΓ′(q);

诚然, 对任何一种地图着色, 总能合并相邻的同色区县使之变为恰当的. 现在应用命题

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Administrative_Division_Lanzhou.svg
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5.4.3 导出
MΓ(q) =

∑
Γ′≤Γ

qV (Γ′)µ(Γ′,Γ).

视 q 为变元, 则整系数多项式 MΓ(q) 给出图 Γ 的一个代数不变量, 称为 Γ 的色多项
式, 这是 Birkhoff 研究四色问题时引入的. 在统计物理学中, MΓ(q) 对应于反铁磁 q-态
Potts 模型的配分函数在零温极限的情形; 见 [40].

下一步是推导经典的 Möbius 反演, 仍需几道工序.

引理 5.4.5 设 (P1,≤), . . . , (Pn,≤) 为局部有限偏序集. 赋予积集 P :=
∏n
i=1 Pi 序结

构 (xi)
n
i=1 ≤ (yi)

n
i=1 ⇐⇒ ∀i xi ≤ yi, 则 (P,≤) 依然是局部有限偏序集, 其 Möbius

函数为

µP (x, y) =

n∏
i=1

µPi
(xi, yi), x = (xi)i, y = (yi)i ∈ P

证明 极易看出 (P,≤) 是局部有限偏序集. 剩下工作是对如上定义的 µP 验证 (5.8),
这可以归结为 P 上的求和公式∑

z=(zi)i∈P
x≤z≤y

=
∑

x1≤z1≤y1

· · ·
∑

xn≤zn≤yn

.

尚需一个毫不困难的推广. 考虑一族局部有限的偏序集 (Pi,≤)i∈I . 假定对 “几乎
所有的” 下标 i (确切地说, 至多有限个下标除外), 我们取定了元素 x̊i ∈ Pi. 定义所谓
受限积 P :=

∏′
iPi 为{

(xi)i ∈
∏
i∈I

Pi :对几乎所有 i, 有 xi = x̊i

}

此处
∏′
iPi 继承

∏
i Pi 的积偏序: (xi)i ≤ (yi)i ⇐⇒ ∀i xi ≤ yi. 那么 (P,≤) 仍然局部

有限, 而且 Möbius 函数的表法照旧

µP (x, y) =
∏
i

µPi
(xi, yi)

对几乎所有 i 都有 xi = yi = x̊i 而 µPi
(̊xi, x̊i) = 1, 乘积因之有限. 欲证上式仅须对每

个 x ≤ y 验证 (5.8), 然而该式中仅涉及使得 xi, yi 6= x̊i 的有限多个下标 i, 问题立刻化
约到有限积的情形. 现在可以阐述经典的 Möbius 反演公式.
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例 5.4.6 考虑全序集 (Z≥0,≤), 它当然使得 {y : y ≤ x} 对每个 x 皆为有限集. 取

µ(n,m) :=


1, n−m = 0

−1, n−m = −1,

0, 其它情形.

不待计算立见 (5.8) 成立. 此即所求的 Möbius 函数. 在此特例下, 请读者将命题 5.4.3
的反演公式翻译为一望可知的计数原理.

例 5.4.7 (A. F. Möbius, 1832) 现在赋予 Z≥1 整除偏序: 定义 n ≺ m ⇐⇒ n | m; 同
样地, {y : y ≺ x} 对每个 x 都有限, 因为每个正整数仅有有限多个因子. 正整数的唯一
分解给出偏序集的同构: ∏′

p:素数
(Z≥0,≤)

∼−→ (Z≥1,≺)

(np)p 7−→
∏
p:素数

pnp ,

左端实际是之前解释过的受限积, 取 x̊p = 0. 因此
∏
p p

np 有限, 映射是良定的. 根据引
理 5.4.5 的受限积版本, (Z≥1,≺) 的 Möbius 函数 µ 表作

µ

(∏
p

pnp ,
∏
p

pmp

)
=
∏
p:素数

µ(Z≥0,≤)(np,mp)

=


∏
p:素数(−1)

np−mp , ∀p np −mp ≥ −1

0, ∃p np −mp < −1.

记 µ(n) := µ(1, n), 则 µ(d, n) = µ(n/d), 而上式给出直截了当的描述

µ(n) =

(−1)(n 的素因子个数), n无平方因子 6= 1,

0, 其它情形.

对于交换群 (A,+) 及任意函数 f, g : Z≥1 → A, 命题 5.4.3 化作

∀n, g(n) =
∑
d|n

f(d) ⇐⇒ ∀n, f(n) =
∑
d|n

g(d)µ
(n
d

)
.

此即熟知的 Möbius 反演公式, 实践中又分为 (a) 加性情形: A 取为 Z, C 等加法
群, 以及 (b) 乘性情形: A 取为 Q× 或非零有理多项式 Q(X)× 等乘法群. 但理论框架
并无二致.
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现在来考虑一个初等应用. 对于任意 n ∈ Z≥1, 熟知的 Euler 函数 ϕ(n) :=

|(Z/nZ)×| 无非是计算所有 ≤ n 而与 n 互素的正整数个数. 以下等式恒成立:∑
d|n

ϕ(d) = n,

∑
d|n

dµ
(n
d

)
= ϕ(n).

(5.9)

第一式的一种解释如下: 将 n 个有理数 1
n , . . . ,

n
n 全化作最简分数, 则 ϕ(d) 正好是其

中分母化为 d 的元素个数; 应用 Möbius 反演立得第二式. 这些都是初等数论中熟知的
性质.

5.5 环的极限与完备化
本节中出现的 I 皆为非空集或非空范畴. 我们将按照直积, lim←− 和 lim−→ 的顺序解说,

顺带引入点集拓扑的语言来讨论完备化.

定义 5.5.1 设 {Ri : i ∈ I} 为一族环. 其直积
∏
i∈I Ri 在加法群的层次与定义 4.3.1 相

同, 我们在
∏
i∈I Ri 上定义乘法运算为

(ri)i∈I · (si)i∈I = (ri · si)i∈I .

换言之,
∏
i∈I Ri 同时是乘法幺半群的直积, 其幺元是 (1Ri

)i∈I . 易证
∏
i∈I Ri 满足环

的公理.

对每个 j ∈ I, 投影映射 (ri)i∈I 7→ rj 是
∏
i∈I Ri 到 Rj 的环同态. 环直积及其投

影同态在环范畴中也满足泛性质 (对照引理 4.3.2), 证明与幺半群情形相同, 此处略去.

定理 5.5.2 (中国剩余定理) 设 R 为环, I1, . . . In 为一族理想. 假设对每个 i 6= j 皆有
Ii + Ij = R, 则环同态

ϕ : R −→
n∏
i=1

R/Ii,

r 7−→ (r mod Ii)ni=1

诱导出环同构 R
/
(
⋂n
i=1 Ii)

∼→
∏n
i=1R/Ii.

连带地, ϕ 也诱导群同构
(
R
/
(
⋂n
i=1 Ii)

)× ∼→∏n
i=1 (R/Ii)

×.

证明 显然 ker(ϕ) =
⋂n
i=1 Ii, 仅须证明 ϕ 是满的. 取定 1 ≤ i ≤ n, 对每个 j 6= i 存在

rj ∈ Ii 和 sj ∈ Ij 使得 rj + sj = 1. 以下的连乘积
∏
j 约定为按 j = 1, 2, . . . 循序相乘:
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展开 1 =
∏
j 6=i(rj + sj) 并分离 s :=

∏
j sj ∈

∏
j 6=i Ij 与其余诸项之和 r ∈ Ii, 遂得

1 = r + s ∈ Ii +
∏
j 6=i

Ij .

因此 yi := s在 R/Ij (j 6= i)中的像是 0, 在 R/Ii 中的像是 1. 由于对任意 x1, . . . , xn ∈
R 有

ϕ(x1y1 + · · ·+ xnyn) = (xi mod Ii)ni=1,

故 ϕ 确为满射.

现于定理中取 R = Z, Ii = aiZ, 其中 ai ≥ 1; 如置 a 为 a1, . . . , an 的最小
公倍数, 则

⋂n
i=1 Ii = aZ. 定理的条件相当于 a1, . . . , an 两两互素, 而结论是说

Z/aZ ∼→
∏n
i=1 Z/aiZ. 这是中国剩余定理在初等数论中的面貌.

今将证明环范畴 Ring 中存在非空的 lim←−. 下面沿用 §2.7 的符号, 考虑函子
β : Iop → Ring, 其中 I 是小范畴 (见约定 2.1.4). 为了符号方便, 不妨就假定
I 实际是一个小的非空偏序集 (I,≤), 而 β 对应到环族 {Ri = β(i)}i∈I 及同态族
{ϕij = β(j → i) : Ri → Rj}i≥j , 后者须满足相容条件

i ≥ j ≥ k =⇒ ϕjkϕij = ϕik : Ri → Rk.

下面构造极限 lim←−α = lim←−i∈I Ri, 其手法与群的情形 §4.10 是一贯的.

命题 5.5.3 定义
∏
i∈I Ri 的子环

lim←−
i∈I

Ri :=

{
(ri)i∈I ∈

∏
i∈I

Ri : ∀i ≥ j, ϕij(ri) = rj

}
.

则 lim←−i∈I Ri 连同投影同态族
(
pj : lim←−i∈I Ri → Rj

)
j∈I
满足如下泛性质: 对任意环 S

及同态族 (qj : S → Rj)j∈I , 若图表

S Ri

Rj

qi

qj
φij

对 I 中每个 i ≥ j 皆交换, 则存在唯一环同态 ϕ : S → lim←−i∈I Ri 使下图对每个 j ∈ I 皆
交换:

S Rj

lim←−i∈I Ri

qj

∃!φ
pj
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证明 由于每个 ϕij 都是环同态, 易见 lim←−iRi 为
∏
i∈I Ri 的子环. 图表交换相当于说

对每个 s ∈ S 皆有 ϕ(s) = (qi(s))i∈I , 后者落在 lim←−iRi 中当且仅当 (S, qi) 满足命题中
的交换性条件. 这就唯一给出了 ϕ.

对于一般的小范畴 I, 极限 lim←−β ⊂
∏
i∈Ob(I) β(i) 的构造方法完全类似. 现在转向

其特例完备化, 假设 (I,≤) 为滤过偏序集 (定义 1.2.3).

定义 5.5.4 (环的完备化) 设 R 为环, (ai)i∈I 为一族 R 的双边真理想, 使得 i ≥ j 蕴
涵 ai ⊂ aj , 从而导出商映射 ϕij : R/ai → R/aj . 相应的极限 lim←−i∈I R/ai 称作 R 对
(ai)i∈I 的完备化.

从商同态族 R→ R/ai 导出自然的环同态 ι : R→ lim←−iR/ai,其核是
⋂
i ai;以 R/ ker(ι)

代 R, 总能化约到 ker(ι) = {0} 的情形, 以下不妨如是假设.
令 Aj 表 lim←−iR/ai → R/aj 的核, 即

Aj =

{
(ri)i∈I ∈ lim←−

i

R/ai : i ≤ j =⇒ ri = 0

}
.

兹引进拓扑环的概念: 这意谓一个环兼有拓扑空间结构, 而环的加法, 取负和乘法皆连
续; 特别地, 拓扑环对加法构成拓扑交换群. 现在赋予每个 Ri := R/ai 离散拓扑, 则
lim←−i∈I R/ai 无非是对加法群 R 及 {ai}i∈I 作定义 4.10.8 的完备化. 因而 (lim←−iRi,+)

成为完备 Hausdorff 拓扑群, 理想族 {Ai}i∈I 给出 0 处的邻域基. 进一步, lim←−iRi 成拓
扑环: 乘法连续性是下述性质的直接推论

(j, k ≥ i) =⇒ Aj · Ak ⊂ Ai.

若每个 R/ai 皆为有限环, 则从引理 4.10.4 知 lim←−iR/ai 是紧的.

注记 5.5.5 令 R̂ := lim←−iR/ai. 就拓扑观点看, 这里的构造相当于令 (ai)i∈I 为 0 ∈ R
的一组邻域基, 使 R 成 Hausdorff 拓扑环 (见 (4.10)), 再仿照 §4.10 作环 R 的完备化
R̂. 一如群的情形, 环的完备化意谓一个连续环同态 ι : R → R̂, 由以下性质刻画 (精确
到唯一同构):
CO.1 ι : R→ ι(R) 为同胚,
CO.2 ι 的像稠密,
CO.3 R̂ 是完备的 Hausdorff 拓扑环.
实践中常取定一个双边理想 a, 考虑全序集 I = (Z≥0,≤) 和 ai = ai+1; 此时 R 上的拓
扑称为 a-进拓扑. 如果存在 a 使得 R 带 a-进拓扑, 我们则称 R 带有进制拓扑, 这是一
类常见的拓扑环. 留意到 a 的选取并不唯一: 读者可以验证对任意 k ∈ Z≥1, 由 ak 和 a

确定的进制拓扑是一样的.

例 5.5.6 考虑环 R = Z 及其理想族 ai := pi+1Z, 其中 p 是取定的素数. 相应的完备化
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Zp 称为 p-进整数环, 它是 Z 对其 pZ-进拓扑 (今后简称 p-进拓扑) 的完备化.

例 5.5.7 取集合 I := Z>1, 并以整除性定义滤过偏序: N ≺ N ′ ⇐⇒ N | N ′, 此时
有商同态 Z/N ′Z → Z/NZ. 相应的完备化 Ẑ := lim←−N Z/NZ 称作 Prüfer 环. 事实上
Ẑ '

∏
p Zp, 其中 p 取遍素数. 缘由如下: N 有唯一的素因子分解 N =

∏
p p

vp(N), 对任
意 N ≺ N ′ 皆有交换图表

∏
p(Z/pvp(N

′)Z) Z/N ′Z

∏
p(Z/pvp(N)Z) Z/NZ

∼

∼

其中横向同构来自中国剩余定理, 纵向是商同态. 左右比较完备化得
∏
p Zp

∼→ Ẑ.

环 Zp 是完备化的典型. 鉴于其应用之广, 以下将进一步探讨 Zp 的性质, 同时演示
交换环论中的一些基本技巧. 首先, 观察到 lim←− 的构造蕴涵

pn+1Zp =
{
(xi)i≥0 : xi ∈ pn+1 · Z/pi+1Z

}
= {(xi)i≥0 : i ≤ n =⇒ xi = 0} = ker

[
Zp

pn� Z/pn+1Z
]
.

从而 Zp/pn+1Zp
∼→ Z/pn+1Z. 这也蕴涵 pZp 是极大理想. 此外留意到 p 在 Zp 中非零

因子: 如果 (xi)i 6= 0, 取 n 使得 xn−1 6= 0, 则必有 xn /∈ pnZ/pn+1Z, 从而 pxn 6= 0.
对任意 x =

(
xi ∈ Z/pi+1Z

)
i≥0 ∈ Zp, 由以上观察可以定义

vp(x) := sup{n : x ∈ pnZp} = inf{n : xn 6= 0}.

函数 vp : Zp → Z≥0 t {∞} 称为 p-进赋值.

命题 5.5.8 对任意素数 p, 以下性质成立.

1. Zp 是整环, 而且 vp(x) =∞ ⇐⇒ x = 0.

2. 对任意 x, y ∈ Zp

vp(xy) = vp(x) + vp(y),

vp(x+ y) ≥ min{vp(x), vp(y)}, (强三角不等式).

3. 元素 x ∈ Zp 可逆当且仅当 vp(x) = 0.

4. Zp 是主理想环, 其非零理想皆为 pnZp = {x ∈ Zp : vp(x) ≥ n} 的形式.
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证明 记 W := Zp. 之后的论证仅需要定义 vp(x) = sup{n : x ∈ pnW} 和业已经观察
过的性质: (a) W ∼→ lim←−n≥0W/pn+1W ; (b) p 在 W 中不是零因子; (c) W/pW 是域.

首先, vp(x) = ∞ 等价于 x ∈
⋂
n≥0 p

n+1W , 然而 (a) 蕴涵此时 x = 0. 接着证明
W 为整环: 若 x, y ∈ W 皆非零, 由前一步可假设 x = pvp(x)x′, y = pvp(y)y′ 满足于
x′, y′ /∈ pW , 再由 (b) 知问题化为证 x′y′ 6= 0. 然而 W/pW 是域故 x′y′ /∈ pW , 特别地
x′y′ 6= 0.

下面证明 vp 的两条性质. 同样置 x = pvp(x)x′ 和 y = pvp(y)y′. 不妨设 vp(x) ≥
vp(y), 则 x + y ∈ pvp(y)W 故 vp(x + y) ≥ min{vp(x), vp(y)}. 又从 x′y′ /∈ pW 可导出
vp(xy) = vp(x) + vp(y).

令 x ∈W×, 考虑其模 pW 的像可知 vp(x) = 0. 相反地, 假设 x ∈W ∖ pW , 由 (c)
知存在 a ∈W 使得 ax ≡ 1 (mod pW ). 因此不妨假设 x ≡ 1 (mod pW ). 置 x = 1− t,
vp(t) ≥ 1. 在 Hausdorff 拓扑环 W 中有等式

x(1 + t+ · · ·+ tN ) = (1− t)(1 + t+ · · ·+ tN ) = 1− tN+1.

当 N → ∞ 时右式趋近于 1. 如能证明 yN := 1 + t + · · · + tN 亦收敛, 则其极限给出
x−1. 为此, 仅需观察到对于 N ′ ≥ N , 和式 yN ′ 中 tN 以后的项不影响它模 pNW 的类.

最后证明关于理想的断言. 假设 I 是 W 中的非零理想. 定义 n := min{vp(x) :

x ∈ I}, 于是 I ⊂ pnW . 取非零元 x = pny ∈ I 满足 vp(x) = n, 于是 y 必可逆, 从而
pnW = xW ⊂ I. 明所欲证.

环 Zp 对乘性子集 {1, p, p2, . . .} 的局部化 Zp[ 1p ] =: Qp 称为 p-进数域. 由以上对
可逆元的刻画知 Qp = Frac(Zp), 其非零元可以唯一地表作 pat 的形式, 其中 t ∈ Z×p 而
a ∈ Z. 同时赋值 vp 在 Qp 上有自然延拓: vp(pat) = a; 请读者验证命题 5.5.8 的不等式
在 Qp 上仍旧成立. 另一方面, Qp 也可以视为域 Q 对赋值 vp

∣∣
Q 的完备化, 一步到位地

构造, 这点将在 §10.3 作细致讨论.

下面转向 lim−→ 的研究. 考虑小范畴 I 及函子 α : I → Ring. 我们即将为滤过的 I

定义极限 lim−→α (定义 2.7.6). 应用中 I 往往是滤过偏序集, 不过为突出滤过条件的作
用, 我们将不厌其烦地处理一般情形. 且先回忆对 I 中的每个态射 f : i→ j, 都有相应
的环同态 α(f) : α(i)→ α(j).

假设 I 滤过. 在例 2.7.5 中, 我们业已在
⊔
i∈Ob(I) α(i) 上以 (2.11) 定义了等价关

系 ∼, 从而将 Set 中的 lim−→α 实现为相应的商集
⊔
i∈Ob(I) α(i)

/
∼; 对每个 j ∈ Ob(I)

皆有映射

ιj : α(j)→
⊔

i∈Ob(I)

α(i)
商映射

lim−→α.
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今将往证商集 lim−→α 上具有唯一的环结构使得对每个 f : j → j′,

α(j) α(j′)

lim−→α
ιj

α(f)

ιj′
(5.10)

皆是 Ring 中的交换图表.
我们沿用构造集合的滤过极限时的符号. 定义 lim−→α 的环结构如下: 对其中任两

个等价类 [ri], [r′j ], 按滤过范畴定义总能找到从 i, j 到某个 k ∈ Ob(I) 的箭头以及
rk, r

′
k ∈ α(k) 使得 [ri] = [rk] 且 [r′j ] = [r′k]. 在 (5.10) 中取 f = id : k → k 可知 [ri][r

′
j ]

的定义只能是 [rkr
′
k]. 同样手法可以证明此乘法良定, 并给出环结构 (幺元为 1 ∈ α(i)

的等价类, i 任取) 使得 (5.10) 恒交换: 在比较种种不同选取给出的乘法时, 我们总是可
以在范畴 I 中走得足够 “深” 以消除所有不确定性, 这是定义 2.7.6 的要旨. 这就验证
了断言.

命题 5.5.9 对滤过小范畴 I 和 α : I → Ring 如上, 环 lim−→α 连同同态族 ιj : α(j) →
lim−→α 构成范畴 Ring 中的 lim−→α.

证明 若忘掉环结构, lim−→α 作为集合是 α(i) 在 Set 中的极限. 因而对任意环 R 及同
态族

(
ι′j : α(j)→ R

)
j∈Ob(I) 使得图表

α(i)

R

α(j)

α(f)

ι′i

ι′j

(f : i→ j)

恒交换者, 存在唯一的集合映射 ϕ : lim−→α→ R 使得

α(i) lim−→α

R

ιi

ι′i

φ i ∈ Ob(I)

恒交换. 事实上 ϕ([ri]) = ι′i(ri), 需要证明的是 ϕ 为环同态. 论证与先前类似: 应用滤
过范畴的条件, 再配合环同态族 ι′j : α(j)→ R 的性质即可, 细节留予读者.

以上皆假设 I 非空, 现在补全 I 是空范畴的情形. 注意到空 lim−→ 无非是范畴中的
始对象. 从 (5.2) 及随后的讨论, 立得以下简单而重要的结果.

命题 5.5.10 整数环 Z 是环范畴 Ring 的始对象.

读者可能要问: 环范畴里是否总有一般的小 lim−→? 由于本章只论非零含幺环, 答案
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是否定的: 以下例子说明一对同态 f, g : R → S 的余等化子未必存在. 考虑多项式环
R = C[X] 和 S = C, 取同态 f : P 7→ P (0) 和 g : P 7→ P (1), 其中 P ∈ C[X]. 若有环
同态 h : S → T 满足 hf = hg, 取 P (X) = −X 则有 h(1) = h(P (0)− P (1)) = 0, 这与
h(1) = 1 矛盾.

5.6 从幺半群环到多项式环
读者对有理系数多项式环 Q[X] = {a0 + a1X + · · ·+ anX

n : n ≥ 0, ai ∈ Q} 理应
是熟悉的, 它作为 Q-向量空间以 {Xi : i ≥ 0} 为基, 其间的乘法不外是幺半群 (Z≥0,+)

上加法的改述. 若代之以一般的幺半群便得到如下推广. 以下固定环 R, 考察以其元素
为系数的多项式.

定义 5.6.1 令 M 为幺半群. 幺半群环 R[M ] 定义如下: 其元素是积集 RM 中形如
(rm)m∈M 的列, 至多仅有限多项非零; 惯常将 (rm)m∈M 形式地写作 R 上的有限线
性组合

f =
∑
m∈M

rmm,

这里的 rm 称为 m 在 f 中的系数. 分别定义 R[M ] 的加法和乘法为(∑
m

rmm

)
+

(∑
m

smm

)
=
∑
m

(rm + sm)m,

(∑
m

rmm

)
·

(∑
m

smm

)
=
∑
m

 ∑
x,y∈M
xy=m

rxsy

m,

易见其中每个和都仅有有限个非零项, 故运算良定.

不难验证 R[M ]满足环的公理,其零元是 0 =
∑
m 0·m,幺元是 1 = 1R ·1M : 这里的

1R, 1M 分别表 R和M 的幺元. 事实上 R[M ]的乘法运算是由 (rm)·(r′m′) = rr′(mm′)

和分配律所唯一确定的 (r, r′ ∈ R, m,m′ ∈ M). 乘法结合律仅须对形如 rm 的项验证
即可.

注意到幺半群环带有自然的同态

M (R[M ], ·)

m 1 ·m

幺半群

∈ ∈

R R[M ]

r r · 1.

环

∈ ∈

两者皆单, 而且其像在 R[M ] 中对乘法互相交换, 即 (r · 1)(1 ·m) = (1 ·m)(r · 1) (尽管
R, M 各自都未必交换). 这为 R[M ] 的构造提供了一个泛性质的解释.
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命题 5.6.2 幺半群环由下述泛性质刻画: 对任意环 S, 幺半群同态 f : M → (S, ·)
及环同态 g : R → S, 若 f 和 g 的像对 S 的乘法互相交换, 则存在唯一的环同态
ϕ : R[M ]→ S, 使得 f 和 g 分别等于 M → R[M ] 和 R→ R[M ] 合成上 ϕ.

证明 唯一的取法是 ϕ(rm) = g(r)f(m). 细节留给读者.

倘若读者愿提前调用 §7.1 的语汇, 特别是命题 7.1.3, 那么当 R 交换时上述同态
R ↪→ R[M ] 赋予 R[M ] 一个 R-代数的结构; 职是之故, R[M ] 也称为交换环 R 上的幺
半群代数.

定义 5.6.3 当 M 为群时, 环 R[M ] 称为 M 在 R 上的群环. 当 R 交换时也称之为 R

上的群代数.

群环是表示理论的基本语言. 这里先回到本节开头的楔子, 同时也是环论中最基本
的构造之一: 多项式环.

定义 5.6.4 (多项式环) 对集合 X 取 (M(X ), ·)为 X 上的自由交换幺半群 (定义 4.8.10,
注意: 此处改用乘法符号), 则 R[X ] := R[M(X )] 称为 R 上以 X 为变元集的多项式环,
它带有自然映射 X → R[X ]. 当 X = {X,Y, . . .} 时也写作 R[X ] = R[X,Y, . . .].

当 R 交换时, 也称 R[X ] 是以 X 为变元集的多项式代数, 依此类推.

命题 5.6.5 以下泛性质刻画 R[X ] 和 X → R[X ]: 对任意环 S, 映射 f : X → S 及环同
态 g : R → S, 若 f 和 g 的像在 S 中对乘法相交换, f 的像对乘法也交换, 则存在唯一
的环同态 ϕ : R[X ]→ S 使得 f 和 g 分别等于 X → R[X ] 和 R→ R[X ] 合成上 ϕ.

证明 这是幺半群环与 M(X ) 的泛性质的嫁接.

称映射 M(X ) → R[X ] 的像为单项式. 对任意 f ∈ R[X ], 称 1 ∈ M(X ) 在 f 中的
系数为 f 的常数项. 注意到一些性质:

� R[X ] 交换当且仅当 R 交换;

� 若 R 是交换整环, 则 R[X ] 亦然;

� 任意环同态 R→ R′ 和映射 X → X ′ 诱导出自然的同态 R[X ]→ R′[X ′];

� 对任意集合 X , Y 有自然同构 R[X ][Y] = R[Y][X ] = R[X t Y ].

以最后一个性质为例, 我们既可直接给出自明的同构, 也可用泛性质说明: 对任意环 S,
给定环同态 ϕ : R[X ][Y]→ S 相当于给定像相交换的映射 Y → S 及环同态 R[X ]→ S;
对后者再应用一次泛性质,知其无非是给定映射 Y → S, X → S (亦即给定 X tY → S)
及环同态 R→ S, 使得三者的像对乘法交换. 这正是 R[X t Y ] 的泛性质.

定义 5.6.6 (有理函数域) 若 F 是域, 多项式环 F [X ] 的分式域 F (X ) 称为 F 上以 X
为变元集的有理函数域. 当 X = {X,Y, . . .} 时也写作 F (X ) = F (X,Y, . . .).
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一如前述的多项式, 这里的有理函数实非函数, 只是约定俗成. 稍后将看到数学分析里
的幂级数 (如 eX =

∑
n≥0X

n/n!) 等也有形式的构造.
我们进一步把 R[X ] 写明白. 回忆 M(X ) 中的元素可以唯一地表成 Xa1

1 · · ·Xan
n 的

形式, 其中 X1, . . . , Xn ∈ X 而 a1, . . . , an ≥ 0 (不计顺序). 因而 R[X ] 中的元素是形如
Xa1

1 · · ·Xan
n 的 “单项式” 的线性组合 (以 R 为系数); 这确乎是多项式的抽象版本, 变

元集正是 X . 以下专门考察 X = {X1, . . . , Xn} 的情形, 此时 R[X ] = R[X1, . . . , Xn] 为
n 元多项式环; 元素用经典的记号 f = f(X1, . . . , Xn) 表之. 环 R[X1, . . . , Xn] 中的元
素表作

f =
∑

a1,...,an∈Z≥0

ca1,...,anX
a1
1 · · ·Xan

n .

下标稍嫌繁杂, 我们顺势引进方便的多重指标符号

a := (a1, . . . , an), a1, . . . , an ∈ Z≥0,

|a| := a1 + · · ·+ an,

ca := ca1,...,an ,

Xa := Xa1
1 · · ·Xan

n .

准此, 定义多项式 f 的全次数为 deg f := max {|a| : |ca| 6= 0}. 如果 f 满足于 ca 6=
0 ⇐⇒ |a| = m, 则称 f 是 m 次齐次多项式.
对多重指标 a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn), 置 a + b := (a1 + b1, . . . , an + bn),

那么 R[X1, . . . , Xn] 中的乘法化成简练的形式(∑
a′

c′a′Xa′

)
·

(∑
a′′

c′′a′′Xa′′

)
=
∑
a

( ∑
a′+a′′=a

c′a′c′′a′′

)
有限和

Xa. (5.11)

当 n = 1,我们回到熟知的单变元多项式环 R[X]. 形如 Xn+an−1X
n−1+· · ·+a0 ∈

R[X] 的多项式 (n ≥ 1) 称为首一多项式. 微积分学中的求导运算可以形式地定义在
R[X] 上.

命题 5.6.7 映射

∂ : R[X] −→ R[X]

f(X) =
∑
k≥0

akX
k 7−→ f ′(X) :=

∑
k≥1

kakX
k−1

满足于
� (rf + sg)′ = rf ′ + sg′, 其中 r, s ∈ R 而 f, g ∈ R[X];
� Leibniz 律: (fg)′ = fg′ + f ′g.
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证明 直接验证.

在多变元情形 R[X1, . . . , Xn] 可以对每个变元求偏导 ∂i :=
∂
∂Xi

, 方式是显然的.

定义 5.6.8 (形式幂级数与 Laurent级数) 定义 n 元形式幂级数环 RJX1, . . . , XnK 为
R[X1, . . . , Xn] 对理想族

ai := 〈X1, . . . , Xn〉i , a1 ⊃ a2 ⊃ · · · ,

的完备化; 按 §5.1 的定义,

〈X1, . . . , Xn〉 = {f ∈ R[X1, . . . , Xn] :常数项 = 0}.

另一方面, 假设 R 交换并取 RJXK 的乘性子集
S := {Xa : |a| ≥ 0}.

则 RJX1, . . . , XnK对 S 的局部化记为 R((X1, . . . , Xn)),称作 R上的 n元形式 Laurent
级数环.

注记 5.6.9 不难递归地证明 ai 的元素皆为 {Xa : |a| ≥ i} 中元素以 R 为系数的线性
组合. 形式幂级数环的元素一般定义为形如∑

a

caX
a, ca ∈ R

的无穷和; 这里不要求任何收敛性, 故曰 “形式”. 其加法 (逐系数相加) 和乘法 (参
看 (5.11)) 运算都和多项式情形类似, 兹不赘述. 以下说明这般定义的环无非就是
RJX1, . . . , XnK.

先观察到商映射给出加法群的同构

R<i :=

∑
|a|<i

caX
a : ca ∈ R

 ∼→ R[X1, . . . , Xn]/ai, i ≥ 0.

在此同构下, 商同态 R[X1, . . . , Xn]/ai+1 � R[X1, . . . , Xn]/ai 等同于截断映射 τ<i :

R<i+1 → R<i (即舍弃 |a| = i 的项); 留意到 τ<0 = 0. 由此得出同构

lim←−
i≥1

R<i
∼−→

{
无穷和

∑
a

caX
a

}
(fi)i≥1 7−→

∑
i≥1

(fi − τ<i−1(fi)) ,
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其逆为 ∑
a

caX
a 7−→ (fi)i≥1, fi :=

∑
|a|<i

caX
a.

可直接验证两边的环结构在同构下相匹配.
由此亦可看出局部化 R((X1, . . . , Xn)) 相当于在无穷和

∑
a caX

a 中容许在至多有
限个项中 a1, . . . , an 可取负整数值. 这正是复变函数论中亚纯函数在有限阶极点附近
的 Laurent 展开式.

同于多项式情形, 我们称 f =
∑

a caX
a 中的系数 c0 = c(0,...,0) 为 f 的常数项.

命题 5.6.10 形式幂级数 f ∈ RJX1, . . . , XnK 可逆当且仅当其常数项 c0 在 R 中可逆.

作为推论, 若 R 为域且 n = 1 (即单变元情形), 则 R((X)) 无非是 RJXK 的分式域; 请
读者对照 Qp 的情形.

证明 考虑对理想 a1 = 〈X1, . . . , Xn〉 的商同态 RJX1, . . . , XnK � R, 它将 f 映至 c0.
故 f 可逆蕴涵 c0 ∈ R×. 下面证明其逆命题. 假设 f 的常数项可逆, 以 c−10 f 代 f , 可
化约到 f ∈ 1 + a1 的情形. 后续论证类似于命题 5.5.8 的证明: 置 a := 1 − f , a ∈ a1.
在 Hausdorff 拓扑环 RJX1, . . . , XnK 中有等式

(1− a)−1 = 1 + a+ a2 + · · · (收敛级数),

故 f 可逆.

最后假设 R 交换. 多项式 f ∈ R[X,Y, . . .] 可在任意点 (x, y, . . .) ∈ R × R × · · ·
上取值, 记为 f(x, y, . . .) 或 ev(x,y,...)(f), 办法是在表达式中代入 X = x, Y = y 等
等. 推而广之, 考虑以 X 为变元集的多项式, 设 R → R′ 是交换环的同态, 命题 5.6.5
之泛性质蕴涵: 对任意映射 σ : X → R′, 存在唯一的同态 evσ : R[X ] → R′ 满足
∀X ∈ X , evσ(X) = σ(X). 这相当于视 σ 为空间 (R′)X 中的点, 对多项式 f ∈ R[X ] 在
该点求值. 这就给出环同态

ev : R[X ] −→
{
映射(R′)X → R′

}
f 7−→ [σ 7→ evσ(f)] ,

(5.12)

右侧的环结构来自函数的逐点加法和乘法, 乘法幺元为常值函数 1. 简单起见取恒等
同态 R′ = R, 那么同态 ev 将一个多项式 f ∈ R[X ] 映至相应的多项式函数 RX → R.
多项式与多项式函数一般来说是不同的概念. 举例明之, 取 p 为素数, R = Z/pZ 而
X = {X} 为独点集, 则多项式 f(X) = Xp −X 在 R 上恒取零值 (这是初等数论中的
Fermat 小定理, 见注记 9.3.2), 然而 f 作为 (Z/pZ)[X] 的元素非零, 于是 (5.12) 非单.

另一方面, 以下命题表明当 R 为无穷整环时, 其上的多项式与多项式函数是一
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回事.

命题 5.6.11 当 R 为无穷整环时, (5.12) 中的 ev (取 R′ = R) 是单同态.

证明 须说明 ev(f) = 0 =⇒ f = 0. 因为 f 只涉及 X 中有限多个变元, 问题化约到
有限元情形 R[X ] = R[X1, . . . , Xn]; 以下对 n ≥ 1 递归地论证. 当 n = 1 时, 因为域
Frac(R) 上多项式的根数不超过次数, 断言得证. 当 n ≥ 2 时, 将 f 6= 0 写作

f =

m∑
i=0

fi(X1, . . . , Xn−1)X
i
n, fi ∈ R[X1, . . . , Xn−1], fm 6= 0.

于是存在 (r1, . . . , rn−1) ∈ Rn−1 使 fm(r1, . . . , rn−1) 6= 0. 因之 f(r1, . . . , rn−1, X) ∈
R[X] 非零多项式, 从而非零函数. 证毕.

注记 5.6.12 现在回到一般框架, 给定环同态 φ : R → R′. 对于 R′ 中的一族元素
E = {sx}x∈X (视同映射 σ : X → R′), 环同态 evσ : R[X ]→ R′ 的像记为 R[E ], 它是 R′

的子环,称为 {sx}x 在 R上生成的子环. 当 X = {1, . . . , n}时将之简记为 R[s1, . . . , sn],
由下述形式的元素构成

f(s1, . . . , sn) := ev(s1,...,sn)(f) =
∑
a

φ(ca)s
a1
1 · · · sann ,

其中 f =
∑
a

caX
a ∈ R[X1, . . . , Xn].

局部化的符号 R[S−1] 和此处类似, 实属有意为之, 缘由就留给读者琢磨了.

5.7 唯一分解性
本节探讨整环 R 中元素的乘积分解, 聚焦于整环中的整除性, 以及如何将元素表成

不可约元的乘积. 数论中的经典案例是 R = Z, 或者推而广之, R 是某些由代数整数构
成的环, 如例 5.7.8 的 Gauss 整数环. 这些问题曾有力地推动了交换环论的发展. 唯一
分解性质在代数几何学中也扮演要角, 它反映代数方程的零点集上一些较精密的几何
性质.

在整环 R 中定义整除关系 x | y ⇐⇒ (∃a ∈ R, y = ax) ⇐⇒ 〈y〉 ⊂ 〈x〉. 留意到
x, y 相互整除当且仅当它们差一个 R× 中元素. 在整除性问题中 R× 显然不起作用, 故
我们引进商幺半群 P := (R∖{0})/R×. 如不另外申明,本节以 x̊ ∈ P 标记 x ∈ R∖{0}
的像, 这只是临时的符号. 易见整除性赋予 P 偏序:

ẙ ≤ x̊ ⇐⇒ x | y.
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如果 x, y ∈ R 在 P 中有上确界 d̊ (定义 1.2.2), d ∈ R 是其原像, 则称 d 是 x, y 的最大
公因子; 按上确界定义 d̊ 是唯一的. 若 x, y 的最大公因子为 1̊, 则称 x, y 互素.
我们以后谈及唯一分解, 最大公因子等概念时, 实际都是在 P := (R∖ {0})/R× 中

考虑. 又因为 x̊ = ẙ ⇐⇒ 〈x〉 = 〈y〉, 所以 P 的元素可等同于 R 的主理想.

定义 5.7.1 整环 R 中的非零元 r 称为不可约的, 如果 r /∈ R× 而且在 R 中 d | r 蕴
涵 〈d〉 = 〈r〉 或 d ∈ R×. 不可约性仅取决于 r 在 P 中的像. 如果 P 的每个元素 r̊ 都
能写成

r̊ =

n∏
i=1

p̊i, n ∈ Z≥0

其中 p̊i ∈ P 不可约, 而且 {p̊1, . . . , p̊n} (计重数但不计顺序) 是唯一的, 则称 R 为唯一
分解环; 称 p̊1, . . . , p̊n (或其原像 p1, . . . , pn ∈ R) 是 r̊ (或其原像 r ∈ R) 的不可约因子.
约定 n = 0 ⇐⇒ r̊ = 1.

众所周知 Z 是唯一分解环, 这一事实也称作算术基本定理. 在唯一分解环中若 a | b 而
b 6= 0, 那么将 a 和 b/a 的不可约分解相乘便得到 b 的不可约分解; 作为推论, a 的不可
约因子 (计重数) 构成 b 的不可约因子的子集, 而精确到 R×, 任意 b ∈ R ∖ {0} 只有有
限多个因子.

如果整环 R 中的非零元 p 满足 p /∈ R× 而且 p | ab ⇐⇒ (p | a) ∨ (p | b), 则称 p

是素元. 我们先作些初步观察:

� 元素 p 是素元当且仅当 〈p〉 是素理想.

� 素元必不可约: 若有分解 p = ab 则不妨设 p | a, 因此 a, p 相互整除, b ∈ R×. 其
逆对一般整环不成立.

� 唯一分解环中任两个元素 x, y 6= 0 总有最大公因子. 进一步, 此环的不可约元 p

皆为素元: 若 (p ∤ a)∧ (p ∤ b), 那么 a, b 的不可约分解相乘后仍不含 p, 故有 p ∤ ab.

� 命 P0 为 R 中所有 6= R 的主理想的集合, 配备偏序 ⊂, 则元素 p ∈ R∖ {0} 不可
约当且仅当 〈p〉 在 P0 中是极大元.

� 在唯一分解环中, P0 中的无穷升链 〈a1〉 ⊂ 〈a2〉 ⊂ · · · 必须 “稳定化”, 具体地说,
存在 m ≥ 1 使得 〈am〉 = 〈am+1〉 = · · · . 这是由于精确到 R×, 每个 ai 只能有有
限多个因子. 此性质称为偏序集 P0 的升链条件.

� 反过来说, 若 P0 满足升链条件如上, 那么任意非零元 r ∈ R 都能分解为不可约
元的积. 设若不然, 则有分解 r = r1r

′, r1 = r2r
′′ 等等, 使得 r′, r′′, . . . /∈ R×, 故

〈r1〉 ⊊ 〈r2〉 ⫋ · · · 以至于无穷, 矛盾.

� 如果 R 中的不可约元皆为素元, 例如唯一分解环, 那么不可约分解满足定义
5.7.1 中的唯一性. 理路同于算术基本定理的证明: 假若 P 中有两个不可约分解
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p̊1 · · · p̊m = q̊1 · · · q̊n, 则由素性知存在 j 使得 p1 | qj , 由不可约性知 〈p1〉 = 〈qj〉.
于是等式两边可以消掉 p̊1 = q̊j , 如是反复以推导唯一性.

于是我们得到唯一分解环的另一种刻画.

命题 5.7.2 整环 R 是唯一分解环的充要条件是
� 在 R 中所有 6= R 的主理想构成的偏序集 (P0,⊂) 满足升链条件;
� R 中的不可约元皆是素元.

证明 业已说明唯一分解环满足所列条件. 反之, 上述讨论表明 P0 的升链条件保证不
可约分解存在, 不可约元为素元则保证唯一性.

局部化保持唯一分解性.

命题 5.7.3 设 S 是唯一分解环 R 的乘性子集, 0 /∈ S, 则 R[S−1] 也是唯一分解环.

证明 因 R[S−1] ↪→ Frac(R) 故 R[S−1] 为整环. 现将 R 中的不可约元 p 划作两类.
(i) p 整除某个 S 中元素; 依引理 5.3.10, 这等价于 p 在 R[S−1] 中可逆. (ii) p 不整除
S 中任一元素; 此时 p 在 R[S−1] 中不可约, 证明如下. 首先它的像不可逆. 其次设
p = r

s ·
r′

s′ , 则 p 为素元故 ss′p = rr′ 蕴涵 p | r 或 p | r′; 不妨设 p | r, 则从 1 = r/p
s ·

r′

s′

可见 r′

s′ 在 R[S−1] 中可逆.
给定非零元 r

s ∈ R[S
−1]. 在 R 中作不可约分解 r̊ =

∏m
i=1 p̊i ·

∏n
j=1 q̊j , 其中 pi, qj

分属 (i), (ii) 两类不可约元. 那么
∏n
j=1 q̊j 就给出

r̊
s 的不可约分解. 另外 〈qj〉 是素理

想且不交 S; 命题 5.3.13 说明 〈qj〉 [S−1] = qjR[S
−1] 也是素理想. 按稍早的讨论, 这就

确保 R[S−1] 中不可约分解的唯一性.

现在着手将唯一分解性推广到主理想环上.

引理 5.7.4 对于主理想环 R 中的理想升链

a1 ⊂ a2 ⊂ · · · ,

总存在 m ≥ 1 使得 am = am+1 = · · · .

换言之, R 的理想满足升链条件. 在定义 6.10.1 将有更加系统的研究.

证明 由于 a =
⋃∞
i=1 ai 仍为理想, 可写成 a = 〈a〉 的形式. 取 m 充分大使得 a ∈ am

即可.

定理 5.7.5 主理想环都是唯一分解环, 其中的非零素理想皆由单个不可约元生成, 因而
是极大理想.

证明 鉴于唯一分解环的刻画和引理 5.7.4, 仅须证明 R 中每个不可约元 p 都是素元即
可建立唯一分解性. 由于 R 是主理想环, 不可约元的定义蕴涵 〈p〉 是 R 的极大理想; 推
论 5.3.5 蕴涵 〈p〉 是素理想, 于是 p 是素元.
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判定一个环是否为主理想环并不容易. 回顾基本案例, 证明 Z 是主理想环的传统
办法是带余除法, 我们将此办法略作推广如下.

引理 5.7.6 设 R 为整环, 若存在良序集 L (定义 1.2.5) 和函数 N : R∖ {0} → L, 使得
对任意 x ∈ R, d ∈ R∖ {0} 都存在 q ∈ R 使 r := x− qd 满足

r = 0, 或者 r 6= 0而 N(r) < N(d).

则 R 是主理想环, 因而也是唯一分解环. 满足此条件的 R 称作 Euclid 环.

证明 以上条件是带余除法的直接推广, r 扮演了余数的角色. 仿照 R = Z 的情形, 容
易证明对任意非零理想 a ⊂ R, 若 a ∈ a∖ {0} 取到最小可能的 N(a) ∈ L, 则 a = 〈a〉.

例 5.7.7 域 k 上的一元多项式环 k[X] 是主理想环. 为此取 N 为次数函数 deg :

k[X]∖ {0} → Z≥0 即可, 这相当于运用域上多项式的带余除法.

例 5.7.8 Gauss 整数环定义为

Z[
√
−1] :=

{
x+ y

√
−1 : x, y ∈ Z

}
(作为 C 的子环).

兹断言这是 Euclid 环, 因此是主理想环. 在引理 5.7.6 中取范数映射

N(x+ y
√
−1) = |x+ y

√
−1|2 = x2 + y2 ∈ Z≥0.

为了验证所需条件, 仅须对给定的 x, d 取 q ∈ Z[
√
−1] 为复平面上距 x

d 最近的整点, 并
注意到

∣∣x
d − q

∣∣2 ≤ 1
22 + 1

22 = 1
2 =⇒ N(x− qd) < N(d).

注意到 Z[
√
−1] 对共轭运算 z 7→ z̄ 封闭, N(z) = zz̄ 是乘法幺半群的同态, 由此不

难推得 Z[
√
−1]× = N−1(Z×) = {±1,±

√
−1}.

基于数论的考量, 一个自然的推广是考虑无平方因子的 D ∈ Z 6=0, 相应的二次数域
Q(
√
D) := Q + Q

√
D ⊂ C 和包含于其中的某一类整环 oD, 并研究其是否具唯一分解

性或为主理想环. 合理的选择是取 Q(
√
D) 中由代数整数构成的子环

oD :=

Z⊕ Z
√
D, D 6≡ 1 (mod 4)

Z⊕ Z · 1+
√
D

2 , D ≡ 1 (mod 4).
(5.13)

整性是 §7.2 的主题, 先请读者动手验证 oD 为子环. 当 D > 0 时仍有许多相关问题未
解. 对于 D < 0, Heegner–Stark 定理完全确定了使 oD 为主理想环的 D:

D = −1,−2,−3,−7,−11,−19,−43,−67,−163.

这是更广阔的 Gauss 类数问题的一则特例. 20 世纪以降的数论发展表明, 这一大类代
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数/数论问题与模形式 (分析学对象) 和椭圆曲线 (几何学对象) 有极为密切的联系, 例
证之一是 D. Goldfeld 对类数问题取得的重大突破, 谨向感兴趣的读者推荐他自撰的综
述 [13].
且看如何用 Z[

√
−1] 的唯一分解性来证明数论中一个绝非显然的定理, 对 Z[

√
−1]

结构的进一步梳理留作习题.

定理 5.7.9 (Fermat) 素数 p能写成 x2+y2 的形式 (x, y ∈ Z)当且仅当 p = 2或 p ≡ 1

(mod 4); 解 (x, y) 在至多差一个重排和符号的意义下唯一.

证明 这是不可约元分类的一个简单结论. 任何不可约元 p ∈ Z[
√
−1] 都整除 N(p) :=

pp̄ ∈ Z, 因而整除某个素数 p ∈ Z, 该素数唯一: 若 p 整除另一素数 p′, 那么从
pZ + p′Z = Z 推出 p | 1, 矛盾. 不可约元的分类化约到以下问题: 对于每个素数 p, 研
究它在 Z[

√
−1] 中的不可约分解.

照例以 ξ̊ 表示 ξ (非零元) mod Z[
√
−1]× 的类, 任何非零整数 a 在 Z[

√
−1] 中可

以作唯一分解
å =

∏
p̊

p̊n(p), p ∈ Z[
√
−1] :相异不可约元,

出现的不可约因子分成两种:
� p̊ 6=˚̄p, 此时 ā = a 和唯一分解性蕴涵 n(p) = n(p̄);
� p̊ = ˚̄p, 其中 u ∈ Z[

√
−1]× = {±1,±

√
−1}, 直接计算表明精确到 Z[

√
−1]×, 唯二

可能是 p ∈ Z 或 p = 1±
√
−1.

对分解的两边取 N 得 a2 =
∏

p̊N(p)n(p). 今取 a = p 为素数, 由 N(p) ∈ Z>1 知不可
约分解中至多只有两个不可约元, 特别地, 对任意 q ∈ Z[

√
−1], 等式 p = qq̄ 蕴涵 q 不

可约. 特例: 2 = N(1 +
√
−1) 蕴涵 1±

√
−1 不可约.

于是 p 的分解有三种互斥的情形:
B 分裂 p̊ = p̊̊p̄ 可约而 p̊ 6= ˚̄p, 此时必有 p = pp̄ = N(p), 这是因为两边都是正整数,

可以排除可逆元 {±
√
−1,±1} 的作用.

B 分歧 p̊ = p̊2 可约, ˚̄p = p̊; 因为 p 是素数, 不可能有 p ∈ Z, 故可以设 p = 1±
√
−1

而 p = N(p) = 2.
B 惯性 p̊ = p̊ 不可约, 适当用 Z[

√
−1]× 调整 p 后可设 p ∈ Z.

令 p = x+
√
−1y ∈ Z[

√
−1], 那么 N(p) = x2 + y2. 综上, 平方和问题 p = x2 + y2 有解

当且仅当 p = N(p), 此式成立时 p 不可约, 正好对应到 p 分裂或分歧的情形. 此时从唯
一分解性 (精确到 ±1,±

√
−1 和 p↔ p̄) 直接推出解 (x, y) 的唯一性 (精确到符号和重

排). 欲证的断言归结到以下性质: 素数 p

分歧 ⇐⇒ p = 2, 分裂 ⇐⇒ p ≡ 1 (mod 4), 惯性 ⇐⇒ p ≡ 3 (mod 4).

分歧情形 p = 2 已经处理. 此外容易验证 x2 + y2 ≡ 0, 1, 2 (mod 4), 因此 p ≡ 3

(mod 4) 导致 p 是惯性素数. 以下设 p ≡ 1 (mod 4). 初等数论告诉我们 (Z/pZ)× 是
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p− 1 阶循环群; 事实上任何有限域的乘法群皆循环 (本章习题). 任取 (Z/pZ)× 的生成
元 g mod p, 数论中称 g 为 mod p 的原根, 那么 g

p−1
2 ≡ −1 (mod p), 故整数 t := g

p−1
4

满足同余式 t2 + 1 ≡ 0 (mod p). 因而在 Z[
√
−1] 中 p | (t +

√
−1)(t −

√
−1). 显然

p ∤ (t±
√
−1), 于是 p 在 Z[

√
−1] 中可约, 从 p 6= 2 遂知 p 分裂.

一般说来, {Euclid 环} ⊊ {主理想环} ⊊ {唯一分解环}, 是主理想环而非 Euclid 环
的例子参见 [46]; 因而上述种种判准的效力委实有限. 往后将在交换代数部分作更深入
的介绍. 以下着眼于唯一分解环上的多项式环.

命题 5.7.10 (一次因式检验法) 考虑唯一分解环 R 上的多项式

f(X) = anX
n + an−1X

n−1 + · · ·+ a0, an 6= 0.

若 α ∈ Frac(R) 满足 f(α) = 0 则 α 可表作 p/q, 其中 p, q ∈ R 互素, q | an 而 p | a0.

特别地, 若 α ∈ Frac(R) 是 R[X] 中首一多项式的根, 则 α ∈ R; 满足这条性质的整环称
为整闭环.

证明 在唯一分解环中总存在互素的 p, q 使得 α = p/q. 从 0 =
∑n
i=0 aip

iqn−i 可知
q | anpn, p | a0qn; 断言是互素性质的直接结论.

对于唯一分解环 R 中的不可约元 p, 照例记其类为 p̊ ∈ (R ∖ {0})/R× =: P. 定义
函数 vp : R∖ {0} → Z≥0 以使任意 a 6= 0 在 (R∖ {0})/R× 中分解为

å =
∏

p̊:vp(a) 6=0

p̊vp(a),

显然 vp(ab) = vp(a) + vp(b), 借此可将 vp 延拓为群同态 Frac(R)× → Z. 约定
vp(0) := ∞, 则 vp(ab) = vp(a) + vp(b) 在 Frac(R) 中恒成立. 不难看出 (∀p vp(a) =

0) ⇐⇒ a ∈ R×.

定义 5.7.11 设 R 为唯一分解环, K := Frac(R) 而 p ∈ R 为不可约元. 对任意非零多
项式 f(X) =

∑n
i=0 aiX

i ∈ K[X] 定义

vp(f) := min{vp(ai) : i = 0, . . . , n}.

继而定义 K×/R× 的元素

cp(f) := p̊vp(f), c(f) :=
∏

p̊:vp(f) 6=0

cp(f),

引理 5.7.12 (C. F. Gauss) 对每个不可约元 p, 函数 c 皆满足乘性 c(fg) = c(f)c(g).
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证明 设 f, g ∈ K[X]∖ {0}. 置 f = c(f)f ♭, g = c(g)g♭ 以化约到 c(f) = c(g) = 1 的情
形, 此时显然有 f, g ∈ R[X]. 我们将证明对每个 p 皆有 vp(fg) = 0.
对任意非零 h ∈ R[X] 显然有 vp(h) ≥ 0, 而且 vp(h) > 0 当且仅当 h 在

R[X]/pR[X] = (R/ 〈p〉)[X] 中的像为零. 由于 〈p〉 为素理想, (R/ 〈p〉)[X] 是整环;
代入 h = f, g, fg 即得 vp(fg) = 0.

注记 5.7.13 Gauss 引理一个常用的特例如下: 设 f, g ∈ K[X] 是首一多项式, 则
fg ∈ R[X] =⇒ f, g ∈ R[X]: 这是因为首一多项式总满足 vp ≤ 0, 而 R[X] 的元素满足
vp ≥ 0. 因此对任意 p 皆有 vp(f) + vp(g) = vp(fg) = 0, 故 vp(f) = vp(g) = 0.

定理 5.7.14 设 R 是唯一分解环. 对任意 n ≥ 0, 环 R[X1, . . . , Xn] 仍是唯一分解环,
其中不可约元的分类为
(a) f = a, 其中 a 是 R 的不可约元,
(b) c(f) = 1 而且 f 在 K[X1, . . . , Xn] 中不可约.

证明 基于自然同构 R[X1, . . . , Xn+1] ' R[X1, . . . , Xn][Xn+1], 探讨 n = 1 即环 R[X]

的情形即可.
置 K := Frac(R). 由例 5.7.7知 K[X]是唯一分解环. (a)注意到 R[X]× = R×. 易

见 R 的不可约元在 R[X] 中仍不可约. (b) 今考察 K[X] 中满足 c(f) = 1 的不可约元
f . 假设 f = gh, 其中 g, h ∈ R[X], 则不失一般性可设 g ∈ R[X] ∩K[X]×, 而 c(f) = 1

蕴涵 g ∈ R×. 综之,这两类元素都是 R[X]的不可约元. 任意非零的 f ∈ R[X]在 K[X]

中能分解为
f = ap1 · · · pn

其中 a ∈ K× 而 p1, . . . , pn 是 K[X] 的不可约元. 将各个 pi 用 K× 中的元素调整, 可
以假设 c(pi) = 1, 这样的 pi ∈ R[X] 精确到 R×. 引理 5.7.12 蕴涵 c(f) = c(a), 而在 R

中还有唯一分解 a = q1 · · · qm. 如是得到的分解 f = q1 · · · qmp1 · · · pn 至多差个 R× 是
唯一的. 这就说明 R[X] 的唯一分解性.

例 5.7.15 设 R 是唯一分解环, 定理 5.7.14 和命题 5.7.3 蕴涵 R[X1, . . . , Xn] 的局部化
也是唯一分解环; 例如多变元 Laurent 多项式环 R[X±11 , . . . , X±1n ] 等等.

例 5.7.16 考虑任一唯一分解环 R 及非零元 X ∈ R, 例如多项式环 Q[X],Z[X] 3 X.
对任意 a, b ∈ Z≥1, 记其最大公因数为 (a, b), 今将往证 X(a,b) − 1 是 Xa − 1 和 Xb − 1

的最大公因子; 将证明的结论其实稍强: R 中理想之和 (Xa − 1) + (Xb − 1) 等于(
X(a,b) − 1

)
.

(i) 如果 a | b,由 Xb−1 = (Xa−1)(1+Xa+ · · ·+Xa( b
a−1))可知 Xa−1 = X(a,b)−1 |

Xb − 1.
(ii) 注意到对交换环中的任意元素 f, g, t 皆有

(f) + (g) = (f) + (g + tf).
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今设 a < b, a ∤ b. 在 Z 中作带余除法 b = aq + r (0 < r < a), 则

Xb − 1 = Xr(Xaq − 1) + (Xr − 1).

由 Xa− 1 | Xaq − 1 立得理想的等式 (Xa− 1)+ (Xb− 1) = (Xa− 1)+ (Xr − 1);
而在 Z 中又有 (a) + (b) = (a) + (r), 亦即 (a, b) = (a, r). 根据辗转相除法, 或者
说对 max{a, b} 递归, 终归能化约到情形 (i).

定理 5.7.17 (Eisenstein判准) 设 R 是唯一分解环, K := Frac(R) 而 p 是其中的不可
约元. 若 f =

∑n
i=0 aiX

i ∈ R[X] 满足
� 存在指标 k ≤ n 使得 0 ≤ i < k =⇒ p | ai,
� p ∤ ak,
� p2 ∤ a0,

则 f 必有次数 ≥ k 的不可约因子. 特别地, 当 k = n 时 f 在 K[X] 中不可约, 进一步
假设 c(f) = 1 则 f 在 R[X] 中不可约.

证明 根据定理 5.7.14 在 R[X] 中作分解 f = ap1 · · · pm, 其中 a ∈ R 而 p1, . . . , pm 是
满足 c(pi) = 1 的不可约多项式. 我们的条件蕴涵 p ∤ a. 记 pi 的常数项为 ci, 由于
p2 ∤ a0, 适当重排下标后可以假设

p | c1, p2 ∤ c1,

i > 1 =⇒ p ∤ ci.

考虑 f 在环 (R/ 〈p〉)[X] 中的像, 可得等式

(a mod p) ·
m∏
i=1

(pi mod p) = ākX
k +高次项, āk 6= 0.

由于 R/ 〈p〉 是整环, a ·
∏
i>1 pi 在 modp 之后常数项非零, 因而 p1 mod p 形如

b̄kX
k +高次项, b̄k 6= 0,

于是 deg p1 ≥ k, 明所欲证.
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5.8 对称多项式入门
取定交换环 R. 对于任意 n ∈ Z≥1, 对称群 Sn 在多项式环 R[X1, . . . , Xn] 上有自

明的作用

(σf)(X1, . . . , Xn) = f(Xσ(1), . . . , Xσ(n)), σ ∈ Sn, f ∈ R[X1, . . . , Xn].

定义
Λn = R[X1, . . . , Xn]

Sn := {f ∈ R[X1, . . . , Xn] : ∀σ ∈ Sn, σf = f} .

易见此作用满足性质

σ(f + g) = σ(f) + σ(g), σ(fg) = σ(f)σ(g), σ(1) = 1

因此 Λn 是 R[X1, . . . , Xn] 的子环, 称为 R 上的 n 元对称多项式环, 其元素称为 n 元
对称多项式. 对域 F 上的有理函数环也有相应的版本 F (X1, . . . , Xn)

Sn .
将 f ∈ R[X1, . . . , Xn] 用 §5.6 的多重指标符号展成

∑
a caX

a, 那么对称性等价于:
若下标 a = (a1, . . . , an) 和 b = (b1, . . . , bn) 差一个重排, 则 ca = cb.

考虑一族正整数 λ1, . . . , λr, 其中 1 ≤ r ≤ n, 不计顺序, 容许重复. 置

mλ1,...,λr :=
∑
a

Xa,

其指标 a 取遍 (λ1, . . . , λr, 0, . . . , 0) 的所有不同排列 (n 个分量). 为了得到唯一性, 今
后总排定 λ1, . . . , λr 的顺序, 记为

λ := (λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr), λi ∈ Z, 1 ≤ λi ≤ n,

mλ := mλ1,...,λr .

称 r 为 λ 的长度. 之前讨论表明所有 f ∈ Λn 都能表成有限和 f =
∑
λ rλmλ, 其中的

系数 rλ 是唯一确定的. 如果 R 是域, 这无非是说向量空间 Λn 有一组基 (mλ)λ; 对于
一般的 R, 相应的概念则是自由 R-模 (定义 6.3.1), 暂时不必钻研这些术语.
以上资料 λ = (λ1 ≥ · · · ≥ λr) 常称作分拆, 对此有格外方便的表法曰 Young 图:

我们从上而下, 在第 i 个横行从左而右放置 λi 个方格, 例如

(3 ≥ 2 ≥ 1 ≥ 1) : (5 ≥ 4 ≥ 1) :
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等等. 容易看出如是图表与分拆 λ = (λ1 ≥ · · · ≥ λr) 有一一对应. 如果分拆的长度 r

(即 Young 图的高度) 超过给定的 n, 相应的 mλ ∈ Λn 规定为 0.

处理 Young 图的一般性质时宜抛开宽度限制. 此时 Young 图具备明显的 “共轭”
操作: 将对应于 λ = (λ1 ≥ · · · ) 的 Young 图对轴 ⧹ 作镜射, 所得图形依然是 Young
图; 假它在第 i 个横行有 λ̄i 个方格, 相应的资料记为 λ̄ = (λ̄1 ≥ · · · ), 称 λ̄ 为 λ 的共
轭. 显然 λ = λ. 一例如下:

λ : 7−→ λ̄ : .

定义 5.8.1 为分拆或 Young 图定义

B 支配序 记 µ ≤ λ, 如果对每个 k 都有

µ1 + · · ·+ µk ≤ λ1 + · · ·+ λk, (5.14)

B 字典序 记 µ ≺ λ, 如果存在 k ≥ 1 使得

0 ≤ i < k =⇒ µi = λi, µk < λk.

当 k 超过 λ (或 µ) 的行数时, 约定 λk = 0 (或 µk = 0).

命题 5.8.2 全体分拆或 Young图对支配序 ≤构成偏序集, 对字典序 �构成全序集, 而
且对每个 λ, 集合 {µ : µ ≤ λ} 有限. 我们有 µ ≤ λ =⇒ µ � λ.

证明 前半部属显然. 今假设 µ < λ, 则可取最小的 k ≥ 1 使得 µk < λk, 此即字典序
µ ≺ λ 定义中的 k.

尽管 Λn 中元素能唯一地表作诸 mλ 的 R-线性组合, 但这组基对乘法的性质并不
明朗, 实用上还有些累赘. 为此我们引进如下经典对象.

定义 5.8.3 (初等对称多项式) 对于 1 ≤ k ≤ n, 定义

ek :=
∑

1≤i1<···<ik≤n

Xi1 · · ·Xik .

易见这是 Λn 中的元素, 称为第 k 个 n 元初等对称多项式.
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令 e0 := 1, 于是等价的刻画是

n∑
i=0

eiY
n−i =

n∏
i=1

(Y +Xi), 或者

E(Y ) :=

n∑
i=0

eiY
i =

n∏
i=1

(1 +XiY )

其中 Y 是额外引入的变元. 对每个分拆 λ = (λ1 ≥ · · · ≥ λr) 定义

eλ := eλ1
· · · eλr

这在当 n 大于等于 λ̄ 的长度时有意义, 并且 eλ ∈ Λn.

引理 5.8.4 对于任意 λ = (λ1 ≥ · · · ≥ λr) 和 n ≥ r, 存在一族 aλ,µ ∈ Z≥0, 其中 µ ≤ λ,
使得

eλ̄ =
∑
µ≤λ

aλ,µmµ, aλ,λ = 1

在 Λn 中成立, 其中 µ ≤ λ 意谓支配序 (5.14).

证明 按定义, 乘积 eλ̄ = eλ̄1
eλ̄2
· · · 为所有单项式(

Xi1 · · ·Xiλ̄1

)(
Xj1 · · ·Xjλ̄2

)
· · · = Xb1

1 · · ·Xbn
n

的和, 其下标满足 i1 < · · · < iλ̄1
, j1 < · · · < jλ̄2

等等. 因此有 eλ̄ =
∑
µ aλ,µmµ, 其中

aλ,µ ∈ Z≥0. 欲进一步理解 aλ,µ, 必须梳理每个变元 Xi 在左式中出现的次数 bi. 为此,
我们将下标 i1, . . . 和 j1, . . . 等等 (作为变元的标记) 逐列填入 λ 的 Young 图, 如:

i1 j1 · · ·
i2 j2

. . .
...

... jλ̄2...
iλ̄1

每列数字严格递增, 故 ≤ r 的数字只能填入前 r 行, 共有 λ1 + · · ·+ λr 个空位, 于是对
每个 r ≥ 1 皆有 b1 + · · ·+ br ≤ λ1 + · · ·+ λr. 特别地, 当 (b1 ≥ · · · ≥ bn) =: µ 时也是
如此, 故支配序的定义蕴涵 aλ,µ 6= 0 =⇒ µ ≤ λ.

当 µ = λ 时, 以上论证表明 Young 图恰有一种填法: 在第 i 行置 λi = bi 个 i. 故
mλ 之系数 aλ,λ = 1. 明所欲证.
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泛性质给出从 n 元多项式环 R[t1, . . . , tn] 到 Λn 的同态 Φ, 它映每个 ti 为 ei, 而
Φ|R = idR.

定理 5.8.5 (对称多项式基本定理) 自然同态 Φ : R[t1, . . . , tn]
ti 7→ei

Λn 是环同构, 因
此我们无妨将 Λn 和 n 元多项式环 R[e1, . . . , en] 等同.

若 F 为域, 则有 F (X1, . . . , Xn)
Sn = F (e1, . . . , en).

证明 引理 5.8.4 和命题 5.8.2 表明 eλ̄ 和 mλ 之间由一个幂幺三角阵联系 (诸 λ 以 �
排序). 由此知每个 f ∈ Λn 都能表作有限和 f =

∑
λ cλeλ̄, 其中 λ 取遍所有长度 ≤ n

的分拆, 而 cλ ∈ R 是唯一确定的: 这源于 mλ 的相应性质.

考虑到 eλ̄ =
∏
i≥1 eλ̄i

, e(0) := 1 和明显的性质 (λ 长度 ≤ n) ⇐⇒ (λ̄1 ≤ n), 这相
当于说任意 f 都能唯一地表成 e1, . . . , en 的多项式. 这就证明了前半部.

现在设 F 为域, 显见包含关系 F (e1, . . . , en) ⊂ F (X1, . . . , Xn)
Sn . 反之任一非零

元 f ∈ F (X1, . . . , Xn)
Sn 可表作分式 g/h; 取 h̃ :=

∏
σ∈Sn

σh, 则 h̃, f h̃ ∈ Λn. 由此导
出 f = fh̃/h̃ ∈ F (e1, . . . , en). 证毕.

例 5.8.6 (判别式) 显然
∏

1≤i<j≤n

(Xi − Xj)
2 属于 Z[X1, . . . , Xn]

Sn , 故可记为 δ ∈

Z[e1, . . . , en]. 令 F 为域, x1, . . . , xn ∈ F . 考虑以 Y 为变元的首一多项式 P =∑n
i=0(−1)iciY n−i =

∏n
i=1(Y − xi), 则其系数由 ci = ei(X1 = x1, . . . , Xn = xn) 确定.

因此
P 有重根 ⇐⇒

∏
i<j

(xi − xj)2 = 0 ⇐⇒ δ(e1 = c1, . . . , en = cn) = 0.

这提供了检验重根的一种算法.

另一类常见的对称多项式是幂和. 对每个 k ∈ Z≥0 定义

pk :=

n∑
r=1

Xk
r ∈ Λn.

定理 5.8.7 (Newton公式) 幂和 p1, . . . , pn, . . . 满足于

∑
i+j=k
0≤i≤n
j≥1

(−1)j+1eipj =

kek, 1 ≤ k ≤ n

0, k > n.
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证明 应用以 Y 为变元的生成级数, 在 RJY K 中形式地计算
P (Y ) :=

∑
k≥1

pkY
k−1 =

n∑
r=1

Xr

1−XrY
,

E(Y ) :=

n∑
k=0

ekY
k =

n∏
r=1

(1 +XrY ).

于焉导出 P (−Y ) = d
dY logE(Y ) = E′(Y )/E(Y ). 移项展开后比较系数即可.

对于 1 ≤ k ≤ n, Newton 公式将 pk 递归地表为 (−1)k+1kek + R[e1, . . . , ek−1] 的元素.
当 R ⊃ Q 时, 因为 p1 = e1, 由此又可以递归地说明
� R[p1, · · · , pn] = R[e1, . . . , en] = Λn,
� R[p1, . . . , pn] 可以视同 R 上的 n 元多项式环.
以上获得的结论与方法同等重要, 这还仅只是敲开了对称多项式理论的大门, 有心

一窥堂奥的读者可参阅 [30].

习题

1. 证明若环 R 的每个元素 x 都满足 x2 = x, 则 R 交换. 也请尝试 x3 = x 的情形.

2. 证明除环的素子域总包含于中心.

3. 对任意域 k 和 d ∈ Z≥1, 乘法群 k× 中满足 ord(z) = d 的元素个数不超过 ϕ(d), 其中 ϕ

是 Euler 函数. 提示 可利用定理 5.2.6 证明中的分圆多项式理论: 若 ord(z) = d 则
Φd(z) = 0.

4. 承上, 证明 k× 的有限子群必为循环群. 提示 对于阶数为 n 的子群 H, 证明逐项的
不等式

n =
∑
d|n

|{x ∈ H : ord(x) = d}| ≤
∑
d|n

ϕ(d)

其中 ϕ 是 Euler 函数, 再利用数论的公式
∑
d|n ϕ(d) = n.

5. 令 D 为一个特征 p > 0 的除环. 证明 D× 的有限子群 H 必为循环群; 给出特征 0 时的反例.
提示 设 D 的素子域为 Fp = Z/pZ, 证明

{∑
h∈H ahh : ∀h ∈ H, ah ∈ Fp

}
构成 D 的有限

子环, 因而为域; 反例可在例 5.2.7 的四元数环 H 中寻找.

6. 试对无幺元的交换环 R 定义局部化: 设 S 非空且对乘法封闭; 此时得到的 R[S−1] 总含幺元
1 = [t, t] (任选 t ∈ S), 局部化同态是 r 7→ [rt, t], 而 s ∈ S 在 R[S−1] 中的逆是 [t, st].

7. 补全例 5.5.7 中论证, 并证明
∏
p Zp

∼→ Ẑ 是拓扑群的同态.

8. 给出全分式环构造 R→ Frac(R) 满足的泛性质.
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9. 给定局部有限偏序集 (P,≤), 证明对 k = 1, 2, . . ., 元素 ζ ∈ I(P,≤) 皆满足

ζk(x, y) =
∑

x=x0≤···≤xk=y

1,

(ζ − 1)k(x, y) =
∑

x=x0<···<xk=y

1,

其中 1 代表 I(P,≤) 的幺元, 亦即 §5.4 定义的函数 δ.

10. 向给定的有限偏序集 (P,≤) 添加下界 0̂ 和上界 1̂, 得到的偏序集记为 P̂ . 记

ci :=
∣∣∣{x0, . . . , xi ∈ P̂ : 0̂ = x0 < · · · < xi = 1̂}

∣∣∣ .
证明 µ(0̂, 1̂) =

∑
i≥0(−1)

ici, 这里 µ := µP̂ . 能否赋予 µ(0̂, 1̂) 拓扑诠释? (参见 [37, §3.8])
提示 µ(0̂, 1̂) = (1 + (ζ − 1))−1.

11. 承上, 对 n ≥ 2 置 Z(P, n) 为 P 中的列 x1 ≤ · · · ≤ xn−1 的个数, 证明 Z(P, n) =∑n
i=2 ci

(
n−2
i−2

)
, 从而 Z(P, s) 的定义能延拓到任意 s ∈ C. 证明 Z(P, 1) = µ(0̂, 1̂) + 1 =∑

i≥2(−1)
ici. 提示 我们有

(−1
k

)
= (−1)k.

12. 考虑域 k 上的 “分数指数” 多项式集 R := k[X,X1/2, . . . , X1/2n , . . .], 带有自明的环结构.
证明 R× = k×, 而且 X ∈ R 无法分解为不可约元的积.

13. 证明多项式 P ∈ Q[X] 满足 P (Z) ⊂ Z 当且仅当 P 形如
∑n
k=0 ak

(
X
k

)
, 其中 a0, . . . , an ∈ Z

而
(
X
k

)
= X(X − 1) · · · (X − k + 1)/k!; 这种多项式称为整值多项式. 提示 利用杨辉三

角的性质, 对 n := degP 施递归.

14. 对于交换环 R 上的齐次 m 次多项式 f ∈ R[X1, . . . , Xn], 证明其形式偏导数满足 Euler
恒等式

n∑
i=1

Xi ·
∂f

∂Xi
= mf.

试着在 R = R 时给出微分几何的解释. 提示 当 R = R 时对伸缩作用 R× × Rn 3
(t, v) 7→ tv ∈ Rn 求导.

15. 延伸定理 5.7.9 的论证来刻画不定方程 n = x2 + y2 对哪些整数 n 有解, 并描述解的个数.

16. 令 ω := −1+
√
−3

2
. 验证 Z[ω] = Z ⊕ Zω 是 C 的子环, 对共轭封闭. 对付 Z[

√
−1] 的技术可

以沿用, 此时仍有范数映射 N(z) = zz̄.

(i) 证明 Z[ω] 是 Euclid 环并确定 Z[ω]×;
(ii) 修改定理 5.7.9 的论证来分类 Z[ω] 中的不可约元, 精确到 Z[ω]×; 提示 当 p = 3 时
分歧, p ≡ 1 (mod 3) 时分裂, p ≡ 2 (mod 3) 时惯性.

(iii) 以此研究不定方程 n = x2 + xy + y2 的解数, 可从 n 是素数的情形入手.

环 Z[ω] 也称为 Eisenstein 整数环.

17. 设 k为域,证明 (i) Z2−XY 是 k[X,Y, Z]的不可约元,因而生成一素理想; (ii) X,Y, Z 在商
环 k[X,Y, Z]/(Z2−XY )中的像皆不可约; (iii)考虑 Z2 的像的分解以说明 k[X,Y, Z]/(Z2−
XY ) 非唯一分解环.
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18. 当 p 为素数时, 证明 Φp(X) =
∑p−1
k=0X

k = (Xp − 1)/(X − 1) 在 Z[X] 和 Q[X] 中皆不
可约. 提示 作变元变换 Y := X − 1, 用定理 5.7.17 证明 ((Y + 1)p − 1) /Y 在 Z[Y ] 中
不可约.

19. 设 R 为整环, 证明 n阶行列式 det作为以矩阵元 (Xij)1≤i,j≤n 为变元的多项式是不可约的.
提示 若 det = fg, 且设变元 X11 出现在 f 中, 先论证 g 中无形如 X1j 的变元, 其次论证
g 中无形如 Xjj 的变元 (否则 X1j 必须在 g 中出现), 因而 f 包含项 X11 · · ·Xnn, 比较次数
可知 g 为常数.

20. 同上, 但考虑对称 n 阶方阵的行列式作为以 (Xij)i≤j 为变元之多项式, 证其不可约.

21. 对 n = 2, 3 的情形具体写下例 5.8.6 的判别式 δ.

22. 若域 k 上的多项式 φ 满足于 φ(X + Y ) = φ(X) + φ(Y ) ∈ k[X,Y ], 则称 φ 为加性多项式.
(i) 证明加性多项式对加法与合成 (φ ◦ ψ)(X) = φ(ψ(X)) 构成环.

(ii) 证明当 char(k) = 0 时, 加性多项式形如 φ(X) = a0X, 当 p := char(k) 为素数时它们
形如 φ =

∑n
i=0 aiX

pi , 其中 ai ∈ k, n ≥ 0. 提示 应用引理 4.5.8.
(iii) 对特征 p > 0 情形引入变元 τ 来定义环 k{τ}, 其中元素写作多项式

∑n
i=0 aiτ

i, 但修改
乘法使得当 a ∈ k 时 τa = apτ , 因而 (aτ i)(bτ j) = abp

i

τ i+j 对所有 i, j ≥ 0 成立. 证
明
∑n
i=0 aiX

pi 7→
∑n
i=0 aiτ

i 给出从加性多项式环到 k{τ} 的同构.
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模按纯量乘法的方式分成左右两种. 环 R 上的左模 M 粗看可以类比于向量空间,
M 本身对加法成群, 兼具 R 的左纯量乘法 R ×M → M . 从这个观点看, 向量空间是
域上的模, 而交换群无非是 Z-模.
模是数学中一种富于弹性, 用途特别广泛的结构; 例如 (a) 主理想环上的有限生成

模结构定理涵摄了有限生成交换群的分类, 以及线性变换的标准形理论; (b) 环 R 上的
模构成的范畴既是范畴论里的标准例子, 又是同调代数的原初样板; (c) 模的张量积则
为对称幺半范畴提供了极佳的例证. 本章探讨的正合列, 投射模与内射模理论如进一步
发展, 就导向交换环论和同调代数; 而半单模和不可分解模的讨论则自然地通向群和代
数的表示理论. 无论转向何方, 张量积都是必备工具, 也是初学模论的重点所在.
本章起将渐次增加范畴论的观点, 一方面固然是为了有效整理模的性质, 包括种种

模范畴之间的函子, 与其间的自然变换, 另一方面也借此机会帮助读者熟悉范畴论的旨
趣; 举凡伴随函子, 极限, 泛性质, 幺半范畴等概念都会在模论中找到合宜的位置, 表明
这些抽象工夫既是自然的, 也是必要的.

阅读提示

张量积是模论的关键之一, 为了囊括一般情形, 我们将铺陈双模情形下的一般理
论; 相关表述因而显得复杂, 读者不妨先从交换环上的情形切入, 参见例 6.5.3.
我们将使用幺半范畴和幺半函子的语言表述张量积的诸般性质, 读者不必为此逐
条审视范畴论里的相关定义, 但是对幺半范畴的精神应当有切实的认识: 幺半范
畴是带有 “张量积” ⊗ 的范畴 + 种种约束同构, 而幺半函子是在自然同构意义
下保持 ⊗ 的函子.
本章关于正合列, 投射/内射模和链条件的讨论可视为走进交换环论和同调代数
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前的热身运动, 浅尝辄止. 适于考察这些概念的一般框架是 Abel 范畴; 环 R 上
的左模范畴就是 Abel 范畴的典型例子.

6.1 基本概念
从形式观点看, 模是带有一族乘法算子的加法群. 回忆我们一贯的假设: 加法群意

指交换群 A, 其二元运算记为 +, 幺元记为 0, 元素 a ∈ A 的加法逆元记为 −a.

定义 6.1.1 设 R 为环, 所谓的左 R-模意谓以下资料:

� 加法群 (M,+);

� 映射 R×M →M , 记为 (r,m) 7→ r ·m = rm (左乘), 满足以下性质:

r(m1 +m2) = rm1 + rm2, r ∈ R, m1,m2 ∈M,

(r1 + r2)m = r1m+ r2m, r1, r2 ∈ R, m ∈M,

(r1r2)m = r1(r2m),

1R ·m = m.

若将定义中的左乘改为右乘 (m, r) 7→ mr, 条件改为 m(r1r2) = (mr1)r2 等等, 得到的
概念称为右 R-模. 一般简称 M 是左或右 R-模.

比照熟悉的向量空间情形, 我们也称运算 R ×M → M 为 R 的纯量乘法. 由以上
公理容易导出在左 R-模 M 中有下述性质

0 ·m = 0, m ∈M,

(−1R) ·m = −m,

(n · 1R) ·m = nm = m+ · · ·+m

n项

, n ∈ Z≥0,

(−n · 1R) ·m = −(nm).

(6.1)

因此形如 n ·m (n ∈ Z) 的表达式没有歧义: 既可视之为 (M,+) 中的倍数运算, 亦可视
为 n · 1R ∈ R 的乘法作用. 右模的情形类似.

注记 6.1.2 根据例 5.1.5, 任意加法群 (M,+) 的自同态集 End(M) 具备自然的环结构,
其乘法是同态的合成, 加法是同态的 “逐点” 加法. 赋予 (M,+) 左 R-模结构相当于给
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定环同态

R −→ End(M)

r 7−→ [m 7→ rm],

而赋予右 R-模结构相当于给定环同态

Rop −→ End(M)

r 7−→ [m 7→ mr].

由此立得

左 R-模 = 右 Rop-模.

交换环 R 上的模不分左右, 可以简称为 R-模.

例 6.1.3 任意环 R 对自身的左乘法构成左 R-模, 对右乘法构成右 R-模.

例 6.1.4 整数环 Z 上的模无非是加法群, 这是由于 Z 在 M 上仅有唯一一种乘法作用,
即 (6.1). 所以交换群的理论可划为模论的一支.

定义 6.1.5 设 M 为左 R-模, 子集 M ′ ⊂M 如满足

� 加法封闭性: M ′ 是加法群 (M,+) 的子群,

� 纯量乘法封闭性: 对每个 r ∈ R, m ∈M ′ 皆有 rm ∈M ′,

则称 M ′ 为 M 的子模. 右模的子模定义也是类似的.
若左或右 R-模 M 没有除了 {0} 和 M 自身之外的子模, 而且 M 6= {0}, 则称 M

为单模.

以下假设 M 为左 R-模. 令 {Mi : i ∈ I} 为 M 的一族子模, 则其和

∑
i∈I

Mi :=


mi1 + · · ·+mir : r ∈ Z≥1, i1, . . . , ir ∈ I

∀1 ≤ k ≤ r, mik ∈Mik


(约定空和为 {0}) 与交 (设 I 6= ∅) ⋂

i∈I
Mi

仍为子模. 令 S 为 M 的子集, 我们可以定义由 S 生成的子模 〈S〉 为 M 中包含 S 的
最小子模, 亦即

〈S〉 :=
⋂

M ′:子模
M ′⊃S

M ′.
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当 S 是独点集 {x} 时, 〈S〉 = 〈x〉 有直截了当的描述 Rx := {rx : r ∈ R}; 对于一般情
形, 容易验证 〈S〉 =

∑
x∈S Rx ⊂ M . 能表成 Rx 的形式的模称为循环模; 当 R = Z 时,

循环模无非就是循环群.
对于右 R-模可以依样画葫芦来定义子模 xR 等等, 不再赘述.

例 6.1.6 环 R 对本身的乘法具有自然的左模和右模结构. 比较子模和理想的定义
5.1.6 可知

R 作为左 R-模的子模 = R 的左理想,
R 作为右 R-模的子模 = R 的右理想.

模论本身搭建在环的概念上, 以后将看到如何从 R-模观点反推 R 的环论性质.

定义 6.1.7 设 M1, M2 为左 R-模, 映射 ϕ :M1 →M2 若满足

� ϕ 是加法群同态: 对所有 x, y ∈M1 皆有 ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y),

� ϕ 保持纯量乘法: 对所有 r ∈ R, x ∈M1 皆有 ϕ(rx) = rϕ(x),

则称 ϕ 为 M1 到 M2 的模同态. 恒等映射显然是同态, 而同态 ϕ : M1 → M2,
ψ :M2 →M3 的合成 ψϕ :M1 →M3 仍为同态, 由此得到左 R-模的范畴 R-Mod, 以及
同构, 自同构等诸般概念. 右 R-模范畴的定义类似, 记为 Mod-R.
对于如上的同态 ϕ, 定义其核或曰零核为 ker(ϕ) := {x ∈ M1 : ϕ(x) = 0}, 其像为

im(ϕ) := {ϕ(x) : x ∈M1}, 两者分别是 M1 和 M2 的子模.

一如幺半群和环的情形, 同态 ϕ : M1 → M2 是同构当且仅当 ϕ 是双射, 因为此时
其逆映射 ϕ−1 :M2 →M1 也是模同态: 仅须对定义中 ϕ 满足的等式取 ϕ−1 即可.

注记 6.1.8 与交换群或 Z-模的状况相同, 对于任意左 (或右) R-模 M,M ′, 同态集
HomR-Mod(M,M ′) =: HomR(M,M ′) 构成加法群: 对任意 φ, ψ ∈ HomR(M,M ′), 定义

φ+ ψ := [m 7→ φ(m) + ψ(m)] ∈ HomR(M,M ′).

群 HomR(M,M ′) 的零元是零态射 ∀m 7→ 0. 而且同态的合成运算

HomR(M
′,M ′′)×HomR(M,M ′) −→ HomR(M,M ′′)

(φ, ψ) 7−→ φψ

是 Z-双线性映射, 亦即:

φ(ψ1 + ψ2) = φψ1 + φψ2, (φ1 + φ2)ψ = φ1ψ + φ2ψ.
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由此亦可看出 M 的自同态集 EndR(M) 具备自然的环结构, 乘法由合成给出. 以
下且考虑右 R-模, 任意模 M 于是获得自然的左 D := EndR(M)-模结构如下

D ×M −→M

(φ,m) 7−→ φ(m).

这里的要点是 D 的乘法作用与 R 的作用相 “交换”, 如 φ(mr) = φ(m)r. 我们尔后将见
证这种结构的妙用, 见约定 6.6.1, 6.11.1.

根据注记 6.1.2, 范畴 R-Mod 与 Mod-Rop 等价. 为了省事, 以下固定环 R, 并且仅
考虑左模的情形.

我们考虑模的商结构. 简言之, 给定左 R-模 M 上一个 “保持模结构” 的等价关系
∼ 相当于给定一个子模 N , 其间的联系是

x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ N.

细节可参看 4.2 的讨论. 以下只说明如何从给定的子模 N ⊂M 构造商模 M �M/N .
首先注意到作为加法群的商 (M/N,+) 已有了定义, 其元素是形如 x+N 的加法陪集,
二元运算是 (x+N) + (y +N) = x+ y +N ; 眼下任务是添上 R 的纯量乘法.

定义 6.1.9 设 N ⊂M 为子模, 在加法商群 M/N 上定义左 R-模结构

r(x+N) = rx+N, r ∈ R, x ∈M.

则商映射 M →M/N 是模同态, 称 M/N 是 M 对 N 的商模.

商模满足与商群, 商环等类似的一些形式性质, 简要勾勒如次. 证明与群的情形类
似, 而且由于不必考虑交换性, 其手法更为简单.

命题 6.1.10 商模 M � M/N 满足以下泛性质: 对任意模同态 ϕ : M → M ′, 若
N ⊂ ker(ϕ), 则存在唯一的同态 ϕ̄ :M/N →M ′ 使得图表

M M/N

M ′
φ ∃! φ̄

交换.

证明 唯一的取法是 ϕ̄(x+N) = ϕ(x), 易证此为良定的.

命题 6.1.11 设 ϕ :M1 →M2 是模同态, 则 ϕ 诱导出同构 ϕ̄ :M1/ ker(ϕ) ∼→ im(ϕ), 它
映 m+ ker(ϕ) 为 ϕ(m).
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证明 应用命题 6.1.10.

命题 6.1.12 设 ϕ :M1 →M2 是满的模同态. 则有双射

{子模N2 ⊂M2} {子模N1 ⊂M1 : N1 ⊃ ker(ϕ)}

N2 ϕ−1(N2)

ϕ(N1) N1.

1:1

此双射满足 N2 ⊂ N ′2 ⇐⇒ ϕ−1(N2) ⊂ ϕ−1(N ′2). 而且合成态射 M1

φ
M2 �M2/N2

诱导出同构 M1/ϕ
−1(N2)

∼→M2/N2.

如取 ϕ为商同态M �M/N ,断言的同构可写成熟悉的形式M/N ′
∼→ (M/N)

/
(N ′/N),

其中 N ⊂ N ′.

证明 例行公事.

命题 6.1.13 设 M,N 是 M 的子模, 合成同态 M ↪→ M + N � (M + N)/N 诱导出
自然的模同构

M/(M ∩N)
∼→ (M +N)/N,

m+ (M ∩N) 7→ m+N, m ∈M.

证明 将商同态 π : M → M/N 限制到 M 上, 其像显然为 π(M) = M + N , 核为
M ∩ ker(π) = M ∩ N . 应用命题 6.1.11 得到同构 M/(M ∩ N)

∼→ (M + N)/N , 它映
m+ (M ∩N) 为 m+N .

定义 6.1.14 对于模同态 f :M →M ′, 定义其余核为 coker(f) :=M ′/ im(f).

模范畴 R-Mod 的进一步性质将在 §6.8 予以探讨.

6.2 模的基本操作
本节取定环 R, 所论的模皆为左 R-模. 右模的情形是完全类似的.

定义 6.2.1 设 M 为 R-模.

� 元素 x ∈M 的零化子定为 R 的左理想如下

annM (x) := {r ∈ R : rx = 0}.
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若 annM (x) = {0} 则称 x 是无挠的, 否则称之为挠元, 所有非零元皆无挠的模称
为无挠模.

� 模 M 的零化子定为 R 的双边理想如下

ann(M) := {r ∈ R : ∀x ∈M, rx = 0} =
⋂
x∈M

annM (x).

若 R 的双边理想 I 包含于 ann(M), 则 M 自然地成为 R/I-模: 加法不变, 纯量
乘法按 (r + I)m = rm 来定义, 其中 (r,m) ∈ R×M .

� 模 M 对右理想 a ⊂ R 的 a-挠部分定为子模

M [a] := {m ∈M : ∀a ∈ a, am = 0} .

这些术语将在 §6.7 用到. 请读者验证 M 作为 R/ann(M)-模的零化子自动是 {0}.

本节的后续目标是以下定理.

定理 6.2.2 范畴 R-Mod 是完备且余完备的, 并且具有零对象.

零对象是兼为始, 终对象的对象, 见定义 2.4.1. 关于完备性及余完备性请参见定
义 2.8.1, 说穿了, R-模范畴具有所有小极限; 关于形容词 “小” 请参看定义 2.1.3. 关于
Z-模即交换群的特例, 在例 2.8.7 中已有勾勒. 以下证明将一并引入关于直和与直积的
一些标准记法.

证明 注记 6.1.8 已说明了 R-Mod 是 Ab-范畴: 这是说其中 Hom-集有自然的加法群
结构, 使得态射的合成是双线性的; 特别地, 对任意 M , M ′ 存在零态射 0 : M → M ′,
它将每个元素映到 0. 下面将循序渐进地构作各类极限.

1. 范畴 R-Mod的零对象是零模 {0},经常简记为 0. 其上的模结构只能是 r ·0 = 0.
显然, 出入零模的态射恰好是零态射, 因此它确实是范畴 R-Mod 的零对象.

2. 我们接着在 R-Mod 中构造积和余积. 设 I 为小集, 而 {Mi : i ∈ I} 为一族
R-模. 定义其积 (或称直积)

∏
i∈IMi 为∏
i∈I

Mi := {(mi)i∈I : ∀i ∈ I, mi ∈Mi} ,

(mi)i∈I + (m′i)i∈I := (mi +m′i)i∈I ,

r(mi)i∈I := (rmi)i∈I , r ∈ R.
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显然
∏
i∈IMi 成 R-模, 其零元由 ∀i ∈ I, mi = 0 给出. 它带有一族投影同态

pj :
∏
i∈I

Mi −→Mj , j ∈ I

(mi)i∈I 7−→ mj .

定义其余积 (惯称为直和) 为

⊕
i∈I

Mi :=

{
(mi)i∈I ∈

∏
i∈I

Mi :仅至多有限个mi 6= 0

}

易见
⊕

i∈IMi 为
∏
i∈IMi 的子模. 它带有一族包含同态

ιj :Mj −→
∏
i∈I

Mi

mj 7−→ (mi)i∈I , mi :=

mj , i = j,

0, i 6= j.

若每个 Mi = M , 相应的直积与直和常写作 M I 和 M⊕I . 当 I = {1, . . . , n} 时我们常
采用 M1 × · · · ×Mn 和 M1 ⊕ · · · ⊕Mn 的写法; 两者作为 R-模显然是一回事, 读者可
进一步参看 3.4.8 关于双积的讨论. 我们回到一般的 I 的情形, 接着验证 §2.7 中积和余
积的范畴论性质.

给定模 M 和一族同态 φj : M → Mj , 我们希望存在唯一的 φ : M →
∏
i∈IMi 使得下

图对每个 j ∈ I 皆交换:
M

∏
i∈IMi

Mj

ϕj

ϕ

pj

此图定下了 φ(m) 的第 j 个坐标, 因而唯一的取法显然是 φ(m) = (φi(m))i∈I . 此即所
求泛性质.

类似地, 给定模 M 和一族同态 ψj :Mj →M , 使图表

⊕
i∈IMi M

Mj

ψ

ιj
ψj

对每个 j ∈ I 交换的同态 ψ 有唯一的取法: ψ((mi)i∈I) =
∑
i∈I ψi(mi) (有限和), 这是

因为
⊕

i∈IMi =
∑
i∈I im(ιi). 至此完成积和余积的构造.
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3. 下一步是在 R-Mod 中构造等化子和余等化子 (见 §2.7). 考虑一对同态 f, g :

X → Y . 等化子 ker(f, g)→ X 的泛性质 (2.12) 归结如下:
� 同态 ι : ker(f, g)→ X 满足 fι = gι;

� 假若 φ : L→ X 满足 fφ = gφ, 则存在唯一的分解 φ = [L
∃!ϕ0

ker(f, g) ι
X].

基于 Hom 集的加法群结构, 上述条件可以改写成 (f − g)ι = 0, (f − g)φ = 0, 因此构造
ker(f, g)→ X 和构造 ker(f − g, 0)→ X 是一回事. 我们立刻化约到 g = 0 的情形.
准此要领, 观察余等化子 Y → coker(f, g) 的泛性质 (2.13), 可知它无非是 Y →
coker(f − g, 0). 同样化约到 g = 0 的情形.

4. 现在描述等化子 ker(f, 0) → X, 其中 f : X → Y 是 R-模的同态. 泛性质化
约为:

[φ : L→ X, fφ = 0] =⇒ φ有唯一的分解 L→ ker(f, 0)→ X.

注意到 fφ = 0 ⇐⇒ im(φ) ⊂ ker(f), 因此核 ker(f) ↪→ X 给出所求的等化子
ker(f, 0)→ X.

5. 余等化子 Y → coker(f, 0) 的情形类似, 其泛性质化约为:

[ψ : Y → L, ψf = 0] =⇒ ψ 有唯一的分解 Y → coker(f, 0)→ L.

由于 ψf = 0 ⇐⇒ im(f) ⊂ ker(ψ), 应用命题 6.1.10 可知余核 Y → coker(f) :=

Y / im(f) 给出所求的余等化子.
根据上述构造和推论 2.8.4, 范畴 R-Mod 具有所有的小极限.

注记 6.2.3 类似于集合情形, 模的滤过 lim−→ 具有更容易掌握的构造, 它涵摄了代数学中
俗称的直极限. 设 I 为滤过小范畴 (定义 2.7.6) 并考虑函子 α : I → R-Mod, 对象层面
记作 i 7→Mi, 则 lim−→i

Mi := lim−→α 作为集合可以取为:

lim−→
i

Mi :=

 ⊔
i∈Ob(I)

Mi

/ ∼
其中 ∼ 是由 (2.11) 定义的等价关系; 换句话说, 它是合成函子 I

α
R-Mod → Set 的

lim−→. 与环的情形 (命题 5.5.9) 类似, 要点在于选取 R-模结构使得 Mj → lim−→i
Mi 成为

同态, 选取既是明显的也是唯一的. 请读者仿照环的情形进行论证. 当 I 是全序集而所
有转移同态 i ≤ j =⇒ Mi →Mj 都是单射时, 极限可以合理地写作

⋃
iMi.

举例明之, 任何模 M 皆可表为它的有限生成子模的 lim−→, 这个极限是滤过的, 写法
M =

⋃
N⊂M

有限生成子模
N 也是自明的.

推论 6.2.4 范畴 R-Mod 是加性范畴 (参看定义 3.4.12). 特别地, R-模的有限直积与直
和相等.
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证明 定理 6.2.2 构作了积和余积; 根据双积的定义 3.4.8 和定理 3.4.9 可知这蕴涵双
积存在性, 故 Ab-范畴 R-Mod 实为加性范畴. 有限直积与直和的等同是命题 3.4.14, 按
构造看亦属显然.

引理 6.2.5 设环 R 为直积 R =
∏
i∈I Ri, 其中 I 是有限集. 对每个 i ∈ I 定义 R 的双

边理想 bi :=
∏
j∈I
j 6=i

Rj , 以及

ei := (δi,j)j∈I ∈ R, δi,j =

1, i = j

0, i 6= j.

对任意左 R-模 M 定义 Mi := {m ∈M : bim = 0}, 则有直和分解

⊕
i∈IMi M

(mi)i∈I
∑
i∈I mi

(eim)i∈I m

∼

∈ ∈

证明 运用性质 biei = 0,
∑
i ei = 1 和 i 6= j =⇒ ej ∈ bi 来验证.

在此亦可将 Mi 视为 Ri ' R/bi 上的左模.

注记 6.2.6 反之, 给定一族左 Ri-模 Mi, 透过投影同态 R → Ri 将之拉回为左 R-模,
可构造直和 M =

⊕
iMi. 容易验证两种构造在精确到自然同构的意义下互逆. 是

以给定一个 R 模相当于给定一族 Ri-模. 用范畴论的语言说, 我们得到 R-Mod 和∏
i∈I(Ri-Mod) 间的范畴等价.

6.3 自由模
仍固定环 R. 接着考虑模范畴 R-Mod 中的 “自由” 构造. 设 X 为 (小) 集合. 对每

个 x ∈ X 定义循环模 Rx 如下: 其元素是形如 rx 的符号, 其中 r ∈ R; 加法和纯量乘
法分别定为 rx+ r′x = (r + r′)x, r(r′x) = (rr′)x. 换言之, Rx 其实就是作为左 R-模的
R, 只是形式地在右侧添上符号 x.

定义 6.3.1 以 X 为基的自由模定义为 R⊕X =
⊕

x∈X Rx. 作为集合有自然的包含映射

X −→ R⊕X

x 7−→ 1 · x.

其中的元素可以写成有限和 m =
∑
x∈X axx 或数组 (ax)x∈X , 其中 ax ∈ R 是唯一确定
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的, 至多有限项非零; 这与定理 6.2.2 证明中介绍的符号一致.

这是自由模与基的外在定义, 稍后将给出内在版本. 易见 X 7→ R⊕X 定义函子
Set→ R-Mod, 它由以下泛性质刻画.

命题 6.3.2 对任意 R-模 M 和集合的映射 φ : X →M , 存在唯一的模同态 ϕ : R⊕X →
M 使下图交换.

X R⊕X

M
ϕ

∃!φ

证明 显然对每个 x ∈ X 必须有 ϕ(rx) = rϕ(x) = rφ(x) ∈M , 这就完全确定了 ϕ.

因此函子 X 7→ R⊕X 是忘却函子的左伴随函子: 换言之, 存在自然同构

HomR(R
⊕X ,M)

∼→ HomSet(X,M),

其中的变元 X 取遍集合而 M 取遍 R-模. 换个观点看, 给出始于 R⊕X 的同态相当于
对基 X 的每个元素指派其像, 不需任何约束条件, 因而是 “自由” 的.

借此机会, 我们将线性代数中几个常见的概念推广到模上.

定义 6.3.3 设 X 为 R-模 M 的子集. 根据命题 6.3.2, 包含映射 X ↪→ M 诱导出同态
σ : R⊕X →M . 我们称

� X 是线性无关的或自由的, 如果 σ 是单射, 反之则称 X 是线性相关的;

� X 生成或张成 M , 如果 σ 是满射, 此时称 X 为 M 的生成集. 具有有限生成集的
模称为有限生成模.

线性无关生成集称为基; 具有基的模亦称自由模, 这是定义 6.3.1 的内禀版本.

注意到 σ 单等价于 ker(σ) = {0}, 这相当于说∑
x∈X

rxx

M中有限和

= 0 ⇐⇒ ∀x ∈ X, rx = 0.

而 σ 满等价于每个元素皆可表作 R-线性组合
∑
x∈X rxx. 这都是线性代数熟知的定义.

显然 X 是 R⊕X 的基, 故自由模的内禀和外在定义是兼容的.
举例明之. 设 ∆ 为幺半群, 读者可以验证定义 5.6.1 构作的幺半群环 R[∆] 对 R 的

左乘作用 r · (
∑
δ∈∆ rδδ) =

∑
δ∈∆ rrδδ (其中 r ∈ R)构成左 R-模,而且 ∆ ⊂ R[∆]是基.

右乘情形依此类推. 作为特例, 多项式环 R[X] =
⊕

n≥0RX
n 是以 ∆ := {Xn : n ≥ 0}

为基的自由左 R-模.
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推论 6.3.4 在同构意义下, 任意模 M 皆可表成自由模的商.

证明 取 M 的子集 X 和相应的同态 σ : R⊕X → M , 则 im(σ) ' R⊕X/ ker(σ). 如取
X 为 M 的生成集 (譬如 X =M), 则 im(σ) =M .

当基 X 有限时, R⊕X 的自同态环可以表成熟悉的矩阵环形式, 见例 5.1.4. 不失
一般性设 X = {1, . . . , n}. 我们先从 Mod-R 中一般的有限积说起, 关键在于应用推论
6.2.4; 事实上以下论证适用于任意加性范畴 (定义 3.4.12). 选定
� 正整数 n,m;
� 对象 M1, . . . ,Mn 和 M ′1, . . . ,M

′
m.

此处
⊕n

i=1Mi 兼有直积直和两种角色, 分别由两族态射
⊕n

i=1Mi

pj
Mj 和 Mj

ιj⊕n
i=1Mi 给出. 同理有 p′j , ι

′
j 等态射. 于是根据积和余积的泛性质,

Hom

 n⊕
j=1

Mj ,

m⊕
i=1

M ′i

 ∼
ϕ 7→(p′iϕ)i

m∏
i=1

Hom

 n⊕
j=1

Mj ,M
′
i


∼

(p′iϕ)i 7→(p′iϕιj)i,j
n∏
j=1

m∏
i=1

Hom(Mj ,M
′
i).

因此 φ :
⊕n

j=1Mj →
⊕m

i=1M
′
i 完全由同态族

φij := p′iφιj :Mj →M ′i , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n

确定, 表为矩阵

φ←→M(φ) = (φij)1≤i≤m
1≤j≤n

=


φ11 · · · φ1n

... . . . ...

φm1 · · · φmn

 .

回忆矩阵的乘法 C = AB 由 cik =
∑
j aijbjk 确定. 对于矩阵M(φ), 尽管诸元取值在

容或不同的 Hom (成加法群) 中, 下面涉及的运算仍是良定的.

引理 6.3.5 对于 φ :
⊕n

i=1Mi →
⊕n′

i=1M
′
i 和 ψ :

⊕n′

i=1M
′
i →

⊕n′′

i=1M
′′
i , 相应的矩

阵满足
M(ψφ) =M(ψ)M(φ)

其中矩阵元的相乘由合成 Hom(M ′j ,M
′′
i )×Hom(Mk,M

′
j)→ Hom(Mk,M

′′
i ) 给出.

证明 应用环 EndR(
⊕

iM
′
i) 中的等式

∑n′

j=1 ι
′
jp
′
j = 1, p′iι′i = idM ′

i
和 i 6= j =⇒

p′iι
′
j = 0 (双积定义 3.4.8 的多元版本) 计算 ψφ 的第 (i, k) 个矩阵系数M(ψφ)ik: 根据
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同态合成的结合律与双线性, 可得

M(ψφ)ik = p′′i ψφιk =

n′∑
j=1

p′′i ψ(ι
′
jp
′
j)φιk

=

n′∑
j=1

(p′′i ψι
′
j)(p

′
jφιk) =

n′∑
j=1

M(ψ)ijM(φ)jk.

这正是矩阵乘法. 断言得证.

上述论证和线性代数中用矩阵表示线性变换的办法如出一辙.

命题 6.3.6 模 R⊕n 的自同态环自然地同构于 n × n 矩阵环 Mn(R
op), 此同构由

φ 7→ M(φ) 导出. 进一步, 加法群 HomR(R
⊕n, R⊕m) 自然地同构于全体 m× n 矩阵的

加法群 Mm×n(R
op); 同态的合成对应到矩阵乘法.

如改用右 R-模, 则相应地有 HomR(R
⊕n, R⊕m) 'Mm×n(R).

证明 视 R 为左 R-模, 标作 RR. 任意 φ ∈ End(RR) 皆满足 φ(r) = rφ(1), 由此可证

End(RR) −→ Rop

φ 7−→ φ(1)

是环同构: 其逆将 r ∈ R 映至右乘自同态 x 7→ xr (留意到乘法顺序将倒转). 在先前的
讨论和引理 6.3.5 中代入 Mi = M ′j = RR, 即得所求. 对于右模则有 End(RR) ' R, 其
余相同.

下述 “生成引理” 涉及 §1.4 简介的无穷基数.

引理 6.3.7 设 I 为无穷集, (Mi)i∈I 为一族非零模, 则
⊕

i∈IMi 的任意生成集 S 皆满
足 |S| ≥ |I|.

证明 任意 s ∈ S 可写成 (si)i∈I , 记 Es := {i ∈ I : si 6= 0}. 根据直和定义 Es 有限, 而
S 生成

⊕
i∈IMi 蕴涵了

⋃
s∈S Es = I, 因之 S 无穷. 推论 1.4.9 遂蕴涵基数不等式

max{|S|,ℵ0} = |S| · ℵ0 ≥
∣∣∣∣∣⋃
s∈S

Es

∣∣∣∣∣ = |I|,
而最左端无非是 |S|.

最后来探讨自由模的秩. 以下设 R 非零. 自然的想法是定 M ' R⊕X 的秩为 |X|,
然而须说明这和基 X ⊂ M 的选择无关. 当 R 为域时, 向量空间的理论说明秩确实是
良定的, 读者应已熟知有限维情形, 而定义–定理 6.4.7 将给出一般的证明, 引理 6.3.7
会派上用场. 由此可以推得交换环上的自由模也具有类似性质.
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命题 6.3.8 设 R 为交换环, 则 R⊕X ' R⊕Y 当且仅当 |X| = |Y |.

证明 显然 |X| = |Y | 蕴涵 R⊕X ' R⊕Y . 为证明另一个方向, 我们应用命题 5.3.6 取
R 的一个极大理想 m. 对任意 R-模 M , 定义 mM 为形如 am (m ∈M , a ∈ m) 的元素
生成的子模. 于是 M/mM 是 R/m-模, 亦即域 R/m 上的向量空间. 当 M = R⊕X 时易
见 mM = m⊕X , 故有向量空间的同构

M/mM
∼−→ (R/m)⊕X

(ax)x∈X +mM 7−→ (ax +m)x∈X .

故 |X| = dimR/m(M/mM), 等式右边只和 M 的 R-模结构有关, 不依赖基的选取.

定义 6.3.9 (自由模的秩) 设 E 为非零交换环 R 上的自由模, 其秩定义为 rkR(E) :=

|X|, 如果 E ' R⊕X . 根据前述命题, 这是良定的.

注记 6.3.10 对于一般的环 R, 如果 I 为无穷集, R⊕I ' R⊕J , 则引理 6.3.7 蕴涵
|J | ≥ |I|, 由对称性故 |I| = |J |. 因此环 R 上的自由模有良定的秩当且仅当

∀n,m ∈ Z≥0, R⊕n ' R⊕m ⇐⇒ n = m.

称此为左不变基数性质 (英文简写为 IBN); 若考虑右模则谓右不变基数性质. 除环, 交
换环和有限环皆有不变基数性质. 进一步的讨论可参看 [26, §1].

6.4 向量空间
读者理应接触过向量空间的理论. 从代数观点看, 向量空间大致是一种带有加法和

纯量乘法的结构, 纯量乘法一般来自实数域 R 或复数域 C, 然而向量空间的代数性质
实则可以建立在任意域上. 我们还能进一步舍弃乘法交换性, 进而考虑除环上的向量空
间. 这既是一种自然又轻松的推广, 对于环论的研究也是必要的.

定义 6.4.1 设 D 为除环. 我们称右 D-模为 D-向量空间. 其子模, 商模等也称为子空
间, 商空间.

定义中选取左模或右模其实无关宏旨, 当 D 为域时更可以不论左右. 这里选取右乘主
要是为了符号的方便: 若 ϕ : V → V ′ 为 D-向量空间的态射 (亦即右 D-模的态射), 则
态射对纯量乘法的性质可以写成类似结合律的形式:

ϕ(vd) = (ϕv)d, v ∈ V, d ∈ D.

以下选定除环 D. 子空间, 基和维数等概念可以毫不费力地推广到 D-向量空间上.
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定义–定理 6.4.2 设 V 为 D-向量空间, X ⊂ V , 以下性质等价:

(i) X 是 V 的极大线性无关子集;

(ii) 包含映射 X ↪→ V 诱导出同构 D⊕X
∼→ V ;

(iii) X 是 V 的极小生成集;

(iv) V 中的任意元素皆可表成形如
∑
x∈X xdx 的有限和, 其中 (dx)x∈X 是唯一的.

满足以上任一性质的 X 称为 V 的基.

证明 (i) =⇒ (ii): 给定 v ∈ V , 由 X 的极大性知 X t {v} 必线性相关, 从而存在
等式

∑
x∈Xt{v} xdx = 0, 其中 dx 不全为零; 由 X 的线性无关性可知 dv 6= 0, 因此

v = −
∑
x∈X xdxd

−1
v 属于 D⊕X → V 的像. 既然 D⊕X → V 是单射, 它实为同构.

(ii) =⇒ (iii): 不妨设 V = D⊕X . 显然 X 生成 V ; 假若 X ′ ⊂ X ∖ {y} (其中
y ∈ X), 则 y 显然不属于 X ′ 生成的子模 D⊕X

′ , 因而 X 是极小生成集.
(iii) =⇒ (iv): 由 X 生成 V 可知任意元素皆可表成有限和

∑
x∈X xdx. 假若∑

x∈X
xdx =

∑
x∈X

xd′x, ∃y ∈ X, dy 6= d′y,

则 y = −
∑
x 6=y x(dx − d′x)(dy − d′y)−1, 由此导出 X ∖ {y} 也生成 V , 矛盾.

(iv) =⇒ (i): 子集 X 显然线性无关. 任意 v ∈ V 可表为
∑
x∈X xdx, 亦即

v −
∑
x∈X xdx = 0, 是以 X t {v} 线性相关.

命题 6.4.3 任意 V 中的线性无关子集 X 皆包含于某个基 B; 特别地, V 有基.

证明 选定 X, 令 E := {Y ⊂ V :线性无关, Y ⊃ X}, 赋 E 以偏序 Y ≤ Y ′ ⇐⇒ Y ⊂
Y ′. 今将运用 Zorn 引理 (定理 1.3.6) 证明偏序集 (E ,≤) 有极大元, 从而得到所求之基:
仅须证明 (E ,≤) 中任意链 E ′ 有上界即可. 令 Y ⊂ V 为 E ′ 中所有元素之并, 我们断言
Y 线性无关: 假设等式 ∑

y∈Y
ydy = 0 (有限和)

成立, 由于 E ′ 为全序, 可取充分大的 Y0 ∈ E ′ 使得 y /∈ Y0 =⇒ dy = 0; 再利用 Y0 的线
性无关性质, 即可导出 ∀y ∈ Y, dy = 0. 此 Y 即为所求上界.

引理 6.4.4 (Steinitz换元性质) 设 X, Y 为 V 的两组有限基, y ∈ Y ∖ X, 则存在
x ∈ X ∖ Y 使得 (Y ∖ {y}) ∪ {x} 为基.

证明 留意到 X 非空确保 Y 非空. 每个 x ∈ X 可唯一地展为 Y 的 D-线性组合, 我们
断言 y 必须出现在某个 x 的展式中, 否则 Y ∖ {y} 将是 V 的一组生成元, 与基的定义
矛盾. 取如是 x 并定义 Z := (Y ∖ {y}) ∪ {x}. 观察到 (a) 每个 Y 中元素都能展成 Z
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的线性组合, 考虑 y 的情形并利用 x的展式即可; (b) Z 必线性无关: 否则因为 Y ∖ {y}
线性无关故, x 必能表成 Y ∖ {y} 的线性组合, 回忆上一步可知 y 也能表成 Y ∖ {y} 的
线性组合, 矛盾. 于是 V 中元素能唯一地表成 Z 的线性组合. 最后观察到 x /∈ Y : 设
若不然, 则 y /∈ X =⇒ y 6= x =⇒ Z = Y ∖ {y}, 与基是极大线性无关子集这一性质
矛盾.

换元性质是证明维数良定的关键. 由于类似论证在代数学中并非孤例, 在此乘势引
入一套组合学的工具.

定义 6.4.5 (H. Whitney) 设 E 为集合, Bs 为 E 的一族有限子集; 如下列条件满足则
称资料 (E,Bs) 为拟阵:

B.1 集合 Bs 非空;

B.2 若 X,Y ∈ Bs 而 y ∈ Y ∖X, 则存在 x ∈ X ∖ Y 使得 (Y ∖ {y}) ∪ {x} ∈ Bs.

举例来说, 只要 D-向量空间 V 有一组有限基, 那么引理 6.3.7 蕴涵每个基皆有限, 这时
运用引理 6.4.4, 取 E := V 和 Bs := {V 的基} 便给出拟阵. 一般定义中还要求 E 有
限, 不过这点在此无关宏旨. 拟阵的奥妙在于它有种种等价然而面貌迥异的刻画, 感兴
趣的读者可参阅专著 [36].

命题 6.4.6 设 (E,Bs) 为拟阵, 则 Bs 的每个元素都有相同的基数; 此基数称为该拟阵
的秩.

证明 设若不然, 取 X,Y ∈ Bs 使得 |Y | > |X| 且 |Y ∖ X| 尽可能小; 前一条件
保证 Y ∖ X 6= ∅. 根据换元性质 (B.2) 可取 y ∈ Y ∖ X 和 x ∈ X ∖ Y 使得
Y ′ := (Y ∖ {y}) ∪ {x} ∈ Bs. 从 |Y | = |Y ′| > |X| 和 |Y ′ ∖X| < |Y ∖X| 导出矛盾.

定义–定理 6.4.7 (维数的不变性) 设 X,Y 为 V 的两组基, 则 |X| = |Y |. 于是可定义
V 的维数为基数 |X|, 记作 dimV 或 dimD V , 其中 X 为 V 的任意基.

证明 如先前观察到的, 引理 6.3.7 蕴涵 V 的基或者全有限, 或全无限; 而且在无限情
形有 |X| ≤ |Y | ≤ |X|, 此时配合定理 1.4.2 立即导出 |X| = |Y |.

假设 V 的基皆有限, 应用拟阵结构和命题 6.4.6 即得 |X| = |Y |.

我们在 §6.3 以此证明了非零交换环上的自由模有良定的秩.
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6.5 模的张量积
张量积是模论中最常用的构造之一. 不妨先从熟悉的向量空间情形入手: 令 X,Y

为 C-向量空间;考虑取值在某一 C-向量空间 A的函数 B : X×Y → A. 如果 B(x, ·)和
B(·, y) 对所有 x, y 都是线性映射, 则 B 称为双线性型. 所谓 X 和 Y 的张量积无非是
“泛双线性型” X × Y → X ⊗

C
Y . 更精确地说, 我们要求每个双线性型 B : X × Y → A

皆能按
X × Y X ⊗

C
Y

A
B ∃! f

分解, 其中 f 是唯一确定的线性映射. 先不论构造, 记

(x, y) ∈ X × Y 在 X ⊗
C
Y 中的像为 x⊗ y. 双线性蕴涵

(x+ x′)⊗ y = x⊗ y + x′ ⊗ y, x⊗ (y + y′) = x⊗ y + x⊗ y′,

(tx)⊗ y = t(x⊗ y) = x⊗ (ty), t ∈ C.

可以想见, 向量空间 X ⊗
C
Y 应当由所有 x⊗ y 张成, 而且除上列性质外 X ⊗

C
Y 再无其

它约束, 否则就不成其 “泛” 了.
对于一般的模, 问题的表述并无不同, 但是需要一系列的准备工作, 首先是双模的

概念.

定义 6.5.1 (双模) 设 R,S 为环, 所谓 (R,S)-双模意谓一个兼具左 R-模与右 S-模结构
的加法群 M , 满足下式

r(ms) = (rm)s, m ∈M, r ∈ R, s ∈ S.

此式遂可简写为 rms; 既可以把它理解为某种乘法的结合律, 又可视为 R 左乘与 S 右
乘之间的交换性. 对 (R,S)-双模可以定义显然的同态, 同构, 商模等概念, 从而得到双
模范畴 (R,S)-Mod, 无须赘述. 注记 7.3.5 将说明如何将双模理论化到单边的情形.

例 6.5.2 存在范畴间的同构 R-Mod ' (R,Z)-Mod. 这是因为任意左 R-模 M 有
唯一的 Z-右乘结构 ma := am, 其中 m ∈ M , a ∈ Z, 双模公理显然满足. 同理,
Mod-R ' (Z, R)-Mod.

例 6.5.3 当 R 交换时, 任意左 R-模 M 都自然地成为 (R,R)-双模: 置 rmr′ := rr′m

即可.

约定 6.5.4 今后我们将不时使用符号 RM (或 MS , RMS) 表示 M 带有左 R-模 (或右
S-模, (R,S)-双模) 结构.

双模的语言便于研究张量积, 而张量积是由某种泛性质所刻画的 “平衡积”, 后者是
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双线性型的非交换版本. 下面先从取值在一个交换群 A 里的平衡积入手, A 为双模的
一般情形将在注记 6.5.10 讨论.

定义 6.5.5 (平衡积: 单边情形) 设 R 为环. 考虑模 MR, RN 和交换群 (A,+). 映射

B :M ×N → A

若满足以下条件则称为平衡积:

(i) B(x+ x′, y) = B(x, y) +B(x′, y),
(ii) B(x, y + y′) = B(x, y) +B(x, y′),
(iii) B(xr, y) = B(x, ry),

其中 x, x′ ∈ M , y, y′ ∈ N 和 r ∈ R 为任意元素. 所有平衡积 B : M ×N → A 所成集
合记为 Bil(M,N ;A), 对加法构成交换群.

给定 M , N , 所有从 M × N 出发的平衡积构成一个范畴 Bil(M,N ; ∗): 从对象 B

到 B′ 的态射定为如下形式的交换图表:

A

M ×N

A′

群同态

B

B′

即将定义的张量积 M ×N →M ⊗
R
N 无非是 Bil(M,N ; ∗) 的始对象; 见定义 2.4.1.

定义 6.5.6 满足下述泛性质的平衡积 M × N → M ⊗
R
N 称为 MR 和 RN 的张量积:

对任意平衡积 B :M ×N → A, 存在唯一的群同态 M ⊗
R
N → A 使得下图交换

M ×N M ⊗
R
N

A
B ∃!

既然 M ×N →M ⊗
R
N 被泛性质刻画, 它是唯一确定的, 精确到一个唯一同构. 我们习

惯省去箭头, 径称 M ⊗
R
N 为 M 和 N 的张量积; 有时连 ⊗ 的下标 R 一并省去. 元素

(x, y) 在 M ⊗
R
N 中的像记为 x⊗ y. 请留意: 单讨论 M ⊗

R
N 本身的结构并无多大意义,

下面探究张量积满足的种种函子性质时, 映射 (x, y) 7→ x⊗ y 总要一并考量.

引理 6.5.7 对任意 MR, RN , 张量积 M ×N →M ⊗
R
N 存在.
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证明 受本节开头的讨论启发, 考虑集合 M ×N 上的自由 Z-模 F , 其中形如

(x+ x′, y)− (x, y)− (x′, y)

(x, y + y′)− (x, y)− (x, y′)

(xr, y)− (x, ry)

的元素生成一个 Z-子模 I. 记 M ⊗
R
N := F/I, 并记 (x, y) ∈M ×N 在 F/I 中的像为

x⊗ y. 今将证明映射 M ×N →M ⊗
R
N 即所求.

根据自由模的定义, 给定交换群 A 及映射 B : M × N → A 相当于给定同态
β : F → A, 对应关系由

β(x, y) = B(x, y), (x, y) ∈M ×N

唯一确定. 因此 B 是平衡积当且仅当 β 在 I 上为零, 作为特例 M × N → F/I 也
是平衡积; 此时令 β̄ : F/I → A 为 β 诱导的同态. 平衡积 B : M × N → A 与同态
β̄ :M ⊗

R
N → A 的对应遂由

β̄(x⊗ y) = B(x, y)

所刻画; 此式等价于定义 6.5.6 中图表的交换性.

引理 6.5.8 张量积 M ⊗
R
N 对 M,N 满足函子性: 设若 ϕ : M → M ′, ψ : N → N ′ 为

模同态, 则存在唯一的同态 ϕ⊗ ψ :M ⊗
R
N →M ′ ⊗

R
N ′ 使下图交换.

M ×N M ⊗
R
N

M ′ ×N ′ M ′ ⊗
R
N ′

φ×ψ ∃!φ⊗ψ

证明 合成映射 M ×N
ϕ×ψ

M ′ ×N ′ → M ′ ⊗
R
N ′ 显然也是平衡积, 用定义 6.5.6 便

得到唯一之 ϕ⊗ ψ :M ⊗
R
N →M ′ ⊗

R
N ′ 使上图交换.

以上引理的条件相当于要求

(ϕ⊗ ψ)(x⊗ y) = ϕ(x)⊗ ψ(y).

这唯一确定了同态 ϕ⊗ ψ. 由此刻画可知同态的张量积与同态的合成兼容:

(ϕ⊗ ψ) ◦ (ϕ′ ⊗ ψ′) = (ϕ ◦ ϕ′)⊗ (ψ ◦ ψ′),
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前提是合成同态 ϕ ◦ ϕ′ 和 ψ ◦ ψ′ 有定义.

命题 6.5.9 给定环 Q,R, S 和双模 QMR, RNS , 张量积 M ⊗
R
N 带有唯一的 (Q,S)-双

模结构使得
q(x⊗ y)s = qx⊗ ys, q ∈ Q, s ∈ S.

不妨设想符号 ⊗
R
的作用是缩并掉邻接的 R-模结构.

证明 给定 q ∈ Q 和 s ∈ S. 根据双模定义, q 在 M 上的左乘与 s 在 N 上的右乘分别
给出 M 和 N 作为 R-模的自同态, 于是引理 6.5.8 给出由下式刻画的群同态

M ⊗
R
N −→M ⊗

R
N

x⊗ y 7−→ qx⊗ ys.

考虑所有 q, s 便得到所求的双模结构.

注记 6.5.10 (双模的平衡积) 对于双模 QMR, RNS , 同样可定义附加 (Q,S)-双模结构
的平衡积 B :M ×N → A, 其中我们要求 A 是 (Q,S)-双模, 并对 B 加上额外条件

B(qx, ys) = qB(x, y)s, q ∈ Q, s ∈ S.

不难验证 M ×N → M ⊗
R
N 便是这样的平衡积, 并且满足与定义 6.5.6 类似的泛性质.

取 Q = S = Z 便回到原先情形.

引理 6.5.8 断言的函子性也有直截了当的推广, 我们得到函子

⊗
R
: ((Q,R)-Mod)× ((R,S)-Mod) −→ (Q,S)-Mod

(M,N) 7−→M ⊗
R
N (对象层次)

(ϕ,ψ) 7−→ ϕ⊗ ψ (态射层次).

当 R 交换时, 按例 6.5.3 等同 R-Mod 与 (R,R)-Mod, 可得函子

⊗
R
: R-Mod×R-Mod −→ R-Mod;

进一步假设 R = S 为域, 则一切化约到向量空间的张量积与双线性型.

接着探讨张量积函子一些标准的函子性质, 这在应用中是十分要紧的.
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命题 6.5.11 (张量积保持直和) 对任意左,右R-模族 (Nj)j∈J 和 (Mi)i∈I ,存在自然同态

(∏
i∈IMi

)
⊗
R

(∏
j∈J Nj

) ∏
(i,j)∈I×JMi ⊗

R
Nj

(⊕
i∈IMi

)
⊗
R

(⊕
j∈J Nj

) ⊕
(i,j)∈I×JMi ⊗

R
Nj

∼

⊂

它对变元 (Nj)j∈J 和 (Mi)i∈I 具备函子性. 当 Mi, Nj 具有双模结构时, 此性质可以延
伸到注记 6.5.10 版本的张量积.

证明 首先观察到显然的平衡积∏
i∈I

Mi ×
∏
j∈J

Nj −→
∏

(i,j)∈I×J

Mi ⊗
R
Nj

((xi)i, (yj)j) 7−→ (xi ⊗ yj)i,j

它在
⊕

i∈IMi ×
⊕

j∈J Nj 上的限制的像落在
⊕

(i,j)∈I×JMi ⊗
R
Nj 中, 因为仅涉及有限

个非零的 xi ⊗ yj . 这就给出了断言中的两个横向同态, 且记涉及直和的同态为 Φ.

为了证明 Φ为同构,仅须验证对每个交换群 A有以下交换图表 (可参看定理 2.5.1)

Hom
(
(
⊕

i∈IMi)⊗
R
(
⊕

j∈J Nj), A

)
Bil
(⊕

iMi,
⊕

j Nj ;A
)

∏
i,j Bil(Mi, Nj ;A)

Hom
(
(
⊕

i,jMi ⊗
R
Nj), A

) ∏
i,j Hom

(
Mi ⊗

R
Nj , A

)

∼

限制'

∼

Φ∗ 拉回

'

其中 Hom = HomAb. 一切在注记 6.5.10 的情形有显然的推广.

命题 6.5.12 (张量积的结合约束) 设 Q,R, S, T 为环. 存在典范同构

M ⊗
R
(M ′ ⊗

S
M ′′)

∼−→ (M ⊗
R
M ′)⊗

S
M ′′

x⊗ (y ⊗ z) 7−→ (x⊗ y)⊗ z.

这里 “典范同构” 意味将双模 QMR, RM ′S , SM ′′T 视为变元, 而同构的两端皆视为从

((Q,R)-Mod)× ((R,S)-Mod)× ((S, T )-Mod)
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到 (Q,T )-Mod 的函子.

证明 为了简化论述, 取 Q = T = Z. 注意到对任意交换群 (A,+), 在范畴 Ab 中有

Hom
(
(M ⊗

R
M ′)⊗

S
M ′′, A

)
= Bil

(
(M ⊗

R
M ′),M ′′;A

)
.

我们断言右项典范同构于 “三元平衡积” 所成的群, 亦即满足下述条件的映射 D :

M ×M ′ ×M ′′ → A:
(i) D(x+ x′, y, z) = D(x, y, z) +D(x′, y, z);
(ii) 同上, 但改为对变元 y, z 操作;
(iii) D(xr, y, sz) = D(x, rys, z), 其中 r ∈ R, s ∈ S.
诚然,给定如此的D,对每个固定的变元 z ∈M ′′,映射D(·, ·, z)属于 Bil(M,M ′;A),

故存在同态 B(·, z) :M ⊗
R
M ′ → A 使得 D(x, y, z) = B(x⊗ y, z). 现在变动 z. 从 D 的

性质与 M ⊗
R
M ′ 的右 S-模结构可知

B(x⊗ y, z + z′) = B(x⊗ y, z) +B(x⊗ y, z′),

B(x⊗ y, sz) = B(x⊗ ys, z) = B((x⊗ y)s, z), s ∈ S.

进而 B ∈ Bil
(
(M ⊗

R
M ′),M ′′;A

)
, 相应的同态 ϕ : (M ⊗

R
M ′)⊗

S
M ′′ → A 由等式

ϕ((x⊗ y)⊗ z) = D(x, y, z).

刻画. 以上每一步都可以倒转, 因而得到双射 B ↔ D. 同理,

Hom
(
M ⊗

R
(M ′ ⊗

S
M ′′), A

)
= Bil

(
M, (M ′ ⊗

S
M ′′);A

)
= {D :M ×M ′ ×M ′′ → A, 三元平衡积} ,

而且若首项里的同态 ψ 对应末项的 D, 那么 ψ(x⊗ (y ⊗ z)) = D(x, y, z). 由于 A 可任
取,从定理 2.5.1遂得M⊗

R
(M ′⊗

S
M ′′)

∼→ (M⊗
R
M ′)⊗

S
M ′′ 使得 (x⊗y)⊗z 7→ x⊗(y⊗z).

此同构对 M,M ′,M ′′ 的函子性是自明的.

命题 6.5.13 (张量积的幺元) 设 R, S 为环. 利用环的乘法结构将 R 和 S 分别视为
(R,R)-双模和 (S, S)-双模, 则存在典范同构

M ⊗
S
S M R⊗

R
M

m⊗ s ms

rm r ⊗m

∼ ∼
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其中 RMS 视为变元, 上述三项皆视为 (R,S)-Mod 到自身的函子.

证明 以下仅证明 M ⊗
S
S
∼→ M , 另一侧完全类似. 以 Hom(R,S) 表 (R,S)-Mod 的

Hom. 对任意 (R,S)-双模 A 都有

Hom(R,S)(M,A)

{
M × S

平衡积
A

}
Hom(R,S)

(
M ⊗

S
S,A

)
φ B ϕ.

1:1 1:1

φ(m⊗s)=B(m,s)

第一个双射由 φ(m) = B(m, 1) 给出, 这是因为 B(m, s) = B(ms, 1) 故 B 由 φ 确定,
而平衡积性质转译为双模同态的性质

rφ(m)s = rB(m, 1)s = B(rm, s) = B(rms, 1) = φ(rms).

第二个双射是张量积的泛性质. 综上 ϕ(m ⊗ s) = φ(ms). 于是加法群的同构

Hom(R,S)(M,A) ∼
ϕ 7→φ

Hom(R,S)(M ⊗
S
S,A) 无非是对 m ⊗ s 7→ ms 作拉回; 应用

定理 2.5.1 便完成证明.

以下考虑的交换约束仅在 R 交换时才有意义, 此时由例 6.5.3 可以将 R-模一律视
为 (R,R)-双模.

命题 6.5.14 (张量积的交换约束) 设 R 为交换环, 存在典范同构

c(M,N) :M ⊗
R
N

∼−→ N ⊗
R
M

x⊗ y 7−→ y ⊗ x

两边都视为以 M , N 为变元的函子 (R-Mod)× (R-Mod)→ R-Mod. 它满足 c(N,M) ◦
c(M,N) = idM⊗N .

证明 对注记 6.5.10中考虑的满足 B(rm, sn) = rB(m,n)s的平衡积集合 Bil(M,N ;A)

(其中 A 是任意 R-模), 存在自然双射

c(M,N ;A) : Bil(M,N ;A)
∼→ Bil(N,M ;A)

B 7→ [Bop : (n,m) 7→ B(m,n)].

根据该注记提及的泛性质,立得自然同构 c(M,N) :M⊗
R
N
∼→ N⊗

R
M ,满足 c(M,N)(x⊗

y) = y⊗x. 由显然的等式 c(N,M ;A)◦c(M,N ;A) = id得出 c(N,M)◦c(M,N) = id.

推论 6.5.15 对任意交换环 R, 资料 R-Mod, ⊗
R

, RR 连同上述典范同构构成对称幺半范
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畴 (见定义 3.1.1, 3.3.4).

证明 运用例 6.5.3, 命题 6.5.12, 6.5.13 和 6.5.14. 幺半范畴和辫结构的公理容易从上
述同构的刻画 (如 x⊗ (y ⊗ z) 7→ (x⊗ y)⊗ z 和 x⊗ y 7→ y ⊗ x 等) 直接验证.

上述各种性质并用, 就得到以下熟知的结果.

推论 6.5.16 设 M , N 为交换环 R 上的自由模, 分别取基 X, Y , 则 M ⊗
R
N 也是自

由 R-模, 以 X × Y 1:1←→ {x ⊗ y : x ∈ X, y ∈ Y } 为其基. 特别地, rkR(M ⊗
R
N) =

rkR(M) rkR(N).

6.6 环变换
对于给定的环 R, S, 如何以函子联系它们的模范畴 R-Mod 和 S-Mod? 诸函子间

又有何联系? 这类课题不单有理论上的兴趣, 在表示论, 交换代数等学科中的应用也无
所不在. 本节将运用双模的语言, 就 Hom 和张量积函子予以剖析.
首先考虑 Hom 函子. 注记 6.1.8 表明模范畴中的 Hom 自然地形成加法群. 今考虑

其上的模结构.

约定 6.6.1 取定环 R. 对于左模 RM , RM ′, 本节将同态集 Hom(RM,RM
′) 在 M 上

的作用以右乘表示:

Hom(RM,RM
′) 3 f : m 7−→ mf ∈M ′.

对于 MR, M ′R 的情形, 同态集 Hom(MR,M
′
R) 在 M 上的作用以左乘表示:

Hom(MR,M
′
R) 3 f : m 7−→ fm ∈M ′.

在左模情形, 约定中同态的位置和一般惯例是颠倒的. 此处写法的优势在于模同态的性
质可以看作乘法结合律: 对任意 r ∈ R 和 m ∈M ,

(rm)f = r(mf) (左模)

f(mr) = (fm)r (右模).

定义 6.6.2 设 Q,R, S 为环. 对于双模 QMR, QM
′
S , 它们作为左 Q-模的 Hom 群

Hom(QM,QM
′) 具备自然的 (R,S)-双模结构如下: 对任意 f ∈ Hom(QM,QM

′),

rfs : m 7−→
∈M ′

((mr)

∈M

f) s, r ∈ R, s ∈ S.
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类似地, 对于 RMS , QM
′
S , 它们作为右 S-模的 Hom 群 Hom(MS ,M

′
S) 具备自然的

(Q,R)-双模结构: 对任意 f ∈ Hom(MS ,M
′
S),

qfr : m 7−→ q

∈M ′

(f (rm)

∈M

), q ∈ Q, r ∈ R.

从结合律诠释, 这些定义十分自然, 而双模性质的验证也是容易的; 显然 Hom(−,−) 给
出从 ((Q,R)-Mod)op × (Q,S)-Mod 到 (R,S)-Mod 的函子.

例 6.6.3 (对偶函子) 取 M ′ = RRR, 便得到函子 Hom(−,RR) : (R-Mod)op → Mod-R
和 Hom(−, RR) : (Mod-R)op → R-Mod. 这推广了线性代数中对偶空间的构造.

注记 6.6.4 当 Q = R = S 为交换环时, 范畴 R-Mod 里的 Hom 集不仅仅是加法群,
它本身还是 R-Mod 的对象 (参看例 6.5.3); 事实上, R 在模同态 f : M → N 上的纯
量乘法无非是 rf : m 7→ rf(m), 这是线性代数中熟知的构造. 由此可以直接验证同
态的合成是 R-双线性型: 对于 f ∈ HomR(M,N), g ∈ HomR(L,M) 和 r ∈ R, 恒有
(rf)g = r(fg) = f(rg).

从 R-Mod 标准的幺半范畴结构 (推论 6.5.15), 可径行验证它对自身构成充实范畴,
参看 §3.4. 这种自为充实的 Hom-结构在数学中十分常见, 惯称为内 Hom.

张量积最根本的性质之一在于它和 Hom-函子的伴随性, 归根结底, 这无非是张量
积泛性质的下述改写.

定理 6.6.5 设 Q,R, S 为环. 存在典范同构

Hom(Q,S)-Mod

(
M ⊗

R
N,A

)
∼−→ Hom(R,S)-Mod (N,Hom(QM,QA))

ϕ 7−→ [y 7→ [x 7→ ϕ(x⊗ y)]] ,

和

Hom(Q,S)-Mod

(
M ⊗

R
N,A

)
∼−→ Hom(Q,R)-Mod (M,Hom(NS , AS))

ϕ 7−→ [x 7→ [y 7→ ϕ(x⊗ y)]] ,

同构两端视为以 QMR, RNS 和 QAS 为变元的函子

((Q,R)-Mod)op × ((R,S)-Mod)op × ((Q,S)-Mod)→ Ab.

证明 先证第一个断言. 根据注记 6.5.10, Hom(Q,S)-Mod

(
M ⊗

R
N,A

)
等同于从 M ×N

到 A 的所有平衡积 B (记入 (Q,S)-双模结构) 所成的加法群; 记此对应为 ϕ ↔ B. 给
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定平衡积 B :M ×N → A 相当于给定映射 N 3 y 7→ B(·, y) = ϕ(• ⊗ y), 记之为 Φ, 平
衡积的定义转译为

� Φ ∈ Hom(N,Hom(M,A)) (右侧是加法群范畴 Ab 的 Hom);
� qm 在 Φ(n) 下的像 (即 B(qm, n)) 等于 m 在 Φ(n) 下的像 (即 B(m,n)) 左乘以
q, 简言之 Φ(n) ∈ Hom(QM,QA);
� 对 Φ(n) 采取约定 6.6.1, 则有 mΦ(ns) = B(m,ns) = B(m,n)s = (mΦ(n))s;
� 同上, mrΦ(n) = B(mr, n) = B(m, rn) = mΦ(rn).
根据定义 6.6.2, 末两条相当于说 Φ(n)s = Φ(ns), Φ(rn) = rΦ(n), 因此给定平衡

积 B : M × N → A 相当于给定 (R,S)-双模的同态 Φ : N → Hom(QM,QA). 同构
ϕ 7→ B 7→ Φ 的函子性是自明的.
第二个断言的证明完全类似, 考虑映射 x 7→ B(x, ·) = ϕ(x⊗ •) 即可.

推论 6.6.6 设 M 为 (Q,R)-双模, 则函子

M ⊗
R
− : (R,S)-Mod→ (Q,S)-Mod

有右伴随函子 Hom(QM,Q(−)). 类似地, 设 N 为 (R,S)-双模, 则函子

−⊗
R
N : (Q,R)-Mod→ (Q,S)-Mod

有右伴随函子 Hom(NS , (−)S). 两者的伴随同构皆来自定理 6.6.5.

证明 回忆伴随函子之定义 2.6.1.

回归本节开始的设定: 令 f : R→ S 为环同态, 则 S 具有 (R,S)-双模和 (S,R)-双
模结构: 律定 R 在 S 上的左, 右乘法分别为

rs := f(r)s, sr := sf(r),

等式右侧表示 S 中的乘法. 因此函子 −⊗
R
S 和 S⊗

R
−等有意义. 另一方面,从定义 6.6.2

又可以得到函子 Hom(SR, (−)R) : Mod-R → Mod-S 和 Hom(RS,R(−)) : R-Mod →
S-Mod; 与定义 6.6.2 不同的是此处只有 S 是双模, 然而从例 6.5.2 可知 (−)R = Z(−)R,
R(−) = R(−)Z 等等, 故无妨碍.

另一方面, 由于任意左 S-模 M 可借由 rm := f(r)m 变成左 R-模, 右模亦同, 同态
f 导出所谓的拉回或忘却函子

FR→S : Mod-S −→ Mod-R,

R→SF : S-Mod −→ R-Mod.
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引理 6.6.7 存在函子之间的同构

Hom(SS, S(−)) ' R→SF ' RS ⊗
S
−,

Hom(SS , (−)S) ' FR→S ' −⊗
S
SR.

证明 处理第二条即可. 考虑模 MS , 模同态的定义蕴涵了交换群的同构

Hom(SS ,MS)
∼−→M

ϕ 7−→ ϕ(1).

这里仍沿用约定 6.6.1. 由于 (ϕr)(1) = ϕ(r · 1) = ϕ(1 · f(r)) = ϕ(1)f(r), 前述同构给出
Hom(SS ,MS)

∼→ FR→S(M); 它对 M 的函子性是容易验证的.
另一方面, 命题 6.5.13 给出右 S-模的自然同构 M ⊗

S
SS

∼→M 映 m⊗ s 为 ms. 回
忆 M ⊗

S
S 的右模结构可知 FR→S(M ⊗

S
SS) =M ⊗

S
FR→S(SS) =M ⊗

S
SR.

推论 6.6.8 设 f : R→ S 为环同态. 以下每个图表

Mod-R Mod-S

−⊗
R
S

Hom(SR,(−)R)

FR→S
和 R-Mod S-Mod

S⊗
R
−

Hom(RS,R(−))

R→SF

中的函子皆具有如下所示的伴随关系:

左伴随

右伴随

右伴随

左伴随

涉及的伴随同构皆来自定理 6.6.5.

证明 左模和右模情形的证明相同, 下面仅考虑左模 RM , SN . 引理 6.6.7 配合定理
6.6.5 蕴涵

Hom (RM,R→SF(SN)) ' Hom (RM,Hom(SS, SN))

' Hom
(
S ⊗
R
M, SN

)
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其中每一步都是典范同构, 因而给出了 (S ⊗
R
−,R→SF) 的伴随关系. 同理

Hom (R→SF(SN),RM) ' Hom
(
RS ⊗

S
N,RM

)
' Hom (SN,Hom(RS,RM)) ,

每一步都是典范同构. 明所欲证.

对给定的环同态 f : R→ S, 推论 6.6.8 中的函子也标作

PR→S := −⊗
R
S, IR→S := Hom(SR, (−)R);

R→SP := SS ⊗
R
−, R→SI := Hom(RS,R(−)).

字母 P 暗示 “投射”, I 暗示 “归纳”, 它们显然都是加性函子. 实践中往往需要上述伴随
同构的显式描述. 以伴随对 (R→SP,R→SF) 为例, 证明中的同构按定义铺开为

Hom (RM,R→SF(SN)) Hom (RM,Hom(SS, SN)) Hom
(
S ⊗
R
M, SN

)

f [m 7→ [s 7→ s(mf)]] [s⊗m 7→ s(mf)] ;

∼ ∼

(6.2)
右模情形亦同. 这是实际操作张量积时常用的公式.

引理 6.6.9 考虑环同态 Q R S
f

gf

g . 相应的忘却函子满足等式

FQ→R ◦ FR→S = FQ→S ,

Q→RF ◦ R→SF = Q→SF ;

而函子 P , I 满足同构

PR→S ◦ PQ→R ' PQ→S , IR→S ◦ IQ→R ' IQ→S ,

R→SP ◦ Q→RP ' Q→SP, R→SI ◦ Q→RI ' Q→SI.

证明 忘却函子 F 的情形是自明的. 其余运用推论 6.6.8 和伴随函子的合成性质 (命题
2.6.11) 即可导出; 左模和右模的情形当然是类似的.

以下考虑 R 为交换环的情形, 推论 6.5.15 断言 (R-Mod,⊗, . . .) 构成幺半范畴. 关
于幺半函子的概念见定义 3.1.7.
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命题 6.6.10 对交换环之间的同态 R→ S, 函子 PR→S : R-Mod→ S-Mod 具备自然的
幺半函子结构.

证明 我们只给出幺半函子所需的函子同构 PR→S(−)⊗
S
PR→S(−) ξ

∼
PR→S

(
−⊗

R
−
)

.

回忆到 PR→S(M) =M ⊗
R
S; 对于 R-模 M , N , 取以下诸同构的合成为 ξ(M,N):

(
M ⊗

R
S

)
⊗
S

(
N ⊗

R
S

) (
M ⊗

R
S

)
⊗
S

(
S ⊗
R
N

)
M ⊗

R

(
S ⊗
R
N

) (
M ⊗

R
N

)
⊗
R
S

(x⊗ s)⊗ (y ⊗ t) (x⊗ s)⊗ (t⊗ y) (x⊗ st⊗ y) (x⊗ y)⊗ st

∼ ∼ ∼

其中第一步和最后一步是 ⊗R 的交换约束 (命题 6.5.14), 中间是结合约束与幺元约束
S ⊗
S
S
∼→ S (命题 6.5.13) 的应用. 从第二行的描述容易验证定义 3.1.7 中的交换图表,

而条件 PR→S(R) = S 是幺元约束的直接推论.

6.7 主理想环上的有限生成模
本节的环都是非零含幺交换整环. 为环 R 的主理想引进标准的符号 (a) := Ra, 其

中 a ∈ R. 留意到 (a)(b) = (ab). 现在将关于挠元与挠部分的一般定义 6.2.1 施于整环
R. 任意 R-模 M 的所有挠元构成一个子模 Mtor ⊂M , 称为挠子模: 这是因为 ax = 0,
by = 0 蕴涵 ab(x+ y) = 0. 对于主理想 (a), 相应的挠部分 M [a] ⊂M 简记为 M [a].

定义 6.7.1 设 M 为 R-模. 其无挠商定义为商模

Mtf :=M/Mtor.

注意到任意模同态 ϕ : M → N 都满足 ϕ(Mtor) ⊂ Ntor, 从而诱导 ϕtf : Mtf → Ntf. 显
然无挠商 M 7→Mtf 实际给出一个函子.

引理 6.7.2 任意 R-模 M 的无挠商 Mtf 都是无挠模. 对商同态 M → Mtf 的拉回给出
自然同构

HomR(Mtf, N)
∼→ HomR(M,N), 当 N 为无挠 R-模.

记 R-Modtf 为所有无挠 R-模构成的全子范畴, 那么函子 M 7→ Mtf 连同上述同构给出
了包含函子 R-Modtf → R-Mod 的左伴随. 此即无挠商的泛性质.

证明 设 x̄ ∈ Mtf 为挠元, 并取原像 x ∈ M ; 仅须证明 x ∈ Mtor 即可得到第一个断
言. 设 r ∈ R, r 6= 0 且 rx̄ = 0, 则 rx ∈ Mtor; 再取非零的 s ∈ R 使得 srx = 0 便导出
x ∈Mtor.

今设 N 无挠, ϕ ∈ HomR(M,N). 应用性质 ϕ(Mtor) ⊂ Ntor = {0} 和命题 6.1.10
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立得分解 ϕ = [M →Mtf
φtf

N ].

约定 6.7.3 本节后续部分一律假设 R 为主理想环 (见定义 5.3.7).

引理 6.7.4 设 E 为自由 R-模, 则 E 的任意子模 M 皆自由, 而且 rkR(M) ≤ rkR(E).

关于自由模 E 的基与秩 rkR(E), 请参看定义 6.3.9.

证明 注意到 M 无挠. 选定 E 的基 X 并考虑集合

P :=


(Y, Y ′, b) :

Y ′ ⊂ Y : X 的子集

MY :=M ∩
∑
y∈Y Ry 是自由模

b : Y ′ →M 为映射

{b(y) : y ∈ Y ′}构成 MY 的基


.

赋 P 以偏序

(Y, Y ′, b) ≤ (Y1, Y
′
1 , b1) ⇐⇒ (Y ⊂ Y1) ∧ (Y ′ ⊂ Y ′1) ∧ (b1|Y ′ = b).

显然 P 非空 (它包含 Y = Y ′ = ∅), 且其中每个链都有上界: 取链中诸 Y ′ ⊂ Y 的
并 Y ′ ⊂ Y 并将诸函数 b 粘合为 Y ′ → M , 便给出 MY 的基. Zorn 引理 (定理 1.3.6)
确保 (P,≤) 有极大元, 我们仅须证明其中的极大元 (Y, Y ′, b) 必满足 Y = X, 此时
rkR(M) = |Y ′| ≤ |X| = rkR(E).

假设 (Y, Y ′, b) ∈ P , Y 6= X. 对于 x ∈ X ∖ Y , 定义理想

a :=

a ∈ R :

ax+
∑
y∈Y

Ry

 ∩M 6= ∅

 .

1. 若 a = {0} 则 MY t{x} = MY , 此时取 Y1 = Y t {x}, Y ′1 = Y ′ 和 b1 = b 就得到
P 中严格大于 (Y, Y ′, b) 的元素.

2. 若 a 6= {0}, 取非零元 a ∈ R 使得 a = (a), 并且取 mx ∈M 使得

mx ∈ ax+
∑
y∈Y

Ry.

任意 MY t{x} 中的元素 m′ 如在 E 中以 Y t {x} 展开, 则 x 的系数必属于 (a),
因而存在 r ∈ R 使得 m′ − rmx ∈MY . 由此可知

MY t{x} = Rmx ⊕MY ,
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从而可以取 Y1 := Y t{x}, Y ′1 := Y ′t{x}, b1 : Y1 →M 满足 b|Y ′ = b, b(x) = mx,
它们给出 P 中严格大于 (Y, Y ′, b) 的元素.

综上可知 (P,≤) 的极大元 (Y, Y ′, b) 必满足 Y = X.

当 rkR(E) = |X| 有限时, 证明中 (P,≤) 里极大元的存在性是明白的, 不需 Zorn 引理.
作为一则应用, 我们得到以下的直和分解.

命题 6.7.5 设 M 为 R-模, 而且 Mtf 有限生成. 那么 Mtf 是自由模, 并且存在有限秩
自由子模 E ⊂M 使得 M =Mtor ⊕ E.

证明 选定有限生成无挠 R-模 Mtf 的一个有限生成集 X, 取其中极大的线性无关子集
Y . 对每个 x ∈ X ∖ Y , 我们未必能将 x 表成 Y 的线性组合, 然而因为 Y t {x} 线性相
关, 总存在 ax ∈ R, ax 6= 0 使得 axx ∈

∑
y∈Y Ry. 置 a :=

∏
x∈X∖Y ax, 则同态

Mtf −→
⊕
y∈Y

Ry = R⊕Y

m 7−→ am

是单射; 从引理 6.7.4 立得 Mtf 是有限秩自由模.
选取 Mtf 的基 B, 并为每个 b̄ ∈ B 拣选原像 b ∈ M . 容易验证 E :=

∑
b̄∈B Rb =⊕

b̄∈B Rb 是 M 的自由子模, 而且 M → Mtf 限制为同构 E
∼→ Mtf. 由此知 M =

Mtor ⊕ E.

基于命题 6.7.5, 将有限生成 R-模的研究化约到 M = Mtor 情形兴许是方便的, 此
时有以下分解. 请回忆主理想环 R 必是唯一分解环 (定理 5.7.5).

引理 6.7.6 假设 R-模 M 满足 ann(M) 6= {0}, 设 R 中元素
∏m
i=1 p

ni
i 生成理想

ann(M), 其中 p1, . . . , pm 是 R 中互不整除的不可约元. 则 M 有直和分解

M =

m⊕
i=1

M [pni
i ].

分解中对应到 p = pi 的子模还可以更内禀地写作 M [p∞] :=
⋃
n≥0M [pn], 称作 M 的

p-准素部分.

证明 可视 M 为 R/(
∏m
i=1 p

ni
i ) 上的模. 置 Ii := (pni

i ), 主理想环的唯一分解性质蕴涵
(
∏
i p
ni
i ) =

⋂
i Ii, 而且 I1, . . . , Im 满足定理 5.5.2 的前提, 故

R
/
(

m∏
i=1

pni
i )

∼→
m∏
i=1

R/(pni
i ).

引理 6.2.5 给出相应的直和分解 M =
⊕m

i=1Mi, 其中每个 Mi 实际是 R/(pni
i )-模; 由条
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件可知对任意 N 皆有 (
∏
j 6=i p

nj

j )+ (pNi ) = R, 由此容易导出 Mi =M [pni
i ] =M [p∞i ].

现在一切就绪, 可以着手证明主理想环上的模的结构定理及其推论.

定理 6.7.7 (初等因子定理) 设 E 为秩 n 的自由 R-模 (n ∈ Z≥0), M 为其子模, 则存在
E 的基 {e1, . . . , en} 及理想族 di = (di), i = 1, . . . , n, 满足于

� d1 ⊃ · · · ⊃ dn;

� 定义 0 ≤ k ≤ n 使得 di 6= (0) ⇐⇒ i ≤ k, 则元素

diei, 1 ≤ i ≤ k

构成 M 的基.

如此的理想链 d1 ⊃ d2 ⊃ · · · ⊃ dn 由模 E 和 M 完全确定, 其中的真理想由 E/M 的同
构类完全确定.

证明 先证明这样一组基的存在性. 对任意 λ ∈ HomR(E,R), 像集 λ(M) 是 R 的
理想. 理想族 {λ(M) : λ ∈ HomR(E,R)} 中总是存在相对于包含关系 ⊂ 的极大元,
否则可以从中萃取理想的无穷升链 a1 ⊊ a2 ⊊ · · · , 与引理 5.7.4 矛盾. 取一极大元
λ1(M) = 〈d1〉 =: d1. 若 d1 = 0 则 M = {0}; 此时可取任意基 e1, . . . , en.

若 d1 6= 0,取 x1 ∈M , x1 6= 0使得 λ1(x1) = d1. 我们断言对任意 λ ∈ HomR(E,R)

都有 λ(x1) ∈ (d1), 这相当于说理想 (b) := (λ(x1)) + (d1) 满足 (b) = (d1). 设若不然,
则 (b) ⊋ (d1) 故存在 u, v ∈ R 使得

b = uλ(x1) + vλ1(x1) = (uλ+ vλ1)(x1) /∈ (d1),

与 λ1(M) 的极大性矛盾. 由于 λ 可任取, x1 在 E 的任一组基下展开后其坐标皆被 d1

整除, 故存在 e1 ∈ E 使得 x1 = d1e1.
根据引理 6.7.4 可知 E′ := ker(λ1) 也是自由模, E′ ∩Re1 = {0}. 由 λ1(e1) = 1 可

以推得任意 e ∈ E 具有唯一表法

e = λ1(e)e1 + e− λ1(e)e1
∈E′

∈ Re1 ⊕ E′,

故 E = Re1 ⊕ E′. 当 e ∈M 时, λ1(e)e1 ∈ (d1)e1 = Rx1 ⊂M , 故

M = Rx1 ⊕ (M ∩ E′)
:=M ′

.

对 M ′ ⊂ E′ 重复之前的操作, 可得 d2 = (d2) = λ2(M
′), 其中 λ2 ∈ HomR(E

′, R). 取
x2 ∈M ′ 使得 λ2(x2) = d2. 我们断言 d1 ⊃ d2: 这是由于 λ2 可延拓为同态 λ̃2 : E → R



§6.7 主理想环上的有限生成模 233

使得 λ̃2(e1) = 0; 另一方面取 u, v ∈ R 使得 (ud1 + vd2) = (d1) + (d2), 配合 E′ 的定
义可得

ud1 + vd2 = (uλ1 + vλ̃2)(x1 + x2) ∈ (uλ1 + vλ̃2)(M),

于是从 λ1(M) 极大可知 (d1) + (d2) = (d1), 亦即 d1 ⊃ d2. 如是反复降秩操作, 便得到
所求的各个 ei 和 di.

最后证唯一性, 注意到

(E/M)tor '
⊕

1≤i≤k
di 6=R

R/di, (E/M)tf ' R⊕(n−k).

因为 R 是整环, 根据注记 6.3.10 从 (E/M)tf 可读出 n − k. 如能从 N := (E/M)tor

读出剩下的资料 di 6= R, 则 |{i : di = R}| 也可以从 rkR(M) 来确定. 是故下面转向
N :=

⊕k
i=1R/di 的研究. 为简化符号, 不妨假设 d1 6= R.

引理 6.7.6 表 N 为
⊕

pN [p∞], 此分解只和模 N 本身的结构相关. 对于每个选定
的不可约元 p, 易知 (R/di)[p

∞] = R/(pni), 这里 ni 是 p 在 di 的不可约分解中的次
数 (参看引理 6.7.6 的证明). 问题遂化约到 di = pni 的情形, p 是选定的不可约元而
1 ≤ n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nh.

以 pN 表子模 {px : x ∈ N}, 则有同构

N
pN

⊕
1≤i≤h

R/(pni )
pR/(pni )

(R/(p))⊕h

N [p]
⊕

1≤i≤h p
ni−1 R

pniR

∼

∼
命题 6.1.12

∼

∼

将此观察施于 pjN =
⊕

i p
jR/(pni), 便能从 pjN 的模结构读出非零的直和项数

νj := |{i : ni > j}|:

dimR/(p)(p
jN)[p] = νj = dimR/(p)

pjN

pj+1N
. (6.3)

化用 §5.8 的手法, 将资料 n1 ≤ · · · ≤ nh 表解如下: 从下到上依序在第 i 个横行放
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置 ni 个方块, 譬如下图 (取 n1 = n2 = 1, n3 = 2, ...):

ν0 ν1 · · ·
nh · · ·
...

...
...

n3

n2

n1

(6.4)

竖着数, 容易看出第 j + 1 列恰有 νj 个方块, 所以资料 (ni)i≥1 和 (νj)j≥0 实为一体两
面, 相互确定的. 运用 (6.3) 可以从 N 的结构读出 (νj)j , 继而读出 (ni)i.

一旦给定了 E 的基和 M 的生成元, 上述证明也可以用矩阵的算法表述, 得到的结果又
称为矩阵的 Smith 标准形. 详见 [59, 第六章 §5].

定理 6.7.8 主理想环 R 上的有限生成模 N 皆同构于形如

N '
n⊕
i=1

R/di, R 6= d1 ⊃ · · · ⊃ dn

的模, 真理想链 d1 ⊃ · · · ⊃ dn 被 N 的同构类唯一地确定, 称为 N 的初等因子.

证明 将 N 写成 E/M 的形式, 其中 E 为有限秩自由 R-模. 对 M ⊂ E 应用定理
6.7.7 即足.

由于 Z-模无非是交换群 (例 6.1.4), 我们立刻得到以下经典的结构定理.

推论 6.7.9 有限生成交换群 G 皆同构于形如
⊕n

i=1 Z/diZ 的群, 其中

d1, . . . , dn ∈ Z≥0 ∖ {1}, d1 | d2 | · · · | dn

由 G 的同构类所唯一确定. 当 G 有限时 d1, . . . , dn 非零.

注记 6.7.10 在研究定理 6.7.8 中的分解时, 另一进路是先按命题 6.7.5 化约到 N =

Ntor 情形. 这时既可以 (a) 先以引理 6.7.6 将模 N 唯一地写为 p-准素部分的直和, 从
而选定 p 并化约到 N = N [p∞] 的情形, (b) 亦可将 N 的每个直和项 R/di 分解为准素
部分 (注意到 di 6= {0}), 这一步说穿了无非是中国剩余定理 (定理 5.5.2). 两者当然是
殊途同归的, 最后都对 N 得到一族更细的不变量 (pv1), (pv2), . . ., 其中 p 取遍有限多个
素元而 v1 ≤ v2 ≤ · · · , 模 N 相应地分解为诸 R/(pvi) 的直和. 这一版本有时要比定理
6.7.8 来得方便.

下面是一则简单应用. 我们称交换群 (A,+) 具有指数 m ∈ Z≥1, 如果 mA = {0};
命题 4.2.11 断言有限交换群都具有指数. 对指数 m 的群定义其对偶群为 A∨ :=
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Hom(A, 1
mZ/Z), 其上加法定为 (f1 + f2)(·) = f1(·) + f2(·); 它仍有指数 m. 定义

中 1
mZ/Z 显然可换为 Z/mZ, 前者的好处是它等于 (Q/Z)[m] ⊂ Q/Z. 如此一来

Hom(A, 1
mZ/Z) = Hom(A,Q/Z) (思之), 因此定义 A∨ := Hom(A,Q/Z) 可以同时囊括

所有指数.
举 A := Z/nZ 为例, 这时有群同构 Z/nZ ∼→ A∨ 映 a + nZ ∈ A 为 A∨ 的元素[

b+ nZ 7→ ab
n + Z ∈ Q/Z

]
. 验证是直截了当的, 谨付读者.

具有指数的交换群全体构成范畴 Abe. 若 ϕ : A → B 是 Abe 中同态, 自然有同态
ϕ∨ : B∨ → A∨ 将 f “拉回” 为 f ◦ ϕ. 显见 (ϕψ)∨ = ψ∨ϕ∨, 于是 A 7→ A∨ 给出加性函
子 D : Abe → Abop

e . 在 Abe 里有自然同构

(A×B)∨ A∨ ×B∨

f (f |A×0, f |0×B) (A,B ∈ Ob(Abe))

[(a, b) 7→ f1(a) + f2(b)] (f1, f2)

∼

∈ ∈

故可将 (f1, f2) 视同 (A × B)∨ 的元素. 这也是函子 D 保双积 (命题 3.4.13) 的形式推
论. 此外还有自然的 “求值” 同态

ιA : A −→ A∨∨ = DopD(A)

a 7−→ [A∨ 3 f 7→ f(a)] .
(6.5)

作为一则简单练习, 请验证对任意 A
φ
B 皆有 ϕ∨∨ ◦ ιA = ιB ◦ ϕ; 按上述范畴论诠释,

ι := (ιA)A 给出函子间的态射 Abe Abe

id

DopD

ι . 此时例 2.2.14 有如下类比.

推论 6.7.11 (有限交换群的对偶性) 设 A 为有限交换群, 则 ιA : A
∼→ A∨∨.

证明 以 ΨA,B 记前述的自然同构 (A× B)∨∨
∼→ (A∨ × B∨)∨ ∼→ A∨∨ × B∨∨. 毫不意

外, 展开其定义可见下图交换.

(A×B)∨∨ λ

A×B

A∨∨ ×B∨∨ (fA 7→ λ((fA, 0)), fB 7→ λ((0, fB)))

' ΨA,B

3
ιA×B

ιA×ιB 3

依据推论 6.7.9, 问题遂化简到 A = Z/nZ 情形, 由先前对 (Z/nZ)∨ 的描述可直接验证
ιZ/nZ 为同构.

因此 ι : id→ DopD 是函子间的同构, 而 D,Dop 是加性范畴间的等价. 以下是此一 “对
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偶性” 的形式结论.

推论 6.7.12 设 H 为有限交换群 A的子群, f 7→ f |H 给出 “限制”同态 rH : A∨ → H∨,
其核记作 H⊥, 则

(i) rH : A∨/H⊥
∼→ H∨;

(ii) H⊥ = (A/H)∨ ↪→ A∨;
(iii) 作为 A∨∨ 的子群有 H∨∨ = H⊥⊥, 而且 ιA|H : H

∼→ H⊥⊥.

证明 因为 D 给出加性范畴的等价, 它变 A/H = coker [H ↪→ A] 为 ker(rH) = H⊥,
也变 H = ker[A→ A/H]为 coker [(A/H)∨ → A∨] = coker

[
H⊥ ↪→ A∨

]
= A∨/H⊥, 如

是便导出 (i), (ii).
接着考虑 (iii). 将 H ↪→ A 看作 A→ A/H 的核. 由于 DopD 保核, 诱导的自然同

态 H∨∨ → A∨∨ 可视同 ker [A∨∨ → (A/H)∨∨]. 然而 A∨∨ → (A/H)∨∨ ' (H⊥)∨ 无非
是 rH⊥ , 它的核正是 H⊥⊥. 由于 ιA 限制在 H 上成为 ιH : H

∼→ H∨∨ (缘于 ι 的函子
性), 这就证完了 (iii).

对于有限维向量空间及其对偶空间, 类似性质应当是读者熟知的.

6.8 正合列入门
取定环 R. 以下只考虑左 R-模; 右 R-模 (亦即左 Rop-模) 情形是完全相同的. 同

理可处理 (R,S)-双模的情形.
模范畴 R-Mod 是所谓 Abel 范畴的样板. 细节留待同调代数的章节处理. 粗略地

说, 这意谓

� R-Mod是加性范畴 (推论 6.2.4),特别地, R-Mod中有双积,而同态集HomR(M,N)

具有自然的加法群结构;

� R-Mod 中的任意态射 f :M → N 都有核 ker(f) ↪→M 和余核 N � coker(f), 它
们分别是范畴论中等化子和余等化子的特例 (见定理 6.2.2);

� 承上, 自然态射 M/ ker(f)→ ker [N → coker(f)] 是同构: 按定义实属显然.

从上述性质出发可以建立同调代数的一般理论, 这是 Grothendieck 的奠基工作 [14].
然而本节的结果都可以从模的角度直接验证.

定义 6.8.1 由 R-模构成的复形系指一列 R-模, 连同其间循序相连的同态, 形如

· · · →W → X → Y → Z → · · · ,

此链既容许无穷延伸, 也可以在一边或两边有端点, 我们要求其中任何两个头尾相连
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的同态
X → Y → Z,

皆合成为零映射 X
0
Z, 等价的说法是 im[X → Y ] ⊂ ker[Y → Z] ; 复形在 Y 处的同

调群定义为 R-模
ker[Y → Z]

/
im[X → Y ].

若 ker[Y → Z] = im[X → Y ], 则称复形在项 Y 处正合, 处处正合的复形称作正合列.

习惯上, 我们经常将复形的项用一些整数编号, 写作 [· · · →Mi

di
Mi−1 → · · · ] 或

(M•, d•). 于是复形的条件化为对任一个非端点项 Mi 皆有

didi+1 = 0,

在第 i 项的同调群记为

Hi(M•) :=
ker[di :Mi →Mi−1]

im[di+1 :Mi+1 →Mi]
.

正合性化作条件 Hi(M•) = 0.

无端点的复形 M• 可以是上有界 (k � 0 =⇒ Mk = 0), 下有界 (k � 0 =⇒
M−k = 0) 或者有界的 (|k| � 0 =⇒ Mk = 0); 多余的零项可在不影响正合性的前提下
予以舍弃, 例如有界复形总可以化作 0→Mn → · · · →M1 → 0 的形式.

若改用上标 (M•, d•) 为复形编号, 并要求 di : M i → M i+1, 得到的理论是完全类
似的. 因为标号在上, 此时称

Hi(M•) :=
ker[di :M i →M i+1]

im[di−1 :M i−1 →M i]
.

为在 i处的上同调群. 沟通两套标号方法的桥梁是令M i :=M−i,并取 di :M i →M i+1

为 d−i.

我们偶尔也会处理环状的复形, 这相当于在定义中以 i ∈ Z/nZ 标号. 同态 di 经常
简写作 d.

定义 6.8.2 对任意两复形 M•, N•, 假定标号方式相同, 其间的态射是一族同态 φ =

(φi :Mi → Ni)i, 使得下图对每个 i 交换

Mi Mi−1

Ni Ni−1.

di

ϕi ϕi−1

di
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因此复形间有同构的概念, 并且可以将给定端点 (或无界) 的 R-模复形作成一个范畴.
态射 φ 在同调层次上诱导显然的同态 Hi(φ) : Hi(M•)→ Hi(N•).

同调构成了一族从复形范畴到 Ab 的加性函子 (Hi)a<i<b. 此外, 可以逐项地构造一族
复形 (M•,i)i∈I 的
� 积

∏
iM•,i,

� 直和
⊕

iM•,i, 或者更一般地说
� 极限 lim←−iM•,i 或 lim−→i

M•,i;
对于极限情形, 须假定 I 是小范畴并对 I 中每个态射 i → j 给定所谓的转移同态
M•,j → M•,i (lim←− 情形) 或 M•,i → M•,j (lim−→ 情形), 使之与 I 中态射的合成兼容; 在
此同态当然都是指复形的同态. 函子性表明 ∀i, gifi = 0 =⇒ (

∏
i gi)(

∏
i fi) = 0 等等,

是故这些构造依然给出复形.

引理 6.8.3 复形族 (M•,i)i 的积 (或直和) 正合当且仅当每个 M•,i 皆正合. 正合列的
滤过 lim−→ (见注记 6.2.3) 依然正合.

证明 处理正合性仅须考虑三项的复形 Li
fi

Mi

gi
Ni. 显见 im(

∏
i fi) =

∏
i im(fi),

ker(
∏
i gi) =

∏
i ker(gi), 以

⊕
i 代

∏
i 亦同, 断言第一部分因之是自明的. 在滤过 lim−→

的情形必须验证 ker(lim−→i
gi) ⊂ im(lim−→i

fi), 这是注记 6.2.3 中构造的直接操演, 留作
习题.

接着考察几类最简单的正合列. 回忆到出入零模的同态只有零同态.

� 列 0→M → 0 正合当且仅当 M = {0};

� 列 0 → M ′ → M 正合当且仅当 M ′ → M 是单射: 正合性等价于 ker[M ′ →
M ] = im[0→M ′] = 0;

� 列 M → M ′′ → 0 正合当且仅当 M → M ′′ 是满射: 正合性等价于 im[M →
M ′′] = ker[M ′′ → 0] =M ′′;

� 列 0→M ′ →M → 0 正合当且仅当 M →M ′ 是同构, 这是前两者的推论.

定义 6.8.4 短正合列是形如 0→M ′
f
M

g
M ′′ → 0 的正合列.

根据上例, 短正合列中的 M ′ ↪→ M 可视为子模的嵌入, 而 M → M ′′ 是满射, 中项 M

处的正合性等价于 ker[M
g
M ′′] =M ′. 所以根据命题 6.1.11, 在复形同构的意义下短

正合列无非是描述商模 M ′′ = M/M ′ 的构造. 模的短正合列可以类比于 §4.3 讨论的
群扩张, 而模的情形更单纯. 相应于群扩张的分裂, 对模的短正合列也有分裂的概念, 它
联系于模的双积分解 (见定义 3.4.8).

命题 6.8.5 设 0 → M ′
f
M

g
M ′′ → 0 为范畴 R-Mod 中的短正合列, 以下陈述

等价.
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(i) 存在 s :M ′′ →M 使得 gs = idM ′′ .

(ii) 存在 r :M →M ′ 使得 rf = idM ′ .

(iii) 存在图表 M ′ M M ′′
f

r

g

s
使 M 成为双积 M ′ ⊕M ′′.

(iv) 映射 g∗ : Hom(X,M)→ Hom(X,M ′′) 对每个 R-模 X 皆满.

(v) 映射 f∗ : Hom(M,X)→ Hom(M ′, X) 对每个 R-模 X 皆满.

当上述任一条件满足时, 我们称短正合列 0→M ′ →M →M ′′ → 0 分裂.

回忆到 g∗(ϕ) = gϕ, f∗(ψ) = ψf . 基于拓扑学的考量, 给定 f : M ′ → M 和 g : M →
M ′′, 当 gs = id 时称 s 为 g 的一个截面, 当 rf = id 时称 r 为 f 的一个收缩. 截面和
收缩的存在性分别蕴涵 g 满, f 单.

证明 先证 (i) =⇒ (iii). 若 gs = idM ′′ , 由 g(idM − sg) = g − gsg = 0 故存在
r : M → M ′ 及分解 (idM − sg) = fr. 右合成 f 得到 frf = f − sgf = f , 由于 f 单,
rf = idM ′ . 综上可得双积的定义性质

rf = idM ′ , gs = idM ′′ , fr + sg = idM .

同理, 从 rf = idM ′ 出发可得 s : M ′′ → M 使 (idM − fr) = sg, 依此证明 (ii) =⇒
(iii). 而 (iii) =⇒ (i), (ii) 是自明的.

由 g∗s∗ = (gs)∗ 和 f∗r∗ = (rf)∗ 可知 (i) =⇒ (iv), (ii) =⇒ (v). 另一方面, 在
(iv) 中取 X = M ′′ 便得出 s ∈ HomR(M

′′,M) 使得 g∗(s) = gs = idM ′′ , 故 (iv) =⇒
(i); 同理, 取 X =M ′ 可知 (v) =⇒ (ii).

下面介绍研究正合列的一个基本工具, 俗称蛇形引理. 考虑交换图表如下

ker′ ker ker′′

X ′ X X ′′ 0

0 Y ′ Y Y ′′

coker′ coker coker′′

δ

其中

� X ′ → X → X ′′ → 0 和 0→ Y ′ → Y → Y ′′ 皆为正合列,

� ker′ := ker[X ′ → Y ′] ↪→ X ′, 而 ker 和 ker′′ 的定义也类似,
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� Y ′ � coker′ := coker[X ′ → Y ′], 而 coker 和 coker′′ 的定义也类似, 于是上图纵向
各列皆正合,

� 同态 X ′ → X 和 Y ′ → Y 等自然地导出 ker′ → ker 和 coker′ → coker 等同态.

由构造易见实线部分确实给出一个交换图表. 所谓连接同态 δ : ker′′ 99K coker′ 的构造
尚待说明, 权且分作三步:

(i) 对于给定的 x′′ ∈ ker′′, 由 X → X ′′ → 0 的正合性可取 x ∈ X 使得 x 7→ x′′.
(ii) 令 y ∈ Y 为 x 在 X → Y 下的像, 由图表交换可知 y ∈ ker[Y → Y ′′].
(iii) 由于 Y ′ → Y → Y ′′ 正合, 存在唯一的 y′ ∈ Y ′ 使得 y′ 7→ y, 命 y′ 7→ ȳ′ ∈ coker′.
利用图表的交换性与正合性, 可知第一步取的 x 至多只差个 X ′ → X 的像, 从而第
二步的 y 至多只差个 X ′ → Y ′ ↪→ Y 的像, 从而 ȳ′ 无关于 x 的选取. 于是连接同态
δ(x′′) = ȳ′ 是良定的.

命题 6.8.6 列 ker′ → ker→ ker′′ δ coker′ → coker→ coker′′ 正合.

证明 我们只验证 ker′′ 和 coker′ 两项,其余是容易的. 假设在以上构造中 x′′ 7→ ȳ′ = 0,
细审构造可知这相当于存在 x′ ∈ X ′ 使得 x− (x′ 的像) ∈ ker; 由于 X ′ → X → X ′′ 正
合, 后者等价于 x′′ ∈ im[ker→ ker′′]. 在 ker′′ 处的正合性成立.

今考虑 y′ ∈ Y ′ 及其像 ȳ′ ∈ coker′. 条件 ȳ′ 7→ 0 ∈ coker 等价于 ∃x0 ∈ X 映至
y′ ∈ Y ′ 在 Y 中的像; 此 x0 在 X → X ′′ → Y ′′ 下的像自动是零, 因此 x0 7→ x′′ ∈ ker′′.
因此回忆连接同态 δ 的构造可知 ȳ′ 7→ 0 等价于 ∃x′′ ∈ ker′′ 使得 δ(x′′) = ȳ′.

这种证明技巧是 “图追踪” 的典型例子, 特色之一是自己动手比读书更快. 以下是另一
个称为五项引理的有用例子, 基于上述原因, 留予读者自证.

命题 6.8.7 考虑 R-模的交换图表

X1 X2 X3 X4 X5

Y1 Y2 Y3 Y4 Y5

f1 f2 f3 f4 f5

并假设横行皆正合.

1. 若 f1 满而 f2, f4 单, 则 f3 为单;

2. 若 f5 单而 f2, f4 满, 则 f3 为满;

3. 特别地, 若 f1 满, f5 单而 f2, f4 皆为同构, 则 f3 为同构.

为理解下一个定义, 注意到若 0 → X ′ → X → X ′′ 为复形, 应用命题 6.1.10 可
知 X ′ → X 透过 X ′ → ker[X → X ′′] 分解. 根据先前讨论, 复形正合等价于 X ′

∼→
ker[X → X ′′]. 同理, 复形 X ′ → X → X ′′ → 0 诱导出态射 coker[X ′ → X] → X ′′, 正
合等价于 coker[X ′ → X]

∼→ X ′′.
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定义 6.8.8 设 R, S 为环, F : R-Mod→ S-Mod 为加性函子.

� 若对每个 R-Mod 中的正合列 0→ X ′ → X → X ′′, 像 0→ FX ′ → FX → FX ′′

也正合, 则称 F 为左正合函子;

� 若对每个 R-Mod 中的正合列 X ′ → X → X ′′ → 0, 像 FX ′ → FX → FX ′′ → 0

也正合, 则称 F 为右正合函子;

� 左右皆正合的函子称为正合函子.

函子的左/右正合性在合成下保持不变. 由于加性函子 F 保持零态射, 对给定的
(M•, d•) 其像 (FM•, F (d•)) 仍为复形. 左正合函子的定义相当于保持态射的核, 这是
因为根据定义前的讨论, F 左正合等价于当 0 → X ′ → X → X ′′ 正合时, 自然的合
成态射

F (ker[X → X ′′]) FX ′ ker[FX → FX ′′]∼

是同构, 亦即 F 保核. 同理可知右正合性相当于 F 保余核. 一并注意到在模范畴中总
有 im[X → Y ] = ker[Y → coker(X → Y )], 因此正合函子也保持态射的像.

观察到 (M•, d•) 可拆解为复形

Ci : 0→ Ni ↪→Mi

di
Ni−1 → 0, Ni := ker(di)

的组合, 反之从给定的一串 (Ci)i 又可以衔接出一个复形 (M•, d•), 且 (M•, d•) 正合当
且仅当每个 Ci 皆正合. 因此要验证 F 的正合性仅须考虑短正合列即足.

命题 6.8.9 对于加性函子 F : R-Mod→ S-Mod, 以下叙述等价:
� F 正合,
� F 保持所有短正合列,
� F 保持所有正合列.

若 F 正合, 则对任意复形 (M•, d•) 和任意 i 皆有自然同构 Hi(FM•)
∼→ F (Hi(M•)).

证明 先前已经说明第一部分. 至于第二部分, 注意到正合函子在同构意义下保持态射
的核, 像及余核, 故诱导出同构

ker(F (di))
im(F (di+1))

∼→ F (ker(di))
F (im(di+1))

.

明所欲证.

请回忆函子保极限的概念 (定义 2.8.8). 本节都在 Ab-范畴中考虑.

命题 6.8.10 加性函子 F : R-Mod → S-Mod 左正合当且仅当它保所有有限 lim←−, 右正
合当且仅当它保所有有限 lim−→.
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证明 命题 3.4.13 断言加性函子保双积, 故保所有有限积和余积. 由于 F 左 (或右) 正
合相当于它保持核 (或余核), 在 Ab-范畴中后者等价于 F 保等化子 (或余等化子), 由
注记 2.8.9 立得所求.

6.9 投射模,内射模,平坦模
首先考虑三个环 A, B, C 和相应的各种双模, 并且对 §6.6 中的函子研究其正合性.

温馨提示: 对任意范畴 C, 在 Cop 中的 lim←− 无非是 C 中的 lim−→.

命题 6.9.1 定义 6.6.2 中的函子

Hom((−)C , (−)C) :(B,C)-Modop × (A,C)-Mod→ (A,B)-Mod,

Hom(A(−),A(−)) :(A,B)-Modop × (A,C)-Mod→ (B,C)-Mod

对两个变元皆保所有 lim←−, 因而对两个变元皆是左正合的.

证明 命题 2.8.11 断言 Hom 对两个变元皆保任意 lim←−, 加性则属显然.

命题 6.9.2 张量积函子

−⊗
B
− : (A,B)-Mod× (B,C)-Mod −→ (A,C)-Mod

对两个变元皆保所有 lim−→, 因而对两个变元皆是右正合的.

证明 依定理 2.8.12 和定理 6.6.5, 函子 ⊗ 对每个变元皆保 lim−→, 加性则属显然.

今后取定环R. 回忆到 (R,Z)-Mod = R-Mod, (Z,R)-Mod = Mod-R,而 (Z,Z)-Mod =

Ab, 于是在命题 6.9.1, 6.9.2 中对双模定义的 Hom, ⊗ 函子也相应地简化了.

定义 6.9.3 以下设 P, I 为左 R-模, 右模的情形类似:

1. 若函子 Hom(P,−) : R-Mod→ Ab 正合, 则称 P 是投射模;

2. 若函子 Hom(−, I) : R-Modop → Ab 正合, 亦即它保持短正合列, 则称 I 是内射
模.

定义 6.9.4 设 M 为左 R-模. 若函子

−⊗
R
M : Mod-R→ Ab

正合, 则称 M 是平坦模. 右模的情形类似.
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引理 6.9.5 直和
⊕

i∈IMi 是平坦 (或投射) 模当且仅当每个 Mi 是平坦 (或投射) 模;
直积

∏
i∈IMi 是内射模当且仅当每个 Mi 是内射模.

证明 命题 6.9.1, 6.9.2 直接蕴涵了自然同构

Hom(
⊕
i

Mi,−) '
∏
i

Hom(Mi,−),

Hom(−,
∏
i

Mi) '
∏
i

Hom(−,Mi),

−⊗
R

(⊕
i

Mi

)
'
⊕
i

(−⊗
R
Mi).

再应用引理 6.8.3 即足.

例 6.9.6 对任意集 X, 自由左 R-模 R⊕X 既是平坦的也是投射的. 运用引理 6.9.5 以
化约到 |X| = 1, R⊕X = R 的情形, 此时 Hom(R,−) 和 − ⊗

R
R 都同构于恒等函子, 是

故正合.

命题 6.9.7 平坦模的滤过 lim−→ (注记 6.2.3) 仍是平坦模.

证明 设 I 为滤过范畴,对每个对象 i指派了平坦模 Pi 和相容的态射族 (Pi → Pj)i→j .
已知张量积保任意 lim−→ (命题 6.9.2), 而且引理 6.8.3 断言滤过 lim−→ 保正合列, 故
0→M ′ →M →M ′′ → 0 的正合性导致在以下交换图表中

0 M ′ ⊗
R

lim−→i
Pi M ⊗

R
lim−→i

Pi M ′′ ⊗
R

lim−→i
Pi 0

0 lim−→i
(M ′ ⊗

R
Pi) lim−→i

(M ⊗
R
Pi) lim−→i

(M ′′ ⊗
R
Pi) 0

' ' '

第二行正合, 因之第一行也正合.

回到定义 6.9.3 的投射模与内射模, 它们的泛性质图解如下

1. 模 P 投射当且仅当对每个正合列 M →M ′′ → 0 和 P →M ′′, 下图可以补入 99K
使之交换

P

M M ′′ 0 (正合);

∃

2. 模 I 内射当且仅当对每个正合列 0 → M ′ → M 和 M ′ → I, 下图可以补入 99K
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使之交换
I

M M ′ 0 (正合);

∃

两则泛性质可谓是对偶的, 将交换图中的箭头倒转便可相互过渡; 然而它们的性质却有
相当差别. 鉴于这两类模在同调代数中的经典地位, 本节续作进一步然而是极其有限的
探讨, 读者可以进一步参阅专著如 [26, Chapter 1].

命题 6.9.8 在短正合列 0 → I
f
M

g
P → 0 中, 若 (i) I 是内射模, 或 (ii) P 是投

射模, 则此短正合列分裂. 一个左 R-模 P 是投射模当且仅当它可表成一个自由模 F 的
直和项, 此时可取 F 的基使之对应于 P 的一族生成元.

证明 当 I 内射时, 0→ I → M 正合蕴涵 HomR(M, I)
f∗

HomR(I, I)→ 0 正合, 于
是存在 r ∈ HomR(M, I) 使得 rf = idI , 故命题 6.8.5 蕴涵 0 → I → M → P → 0 分

裂. 准此要领, 当 P 投射时 HomR(P,M)
g∗

HomR(P, P )→ 0 正合, 由此得到 g 的截
面 s 及分裂性.
现证后半部. 设 P 为投射模并且由子集 S 生成, 置 F := R⊕S , 由此导出的满射

F � P 根据第一部分具有截面, 于是命题 6.8.5 将 P 嵌入为 F 的直和项. 反之例 6.9.6
已说明任意自由模 F 皆投射, 从而引理 6.9.5 蕴涵其直和项 P 亦投射.

运用引理 6.9.5 并配合例 6.9.6, 遂得如下结果.

推论 6.9.9 凡投射模必平坦.

任何模 M 总可以写成自由模的商, 因而也可写成投射模 P 的商; 用正合列表述即
是 P → M → 0. 既然内射模的定义与投射模的相对偶, 一个自然的问题是有无正合
列 0 → M → I 使得 I 内射, 亦即: 是否任何模都能嵌入内射模? 答案是肯定的 (定理
6.9.14), 然而证明稍费工夫. 这两个方向的构造是同调代数里至关紧要的投射分解 (或
自由分解) 和内射分解的基石. 我们先建立内射模的若干一般性质.

命题 6.9.10 (R. Baer) 模 I 是内射模当且仅当对任何左理想 a ⊂ R, 任一模同态
f : a→ I 皆可延拓为同态 R→ I.

证明 内射模的性质相当于说对任意模嵌入 g : M ′ ↪→ M , 每个同态 h : M ′ → I 都能
延拓为 h̃ : M → I. 断言的刻画无非是特例 M ′ = a ↪→ R = M . 今假设断言的延拓性
质成立. 考虑非空偏序集 (P,≤), 其元素形如 (M1, h1), 在此 M ′ ⊂M1 ⊂M 是中间模,
h1 :M1 → I 是 h的延拓,而 (M1, h1) ≤ (M2, h2)当且仅当 (M1 ⊂M2)∧(h2|M1 = h1).
习见的取并手法和 Zorn 引理确保 P 中存在极大元, 我们断言 (M1, h1) ∈ P 如极大必
满足 M1 =M .
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假若 M1 6= M , 取 x ∈ M ∖M1 并定义左理想 a := {r ∈ R : rx ∈ M1}. 故有合成

同态 φ : a
r 7→rx

M1

h1

I. 据假设存在 φ 的延拓 φ̃ : R→ I, 置

h2 : (M2 :=M1 +Rx) −→ I

x1 + rx 7−→ h1(x1) + φ̃(r);

从 φ 的定义可以验证 h2 :M2 → I 良定. 因此 (M2, h2) > (M1, h1), 明所欲证.

以下称 Z-模 A 为可除的, 如果 n 6= 0 =⇒ nA = A.

引理 6.9.11 一个 Z-模 I 可除当且仅当它是内射 Z-模.

证明 对任意 n ∈ Z ∖ {0}, 我们有交换图表:

HomZ(Z, I) HomZ(nZ, I)

I I

限制

ϕ 7→ϕ(1) ' ϕ 7→ϕ(n)'

a 7→na

由于 Z 的非零理想皆形如 a = nZ, 代入命题 6.9.10 即可.

交换群和 Z-模是一回事, 而加法群 Q 是可除的. 可除 Z-模的直和与商显然可除.

引理 6.9.12 任意 Z-模 A 皆可嵌入内射 Z-模.

证明 表 A 为自由 Z-模的商: A ' Z⊕X/N . 使用嵌入 Z⊕X/N ↪→ Q⊕X/N 并观察到
Q⊕X/N 可除.

为了进行下一步, 请回忆对于环 R 和 S, 左 S-模 N 与 (S,R)-双模 P , 按定义 6.6.2
可赋予 HomS-Mod(P,N) 左 R-模结构: 办法是用约定 6.6.1 置

p(rf) = (pr)f, p ∈ P, r ∈ R, f : P → N.

引理 6.9.13 在上述假设下,若N 是内射左 S-模而 P 是平坦右R-模,则HomS-Mod(P,N)

是内射左 R-模.

证明 使用自然同构

HomR-Mod (−,HomS-Mod(P,N))
∼→ HomS-Mod

(
P ⊗

R
−, N

)
,

这里调用了定理 6.6.5 中的伴随关系; 条件表明右端函子保正合列.

定理 6.9.14 任意 R-模 M 皆可嵌入一个内射 R-模.
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证明 将 M 视为左 Z-模嵌入内射左 Z-模 J . 视 R 为 (Z, R)-双模. 例 6.9.6 配合引理
6.9.13 (取 S = Z, P = ZRR) 蕴涵 HomZ-Mod(R, J) 是内射左 R-模. 于是

M HomR-Mod(R,M) HomZ-Mod(R,M) HomZ-Mod(R, J)

x (r 7→ rx)

∼

∈ ∈
是一连串左 R-模的嵌入 (根据先前回顾, 每个 Hom 都带有来自 RR 的左 R-模结构),
其终点是内射模.

6.10 链条件和模的合成列
本节所探讨的合成列是群的情形 §4.6 的自然推广, 并且技术上更加简单. 链条件

则是模论中最基本的概念之一.

定义 6.10.1 称模 M 为 Noether 模或满足升链条件, 如果对任意子模升链

M0 ⊂ · · · ⊂Mi ⊂Mi+1 ⊂ · · · , i ∈ Z≥0

皆存在 k 使得 i ≥ k =⇒ Mi = Mk. 称模 M 为 Artin 模或满足降链条件, 如果对任
意子模降链

M0 ⊃ · · · ⊃Mi ⊃Mi+1 ⊃ · · · , i ∈ Z≥0

皆存在 k 使得 i ≥ k =⇒ Mi =Mk.
若环 R 作为左 R-模是 Noether (或 Artin) 模, 则称 R 是左 Noether (或 Artin)

环; 可以类似地定义右 Noether (或 Artin) 环的概念.

上述条件 i ≥ k =⇒ Mi =Mk 习称为链的稳定性. 左 (右) Noether/Artin 环要求的无
非是左 (右) 理想的升链/降链条件, 对交换环不必分左右. 下面是几个基本例子.

� 易见 Z是 Noether环然非 Artin环;事实上根据引理 5.7.4,主理想环 (定义 5.3.7)
都是交换 Noether 环.

� 任意除环都是左右 Noether 和 Artin 环. 除环上的向量空间是 Noether 或 Artin
模当且仅当其维数有限.

� 交换环的局部化 R  R[S−1] 保持 Noether 和 Artin 性质 (命题 5.3.13), 这里
S ⊂ R 是任意不含零的乘性子集.

引理 6.10.2 在短正合列 0→M ′ →M →M ′′ → 0 中, M 为 Noether (或 Artin) 模的
充分必要条件是 M ′, M ′′ 皆为 Noether (或 Artin) 模.
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设 M , N 是给定的模 Ω 的子模, 则当 M , N 皆为 Noether (或 Artin) 模时,
M +N ⊂ Ω 亦然. 特别地, Noether (或 Artin) 模的性质在子模, 商及有限直和下保持.

证明 对于第一个断言, 由于 M ′ 和 M ′′ 中的升 (或降) 链可以分别嵌入和拉回到 M

中相应的链, 保持包含关系不变 (命题 6.1.12), 故 M ′ 和 M ′′ 继承 M 的链条件. 今设
M ′ 和 M ′′ 皆为 Noether (或 Artin) 模, 考虑 M 中的升 (或降) 链 (Mi)

∞
i=1. 据假设

M ′i :=Mi ∩M ′, M ′′i := (Mi +M ′)/M ′

作为 M ′ 和 M ′′ 中的链对 i � 0 都是稳定的. 命题 6.1.13 蕴涵 0 → M ′i → Mi →
M ′′i → 0 正合. 在升链情形下, 对交换图表

0 M ′i Mi M ′′i 0

0 M ′i+1 Mi+1 M ′′i+1 0

当 i � 0 时, M ′i ↪→ M ′i+1 和 M ′′i ↪→ M ′′i+1 都变为同构; 根据命题 6.8.7, 命题 6.8.6 或
直接作图追踪, 可知此时 Mi ↪→Mi+1 亦为同构. 降链情形亦同.

为证第二个断言, 仅须对短正合列

0 N M +N (M +N)/N 0

M/M ∩N (∵ 命题 6.1.13)

'

应用上述结果.

命题 6.10.3 设 R 为左 Noether (或 Artin) 环, 则每个有限生成左 R-模都是 Noether
(或 Artin) 模. 以右代左结果亦同.

证明 仅须考虑 Noether 情形. 设 M 由有限子集 X 生成, 对正合列 R⊕X → M → 0

应用上述结果.

引理 6.10.4 模 M 是 Noether 模当且仅当每个子模 N ⊂M 都是有限生成的.

证明 假设 N 非有限生成, 则可以递归地在 N 中选取 x1, . . . , xi, . . . 使得 Ni :=

〈x1, . . . , xi〉 满足 Ni+1 ⊋ Ni, 由此得到永不稳定的子模升链, M 非 Noether. 反
过来, 假设每个子模 N 皆有限生成, 对于 M 中给定的升链 (Mi)

∞
i=1 可定义子模

N :=
⋃
iMi; 设 N 由有限子集 X 生成, 由于每个 x ∈ X 都属于某个 Mi(x), 因而

i ≥ max{i(x) : x ∈ X} =⇒ Mi = N , 升链趋于稳定.

注记 6.10.5 不难看出 M 是 Noether (或 Artin) 模当且仅当任一 M 的子模族 S 6= ∅
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相对于 ⊂ 都有极大 (或极小) 元. 此性质显然蕴涵链条件 (给定链 (Mi)
∞
i=1, 考虑

S = {Mi : i ≥ 1}), 反过来说, 如果子模族 S 没有极大 (或极小) 元, 则从中可萃取一条
升链 (或降链) 使得 Mi 6=Mi+1, i = 1, 2, . . ..

下述定理给出了一套系统地构造交换 Noether 环的方法, 在代数几何学中尤其
重要.

定理 6.10.6 (Hilbert基定理) 令 R 为交换 Noether 环, 则对任意 n ≥ 1 多项式环
R[X1, . . . , Xn] 也是 Noether 环.

特别地, 系数在域上的有限元多项式环之商皆为 Noether 环.

证明 由于 R[X1, . . . , Xn+1] ' R[X1, . . . , Xn][Xn+1], 断言化约到 n = 1 亦即环 R[X]

的情形. 给定理想 a ⊂ R[X], 我们将指出如何递归地构造一列元素 f1, . . . , fm ∈ a 使之
生成 a, 由引理 6.10.4 遂导出 R[X] 为 Noether 环.
对任意 f =

∑n
k=0 akX

k ∈ R[X], an 6= 0, 定义其领导系数为

in(f) := an.

取 f1 ∈ a ∖ {0} 使得 deg f1 最小. 今假设已选取 f1, . . . , fk ∈ a, 倘若 a = 〈f1, . . . , fk〉
则构造终止, 否则选择 fk+1 ∈ a 使得 (i) fk+1 ∈ a ∖ 〈f1, . . . , fk〉; (ii) 在前述条件下
deg fk+1 取最小可能的值. 置 αi := in(fi). 由 R 的升链条件, 理想 〈α1, . . .〉 有一族生
成元 α1, . . . , αm. 倘若上述构造可以走到第 m+ 1 步, 则有

in(fm+1) =

m∑
i=1

uiαi, u1, . . . , um ∈ R.

根据前 m 步的选取, 对 i = 1, . . . ,m 皆有 di := deg fm+1 − deg fi ≥ 0. 显见

fm+1 −
m∑
i=1

uifiX
di ∈ a∖ 〈f1, . . . , fm〉

的次数严格小于 deg fm+1, 此与 fm+1 的选取矛盾.

对于定义 5.6.8 里的形式幂级数环也有对应的结论.

定理 6.10.7 令 R为交换 Noether环,则对任意 n ≥ 1环 RJX1, . . . , XnK也是 Noether
环.

证明 由 RJX1, . . . , Xn+1K ' RJX1, . . . , XnKJXn+1K 化约到环 RJXK 的情形. 以下的
证明理路与 R[X] 的情形类似, 差异在于要考虑最低次项:
� 对任意 f =

∑
n≥m anX

n ∈ RJXK, 其中 am 6= 0, 置 vX(f) := min{n : an 6= 0};
� 并将 in(f) 的定义改为 am;
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� 在论证中以 vX 代 deg;
生成元 f1, . . . , fm 的构造法是完全相同的. 最后一步改为用形如

∑m
i=1 uifiX

di 的元素
不断消去 fm+1 的最低次项, 最终推得 fm+1 ∈ 〈f1, . . . , fm〉.

现在我们不用花太大力气, 就可以把 §4.6 的合成列概念移植到模论. 以下固定环
R 并考虑其左模.

定义 6.10.8 设 (I,≤) 为全序集, 模 M 的以 I 为指标集的滤过是指一族子模

Mi ⊂M (i ∈ I), i ≤ j =⇒ Mj ⊂Mi.

今考虑 I = {0, . . . , n}, 形如 M = M0 ⊃ M1 ⊃ · · · ⊃ Mn = {0} 的滤过, 诸商模
Mi/Mi+1 称为其子商. 若每个子商都是单模, 则称此滤过为其合成列. 其长度定为 n.

一如群的情形, 对形式如上的滤过可以透过插项来加细

(· · · ⊃Mi ⊃Mi+1 ⊃ · · · ) (· · · ⊃Mi ⊃ N ⊃Mi+1 ⊃ · · · ).

合成列便是既无冗余项 (Mi+1 ⊊ Mi) 又无真加细 (Mi ⊃ N ⊃ Mi+1 =⇒ (N =

Mi) ∨ (N = Mi+1)) 的滤过. 因为这里不必操心子群的正则性, 所需论证较群的情形
(§4.6) 大大地简化了.

引理 6.10.9 模 M 有合成列的充要条件是它兼为 Noether 模和 Artin 模. 这类模被称
为有限长度模.

证明 给定滤过 (Mi)
n
i=0, 注意到子商 Mi/Mi+1 既是单模, 自然也兼为 Noether 模和

Artin 模. 对短正合列 0→Mi+1 →Mi →Mi/Mi+1 → 0 从 i = n− 1 开始一步步利用
命题 6.10.2, 便可得到 Mn−1, . . . ,M0 =M 都是既 Noether 又 Artin 的.

反向假设 M 是 Noether 模, 考虑子模族 S = {N : N ⊊ M 真子模}. 当 M 6= {0}
时 S 6= ∅, 于是注记 6.10.5 蕴涵 S 包含极大元 M1, 换言之 M/M1 是单模. 由于 M1

也是 Noether 的, 若 M1 6= 0 则可续行此法, 得到一条降链 M = M0 ⊋ M1 ⊋ · · · . 若
M 也是 Artin 模, 则此降链必须在有限步内终止于 {0}; 而按构造可知 Mi/Mi+1 皆单.
此即所求的合成列.

对于模 M 的合成列 (Mi)
n
i=0, 定义其 Jordan–Hölder 因子或合成因子构成的集合

为
JH(M) := {Mi/Mi+1 : i = 0, . . . , n− 1}.

一般只考虑诸子商 Mi/Mi+1 的同构类, 故应视 JH(M) 为带重数的集合, 因为同构的
子商容许出现多次. 带重数集之间有自然的并运算 ∪ (元素的重数相加). 如果模 M 的
两个合成列具有同样的 Jordan–Hölder 因子集 (计入重数), 则称两合成列是等价的.
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定理 6.10.10 (模的 Jordan–Hölder定理) 对于有限长度模 M , 任两个合成列都是等
价的. 换言之, 带重数集 JH(M) 的定义不依赖于合成列的选取. 特别地, 合成列的长度
也是唯一的.

在短正合列 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 中, 模 M 长度有限当且仅当 M ′, M ′′ 亦
然, 此时在计入重数的意义下有

JH(M) = JH(M ′) ∪ JH(M ′′).

证明 如上述, 这是群的情形 §4.6 的简化版本: 关键的 Zassenhaus 引理 4.6.4 和
Schreier 加细定理 4.6.6 对模依然成立. 短正合列与有限长度模的关系是命题 6.10.2 和
引理 6.10.9 的直接推论.

6.11 半单模
本节将采取下述方便的约定, 这是约定 6.6.1 的特例.

约定 6.11.1 设 M 为非零的左 R-模, 定义环 A := EndR(M)op, 则 M 对下述右乘自
然地成为右 A-模

(m, a) 7→ a(m), m ∈M, a ∈ A;

取 EndR(M)的相反环是为了照顾映射合成的习惯写法. 事实上M 对此构成 (R,A)-双
模: 乘法结合律 r(ma) = (rm)a 反映了映射 a 的 R-线性.
同理, 对非零右 R-模 M 置 A := EndR(M), 则左乘 (a,m) 7→ a(m) 赋予 M 自然

的 (A,R)-双模结构，仍有乘法结合律 a(mr) = (am)r.

言归正传. 单模的概念业已在定义 6.1.5 中提及, 我们现在予以进一步的考察. 除
非另作说明, 本节主要考虑环 R 上的左模. 若干例子:

� 设 a ⊂ R 为左理想, 则商 R/a 为单当且仅当 a 是极大左理想.

� 除环 D 上的向量空间 V 是单 D-模当且仅当 dimD V = 1.

� 设 D 为除环, V 为非零的右 D-向量空间, 定义环 R := End(VD). 按约定 6.11.1
赋予 V 左 R-模结构. 由于任意 v ∈ V ∖ {0} 满足 Rv = V , 故 V 作为 R-模总是
单的. 常见的具体情形是给定 n ∈ Z≥1, 将 V = Dn 视同列向量 (竖), 此时 R 可
以等同于矩阵环 Mn(D), 以矩阵的左乘作用于 V .

若考虑左 D-向量空间则须视 V 为右 Rop-模; 当 V = Dn 视同行 (横) 向量时, 以
右乘代左乘, 上述的矩阵诠释依然成立.

引理 6.11.2 (Schur引理) 设 M1, M2 为单模, 则任何 ϕ ∈ HomR(M1,M2) 或者是同
构, 或者是零同态. 特别地, 对任意单模 M , 自同态环 EndR(M) 必为除环.
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证明 单模按定义非零. 运用单性可知或者 ker(ϕ) =M1,此时 ϕ = 0;或者 ker(ϕ) = 0,
此时 M1 ' im(ϕ) =M2, 故 ϕ 是同构.

作为推论, 给定有限直和分解 M =
⊕r

i=1M
⊕ni
i , 其中 M1, . . . ,Mr 是互不同构的

单模, 则引理 6.3.5 表明

EndR(M)op ∼→
n∏
i=1

Mni
(Dop

i )
op

转置
∼

n∏
i=1

Mni
(Di)

其中 Di := EndR(Mi)
op 是除环, M⊕ni

i 是右 Mni(Di)-模, 而 M 是右 EndR(M)op-模,
上述同构保持这些模结构.

引理 6.11.3 对任意非零模 M 皆存在子模 M2 ⊂M1 ⊂M 使得 M1/M2 为单.

证明 取 m ∈ M ∖ {0}, M1 := Rm, 定义 R 的左理想 a := ker[R r 7→rm
M1] 以使

R/a ' M1. 由 Zorn 引理 (定理 1.3.6) 知存在极大左理想 b ⊃ a, 取对应于 b/a ⊂ R/a

的子模 M2 ⊂M1 即可.

命题 6.11.4 对于模 M , 下述条件等价:

(i) M 可表为一族单子模的和: M =
∑
i∈IMi.

(ii) M 可表为一族单子模的直和: M =
⊕

i∈IMi.

(iii) 任意子模 M ′ ⊂M 皆为直和项: 换言之存在子模 M ′′ ⊂M 使得 M =M ′ ⊕M ′′.

满足上述等价条件的模 M 称为半单模.
在短正合列 0→M ′ →M →M ′′ → 0 中, 若 M 半单则 M ′ 和 M ′′ 皆半单.

证明 先证明给定短正合列 0 → M ′ → M → M ′′ → 0, 条件 (iii) 若对 M 成立, 则对
M ′ 和 M ′′ 亦然. 设 M ′0 ⊂ M ′ 为子模, 按假设存在 N ⊂ M 使得 M = M ′0 ⊕ N . 容
易验证 M ′ = M ′0 ⊕ (N ∩M ′), 故 (iii) 对 M ′ 成立. 另一方面, 按假设 M ′ 是直和项:
M ' M ′ ⊕ S, 于是 M ′′ ' M/M ′ 同构于 M 的子模 S, 由前一步知 M ′′ 也满足 (iii).
这也说明了命题的最后一部分.

现证 (i) =⇒ (ii). 设 M =
∑
i∈IMi, 每个 Mi 都是单子模. 置

J :=

{
J ⊂ I :

∑
i∈J

Mi 是直和

}
.

我们将用 Zorn 引理证明偏序集 (J ,⊂) 有极大元. 注意到空和定义为零模故 ∅ ∈ J ,
J 6= ∅. 我们断言 (J ,⊂) 中每个链都有上界, 论证如下: 给定全序子集 J ′ ⊂ J , 并集



252 第六章 模论

J ′ := ∪J∈J ′J 仍属于 J , 这是因为
∑
i∈J ′ Mi 为直和当且仅当

∀i ∈ J ′, Mi ∩
∑
j∈J ′

j 6=i

Mj = {0},

而此条件仅须对 J ′ 的有限子集检验即可.
取 J 为 (J ,⊂) 的极大元. 若

⊕
i∈JMi = M 则得到 (ii), 否则存在 k ∈ I 使得

Mk 6⊂
⊕

i∈JMi; 因为 Mk 单, Mk ∩
⊕

i∈JMi = {0}, 由此可推出 J t {k} ∈ J , 矛盾.
现证 (ii) =⇒ (iii). 任取子模 M ′ ⊂M =

⊕
i∈IMi, 置

J :=

{
J ⊂ I :M ′ +

⊕
i∈J

Mi 是直和

}
.

仿照前面论证可知存在极大元 J ∈ J , 我们断言 M ′′ :=
⊕

i∈JMi 满足 M =M ′ ⊕M ′′.
设若不然, 必存在 k ∈ I 使 Mk 6⊂ M ′ ⊕M ′′, 单性蕴涵 Mk ∩ (M ′ ⊕M ′′) = {0}, 从而
J t {k} ∈ J 导致矛盾.
现证 (iii) =⇒ (i). 我们断言任意非零子模 M ′ ⊂M 皆有单子模. 假设此性质并定

义 soc(M) 为 M 中所有单子模的和, 由 (iii) 知存在 M ′ ⊂M 使得 M = soc(M)⊕M ′,
若 M ′ 6= {0} 则存在单子模 N ⊂M ′, 于是从 N ⊂ soc(M) ∩M ′ = {0} 导出矛盾.

最后断言的证明如下. 引理 6.11.3 给出 M ′ 的单子商 M1/M2. 证明开端已经说明
了 M ′ 和 M1 继承 M 之性质 (iii), 于是存在嵌入 M1/M2 ↪→M1 ⊂M ′, 此即所求的单
子模.

证明中为任意模 M 引入了基座的概念, 其定义为

soc(M) :=
∑
N⊂M
单子模

N,

换言之, soc(M) 是 M 的极大半单子模. 单模的同态像或者是零, 或者仍是单模, 于是
任意模同态 ϕ : M1 → M2 皆诱导 soc(ϕ) : soc(M1) → soc(M2). 换句话说, soc(−) 定
义了从 R-Mod 到由半单模组成的全子范畴 R-Modss 的函子.

另一个有用的概念是有限长度模 M 的半单化: 取

Mss :=
⊕

N∈JH(M)

N,

直和中计入 Jordan–Hölder 因子的重数. 尽管 Mss 的同构类按定理 6.10.10 是唯一确
定的, 然而 M 7→Mss 并非函子, 其定义涉及合成列的选取.
下面的 Fitting 引理在许多数学问题中有出乎意料的妙用, 我们将在 §6.12 运用.
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引理 6.11.5 (H. Fitting) 设 M 为有限长度非零模, u ∈ EndR(M). 存在典范分解

M = ker(u∞)⊕ im(u∞)

其中 ker(u∞) 和 im(u∞) 在 u 作用下不变, 而且
� u| im(u∞) 是 im(u∞) 的可逆自同态,
� u| ker(u∞) 是 ker(u∞) 的幂零自同态.

证明 因为 M 长度有限, 子模链

ker(u) ⊂ ker(u2) ⊂ · · · ,

im(u) ⊃ im(u2) ⊃ · · ·

分别终止于 ker(u∞) 和 im(u∞), 不难看出它们是 u-不变的. 主要任务是证明直和分
解 M = ker(u∞)⊕ im(u∞). 取 n� 0 使得 ker(u∞) = ker(un), im(u∞) = im(un). 若
x ∈ im(u∞), x = un(yn) 满足 un(x) = 0, 则 yn ∈ ker(u2n) = ker(un), 故 x = 0. 于是
ker(u∞) ∩ im(u∞) = {0}.

另一方面, 任意 x ∈M 可表作

x = (x− un(y)
∈ker(un)

) + un(y)

∈im(un)

, y ∈M, un(x) = u2n(y),

这样的 y 之所以存在是因为 im(un) = im(u2n); 由此得出 ker(u∞) + im(u∞) = M . 直
和分解成立.

容易看出 u| ker(u∞) 幂零而 u| im(u∞) 是满射. 从 ker(u) ∩ im(u∞) ⊂ ker(u∞) ∩
im(u∞) = {0} 可知 u| im(u∞) 亦为单射. 证毕.

6.12 不可分解模
深入不可分解模之前, 我们先考虑一个稍广的概念. 请回忆加性范畴的定义 3.4.12.

定义 6.12.1 加性范畴 C 中的非零对象 M 称为不可分解的, 如果它仅有唯一一种双积

表达式 M = X ⊕ Y (见定义 3.4.8 及其符号, 在此不论顺序), 由 ι1 = p1 : M
id
M 和

零态射 0 M
ι2

p2
给出, 亦即平凡双积: X =M , Y = 0.

取定环 R, 定义施于加性范畴 R-Mod 便得到不可分解模的概念. 它通常弱于单性.

例 6.12.2 设 R 为主理想环, p 为其中的非零素理想, n ≥ 1, 则 R-模 R/pn 不可分解,
然而在 n ≥ 2 时非单.
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加性范畴中的自同态集带有环结构. 环中元素 a 如满足 a2 = a 则称为幂等元. 如
存在 m > 1 使得 am = 0 则称为幂零元. 本节还需要进一步的概念.

定义 6.12.3 在本节中, 若环 S 的子集 S ∖ S× 构成双边理想, 则称 S 是局部环.

当 S 交换时, 这相当于要求 S 有唯一的极大理想 m := S ∖ S×, 这是局部交换环的寻
常定义.

我们先考察加性范畴 C 中非零对象的有限直和分解 M =
⊕n

i=1Mi. 根据双积定义
3.4.8 的 n 元情形, 对每个 1 ≤ i ≤ n 都有投影态射

pi :M �Mi

n∑
j=1

mj 7→ mi, ∀j, mj ∈Mj ,

再与包含态射 ιi :Mi ↪→M 合成就得到 ei = ιipi ∈ End(M). 它们有以下性质:

E.1 ei 是幂等元: e2i = (ιipi)(ιipi) = ιi(piιi)pi = ιipi.

E.2 正交性: i 6= j =⇒ eiej = ιipiιjpj = 0.

E.3 等式
∑n
i=1 ei = 1 在环 End(M) 中成立.

注意到 ei = 1 ⇐⇒ Mi =M , 而 ei = 0 ⇐⇒ Mi = {0}.
接着取定环 R 并考察范畴 C = R-Mod 的情形. 此时直和项 Mi 可以由幂等态射

的核来刻画: ι : Mi
∼→ ker(

∑
j 6=i ej) ⊂ M . 逆观之, 给定满足 E.1 — E.3 的幂等元族

(ei)
n
i=1, 定义核 Mi := ker(

∑
j 6=i ej)

ιi
M 如上. 立见 im(ei) ⊂ Mi, 因此 ei 可分解为

ιipi, 其中 pi :M →Mi. 我们导出

∀i, j, piιj =

idMi
, i = j

0, i 6= j
∵两侧左合成单射 ιi 后验证,

n∑
i=1

ιipi =

n∑
i=1

ei = idM .

这无非是双积定义 3.4.8 的 n 元版本, 于是
⊕n

i=1Mi =M .

命题 6.12.4 对于 R-Mod 的任意非零对象 M , 上述方法给出双射

{直和分解M =
⊕n

i=1Mi, Mi ⊂M}

{EndR(M)中的幂等元系 (ei)
n
i=1 :满足性质 E.1 — E.3} ,

1:1
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直和分解项的重排对应于 e1, . . . , en 上的重排. 模M 不可分解当且仅当在环 EndR(M)

中有 e2 = e =⇒ (e = 0 ∨ e = 1).

证明 易见上述的双向映射 (直和分解 ↔ 幂等元系) 是互逆的, 而且显然保持重
排作用. 当 n = 2 时, 由上述讨论可知直和分解 M = X ⊕ Y 一一对应于幂等元
e ∈ EndR(M), 平凡分解对应于 e = 0, 1.

给定一族幂等元 (ei)
n
i=1 模满足 E.1 和 E.2 者, 可以添入幂等元 en+1 := 1 −

∑n
i=1 ei,

扩增后的 (ei)
n+1
i=1 仍然正交并满足

∑n+1
i=1 ei = 1, 而且每个有 n + 1 个元素并满足性质

E.1 — E.3 的幂等元系都来自这套手续.

注记 6.12.5 命题 6.12.4 中的对应对于比 R-Mod 更广的一类范畴也成立. 仔细观察上
述讨论, 可知关键在于要求任意幂等自同态 e : M → M 皆有核 ker(e) := ker(e, 0). 满
足这种性质的加性范畴称为伪 Abel 范畴或 Karoubi 范畴. 这个概念在 K-理论和代
数几何中有所应用, 在此不细说, 仅须牢记一点: 以后将介绍的 Abel 范畴必是伪 Abel
范畴; 而范畴 R-Mod 既是 Abel 范畴的一类特例, 也是一般理论的样板.

引理 6.12.6 设 C 为加性范畴, M 为 C 中的非零对象.

1. 若 EndR(M) 是局部环, 则 M 不可分解.

2. 当 C = R-Mod, 模 M 不可分解且长度有限时, 任意元素 u ∈ EndR(M) 或者幂
零, 或者可逆, 而且 EndR(M) 是局部环.

证明 如有非平凡的分解 M = X ⊕ Y , 相应的幂等元 e1, e2 非零并满足 e1e2 = 0, 故
皆不可逆, 然而 e1 + e2 = 1, 与 End(M) 的局部性矛盾.

设 M 长度有限, Fitting 引理 6.11.5 蕴涵 EndR(M) 的元素或幂零或可逆. 为了
证明 EndR(M) 是局部环, 仅须说明在 EndR(M) 中 (a) 幂零元乘以任何元素依然幂
零, (b) 幂零元的和依然幂零. 首先对 (a) 设 u, v ∈ EndR(M), 其中 u 6= 0 不可逆. 取
n ≥ 1 使得 un+1 = 0, un 6= 0, 由 un(uv) = 0 = (vu)un 知 uv 和 vu 皆不可逆. 今对
(b) 取幂零元 u1, u2. 假若 u1 + u2 可逆, 置 vi := ui(u1 + u2)

−1 (i = 1, 2), v1 + v2 = 1.
上一步蕴涵 v1, v2 不可逆幂零, 由熟悉的公式

(1− v2)−1 = 1 + v2 + v22 + · · · (有限和),

知 v1 = 1− v2 可逆, 矛盾.

引理 6.12.7 设 M , N 为 R-Mod (或任一伪 Abel 范畴, 如上述) 的非零对象, N 不可
分解. 若 u ∈ HomR(M,N), v ∈ Hom(N,M) 满足 vu ∈ End(M) 可逆, 则 u 和 v 皆为
同构.
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证明 置 e := u(vu)−1v ∈ EndR(N), 于是乎

e2 = u(vu)−1vu(vu)−1v = u(vu)−1v = e.

由 (vu)−1veu = (vu)−1vu(vu)−1vu = 1 和 M 非零可知 e 6= 0, 又因为 N 不可分解, 必
有 e = 1. 于是从 e 的定义看出 u 有右逆, 同时 u 也有左逆 (vu)−1v : N →M , 故 u 为
同构. 从而 v = (vu)u−1 亦为同构.

定理 6.12.8 假设在 R-Mod (或任一伪 Abel 范畴) 中有同构

r⊕
i=1

Mi '
s⊕
j=1

Nj

其中每个 Mi, Nj 都不可分解 (容许重复), End(Mi), End(Nj) 皆是定义 6.12.3 意义下
的局部环, 则 r = s 而且 (Mi)

r
i=1, (Nj)sj=1 精确到重排是逐项同构的, 亦即

∃σ ∈ Sr, ∀1 ≤ i ≤ r, Mi ' Nσ(i).

证明 不妨设 s ≥ r ≥ 1, 置 M =
⊕r

i=1Mi. 命题 6.12.4 给出环 End(M) 的幂等元及
其分解:

ei :M
pi�Mi

ιi
↪→M,

fj :M
qj� Nj

κj

↪→M.

使用公式 p1ι1 = idM1 可得

s∑
j=1

p1fjι1 = p1

 s∑
j=1

fj

 ι1 = p1 · idM · ι1 = idM1
.

根据条件, End(M1) 是局部环, 必存在 j0 使 p1fj0ι1 ∈ End(M1)
×; 重排下标以确保

j0 = 1. 由 p1f1ι1 = (p1κ1)(q1ι1) 配合引理 6.12.7 便得到同构 q1ι1 : M1
∼→ N1 和

p1κ1 : N1
∼→M1. 于是当 r = s = 1 时定理证毕.

以下设 s > 1. 将 idM 按两套直和分解和 §6.3 的办法表成矩阵形式

M :

r⊕
i=1

Mi

(qjιi∈Hom(Mi,Nj))i,j≥1
s⊕
j=1

Nj

我们业已说明了矩阵的左上角 q1ι1 是可逆元. 按照线性代数中熟悉的消元法, 将M 从
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左, 右分别合成一个可逆方阵后, 可得新的M′ :
⊕r

i=1Mi →
⊕s

j=1Nj 使其矩阵形如

q1ι1 0 · · · 0

0

...

0

M′′


而且M′ 依然可逆. 同样由矩阵运算可知块M′′ :

⊕
i>1Mi →

⊕
j>1Nj 亦为同构, 对

max{r, s} 递归地论证即可完成证明.

推论 6.12.9 (Krull–Remak–Schmidt) 任意长度有限的非零 R-模 M 都能分解为不可
分解模的直和 M =

⊕n
i=1Mi, 而且 M1, . . . ,Mn 在同构和重排的意义下唯一.

证明 唯一性源自引理 6.12.6和定理 6.12.8. 至于存在性,设有非平凡分解M = X⊕Y ,
则 `(X), `(Y ) < `(M); 若 X, Y 中任一者可分, 续行如是操作, 分解必在 `(M) 步内停
止. 以上的 ` 表示模的长度.

推论 6.7.9 中有限交换群的结构定理如按注记 6.7.10 的办法细分, 可视为 Krull–
Remak–Schmidt 定理的一个简单特例.

习题

1. 对于小范畴 I 以及函子 α : I → R-Mod, 在对象层面记作 i 7→Mi, 证明 lim−→i
Mi := lim−→α 有

直接的构造如下:

lim−→
i

Mi :=

 ⊕
i∈Ob(I)

Mi

/N

其中子模 N =

〈
α(f)(xi)− xi : i

f
j, xi ∈Mi

〉
.

2. 任取环 A和右 A-模 V = A⊕I , 其中 I 为无穷集. 证明环 R := End(VA)满足 (RR)
⊕2 ' RR,

因此 R 不满足右不变基数性质. 提示 选取同构 V
∼→ V ⊕ V 并应用函子 HomA(V,−).

3. 回忆范畴中心的概念 (定义 2.3.8), 对任意环 R 证明 Mod-R 的中心等同于环的中心 ZR.
提示 先观察到 R 视为右 R-模其自同态环等同于 R.

4. 完整证明注记 6.5.10 的断言.

5. 对于主理想环 R 上的有限生成模 N , 证明子模 N0 的初等因子 d(N0)1 ⊃ · · · 可以作为 “因
子” 插入 N 的初等因子 d(N)1 ⊃ · · · ; 阐明这句话的意义, 并对商模证明同样结果. 提示

化约到 N = N [p∞] 的情形, 利用 (6.3) 证明 N0 的图表 (6.4) 可以嵌入 N 的图表.
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6. 命题 6.8.6 中的连接同态具备函子性, 试解释之.

7. (Schanuel 引理) 给定 R-Mod 中的短正合列

0→ K → P
ϕ
M → 0,

0→ L→ Q
ψ
M → 0,

其中 P,Q 都是投射左 R-模.

(a) 定义子模 X := {(p, q) ∈ P ⊕Q : φ(p) = ψ(q)}, 说明有自然的短正合列 0 → L →
X → P → 0 和 0→ K → X → Q→ 0;

(b) 证明 K ⊕Q ' L⊕ P . 提示 应用命题 6.9.8.

8. 置 Z(p) :=
⋃
k≥0 p

−kZ, 证明 Z(p)/Z 作为 Z-模是 Artin 模, 然非 Noether 模.

9. 令 R 为整环而 K 为其分式域. 若对每个 x ∈ K× 皆有 x ∈ R 或 x−1 ∈ R, 则称 R 为赋值环
(亦见定义 10.6.2).

(i) 证明赋值环 R 中的有限生成理想都是主理想;
(ii) 证明赋值环 R 是 Noether 环当且仅当 R 是主理想环;

(iii) 说明 CJtK 是 Noether 赋值环, 而
⋃
n≥1 CJt1/2nK 是非 Noether 的赋值环.

10. 定义 Z-模 D := R ⊗
Z
(R/πZ), 此处 π 表圆周率. 证明在 D 中 a ⊗ b = 0 ⇐⇒ a =

0 或 b ∈ Qπ. 提示 方向 ⇐= 比较容易. 对于 =⇒ , 一种方法是表 R 为其一切有

限生成 Z-子模 M 的滤过 lim−→, 则命题 6.9.2 说明 D ' lim−→M

(
M ⊗

Z
R/πZ

)
, 右侧仍是滤过

lim−→. 故若 a ∈ R ∖ {0} 满足 a ⊗ b = 0, 则存在有限生成 Z-子模 M ⊂ R, M ⊃ Za 满足于
a⊗ b 7→ 0 ∈M ⊗

Z
R/πZ; 用初等因子定理 6.7.7 证明此时必有 b ∈ Qπ.

11. (Hilbert 第三问题) 按定义, 三维 Euclid 空间 E3 (取定原点后 ' R3) 中的多面体是由有限
多个半平面 Hα = {x ∈ E3 : α(x) ≥ 0} 交出的有界子集 P , 其中 α : E3 → R 是仿射函数; 具
体观之, 它们无非是中学数学里的空间多面体, 例如

等等. 能经由一连串平移, 镜射和旋转而叠合的两个多面体称为全等的, 我们今后仅在全等意
义下考察多面体. 其严格定义则是凸分析的内容.
若两个多面体 P, P ′ 能各自剖分成同样多份较小的多面体 (比方用平面切割)

P = P1 ∪ . . . ∪ Pr, P ′ = P ′
1 ∪ · · · ∪ P ′

r

使得对每个 Pi 皆全等于 P ′
i , 则称 P 和 P ′ 是剖分全等的. 按常理, 任何关于多面体体积的合

理概念都应当在剖分全等下不变; 对于二维空间 E2 自然也有相应的定义. 为了研究多面体的
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体积, Euclid 在《几何原本》卷 XI 运用了所谓的 Eudoxus 穷竭法, 这是现代极限概念的先
声. 包括 Gauss 在内的许多数学家对此不甚满意, 他们问: 是否能用初等的剖分方法来判定
两个多面体有相同体积? 二维情形的答案是肯定的 (Bolyai–Gerwien 定理, 见 [17, Theorem
24.7]), 三维情形则是 Hilbert 在 1900 年世界数学家大会上提出的问题之一. 以下勾勒 M.
Dehn 对此的否证.

(i) 对于多面体 P 的棱 E, 记其长度为 `(E) ∈ R, 而其二面角 ∠E ∈ R/πZ 定义如下: 任
取过 E 内部一点 x 并与 E 垂直的平面 L, 计算多边形 L ∩ P 在顶点 x 处的内角即是
∠E. 定义 P 的 Dehn 不变量为

δ(P ) :=
∑
E:棱

`(E)⊗ ∠E ∈ A.

证明任意立方体的 δ 为 0. 证明棱长为 ` 的正四面体的 δ 为 6`⊗ arccos( 1
3
).

(ii) 证明若空间中某一平面 α = 0 将多面体 P 切成两份 P = P+ ∪ P−, 这里 P± :=

P ∩ {±α ≥ 0}, 则 δ(P ) = δ(P+) + δ(P−). 所以 Dehn 不变量在剖分全等下保持不变.
提示 讨论平面 α = 0 截出的新棱, 典型状况含以下几种

其中粗线代表所考虑的新棱, 阴影是平面截出的部分. 以张量积的性质导出 δ(P ) =

δ(P+) + δ(P−).

(iii) 证明正四面体不可能与立方体剖分全等, 尽管它们的体积可以相同. 提示 问题归结
为 arccos( 1

3
) /∈ Qπ. 读者可尝试直接论证, 或承认之后的命题 9.8.5.

注记: J.-P. Sydler (1965) 证明了 E3 中两个多面体 P, P ′ 剖分全等当且仅当它们有相同的体
积与 Dehn 不变量.

12. 证明推论 6.7.11 的构造 A 7→ A∨ 给出从有限交换群范畴 FinAb 到 FinAbop 的等价, 并说明
它是正合函子.

13. 对于具有指数的交换群 A, 证明 (6.5) 的同态 ιA 是单射. 提示 容易处理循环群的情形,
利用 Q/Z 是可除 Z-模的性质以过渡到一般情况.

14. 用图追踪完成命题 6.8.7 的证明.
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代数学中出现的许多环结构同时是域上的向量空间: 环的加法来自向量空间加法,
而乘法 (x, y) 7→ xy 是向量空间上的双线性型. 典型例子是域 k 上的 n × n 矩阵环
Mn(k). 实践中这类结构屡见不鲜, 称为域上的 “代数”. 一般地说, 代数既可以看作是
带有交换环 R 的纯量乘法的环, 又能视为叠架在 R-模上的环结构; 后一视角在幺半范
畴和辫结构的框架下有深远的推广.
除了代数的一般概念, 包括张量积和域变换等操作, 本章还涉及:

1. 整性和有限性: 这些概念常见于域论和交换环论, 本章乘势予以一般的处理. 这方
面一个重要且有趣的结果是 Frobenius 定理 7.2.9, 它断言有限维可除 R-代数在
同构意义下只有 R,C,H 三种.

2. 张量代数和由之衍生的对称代数和外代数: 它们是微分几何学的基本工具, 也是
线性代数学的自然延伸; 譬如用外代数能为 Cn 的全体 k-维子空间赋予自然的几
何结构, 称为 Grassmann 簇. 为了进行有系统的探究, 代数和张量积的抽象概念
实属必要, 分次结构的概念也会自然地出现. 范畴语言在这些问题上将展现它独
有的威力.

3. 迹和范数也是域论所需的概念, 它们本质上无非是线性代数的某种推广; 是以本
章将在一般的框架下加以梳理, 并处理一般交换环上的行列式理论.

阅读提示

基于编排考量, 无法在本章多谈有趣的具体例子, 读者应以掌握矩阵代数的性质
为首务. 因此本章的形式化风格也偏重, §7.2 和 §7.7 对此或有一定程度的调节
作用.
张量积和分次结构是研究张量代数的必要准备, 为此还需要范畴语言. 不过读者
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亦可反其道而行: 因为张量代数兴许是一种更 “具体”的数学对象 (至少更实用),
由之贯通前述各项预备知识也不失为一种办法，这也合乎历史发展的顺序. §7.8
的结果只会在域论的研究中用到.
张量代数的详细讨论理应是线性代数课程的内容, 读者可参照标准教材如 [52,
第六章].

7.1 交换环上的代数
以下设 R 为非零交换环, 其上的模不必分左右, 但以下习惯用左模的记法. 本书所

谓的代数都是含幺结合代数.
回忆到 R-模自动是 (R,R)-双模, 按 rmr′ := rr′m 定义双边纯量乘法便是. 以下将

采用平衡积 (定义 6.5.5) 的 (R,R)-双模版本, 在注记 6.5.10 已有说明.

定义 7.1.1 环 R 上的代数意指一个兼具环与 R-模结构的集合 A, 使得环的加法等于
R-模的加法, 而环的乘法 (x, y) 7→ xy 是平衡积 A× A→ A (视 A 为 (R,R)-双模), 后
者等价于:

(rx)y = x(ry) = r(xy), x, y ∈ A, r ∈ R.

代数 A1, A2 间的同态意谓 R-线性的环同态 A1 → A2, 同理可对 R-代数定义同构的概
念. 子代数是在纯量乘法下封闭的子环, 左/右理想和双边理想的定义类似.

约定 7.1.2 为了使理论规整, 如无另外申明, 本章不假设 R-代数 A 是非零环. 这么作
的便利可以从定义 7.1.6 察见端倪.

代数 A 对双边理想 I 的全体 (加法) 陪集构成商 A/I, 它兼具现成的环结构和商模
结构, 易见 A/I 对此构成一个代数, 自然地称为商代数. 准此要领, 可以探讨 R-代数之
间的同构, 商, 同态的核等等概念. 如果代数 A 作为环是除环, 便称 A 为可除代数.

对于理想 I ⊂ R, 容易看出 IA := {
∑
k tkak : ∀k, tk ∈ I, ak ∈ A} 构成 A 的理想.

以 1 表 A 的乘法幺元, ZA 表 A 的中心. 因为定义蕴涵

rx = 1 · rx = (r · 1)x, rx = rx · 1 = x · (r · 1),

纯量乘法可以无歧义地写作左乘或右乘. 又由于上式导致 (rs)·1 = r(s·1) = (r ·1)(s·1),
映射 r 7→ r · 1 给出环同态 σ : R→ ZA. 反过来说, 给定环同态 σ : R→ A 也就赋予了
A 一个 R-模结构 σ(r)a = ra, 左侧为环乘法, 右侧为模的纯量乘法; 它满足定义 7.1.1
当且仅当 im(σ) ⊂ ZA.

命题 7.1.3 在环 A 上给定 R-代数结构相当于给定环同态 σ : R → ZA, 两者的对应
由 σ(r)a = ra 确定. 两个 R-代数间的同态 φ : A1 → A2 无非是令下图交换的环同态
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φ : A1 → A2:
A1 A2

R

ϕ

σ1 σ2

其中同态 σi : R→ ZAi
确定 Ai 的 R-代数结构 (i = 1, 2).

证明 先前已经说明了代数与同态 R → ZA 的对应. 对于环同态 φ : A1 → A2 如
上, 记 1Ai

为 Ai 的幺元, 由等式 φ(ra) = φ(r · 1A1
)φ(a) 可知 φ 是 R-线性的当且仅当

φ(r · 1A1
) = r · 1A2

, 此即断言的条件.

记 R-代数所成范畴为 R-Alg. 当 R 是域时可以谈论代数的维数.

注记 7.1.4 一个重要的特例是当 R = Z 时, R-代数与环是一回事, 或者说 Ring '
Z-Alg; 所以代数可视为环的推广. 对此至少有两种解释.

(i) 交换群和 Z-模是一回事, 或者说范畴 Ab 与 Z-Mod 等价 (实为同构).

(ii) 对任何环 A 存在唯一的同态 Z → A (5.2), 其像落在子环 ZA 中, 或者说 Z 是环
范畴 Ring 的始对象.

代数的初步例子包括:

� 任意除环 D 皆是其素子域上的代数.

� 交换环 R 上幺半群环 (见 §5.6) 是 R-代数; 作为特例, 群环与熟知的多项式环当
然也是代数.

� 交换环 R 上的 n× n-矩阵环 Mn(R) 是 R-代数.

例 7.1.5 从可分无穷维 Hilbert 空间 H 映到自身的有界算子构成 C-代数 B(H), 紧算
子所成子集记作 K(H). 由基本的算子理论 (如 [53, §4.1]) 可知 K(H) 是 B(H) 的双边
真理想. 商 B(H)/K(H) 被称为 Calkin 代数, 它在算子理论和指标理论中是自然的对
象; 考虑 B(H)/K(H) 相当于考虑有界算子在紧算子微扰下的类. 此类代数还带有一些
源于分析的额外结构 (所谓 C∗-代数), 这是代数学与分析学交融的例证之一.

视 R 为 R-模. 对于任意 R-模 M , (i) 指定 M 中的元素 m 相当于指定模同态
η : R→M ,两者间的关系是 η(1) = m; (ii)指定 (R,R)-双模的平衡积m :M×M →M

相当于指定 R-模的同态 µ :M ⊗
R
M →M 使得 µ(x⊗ y) = m(x, y). 这是注记 6.5.10中

张量积的泛性质的直接转译. 由于 R 交换, 张量积理论在此较 §6.5 的情形大大简化了.
现在我们可以将定义 7.1.1 改写为以下的图表形式, 彼此之间的过渡应是容易的,

请读者试着验证. 我们将 R-模的张量积函子 −⊗
R
− 简写作 −⊗−.

定义 7.1.6 交换环 R 上的代数是以下结构
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� 一个 R-模 A,
� 乘法态射 µ : A⊗A→ A,
� 幺元或称单位态射 η : R→ A,

使得以下各图表皆交换:

(i) 乘法结合律
A⊗ (A⊗A) (A⊗A)⊗A

A⊗A A A⊗A

∼

id⊗µ µ⊗id

µ µ

其中的自然同构 (“结合约束”) A⊗ (A⊗A) ' (A⊗A)⊗A 来自命题 6.5.12;

(ii) 左/右幺元律
A⊗R A⊗A R⊗A

A

id⊗η

'
µ

η⊗id

'

其中的自然同构 R⊗A ' A 和 A⊗R ' A 来自命题 6.5.13.

从代数 (A1, µ1, η1) 到 (A2, µ2, η2) 的同态 φ : A1 → A2 是使得下列各图交换的模同态:

A1 ⊗A1 A1

A2 ⊗A2 A2

µ1

ϕ⊗ϕ ϕ

µ2

A1 A2

R

ϕ

η1 η2

子代数, 左右理想等可以依法用图表和子模定义. 这种定义方法的特色在于: 一旦将
R-模范畴, 张量积函子 − ⊗ − 和扮演 “幺元” 角色的对象 R 视为给定了的, R-代数的
定义可以完全由箭头及其合成来表述. 当 A 取为零模时就得到零代数.

例 7.1.7 回忆注记 6.6.4: R-模之间的 Hom-集有自然的 R-模结构, 同态合成是 R-双线
性型, 因而任意 R-模 M 的自同态构成一个 R-代数 EndR(M).

例 7.1.8 在上个例子中取自由模 M = R⊕n. 其自同态代数无非是 R 上的矩阵代数
Mn(R). 熟知的矩阵理论告诉我们 Mn(R) 是秩 n2 的自由 R-模, 具有一组基

Eij := (akl)1≤k,l≤n, akl =

1, (k, l) = (i, j)

0 (k, l) 6= (i, j)
.
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由于代数的乘法具双线性, Mn(R) 的结构完全由基的乘法确定:

EijEkl =

Eil, j = k,

0, j 6= k

= δj,kEil;

(7.1)

这里 δj,k 是 Kronecker 的 δ 记号: 当 j = k 时 δj,k = 1, 否则为零.

一般说来, 如果代数 A 作为 R-模带有一组基 (ei)i∈I (当 R 为域时总是有基), 那
么 A 的结构完全由基的乘法

eiej =
∑
k∈I

aki,jek, i, j ∈ I

所确定, 资料 (aki,j ∈ R)i,j,k∈I 称为 A 对这组基的结构常数.

进一步, 我们还可以考虑任意 R-代数 A 上的 n × n-矩阵环 Mn(A), 借助 a 7→( a

. . .
a

)
将 A 嵌入为 Mn(A) 的子环, 从标准的矩阵操作遂可导出 ZA = ZMn(A); 特

别地, Mn(A) 也是 R-代数. 仍定义矩阵 Eij 如上, 则 Mn(A) 是自由左 A-模:

Mn(A) =
⊕

1≤i,j≤n

AEij ,

而 Mn(A) 的 R-代数结构完全由上述分解, A 的 R-代数结构, 等式 (7.1) 连同 aEij =

Eija 所确定, 其中 a ∈ A 而 1 ≤ i, j ≤ n.

根据命题 6.3.6, 环 Mn(A) 也可以理解为 End((AA)⊕n), 其中 AA 表示 A 视为右
A-模, 而 End = EndMod-A. 这就为 Mn(A) 给出了一个内禀的, 不依赖基底选取的诠释:
它是一个秩 n 自由右 A-模的自同态环. 由于 R ↪→ ZA 在右 A-模上的纯量乘法给出自
同态, 如此 Mn(A) 的 R-代数结构亦属自明. 形如 Mn(A) 的代数或其子代数是非交换
环论不竭的思想源头, 一如学习线性代数时一般, 内禀观点与矩阵观点必须一并掌握.

7.2 整性,有限性和 Frobenius定理

设 A 为交换环 R 上的代数; 本节一律假设 A 6= {0}. 对于任意 x ∈ A, 定义 R[x]

为包含 x 的最小子代数, 也说是 x 生成的子代数. 单变元多项式的取值 (5.12) 给出满
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同态

evx : R[X] −→ R[x] ⊂ A(
f(X) =

∑
k

akX
k

)
7−→ f(x) =

∑
k

akx
k

符号 R[x] 的意义因而是直观的. 更一般地说, 对任意 x, y, . . . ∈ A 皆可考虑它们生成的
子代数 R[x, y, . . .], 不过一般只考虑它们两两交换的情形, 此时多项式的取值依然给出
满同态

ev(x,y,...) : R[X,Y, . . .]� R[x, y, . . .].

于是 R[x, y, . . .] 总是交换的.

定义 7.2.1 (整性) 若对 x ∈ A 存在 n ≥ 1 与 a0, . . . , an−1 ∈ R 使得

xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 = 0 (7.2)

则称 x 在 R 上是整的.

譬如当 R = Z, A ⊂ C 时, x ∈ A 整当且仅当它是整系数首一多项式的根, 亦即 x 是代
数整数.

任意环 S 上的一个左模 N 称为是忠实的, 如果 ann(N) = {0}; 换言之 s ∈ S 满足
于 sN = {0} 当且仅当 s = 0. 右模亦同. 代数 A 透过左乘成为忠实 R[x]-模, 事实上 A

的任何包含 1 的子模皆是忠实的.

定理 7.2.2 对任意 x ∈ A, 以下陈述等价:

(i) x 在 R 上为整;

(ii) R[x] 是有限生成 R-模;

(iii) x 包含于 A 的一个忠实 R[x]-子模 M , 其中 M 作为 R-模有限生成.

作为 (iii) 的特例, 当 A 是有限生成 R-模时每个 x ∈ A 皆整.

论证将用到任意交换环上的行列式及伴随矩阵理论. 读者对域上的情形理应是熟悉的,
例如 [51, 命题 4.11]; 一般情形可以类似地论证, 我们会在定理 7.8.2 详述.

证明 (i) =⇒ (ii). 设 x 在 R 上整, 由 (7.2) 可将任何以 R 为系数的 x 的多项式逐步
改写成次数 < n 的形式, 故 R[x] =

∑n−1
k=0 Rx

k 有限生成.
(ii) =⇒ (iii) 属显然.
(iii) =⇒ (i). 设 x ∈ M =

∑m
k=1Rbk. 从 xM ⊂ M 可知存在矩阵 T =
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(tij)1≤i,j≤m ∈Mm(R) 使得

xbi =

m∑
j=1

tijbj , i = 1, . . . ,m

亦即矩阵等式

(x · 1m×m − T )


b1

...

bm

 =


0

...

0

 . (7.3)

暂且引入形式变元 X,置 S(X) := X ·1m×m−T ∈Mm(R[X]),记其伴随矩阵为 S∨(X),
则 S∨(X)S(X) = P (X) · 1m×m, 在此 P (X) := det(X · 1m×m − T ) ∈ R[X] 是 T 的特
征多项式, 它当然是 m 次首一的. 将 (7.3) 两边同时左乘以 S∨(x) = evx(S∨(X)), 由
Mm(R[x]) 中的等式 S∨(x)S(x) = P (x) · 1m×m 遂得

P (x)bi = 0, i = 1, . . . ,m.

故 P (x)M = 0, 忠实性条件遂蕴涵整性 P (x) = 0.

推论 7.2.3 设 {xi}i∈I 是 A 中一族对乘法两两交换的整元, 则它们生成的子代数
R[{xi}i∈I ] 中每个元素皆整. 作为推论, 若 x, y ∈ A 是相交换的整元而 r, s ∈ R, 那么
rx+ sy 和 xy 皆整.

证明 由于 R[{xi}i∈I ] 中的每个给定元素可以由有限多个 xi 表达, 仅须考虑有限个元
素 x1, . . . , xn 的情形即可. 考虑交换 R-代数 Rm := R[x1, . . . , xm] ⊂ A, R0 := R, 则对
每个 0 ≤ m < n:
� Rm ⊂ Rm+1 = Rm[xm+1],
� xm+1 既在 R 上整, 自然也在 Rm 上整, 故定理 7.2.2 之 (ii) 说明 Rm+1 是有限
生成 Rm-模.

于是可以递归地推出 Rn 是有限生成 R-模. 定理 7.2.2 之 (iii) 蕴涵 Rn 中的元素皆整
(取 M = Rn). 证毕.

注记 7.2.4 给定整元 x, y 及其满足的多项式方程 (7.2), 以上证明仅是抽象地指出
x+ y 和 xy 为整. 如欲具体构造以 x+ y 或 xy 为根的首一多项式, 经典的办法是使用
结式.

实际应用中 R 为域的情形占了相当比重. 因此以下取定一个域 k, 并且令 A 为
k-代数. 此时 k[X] 是主理想环 (例 5.7.7). 因为域的真理想只有 {0}, 同态 k → ZA 必
为单射, k 可以视同 A 的子环.
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定义 7.2.5 对 k-代数 A 中元素 x, 考察取值同态 evx : k[X]→ A, 其核 ker(evx) 可以
表作主理想 (Px).
� 若 Px = 0, 则 x 不是任何非零多项式在 A 中的根, 我们说 x 在 k 上是超越的;
� 若 Px 6= 0, 则称 x 在 k 上是代数的; 将 Px 除以其最高次项系数, 可取 Px 为首一
多项式以确保唯一性. 由于 Px 是 ker(evx) 中最低次的首一多项式, 可以合理地
称之为 x 的极小多项式.

以上讨论也说明在域 k 上整性等价于代数性. 多项式 Px 可谓内在地刻画了子代数
k[x] ' k[X]/(Px) 的结构.

引理 7.2.6 设 A 为 k-代数, 对于 A 中的代数元 x

x左可逆 ⇐⇒ x在 k[x] 中可逆 ⇐⇒ x右可逆.

证明 显然 x ∈ k[x]× 蕴涵 x 在 A 中左右皆可逆. 反过来说, 表极小多项式为
Px(X) = Xn + · · ·+ a1X + a0. 若 x 左可逆或右可逆, 则必有 a0 6= 0, 否则

x(xn−1 + · · ·+ a1) = (xn−1 + · · ·+ a1)x = 0 =⇒ xn−1 + · · ·+ a1 = 0,

从而 x 将是一个次数更低的多项式的根. 于是从

x(xn−1 + · · ·+ a1) = −a0 ∈ k×

导出 x ∈ k[x]×.

引理 7.2.7 若 k-代数 A 中没有零元之外的零因子, 则 k[x] 对任何代数元 x ∈ A 都是
域, 同时 Px 不可约而 dimk k[x] = degPx.

证明 将 A 的 k-子代数 k[x] 表作 k[X]/(Px). 其中无非零的零因子故 (Px) 必为 k[X]

的素理想. 因为 k[X] 是主理想环, 定理 5.7.5 蕴涵 Px 不可约且 k[X]/(Px) 为域. 作为
k-向量空间, k[X]/(Px) 具有显然的基 {Xi : 0 ≤ i < degPx}, 故维数为 degPx.

在有限维 k-代数 A 中, 每个元素 x 都是代数的. 如取定 A 的一组基 a1, . . . , an, 则
有 k-代数的嵌入

m : A −→ Endk(A) 'Mn(k)

a 7→ [ma : x 7→ ax] .

因此 A 能具体实现在矩阵代数中, 部分性质能借此约到矩阵情形, 譬如 xy = 1 ⇐⇒
yx = 1. 然而这种情况并不多见.
最早吸引数学家注意的是 k = R 上的有限维代数, R, C, Mn(R), 和例 5.2.7 的四

元数代数 H 是经典的例子. 其中实数域 R 和复数域 C 是熟悉的, 矩阵代数 Mn(R) 既
不交换也不可除, 而 H 的性质则引人瞩目: 它是 4 维非交换可除代数, 这是先贤们在寻
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求复数域推广的征途上获得的首个非凡成果. 自然的问题是: 在同构意义下, 是否还有
其它的有限维可除 R-代数? 答案是否定的.

引理 7.2.8 设环 A 没有零元之外的零因子, 而 x ∈ A.

(i) 若 A 是 C-代数而 x 在 C 上为代数元, 则 C[x] = C;
(ii) 若 A 是 R-代数而 x 在 R 上为代数元, 则 R[x] = R 或 R[x] ' C.

特别地, 若 C-代数 A 的元素都是代数元, 则 A = C.

证明 考虑 x 在 R 或 C 上的极小多项式 Px, 由引理 7.2.7 知 Px 不可约. 在 C-代数的
情形, 代数基本定理断言不可约复多项式只能是一次的, 故 C[x] = C. 在 R-代数的情
形,若 degPx = 1则 x ∈ R而 R[x] = R. 否则 Px 是无实根的二次多项式 X2−2bX+c:
这也是代数基本定理的推论. 以下证明 R[X]/(Px) ' C. 作配方

Px(X) = (X − b)2 − b2 + c = (c− b2)(Y 2 + 1), Y :=
X − b√
c− b2

.

任何 f(X) ∈ R[X] 都能改写成变元 Y 的多项式, 记作 f̃(Y ) ∈ R[Y ]. 所求同构表作

R[X]/(Px) R[Y ]/(Y 2 + 1) = R⊕ RY C

f(X) mod (Px) f̃(Y ) mod (Y 2 + 1) f̃(i)

r + sY mod (Y 2 + 1) r + si

∼ ∼

其中 i ∈ C 是 −1 的平方根. 读者不妨参酌例 8.2.2.

定理 7.2.9 (F. G. Frobenius, 1877) 设 D 是可除 R-代数, 并且其中每个元素都是代
数元, 则 D 同构于 R, C 或 H.

留意到有限维代数中的元素都是代数元. 以下证明取自 [27, (13.12)], 它同时阐明 H 中
乘法定义其实是自然而然的.

证明 (R. Palais) 以下不妨设 dimR(D) ≥ 2 (否则 D = R). 引理 7.2.8 说明对任意
x ∈ D∖R =⇒ R[x] ' C, 因而在 D 中至少能嵌入一份 C. 以下固定一份嵌入 C ↪→ D

并以左乘赋予 D 相应的 C-向量空间结构, 以 i 表虚数单位
√
−1. 定义

D± := {x ∈ D : xi = ±ix} =
{
x ∈ D : ixi−1 = ±x

}
;

注意到 Ad(i) : x 7→ ixi−1 既是环自同构也是 C-线性映射, 而且 Ad(i)2 = idD, 于是 D
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分解为 ±1-特征空间

D = D+ ⊕D−

x = x+ + x−, x± =
x±Ad(i)(x)

2
.

我们首先证明 D+ = C. 从定义可验证 D+ ⊃ C 且 D+ 为 C-代数, 其元素既然在 R 上
为代数元, 在 C 上亦复如是, 引理 7.2.8 蕴涵 D+ = C.

若 D− = {0} 则 D = C, 否则取 j ∈ D− ∖ {0}; 右乘映射 t 7→ tj 给出 C-线性单同
态 D− → D+, 于是 1 ≤ dimCD

− ≤ dimCD
+ = 1, 从而

D− = D+j,

D = R⊕ Ri⊕ Rj ⊕ Rij.

因为 j 在 R 上的极小多项式为二次不可约, j2 ∈ R ⊕ Rj 而 j2 /∈ R>0; 另一方面
j2 ∈ D+ =⇒ j2 ∈ C = R ⊕ Ri. 于是 j2 ∈ R<0. 以 R× 适当地拉伸 j 后, 不妨假设
j2 = −1. 于是 D 的乘法完全由

i2 = j2 = −1, ji = −ij.

所确定. 比较例 5.2.7 可知 D ' H.

若进一步放宽代数的乘法结合律, 则 H 还能嵌入称为八元数代数的结构 O. 从 R 出发,
逐步造出 C, H, O 的一种手法是 Cayley–Dickson 过程或称 “加倍”, 习题将有深入阐
述.

有限维可除代数在更一般的域如 Q 上的理论远为复杂, 与代数数论和几何学中的
若干问题有着千丝万缕的联系. 以后我们还会回到这个课题.

7.3 代数的张量积
给定 R-代数 A,B, 本节将说明如何赋予 A⊗B 一个标准的 R-代数结构 (然非唯一

选择). 与模论不同之处在于这里可以考虑无穷多个代数的张量积 (定义–定理 7.3.8).

定义 7.3.1 设 A, B 为 R-代数, 各自的乘法等映射记作 µA, µB 等等. 定义两者的张量
积为 A⊗B 配上乘法

µA⊗B : (A⊗B)⊗ (A⊗B)
∼→ (A⊗ (B ⊗A))⊗B ∼→ (A⊗ (A⊗B))⊗B

∼→ (A⊗A)⊗ (B ⊗B)
µA⊗µB

A⊗B
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其中无名的同构照例是 R-模对 ⊗ 的结合约束与交换约束, 以及幺元

ηA⊗B : R
∼→ R⊗R

ηA⊗ηB
A⊗B,

无名同构来自命题 6.5.13, 或者具体说是 r 7→ r ⊗ 1 = 1⊗ r. 如具体用一族生成元描述
A⊗B 中的运算, 即为

(a⊗ b) · (a′ ⊗ b′) = aa′ ⊗ bb′,

1A⊗B = 1A ⊗ 1B .

代数性质的验证繁而不难, 此处略去.

引理 7.3.2 承上, 交换约束 c(A,B) 给出 R-代数的自然同构 A⊗B ∼→ B ⊗A.

证明 既可以用图表和各种约束满足的性质 (见 §3.3) 验证 c(A,B) 是代数的同构, 亦
可直接从元素层面观察如下

(a⊗ b) · (a′ ⊗ b′) = aa′ ⊗ bb′
c(A,B)

bb′ ⊗ aa′ = c(A,B)(a⊗ b) · c(A,B)(a′ ⊗ b′),

c(A,B)(1A⊗B) = c(A,B)(1A ⊗ 1B) = 1B ⊗ 1A = 1B⊗A.

另外注意到 A × B → A ⊗ B 限制到 A × 1B 和 1A × B 上, 就给出自然的模同态
ιA : A→ A⊗B 和 ιB : B → A⊗B. 其像可以写作 A⊗ 1 和 1⊗B, 它们生成 A⊗B.
下述结果支持了这个记法的合理性.

引理 7.3.3 当 R 是域时, ιA 和 ιB 是嵌入.

证明 分别取 A, B 在 R 上的基 JA, JB . 命题 6.5.11 给出 R-向量空间的自然同构
A⊗

R
B '

⊕
a∈JA
b∈JB

Ra⊗
R
Rb. 无妨假设 1A ∈ JA, 1B ∈ JB , 于是得知 ιA, ιB 分别将 A, B

嵌入为直和项.

借此, 我们得到 A⊗B 的泛性质刻画.

命题 7.3.4 承上, ιA 和 ιB 是代数的同态, 它们的像在 A ⊗ B 中对乘法彼此交换. 资
料 (A⊗B, ιA, ιB) 满足以下泛性质: 对于每一组资料 (C, fA, fB), 其中 C 是 R-代数而
fA : A → C 和 fB : B → C 的像相交换, 存在唯一的代数同态 φ : A ⊗ B → C 使下
图交换

A A⊗B B

C

ιA

fA
∃!ϕ

ιB

fB

在至多差一个唯一同构的意义下, 上述性质唯一地刻画了 A⊗B.
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证明 容易看出 ιA 和 ιB 是代数的同态; 由 (a⊗ 1)(1⊗ b) = a⊗ b = (1⊗ b)(a⊗ 1) 可
知 A ⊗ 1 和 1 ⊗ B 相交换. 今给定资料 (C, fA, fB), 断言中的交换图表说明合成映射

A× B → A⊗ B
ϕ
C 必为 (a, b) 7→ fA(a)fB(b). 这样的映射是平衡积, 因而唯一地确

定了 φ. 至于 φ 的存在性, 平衡积 (a, b) 7→ fA(a)fB(b) 给出了 φ : A ⊗ B → C, 而 fA

与 fB 的像相交换这点恰恰是令 φ 为代数同态所需的性质.

读者在确保纸张存量的前提下, 不妨试着以图表重述这些性质与证明.

注记 7.3.5 现在我们可以解释如何将双模纳入左模或右模的框架, 为此仅需使用 Z-代
数的张量积. 令 S, T 为环, 亦即 Z-代数, 则有范畴间的同构(

S ⊗
Z
T op

)
-Mod ' (S, T )-Mod ' Mod-

(
Sop ⊗

Z
T

)
.

这是因为赋交换群 (M,+) 以 (S, T )-双模结构相当于指定像相交换的环同态 S →
End(M) 和 T op → End(M) (比照注记 6.1.2), 这也就等于指定环同态 S ⊗

Z
T op →

End(M) 或者
(
Sop ⊗

Z
T

)op
→ End(M).

注记 7.3.6 非零 R-代数的张量积可以是零代数. 例如取 a, b ∈ Z>1 互素, 则存在整数
u, v 使得 1 = ua+ vb, 因而 Z/aZ⊗

Z
Z/bZ = 0. 然而当 A, B 都是非零自由 R-模时, 推

论 6.5.16 确保 A ⊗
R
B 自由且秩为 A, B 的秩之积, 因而非零. 当 R 是域时, 以上假设

总是成立. 这套论证可以直接推广到稍后要讨论的无穷张量积 (定义–定理 7.3.8).

例 7.3.7 回到非交换代数基本范例: 矩阵代数. 以下置 ⊗ := ⊗R. 我们证明对任意
R-代数 A, B 皆有同构

Mn(A)⊗B
∼→Mn(A⊗B) (7.4)

Mn(R)⊗Mm(R)
∼→Mnm(R). (7.5)

两者并用可得

Mn(A)⊗Mm(B) ' A⊗Mn(R)⊗Mm(R)⊗B 'Mnm(A⊗B). (7.6)

先处理 (7.4), 此映射无非是 (aij)i,j ⊗ b 7→ (aij ⊗ b)i,j . 命题 6.5.11, 例 7.1.8 及其后的
讨论表明 Mn(A)⊗B 是自由左 A⊗B-模

Mn(A)⊗B =
⊕
i,j

(A⊗B)(Eij ⊗ 1),

同时 Mn(A ⊗ B) 也是自由的: Mn(A ⊗ B) =
⊕

i,j(A ⊗ B)Eij . 对于任意 i, j, 将
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(a⊗ b)Eij 映至 (a⊗ b)(Eij ⊗ 1), 此双射显然保持乘法结构, 由此可知 (7.4) 确为同构.
接着解释 (7.5). 首先抽象地令 V , W 分别是与秩 n 和 m 的自由 R-模, 那么

命题 6.5.11 蕴涵 V ⊗W 是秩 nm 自由 R-模, 张量积的函子性给出 R-代数的同态
End(V )⊗ End(W )→ End(V ⊗W ).
取定基以假设 V = R⊕n, W = R⊕m, 于是 End(V )⊗ End(W ) 等同于自由 R-模:

Mn(R)⊗Mm(R) =
⊕

1≤i,j≤n
1≤r,s≤m

REij ⊗ Ers

作为 R-代数,其乘法由 (Eij⊗Ers) ·(Ekl⊗Etu) = δj,kδs,tEil⊗Eru 完全确定. 选定双射

f : {1, . . . , n} × {1, . . . ,m} 1:1 {1, . . . , nm}

则可等同 V ⊗W 与 R⊕nm, 易见图表

End(V )⊗ End(W ) End(V ⊗W )

Mn(R)⊗Mm(R) Mnm(R)

Eij ⊗ Ers Ef(i,r),f(j,s)

' '

∈ ∈

交换, 而第二行显为同构. 这就构造了所求的 (7.5).

言归正传. 代数间张量积的定义与泛性质在多元情形
⊗

i∈I Ai 有直截了当的推广,
其中 I 为有限集. 这般构造具有明了的函子性, 例如对同态族 fi : Ai → A′i 存在自然的⊗

i∈I fi :
⊗

i∈I Ai →
⊗

i∈I A
′
i, 使得图表

Aj A′j⊗
iAi

⊗
iA
′
i

fj

⊗
i fi

对所有 j ∈ I 交换, 如此等等.
命题 7.3.4 所述的泛性质能推广到任意一族 (fi : Ai → C)i∈I , 这里 I 可以是无

穷集. 为了给出相应的泛对象, 亦即无穷张量积, 先作如是观察: 若 J ⊂ I 是两个有
限集, 仿照之前 ιA 的构造可得到 fJI :

⊗
i∈J Ai →

⊗
i∈I Ai, 而且 K ⊂ J ⊂ I =⇒

fJIfKJ = fKI . 现在令 I 为任意集合并给定一族 R-代数 (Ai)i∈I ; 注意到 I 的所有子
集相对于 ⊂ 构成 §4.10 定义的滤过偏序集. 环对滤过偏序的 lim−→ 已经在命题 5.5.9 中
构造了, 这可以毫无困难地推广到 R-代数的范畴.
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定义–定理 7.3.8 对于任意的 R-代数族 (Ai)i∈I , 定义⊗
i∈I

Ai := lim−→
J⊂I
有限子集

⊗
i∈J

Ai

其中对于 K ⊂ J , 构造极限所用的态射是 fKJ :
⊗

i∈K Ai →
⊗

i∈J Ai. 它带有一族同
态 ιj : Aj →

⊗
i∈I Ai. 资料 (

⊗
i∈I Ai, (ιi)i∈I) 满足类似于命题 7.3.4 的泛性质.

证明 (勾勒) 容易验证 ιi,J : Ai →
⊗

i∈J Ai 与同态族 fKJ 相容: i ∈ K ⊂ J =⇒
fKJ ◦ ιi,K = ιi,J , 因而我们得到 ιi : Ai →

⊗
i∈I Ai, 验证它们是代数同态只是例行公

事. 泛性质的验证一样是化约到有限张量积的情形: 对于资料 (C, (fi : Ai → C)i∈I), 所
求的 φ :

⊗
iAi → C 能且仅能是 φJ :

⊗
i∈J Ai → C 的 lim−→J

.

推论 7.3.9 张量积给出交换 R-代数范畴 R-CAlg 中的余积. 范畴 R-CAlg 是余完备的.

证明 容易证明交换 R-代数的张量积仍然交换, 留作习题. 在命题 7.3.4 (或其无穷版
本) 所述的张量积泛性质中, 若只计入交换的 R-代数 C, 得到的无非是余积的泛性质.
另一方面, R-CAlg 中任一对态射 f, g : A → B 总有余等化子 coker(f, g), 它是 B 对
{f(a)− g(a) : a ∈ A}所生成理想的商 (容许为零代数). 从定理 2.8.3立刻导出一般 lim−→
的存在性.

最后, 我们用张量积来构作代数的基变换. 请先回忆 §6.6 中的简单构造: 取定交换
环的同态 φ : R → S, 视 S 为 R-模. 对于任意 R-代数 A, 张量积 A ⊗

R
S 自然地具有

S-代数结构: 按命题 7.1.3 的观点, 这是因为 ιS : S → A⊗
R
S 的像落在 A⊗

R
S 的中心里.

反向观之, 将一个 S-代数 B 的纯量乘法透过 φ 拉回, 就得到一个 R-代数. 如只看

模结构, 则这两套操作正是推论 6.6.8 的函子 R-Mod S-Mod
PR→S

FR→S

. 计入乘法, 则以

上讨论给出一对函子 R-Alg S-Alg
PR→S

FR→S

.

命题 7.3.10 上述函子构成 R-代数和 S-代数范畴之间的伴随对 (PR→S ,FR→S). 对于
同态 Q→ R→ S, 存在同构 PR→S ◦ PQ→R ' PQ→S 和等式 FQ→R ◦ FR→S = FQ→S .

证明 设 A, B 分别为 R-代数和 S-代数. 我们回顾 (PR→S ,FR→S) 在模的层次的伴随
同构 (6.2), 它映 R-模同态 f : A→ B 至 S-模同态 f ′ : A⊗

R
S → B, f ′(a⊗ s) = f(a)s ∈

B; 反过来, 将 f ′ 与 A → A⊗
R
S 合成便回归 f . 欲证明这对函子在代数的层次相伴随,

仅须证明前述映射将代数同态映至代数同态, 而这是直截了当的.
至于伴随性与合成同态 Q→ R→ S 的性质, 可仿照引理 6.6.9 的办法处理.

命题 7.3.11 函子 PR→S 是幺半函子: 存在自然的 S-代数同构

PR→S(A)⊗
S
PR→S(B)

∼→ PR→S(A⊗
R
B).
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证明 主要是应用

(A⊗
R
S)⊗

S
(B ⊗

R
S)

∼−→ (A⊗
R
B)⊗

R
S

(a⊗ s)⊗ (b⊗ t) 7−→ (a⊗ b)⊗ st,

(a⊗ s)⊗ (b⊗ 1)←− [ (a⊗ b)⊗ s
细节繁而不难, 留给读者.

环 R 上的代数 A 可以理解为一族以极大理想谱 MaxSpec(R) 为参数空间, “代
数地” 变化的域上代数: 对每个极大理想 m 取域 R/m 上相应的代数为基变换
PR→R/m(A) = A⊗

R
R/m, 又称 A 的 mod m 约化, 此术语从下述结果看是合理的.

引理 7.3.12 设 A1, A2 为 R-代数, ai ⊂ Ai 为理想, 则存在自然的同构

(A1/a1)⊗
R
(A2/a2)

∼→ A1 ⊗
R
A2

/(
a1 ⊗

R
A2 +A1 ⊗

R
a2

)
,

为了符号清爽, 这里我们将 a1 ⊗A2 和 A1 ⊗ a2 等同于它们在 A1 ⊗A2 中的像.
作为推论, 对任意理想 I ⊂ R 和 R-代数 A, 有自然同构 A⊗

R
(R/I)

∼→ A/IA.

证明 对于第一个断言, 记 A := A1 ⊗ A2

/
(a1 ⊗A2 +A1 ⊗ a2), 必须对自明的同态

ιi : Ai/ai → A (i = 1, 2) 验证命题 7.3.4 里的泛性质; 这是平凡的练习.
对于第二个断言, 我们取 A1 = A, a1 = {0}, A2 = R, a2 = I, 并利用同构

A⊗
R
R
∼→ A, 它映 A⊗ I 的像为 IA.

7.4 分次代数
代数上的分次结构在应用中是自然而然的, 初步例证是多项式代数 R[X] =⊕

n≥0RX
n. 我们还会进一步研究分次代数间的张量积, 这是 §7.3 中构造的推广.

定义 7.4.1 (分次模与分次代数) 令 I 为交换幺半群, 以 + 表二元运算, 0 表幺元.

� 交换环 R 上的 I-分次模是配备直和分解 M =
⊕

i∈IMi 的模 M . 全体 I-分次模
可作成幺半范畴 (R-ModI ,⊗): 从 M 到 N 的分次同态意谓满足 ∀i ϕ(Mi) ⊂ Ni

的同态, 张量积 M ⊗ N 上诱导自然的分次结构 (回忆命题 6.5.11 断言张量积保
直和)

(M ⊗N)k =
⊕
i,j∈I
i+j=k

Mi ⊗Nj .

称 x ∈ Mi ∖ {0} 为 M 中次数为 i 的齐次元, 也记作 deg(x) = i; 对 0 不定义次
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数. 分次子模意谓 M 中满足 N =
⊕

i(N ∩Mi) 的子模.

� 交换环 R 上的 I-分次代数是配备直和分解 A =
⊕

i∈I Ai 的 R-代数, 其乘法
满足 Ai · Aj ⊂ Ai+j 且 1 ∈ A0; 因此 A0 是子代数. 同样可将 I-分次代数
作成范畴 R-AlgI , 同态 ϕ : A → B 须同时是 I-分次模的同态, 亦即适合于
ϕ(Ai) ⊂ Bi. 分次理想意谓 A 中形如 a =

⊕
i(a ∩ Ai) 的理想; 因而当 a 6= A 时

A/a =
⊕

iAi/a ∩Ai 仍是分次代数.

当 (I,+) ⊂ (Z,+) 时, 我们径称这些对象是分次的.

引理 7.4.2 在 I-分次代数 (或分次模) 中的双边理想 a (或子模) 是分次的当且仅当它
能由齐次元生成.

证明 以下只处理理想情形. 分次理想按定义当然由齐次元生成. 欲证其逆, 只需说明
a 有齐次生成元 {as : s ∈ S} 蕴涵 a =

∑
i a ∩ Ai. 按生成元的定义, a 中元素是形如

uasv 的元素的 R-线性组合, 其中 u, v ∈ A; 将 u, v 进一步拆成齐次项则可假设这些
uasv 都是齐次元. 证毕.

任意 R-代数 A 可赋予平凡的 I-分次结构: 置 A0 = A, 其余 Ai = {0}. 对 A = R

这是唯一的取法. 所以分次模的定义可以合理地拓展如下, 若分次 R-模 M 亦是 R-代
数 A 作用下的左模, 那么当 Ai ·Mj ⊂ Mi+j 对所有 i, j ∈ I 恒成立时, 称 M 是分次
A-模.

更干净的手法是将分次代数视为叠架在分次模上的结构. 这相当于在代数 A 的箭
头定义 7.1.6 中要求 A 是 I-分次模, 而且乘法 A⊗A→ A 和幺元 R→ A 都是 I-分次
模的同态. 且看些初步例子.

� 多项式环 R[X0, . . . , Xn] 是 Z≥0-分次代数, 其中

R[X0, . . . , Xn]i =
⊕
|a|=i

RXa0
0 · · ·Xan

n ,

因此次数 i 的齐次元恰好是 R 上的 i 次齐次多项式. 此时的分次理想也称为齐次
理想, 扣除少部分例外情形, 它们在代数几何学中对应于射影空间 Pn 里的闭子概
形.

� 设 Γ 为交换幺半群, 则定义 5.6.1 的幺半群环 R[Γ] =
⊕

γ∈ΓRγ 构成 Γ-分次代数,
这几乎是同义反复.

� 光滑微分流形 X 上的所有 C-值微分形式对运算 (ω, η) 7→ ω ∧ η 构成 C-代数, 记
作 A(X) =

⊕dimX
k=0 Ak(X), 其中 Ak(X) 表示 k 次微分形式构成的 C-向量空间,

基本理论可参考 [61, §3.2]. 回忆到 A0(X) = C∞(X) 而 Ak(X) 中任意元素 ω 在
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局部坐标 x1, . . . , xn 下可唯一地表作

ω =
∑

1≤i1<···<ik≤n

fi1,...,ik dxi1 ∧ · · · ∧ dxik , fi1,...,ik ∈ C∞(X)

的形式. 于是 A(X) 构成分次代数, 乘法不交换, 然 “虽不中亦不远矣”, 因为几何
学中有熟悉的公式

ω ∧ η = (−1)abη ∧ ω, ω ∈ Aa(X), η ∈ Ab(X).

代数 A(X) 的另一个关键性质是它具有外微分运算 d : A(X)→ A(X).

最后一则例子的 A(X) 蕴藏了丰富的代数结构, 它在几何学中也是不可或缺的工具, 主
要归功于 Élie Cartan 的工作. 我们由 A(X) 的乘法换位公式抽绎出如下定义.

定义 7.4.3 给定交换幺半群 (I,+) 以及加法同态 ε : I → Z/2Z, 分次代数 A 如满足

xy = (−1)ϵ(deg x)ϵ(deg y)yx, x, y ∈ A : 齐次元

则称 A 的乘法是 ε-交换的.

取 ε = 0 则回归到交换分次代数. 最寻常的选取自然是 I ⊂ Z 而 ε : Z→ Z/2Z 是商同
态的情形, 这时我们常把 ε-交换称作反交换. 有时我们还会加上性质

[ε(degx) = 1 ∈ Z/2Z] =⇒ x2 = 0. (7.7)

当 2 ∈ R× 时, ε-交换性蕴涵 ε(degx) = 1 =⇒ x2 = −x2 =⇒ x2 = 0, 条件 (7.7) 自动
成立. 在微分几何等应用中常取 R = C,R, 故无差异.

不难从定义验证 I-分次代数 A, B 的张量积对 (A⊗ B)i =
⊕

j+k=iAj ⊗ Bk 仍然
成 I-分次代数, 而且交换约束 c(A,B) : A ⊗ B ∼→ B ⊗ A 是分次代数的同构. 不消说,
无穷多个分次代数的张量积也有类似的结果. 对于反交换分次代数的情形, 譬如 A(X),
则须稍加 “扭转” A⊗B 的乘法以获得期望的性质. 我们希望用一套统一的框架来理解
这一机制.

处理此类问题的制高点是引入 I-分次模范畴 R-ModI 的一个辫结构 (定义 3.3.1),
亦即自然同构 cϵ(M,N) :M ⊗N ∼→ N ⊗M 如下

cϵ(M,N) :Mi ⊗Nj
∼−→ Nj ⊗Mi

x⊗ y 7−→ (−1)ϵ(deg x)ϵ(deg y)y ⊗ x, i, j ∈ I.
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这也称为 Koszul 辫结构, 容易验证它满足辫结构定义 3.3.1 的所有要求, 更满足对称性

cϵ(A,B)cϵ(B,A) = id. (7.8)

此外, 定义 7.4.3 能以幺半范畴的语言改写为

A : ε-交换 ⇐⇒ µA ◦ cϵ(A,A) = µA

在此 µA : A⊗A→ A 表 A 的乘法.

定义–定理 7.4.4 (Koszul符号律) 取定 I, ε : I → Z/2Z 并令 A, B 为 I-分次代数. 在
张量积 A⊗B 上定义乘法使得对齐次元有

(a⊗ b)(a′ ⊗ b′) = (−1)ϵ(deg b)ϵ(deg a′)aa′ ⊗ bb′,

则
(i) A⊗B 对此乘法成为 I-分次代数;
(ii) 自然同态 ιA : A→ A⊗B 和 ιB : B → A⊗B 都是分次代数的同态;
(iii) 若 A 和 B 都是 ε-交换的, 则 A⊗B 亦然;
(iv) Koszul 辫结构 cϵ(A,B) : A⊗B ∼→ B ⊗A 是分次代数的同构.

换言之, 我们在原张量积乘法的每一个分次部分 (Ai ⊗Bj)⊗ (Ak ⊗Bl)→ Ai+k ⊗Bj+l
以符号 (−1)ϵ(j)ϵ(k) 扭转. 证明无非是定义的直接操演, 要点在于理解定义的想法. 假定
A, B 皆为 ε-交换, 使 A⊗B 成为 ε-交换的至少需要哪些条件呢? 断言 (ii) 应该是个自
然的要求, 这就确定了乘法规律 (a ⊗ 1)(a′ ⊗ 1) = aa′ ⊗ 1 和 (1 ⊗ b)(1 ⊗ b′) = 1 ⊗ bb′;
一般情形下, 结合律蕴涵

(a⊗ b)(a′ ⊗ b′) = (a⊗ 1) ((1⊗ b)(a′ ⊗ 1)) (1⊗ b′).

假若 A⊗B 为 ε-交换, 则必有 (1⊗ b)(a′ ⊗ 1) = (−1)ϵ(deg b)ϵ(deg a)(a′ ⊗ 1)(1⊗ b). 代回
前一步就得到定义中以 ε 扭转的乘法律. 于是在 (ii) 的制约下, Koszul 符号律对于 ε-交
换 I-分次代数不仅自然甚且必然. 这点可以用范畴语言利索地总结.

命题 7.4.5 令 R-CAlgϵI 全体 ε-交换 I-分次代数构成的范畴, 则张量积 ⊗ 配合 Koszul
符号律给出 R-CAlgϵI 上的余积. 此外 R-CAlgϵI 是余完备的. 如果 A, B 皆满足 (7.7),
则 A⊗B 亦然.

习惯简记交换 I-分次代数范畴 R-CAlg0
I 为 R-CAlgI .

证明 前半部是推论 7.3.9 的自然延伸, 以上已实质说明了有限余积的构造, 在此
同样可以取滤过极限以处理无穷张量积. 欲证 R-CAlgϵI 余完备只须对任一对态射
f, g : A→ B 构造余等化子 B → coker(f, g); 留意到 {a ∈ A : f(a)− g(a)} 生成分次理



§7.4 分次代数 279

想 I, 故 B/I 即所求.

今假设 A, B 满足 (7.7),考虑 A⊗B 的齐次元 x =
∑n
i=1 xi⊗yi,记 pi := ε(degxi),

qi := ε(deg yi) 并假设 ∀i, pi + qi = 1. 计算

x2 =

(
n∑
i=1

xi ⊗ yi

)2

=
∑
i,j

(−1)qipjxixj ⊗ yiyj

=

∑
i=j

+
∑
i 6=j

 · · · = 0 +
∑
i 6=j

(−1)qipjxixj ⊗ yiyj .

对每个 1 ≤ i, j ≤ n,

(−1)qipjxixj ⊗ yiyj = (−1)qipj+pipj+qiqjxjxi ⊗ yjyi
= (−1)piqj+qipj+pipj+qiqj · (−1)qjpixjxi ⊗ yjyi.

由于在 Z/2Z 中 qjpi + qipj + pipj + qiqj = (pi + qi)(pj + qj) = 1, 交换 i 6= j 后以上和
式的项变号相消, 如愿得到 x2 = 0.

回到几何的源头, 不难看出 Koszul 符号律与 ω ⊗ η 7→ ω ∧ η 几乎将 A(X)⊗ A(Y )

等同于 A(X × Y ), 因而是合理的. 为此仅须取定 X 和 Y 的局部坐标 x1, . . . , xn 和
y1, . . . , ym, 其并构成 X × Y 的局部坐标; 微分形式的乘法要求在 A(X × Y ) 中有

(dyi1 ∧ · · · ∧ dyik) ∧ (dxj1 ∧ · · · ∧ dxjl) = (−1)kl dxj1 ∧ · · · ∧ dxjl ∧ dyi1 ∧ · · · ∧ dyik

这无非是 Koszul符号律;之所以 “几乎”等同,是因为 C∞(X)⊗C∞(Y ) 6= C∞(X×Y ),
欲得等式须取拓扑向量空间的完备张量积 ⊗̂.

从对称幺半范畴的高度观照. 将分次代数看作叠架在分次模上的结构, Koszul 符号
律相当于定义 A⊗B 上的乘法 µA⊗B 为合成态射 (省去结合约束)

A⊗B ⊗A⊗B
idA⊗cϵ(B,A)⊗idB

A⊗A⊗B ⊗B
µA⊗µB

A⊗B;

取 ε = 0, c0(B,A) = c(B,A), 便是无扭转的版本. 分次代数 A 的 ε-交换性还能刻画
为 A = Aϵ−op, 其中 ε-相反代数 Aϵ−op 的构造是以 µA ◦ cϵ(A,A) 代 µA, 读者可以验证
Aϵ−op 确实是代数.

综之, 在同一个幺半范畴 (R-ModI ,⊗) 上考虑不同的对称辫结构, 便在分次代数上
导种种出不同版本的交换性与张量积上的乘法. 这般思路在当代数学中并非孤例.

定义–定理 7.4.4 毕竟是一些初等的代数性质, 直接验证既不难也不繁; 不过既然已
经踏上制高点, 在对称幺半范畴的框架下进行验证兴许更有趣, 也利于进一步的推广.
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兹以性质 (iv) 为例, 需证明的是图表

A⊗B ⊗A⊗B B ⊗A⊗B ⊗A

A⊗A⊗B ⊗B B ⊗B ⊗A⊗A

A⊗B B ⊗A

cϵ(A,B)⊗cϵ(A,B)

idA⊗cϵ(B,A)⊗idB idB⊗cϵ(A,B)⊗A
cϵ(A⊗A,B⊗B)

µA⊗µB µB⊗µA

cϵ(A,B)

交换, 其中 µA, µB 表代数的乘法, 并在图中省去交换约束. 下块的交换性可归结于
cϵ(−,−) 的函子性. 上块交换性从辫子观点则一目了然 (回忆 §3.3):

B

B

B

B

A

A

A

A

=

B

B

B

B

A

A

A

A

∵ (7.8)

B

B

B

B

A

A

A

A

形式地论证则须先将 cϵ(A ⊗ A,B ⊗ B) 以 (3.10), (3.11) 拆解为最右辫子上部的形貌,
然而这也毫无困难.

注记 7.4.6 函子 PR→S , FR→S 在 I-分次代数和分次模情形有显而易见的推广, 以及
相应的伴随关系. 以基变换 PR→S 为例, 若赋予 S 平凡的分次 S0 = S, 自然可以拓展
PR→S = −⊗ S 为函子 R-AlgI → S-AlgI . 对于 ε-对称代数的推广也是直截了当的.

7.5 张量代数
取定交换环 R. 在 §6.5 已经系统地处理了模的张量积, 眼下的交换情形更为简单:

以下记 ⊗ = ⊗R, 我们可以考虑多个模的张量积 M1 ⊗ (M2 ⊗ (· · · ⊗Mn) · · · ), 由于有结
合约束, 括号放置顺序在此不是问题, 一劳永逸的办法则是仿照命题 6.5.12 的证明, 对
任意 R-模 A 考虑 R-模

Mul(M1, · · · ,Mn;A) := {多重线性映射 B :M1 × · · · ×Mn → A}
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其中我们称 B 为多重线性映射, 如果它对每个变元 xi ∈Mi 皆为 R-线性的.
我们欲定义的资料为 R-模 M1 ⊗ · · · ⊗Mn 连同多重线性映射 M1 × · · · ×Mn →

M1 ⊗ · · · ⊗Mn, 后者记作 (x1, · · · , xn) 7→ x1 ⊗ · · · ⊗ xn. 它们由泛性质

Hom(M1 ⊗ · · · ⊗Mn, •)
∼−→ Mul(M1, · · · ,Mn; •)

ϕ 7−→ [(x1, . . . , xn) 7→ ϕ(x1 ⊗ · · · ⊗ xn)]
(7.9)

刻画. 此时仍然有多变元的结合约束

(M1 ⊗ · · · ⊗Mn)⊗ (Mn+1 ⊗ · · · ⊗Mm)
∼→M1 ⊗ · · · ⊗Mm

满足合适的函子性质. 定义模 M 的 n 重张量积为

Tn(M) :=M ⊗ · · · ⊗M
n份

, n ≥ 1,

T 0(M) := R.

结合约束导出自然同态 µi,j : T
iM ⊗ T jM ∼→ T i+jM .

定义 7.5.1 (张量代数) 定义 R-模 M 的张量代数为 T (M) :=
⊕∞

n=0 T
n(M), 其乘法

和幺元分别由诸 µi,j 和 R = T 0(M) ↪→ T (M) 给出. 它带有自然的 R-模单同态
M = T 1(M) ↪→ T (M). 同时 T (M) 也是定义 7.4.1 中的分次代数, 其 k 次齐次部分无
非是 T k(M).

乘法的定义如在元素层面展开, 无非是张量积

(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) · (y1 ⊗ · · · ⊗ ym) = x1 ⊗ · · · ⊗ xn ⊗ y1 ⊗ · · · ⊗ ym.

至于所需的结合律等性质, 归根结柢是源于结合约束的函子性. 注意到 M = T 1(M) 生
成 T (M). 由于每个 T k(·) 都是函子, 易证 T (·) 亦然: 若 M → N 是模的同态, 则存在

唯一的代数同态 T (M)→ T (N) 使图表
M N

T (M) T (N)

交换.

下述泛性质表明 (T (M),M → T (M)) 可谓是模 M 上的 “自由代数”.

定理 7.5.2 张量代数满足如下泛性质: 对任意 R-代数 A 连同 R-模同态 f : M → A,
存在唯一的 R-代数同态 ϕ : T (M)→ A 使下图交换:

T (M)

M

A

∃! φ

f
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换句话说, 函子间有伴随关系 HomR-Alg(T (−),−) ' HomR-Mod(−, U(−)), 此处 U :

R-Alg→ R-Mod 表忘却函子.

证明 同态 ϕ : T (M) → A 由它在每个直和项 Tn(M) 上的限制确定, 根据泛性质, 当
n ≥ 1 时后者又由多重线性映射

M × · · · ×M −→ A

(x1, · · · , xn) 7−→ ϕ(x1 ⊗ · · · ⊗ xn)

所确定. 图表中的代数间同态必须满足 ϕ(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = f(x1) · · · f(xn), 右边是
(x1, . . . , xn) 的多重线性映射; 由泛性质知这唯一确定了 ϕ. 欲证明存在性, 仅须倒转以
上论证以构造模同态 ϕ : T (M)→ A, 并按部就班地验证它的乘性.

既谈到伴随函子, 借机回忆范畴论中的标准手法: 同构 HomR-Alg(T (−),−) '
HomR-Mod(−, U(−))将左端的 idT (M) : T (M)→ T (M)映到 R-模同态M → UT (M) =

T (M), 这正是唯一确定了伴随同构的 “单位” 态射 (定义 2.6.3). 所以伴随诠释一并容
纳了 T (M) 和 M → T (M) 的构造.

引理 7.5.3 张量代数的构造与基变换相交换: 对环同态 R → S 存在唯一的分次 S-代
数同构 ψM : T (M ⊗ S) ∼→ T (M)⊗ S, 使得图表

M ⊗ S

T (M ⊗ S) T (M)⊗ S

[M→T (M)]⊗S

∼
ψM

在 S-Mod 中交换. 于是有函子的同构 T (−⊗ S) ∼→ T (−)⊗ S.

证明 由于 M
∼→ T 1(M) 生成 R-代数 T (M), 同构 ψM 的唯一性和分次性都是明白的.

证其存在的手法有多种, 直接在集合元素和映射层面验证兴许最快, 然而我们更希望凸

显伴随函子的枢纽角色. 是以考虑基变换函子 PR→S : R-Mod
−⊗S

S-Mod，以及拉
回函子 FR→S : S-Mod→ R-Mod; 它们对 R 和 S-代数的版本分别记为 P aR→S , FaR→S .
推论 6.6.8 及命题 7.3.10 给出伴随对 (PR→S ,FR→S) 和 (P aR→S ,FaR→S); 此外还有定理
7.5.2的伴随对 (T, U). 为简化符号, 此处略去伴随对所需的同构.

依命题 2.6.11 作伴随对的合成, 得出 (TPR→S ,FR→SU) 和 (P aR→ST,UFaR→S) 也
是伴随对. 显然 FR→SU = UFaR→S , 命题 2.6.10 断言的唯一性遂给出 ψ : TPR→S

∼→
P aR→ST . 考虑单位 (定义 2.6.3) 可得自然的交换图表

M

FR→SUTPR→S(M) FR→SUP aR→ST (M)∼
FR→SUψM
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而且此图也唯一确定了 ψM (因为 U , FR→S 皆忠实). 利用伴随对 (PR→S ,FR→S) 及自
然性可知这等价于

PR→S(M)

UTPR→S(M) UP aR→ST (M)∼
UψM

交换. 展开图中诸函子的定义即得断言的交换图表. 由此亦见 ψM 保持分次.

推论 7.5.4 张量代数的构造 T (−) : R-Mod → R-AlgZ 保任意的 lim−→: 存在分次代
数的自然同构 lim−→i

T (Mi)
∼→ T (lim−→i

Mi). 模的商同态 M � M/N 映至 T (M) →
T (M)/ 〈N〉 ' T (M/N), 其中 〈N〉 表示 N 生成的分次理想.

证明 因为 T 有右伴随函子 U , 保 lim−→ 是定理 2.8.12 的形式结论. 商同态 M →M/N

可以视同 R-Mod 中的余等化子 M → coker(ι, 0), 其中 ι : N ↪→ M . 它被 T 映至
T (M) → coker(T (ι), T (0)); 为了得到自然同构 coker(T (ι), T (0)) ' T (M)/ 〈N〉, 仅须
回忆 R-AlgZ 中余等化子的构造 (命题 7.4.5), 并留意 T (0) : T (N) → T (M) 诱导
R = T 0(N) ↪→ T 0(M) 而在 T>0(N) 上为零.

7.6 对称代数和外代数
沿用上节的符号.

定义 7.6.1 (对称代数与外代数) 以齐次生成元定义 T (M) 的分次双边理想

ISym(M) := 〈x⊗ y − y ⊗ x : x, y ∈M〉 ,

I∧(M) := 〈x⊗ x : x ∈M〉 .

相应的商代数

Sym(M) := T (M)/ISym(M),∧
(M) := T (M)/I∧(M)

分别称为 M 的对称代数和外代数.

当 R = C 而 M 是 Hilbert 空间时, Sym(M) 是量子物理学中常用的 (Bose 子)
Fock 空间, 取

∧
(M) 就得到 (Fermi 子) Fock 空间; 从 M 过渡到其 Fock 空间是所谓

二次量子化的一道步骤.
我们先作一些基本的观察.
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� 引理 7.4.2 确保 ISym(M) =
⊕

n I
n
Sym(M) 和 I∧(M) =

⊕
n I

n∧(M) 都是分次理
想, 因之 Sym(M) =

⊕
n≥0 Symn(M) 和

∧
(M) =

⊕
n≥0

∧n
(M) 自然地成为分

次代数. 由于这些理想由二次齐次元生成, 我们仍有从 M → T (M) 诱导的单同
态 M → Sym(M) 和 M →

∧
(M).

� 任意模同态 M → N 诱导 ISym(M) → ISym(N) 和 I∧(M) → I∧(N), 因之
Sym(·) 和

∧
(·) 皆为函子.

� 对称代数的乘法习惯写作 (x, y) 7→ xy; 当 x, y ∈ M 时 xy = yx, 又由于 M 生成
Sym(M) 故 Sym(M) 是交换 R-代数. 由此知对称代数可谓是 T (M) 的交换化.

� 外代数的乘法习惯写作 (x, y) 7→ x ∧ y. 注意到对每个 x, y ∈M ,

(x+ y)⊗ (x+ y)− x⊗ x− y ⊗ y = x⊗ y + y ⊗ x ∈ I∧(M),

上式蕴涵 x ∧ y = −y ∧ x, 这是定义 7.4.3 中反交换性对一次齐次元的情形. 由于
M 生成

∧
(M), 对任意齐次元 x, y 皆可导出 x ∧ y = (−1)deg x deg yy ∧ x. 反之若

假设 2 ∈ R×, 则反交换性又蕴涵 x ∧ x = −x ∧ x = 0 对任意 x ∈ M 成立, 故此
时外代数可谓是 T (M) 的反交换化.

� 最后我们对
∧
(M) 验证 (7.7). 一次情形是明显的, 而任意奇数次齐次元可表作

ω =
∑k
i=1 ti ∧ ηi, 其中 deg(ti) = 1, deg(ηi) ∈ 2Z, 反交换性蕴涵

ω ∧ ω =
∑
i,j

ti ∧ ηi ∧ tj ∧ ηj =
∑
i,j

ti ∧ tj ∧ ηi ∧ ηj

=
∑
i

(ti ∧ ti) ∧ (ηi ∧ ηi) +
∑
i<j

(ti ∧ tj + tj ∧ ti) ∧ ηi ∧ ηj

= 0 + 0 = 0.

总结部分结果如下.

引理 7.6.2 对称代数 Sym(M) 是交换分次代数; 外代数
∧
(M) 是反交换分次代数并满

足性质 (7.7).

例 7.6.3 设 M 为秩一自由模 M = Rx. 则作为分次代数有 Sym(M) = R[x] =⊕
n≥0Rx

n, 而
∧
(M) = R⊕Rx.

引理 7.6.4 对称代数与外代数的构造与基变换交换: 对环同态 R→ S, 引理 7.5.3 中的
函子同构 T (−⊗ S) ∼→ T (−)⊗ S 自然地导出

Sym(−⊗ S) ∼→ Sym(−)⊗ S,
∧

(−⊗ S) ∼→
∧

(−)⊗ S,
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而且同构保分次结构.

证明 由引理 7.5.3 配上理想生成元的描述, 立得 T (−⊗S) ∼→ T (−)⊗S 导出分次同构
ISym(M ⊗ S) ∼→ ISym(M)⊗ S 和 I∧(M ⊗ S) ∼→ I∧(M)⊗ S. 张量积保商 (命题 6.9.2)
故证毕.

一如多元张量积, M 的 n 次对称幂 Symn(M) 和外幂
∧n

(M) 也由泛性质刻画.
令 A 为任意 R-模, n ≥ 1, 置

Sym(M × n;A) :=

B ∈ Mul(M, . . . ,M

n份

;A) : B(. . . , x, y, . . .) = B(. . . , y, x, . . .)

 ,

Alt(M × n;A) :=

B ∈ Mul(M, . . . ,M

n份

;A) : B(. . . , x, x, . . .) = 0


定义式中 x, y ∈ M 而且比邻出现的位置是任意的. 我们分别称 Sym(M × n;A) 和
Alt(M × n;A) 的元素为 M 上取值在 A 中的对称和反对称 n 重线性映射. 为了会通线
性代数中相似的概念,请先注意到对称群 Sn 以 (σB)(x1, . . . , xn) = B(xσ(1), . . . , xσ(n))

左作用于 Mul(M, . . . ,M ;A), 并回忆 Sn 由对换 τi := (i i+ 1) 生成, 1 ≤ i < n (引理
4.9.4).

� 对于 Sym(M ×n;A), 定义可以改写为 ∀i, τiB = B, 或者进一步 ∀σ ∈ Sn, σB =

B. 这是对称多重线性映射的合理定义.
� 对于 Alt(M × n;A), 参照先前推导

∧
(M) 反交换的办法, 依样画葫芦地从

B(. . . , x+ y, x+ y, . . . , . . .) = B(. . . , x, x, . . .) = B(. . . , y, y, . . .) = 0

导出 B(. . . , x, y, . . .) = −B(. . . , y, x, . . .), 亦即 τiB = −B; 或者进一步:

∀σ ∈ Sn, σB = sgn(σ)B.

当 2 ∈ R× 时, 取 x = y 还能反推 B(. . . , x, x, . . .) = 0. 综之, Alt(M × n;−) 也是
反对称多重线性映射的合理定义, 至少在 2 ∈ R× 时毫无争议.

当 n = 0 时, 定义 Sym(M × 0;A) = Alt(M × 0;A) = A; 注意到 Sym0 =
∧0

= R.



286 第七章 代数初步

命题 7.6.5 对任意 M 和 n ≥ 1 如上, 我们有函子的同构

HomR-Mod (Symn(M),−) ∼−→ Sym(M × n;−)

ϕ 7−→ [(x1, . . . , xn) 7→ ϕ(x1 · · ·xn)],

HomR-Mod(
n∧
(M),−) ∼−→ Alt(M × n;−)

ϕ 7−→ [(x1, . . . , xn) 7→ ϕ(x1 ∧ · · · ∧ xn)].

当 n = 0 时以上同构按定义依然成立.

证明 略去 n = 0 的平凡情形. 对于 Symn(M) 情形, 观察到 InSym(M) 由以下形式的
元素生成

a(x⊗ y)b− a(y ⊗ x)b, x, y ∈M, a, b ∈ T (M) :齐次元, deg(a) + deg(b) + 2 = n.

在多重张量积的泛性质 (7.9) 中, ϕ : Tn(M) → A 在 InSym(M) 上为零当且仅当相应的
B ∈ Mul(M, · · · ,M ;A) 满足

B(. . . , x, y, . . .) = ϕ(· · · ⊗ x⊗ y ⊗ · · · ) = ϕ(· · · ⊗ y ⊗ x⊗ · · · ) = B(. . . , y, x, . . .).

由此立见所求同构. 反对称情形可以类似地梳理.

引进符号 R-CAlgZ 表交换 Z-分次 R-代数所成范畴, R-CAlg−Z 表反交换并满足
(7.7) 的 Z -分次 R-代数所成范畴. 我们立即导出以下结果.

定理 7.6.6 模同态 M → Sym(M) 和 M →
∧
(M) 诱导出函子间的同构

HomR-CAlgZ
(Sym(−),−) ∼−→ HomR-Mod(−, U(−)),

HomR-CAlg−
Z
(
∧

(−),−) ∼−→ HomR-Mod(−, U(−)),

其中 U 表示映 A 为 A1 的函子 R-CAlgZ, R-CAlg−Z → R-Mod.

证明 以对称代数的情形为例,上示同构映 f : Sym(M)→ A为合成M ↪→ Sym(M)
f

A,反向则映R-模同态 ϕ :M → A1为 f : Sym(M)→ A, f(x1 · · ·xn) = ϕ(x1) · · ·ϕ(xn),
后者良定是命题 7.6.5 的推论.

命题 7.4.5 确保 R-CAlgZ 和 R-CAlg−Z 都是余完备范畴. 依靠定理 7.6.6, 以下断言
的证明和推论 7.5.4 全然相同.

推论 7.6.7 函子 Sym : R-Mod → R-CAlgZ 保 lim−→, 而且模的商同态 M → M/N 映至
Sym(M)� Sym(M)/ 〈N〉 ' Sym(M/N). 函子

∧
: R-Mod→ R-CAlg−Z 亦同.
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直和与张量积分别是 R-Mod 和 R-CAlgZ 或 R-CAlg−Z 中的余积. 仔细展开定义就
可以得到以下结果.

推论 7.6.8 对称代数和外代数的构造化直和为张量积: 对于任一族 R-模 {Mi}i∈I ,
置 M :=

⊕
i∈IMi. 存在分次 R-代数的自然同构

⊗
i∈I Sym(Mi)

∼−→ Sym(M) 和⊗
i∈I
∧
(Mi)

∼−→
∧
(M), 其中

⊗
i

∧
(Mi) 按 Koszul 符号律 (定义–定理 7.4.4) 配备分

次 R-代数结构. 它们由以下交换图表刻画: 对每个 j ∈ I,

⊗
i∈I Sym(Mi) Sym(M)

Sym(Mj)

∼

Sym(Mj→M)

⊗
i∈I
∧
(Mi)

∧
(M)

∧
(Mj)

∼

∧
(Mj→M)

推论 7.6.9 设 M =
⊕

x∈X Rx 是以集合 X 为基的自由 R-模. 则
� Sym(M) 作为分次 R-代数同构于多项式代数 R[X];
� 赋予 X 任意全序, 则

∧
(M) 作为 R-模是以

{x1 ∧ · · · ∧ xk : k ≥ 0, x1 < . . . < xk ∈ X}

为基的自由模.
如果 R-模 N 由 n 个元素生成, 那么 m > n =⇒

∧m
N = {0}.

证明 关于自由模 M 的断言可由推论 7.6.8 化约为秩一的情形, 亦即例 7.6.3. 设 R-模
N 带有满同态 R⊕n � N , 则推论 7.6.7 蕴涵分次同态

∧
(R⊕n) �

∧
(N) 为满, 关于∧m

N 的断言因之化约到自由模情形.

最后, 我们来看看如何会通微分几何等学科里常见的定义. 命题 7.6.5 的泛
性质表明 Sym(M) 与

∧
(M) 定为 T (M) 的商实属合理, 然而在一些场合 (如 [61,

§2.2]) 它们被定为全体对称张量 TSym(M) 和斜称张量 T∧(M), 是 T (M) 的子模
而非商模; 我们简要地回顾这些定义. 留意到对称群 Sn 在 Tn(M) 上有左作用
σ(x1⊗ · · · ⊗ xm) = xσ−1(1)⊗ · · · ⊗ xσ−1(m), 对于任意群同态 χ : Sn → {±1}, 我们定义

Tnχ (M) := {x ∈ Tn(M) : ∀σ ∈ Sn, σx = χ(σ)x},

Tχ(M) :=
⊕
n≥1

Tnχ (M),

TSym(M) := T1(M), T∧ := Tsgn(M).

将每个 σ 看作 Tn(M) 的模自同态. 当 n! ∈ R× 时, 容易看出 EndR(Tn(M)) 中元素

eχ = enχ :=
1

n!

∑
σ∈Sn

χ(σ)−1σ
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满足于

eχ|Tn
χ (M) = id, eχτ = χ(τ)eχ = τeχ, τ ∈ Sn. (7.10)

由此导出 im(eχ) = Tnχ (M), 继而 e2χ = eχ, 根据 §6.12 的理论遂有

Tn(M) = Tnχ (M)⊕ ker(eχ)

x = eχ(x) + (1− eχ)(x).

以下不妨设 n ≥ 2. 条件 n! ∈ R× 蕴涵 2 ∈ R×, 根据本节伊始的讨论和 (7.10),

InSym(M) =
∑
τ∈Sn

im(τ − 1) ⊂ ker(e1),

In∧(M) =
∑
τ∈Sn

im(τ − sgn(τ)) ⊂ ker(esgn);

实际上仅取 τ = (i i + 1) 即可生成; 留意到上式对 n = 1 是平凡的. 另一方面,
1 − eχ = 1

n!

∑
τ (1 − χ(τ)−1τ) 的像即 ker(eχ) 又包含于 In···(M) (取 χ = 1, sgn, 此时

χ = χ−1). 于是我们抵达以下结果.

定理 7.6.10 当 n! ∈ R× 时 ker(e1) = InSym, ker(esgn) = In∧, 因而恒等诱导 R-模的同构

TnSym(M)
∼−→ Symn(M),

Tn∧ (M)
∼−→

n∧
(M).

当 R ⊃ Q 时, 对称代数与外代数作为 R-模可以嵌入 T (M); 对称 (或反对称) 张量
的乘法在齐次元上转译为 (x, y) 7→ edeg x+deg y

1 (x⊗ y) (或 (x, y) 7→ edeg x+deg y
sgn (x⊗ y)),

容或差一个约定俗成的因子, 参看 [61, §2 (3.1)]. 此时

T 2(M) = Sym2(M)⊕
2∧
(M),

x⊗ y = x · y + x ∧ y, x, y ∈M.
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7.7 牛刀小试: Grassmann簇
令 F 为域, V 为有限维非零 F -向量空间. 置 n := dimF V . 本节的目的是研究 V

中的全体 k-维向量子空间 W 构成的集合 G(k, V ), 此处 0 ≤ k ≤ n. 确切地说, 我们希
冀对 G(k, V ) 的元素得到方便的参数化, 并赋予合适的几何结构. 这些几何对象称为
Grassmann 簇, 它们在许多领域中都是必备工具, 譬如:
(a) 研究 Rn 的 k 维闭子流形 M (如光滑曲面): 各点切空间构成从 M 到 G(k,Rn) 或
其带定向版本的光滑映射, 称为 Gauss 映射, 它蕴藏了子流形几何的丰富信息.

(b) 同伦论中酉群 U(k) 的分类空间 BU(k) 可以构造为归纳极限 lim−→n≥k G(k,Cn).
定义 7.6.1 的外代数为处理这些问题提供了有力工具. 我们先端详一些简单的特例.

� 略去平凡的情形 k = 0, n.

� 当 k = 1 时 G(1, V ) 是 V 中全体直线. 于是有双射

(V ∖ {0})
/
F×

1:1 G(1, V )

F× · v 7→ Fv

如此得到的对象称为射影空间 P(V ). 我们知道 P(V ) 具有良好的几何结构: 取基
以等同 V 和 Fn+1并记 Pn := P(Fn+1). 将 (x0, . . . , xn) ∈ Fn+1∖{0}张成的直线
记为 (x0 : · · · : xn) ∈ Pn,那么 Pn =

⋃n
i=0 Ui,其中 Ui := {(x0 : · · · : xn) : xi 6= 0}.

每一片 Ui 里的元素都可以唯一地表作 (x0 : · · · : 1
i

: · · ·xn), 因而有双射

ϕi : Ui
∼→ Fn. 进一步, 容易对 i 6= i′ 在 Ui ∩ Ui′ 上验证

ϕi′ ◦ ϕ−1i ((xj)j 6=i) =

(
xj
xi′

)
j 6=i′

.

当 F = R,C 时, 立见坐标卡 (Ui, ϕi)
n
i=0 赋予 Pn 微分流形或复流形的结构; 对于

一般的 F , 可以用代数几何的语言说 Pn 构成 F 上的代数簇. 它们是几何学的基
本对象, 详细讨论可见 [52, §5.3].

� 向量空间的嵌入 V ↪→ V ′ 自然地诱导 G(k, V ) ↪→ G(k, V ′); 作为特例, P(V ) ↪→
P(V ′).

� 给定 k 维子空间 W 相当于在对偶空间 V ∨ = HomF (V, F ) 中给定 n− k 维子空
间 W⊥ := {v̌ ∈ V ∨ : v̌|W = 0}, 故有自然双射

G(k, V ) ' G(n− k, V ∨).
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特别地, G(n− 1, V ) 可以等同于射影空间 P(V ∨).

定义–定理 7.7.1 (Plücker嵌入) 给定 V , k 如上, 则下式给出良定的单射

ψ : G(k, V ) −→ P(
k∧
V )

W 7−→ F× · w1 ∧ · · · ∧ wk =

k∧
W ∖ {0}

其中 w1, . . . , wk 是 W 的任意一组基.

证明 先说明 ψ 良定: 不妨任选子空间 U 使得 V = U ⊕W , 推论 7.6.8 断言对任意 h

皆有线性同构

⊕
a+b=h

(

a∧
U ⊗

b∧
W )

∼−→
h∧
V

η ⊗ ξ 7−→ η ∧ ξ.

取 h = k, 于是推论 7.6.9 确保 w1 ∧ · · · ∧ wk 是直和项 (a, b) = (0, k) 里的非零元, 张成
直线

∧k
W . 命 F×Λ := ψ(W ). 先前的观察 ∧ :

∧
U ⊗

∧
W
∼→
∧
V 蕴涵

W = {v ∈ V : v ∧ Λ = 0} (7.11)

借此可从 ψ(W ) 读出 W .

凭嵌入 ψ还不足以彰显 G(k, V )的几何性质,我们欲尽可能精确地刻画 ψ的像. 为
此就必须对外代数有更深入的理解. 回忆 V ∨ 是 V 的对偶空间. 记 〈·, ·〉 : V ∨ × V → F

为自然配对.

定义–定理 7.7.2 存在唯一的线性映射 ι : V ∨ → EndF (
∧
V ) 满足以下性质:

ι(v̌)(v) = 〈v̌, v〉 , v ∈ V =

1∧
V,

ι(v̌)(ξ ∧ η) = ι(v̌)(ξ) ∧ η + (−1)deg ξξ ∧ ι(v̌)(η),

其中 ξ, η ∈
∧
V 是外代数中的齐次元; 因此对每个 h 皆有 ι(v̌)(

∧h+1
V ) ⊂

∧h
(V ).

证明 显然这样的 ι 是唯一的, 它必满足

ι(v̌)(v0 ∧ · · · ∧ vh) =
k∑
i=0

(−1)iv0 ∧ · · · ∧ 〈v̌, vi〉 ∧ · · · ∧ vh

其中 v0, . . . , vh ∈ V . 反之, 要验证这确实给出良定的 ι(v̌) ∈ HomF (
∧h+1

V,
∧h

V ), 仅
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须回顾
∧
V 在定义 7.6.1 中的构造. 细节留给有兴趣的读者.

为了具体地了解 ι, 且取定一组基 v1, . . . , vn, 并令 v̌1, . . . , v̌n 为 V ∨ 的对偶基. 因此∧k
V 有一组基形如 {vi1 ∧ · · · ∧ vik : 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n}. 不妨考虑 v̌ = v̌1 的情形,

以上刻画立刻给出

ι(v̌1)(vi1 ∧ · · · ∧ vik) =

vi2 ∧ · · · ∧ vik , i1 = 1

0, i1 > 1.
(7.12)

职是之故, ι 也叫外代数的缩并运算. 迭代施行缩并以对任意 v̌1, . . . , v̌r ∈ V ∨ 得到
ι(v̌1) · · · ι(v̌r) ∈ EndF (

∧
V ), 易见这对 (v̌1, . . . , v̌r) 是多重线性的, 进一步还能证明它

诱导出
r∧
(V ∨)→ EndF (

∧
V ). (7.13)

快速推导 (7.13) 的一种办法是不失一般性设 v̌ = v̌1 一如 (7.12) 的情形, 由之立见
ι(v̌)ι(v̌) = 0; 再回顾定义 7.6.1 的构造便知此已足够.

转回 Plücker 嵌入. 对任意之 F×Λ ∈ P(
∧k

V ), 我们先为问题 ψ(W )
?
= F×Λ 找出

一个最优逼近解 W .

引理 7.7.3 设 1 ≤ k ≤ n 而 Λ ∈
∧k

V 非零, 定义 W ⊂ V 为所有 {ι(Ξ)Λ : Ξ ∈
Λk−1(V ∨)} 生成的子空间. 则对任意子空间 W0 ⊂ V 皆有

Λ ∈ im
[
k∧
W0 →

k∧
V

]
⇐⇒ W0 ⊃W.

特别地, 取 W0 =W 可得 dimW ≥ k, 而且 dimW = k 蕴涵 ψ(W ) = F×Λ.

证明 对给定的 W0 取 U 使得 V = U ⊕W0, 相应地 V ∨ = U∨ ⊕W∨0 . 仍有分解

∧ :
⊕
a+b=k

(

a∧
U ⊗

b∧
W0)

∼−→
k∧
V.

因此 Λ ∈ im[
∧k

W0 →
∧k

V ] 的充要条件是 Λ 对 a > 0 的分量皆为零. 无妨取定

u1, . . . , un−r

U 的基

, w1, . . . , wr

W0 的基

.

倘若 Λ 对某个 a > 0 有非零分量, 譬如说按基底展开后

ui1 ∧ · · · ∧ uia ∧ wia+1 ∧ · · · ∧ wik
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的系数非零, 那么用 Ξ := ǔi2 ∧ · · · ∧ w̌ik (取对偶基) 对 Λ 缩并, 从 (7.12) 知结果是 ui1

的非零倍数, 故 W 6⊂ W0. 反过来说, 假若 Λ ∈
∧k

W0, 那么它无论如何缩并都仍在∧≤k
W0 中, 故 W ⊂ W0. 断言的最后一条性质归因于 dimW = k =⇒ dim

∧k
W =

1.

引理 7.7.4 对非零元 Λ ∈
∧k

V 定义 W 如上, 并定义 W ′ := {w ∈W : w ∧Λ = 0}, 则

F× · Λ ∈ im(ψ) ⇐⇒ W ′ =W ;

当条件成立时 ψ(W ) = F× · Λ.

证明 假如 F× · Λ = ψ(W0), 则 dimF W0 = k 而且引理 7.7.3 给出 W0 ⊃ W , 配合
dimF W ≥ k 遂有 W0 = W ; 由先前的观察 (7.11) 立见 W ′ = W . 反之假设 W ′ = W ,
由于双线性型

∧ :

dimW−k∧
W ⊗

k∧
W →

dimW∧
W

非退化 (应用推论 7.6.9) 而 Λ ∈
∧k

W ∖ {0}, 故唯一的可能是 dimW = k; 于是引理
7.7.3 蕴涵 F×Λ = ψ(W ).

条件 W ′ = W 等价于 (ι(Ξ)Λ) ∧ Λ = 0 对所有 Ξ ∈
∧k−1

(V ∨) 皆成立. 我们于是
得到 G(k, V ) ↪→ P(

∧k
V ) 的定义方程组如下.

定理 7.7.5 (Plücker关系式) Plücker 嵌入 ψ : G(k, V ) ↪→ P(
∧k

V ) 的像等于齐次二次
函数族

fΞ :

k∧
V −→

k+1∧
V

Λ 7−→ (ι(Ξ)Λ) ∧ Λ, Ξ ∈
k−1∧

(V ∨)

的共同零点.

齐次条件蕴涵零点集对拉伸不变, 故定义出 P(
∧k

V ) 的子集; 取基将 fΞ 的值按分量展
开, 可进一步将 im(ψ) 的定义方程组写成一族二次齐次多项式. 用代数几何的语言说,
ψ 将 G(k, V ) 嵌入为射影代数簇.

以 k = 2的情形为例,并假设 2 ∈ F×,缩并的性质蕴涵 (ι(Ξ)Λ)∧Λ = 1
2 ι(Ξ)(Λ∧Λ);

以 (7.12) 计算缩并可知 Plücker 关系式化为 Λ ∧ Λ = 0. 进一步假设 dimV = 4, 取定
基 e1, . . . , e4 并使用坐标 Λ =

∑
i<j λijei ∧ ej , 直接计算可得 Plücker 关系式为

λ12λ34 − λ13λ24 + λ14λ23 = 0.

从几何观点看, 这说明 G(2, V ) 嵌入为 P(
∧2

V ) ' P5 中的二次超曲面, 它们是经典代
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数几何中饶富兴味的对象.

7.8 行列式,迹,判别式
令 R 为交换环, 今后记 ⊗ := ⊗R.
先设 E 是秩 n 自由 R-模, n ∈ Z≥0. 推论 7.6.9 确保

∧max
(E) :=

∧n
(E) 是

秩一自由 R-模, 其自同态必为纯量乘法 x 7→ rx 的形式 (r ∈ R 唯一确定), 因而环
EndR(

∧max
(E)) 可以等同于 R.

定义 7.8.1 设 E 是有限秩自由 R-模. 对于 ϕ ∈ EndR(E), 从函子性导出的同态记为
det(ϕ) ∈ EndR(

∧max
(E)) = R.

一旦取定 E 的基 x1, . . . , xn 并设 ϕ(xj) =
∑n
i=1 xiaij , 根据命题 7.6.5 和反交换多重线

性映射的性质, 可见

(detϕ)(x1 ∧ · · · ∧ xn) = ϕ(x1) ∧ · · · ∧ ϕ(xn) =∑
1≤j1, . . . , jn

相异

≤n

aj11aj22 · · · ajnnxj1 ∧ · · · ∧ xjn

(置 σ(i) = ji) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1 · · · aσ(n)nx1 ∧ · · · ∧ xn. (7.14)

定义 R 上矩阵 A := (aij)i,j 的行列式为 R 的元素

detA :=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1 · · · aσ(n)n, (7.15)

因而 detϕ 等同于 detA, 兼容于线性代数中习见的定义. 且看如何从这个视角简洁地
推导行列式的基本性质, 适用于任意交换环 R.

定理 7.8.2 取定自由 R-模 E 的基 x1, . . . , xn, 并利用 §6.3 的结果将 EndR(E) 的元素
等同于 Mn(R) 的元素. 对每个 A ∈Mn(R) 定义其伴随矩阵为

A∨ := (Aji)1≤i≤n
1≤j≤n

, Aij := (−1)i+jMij

其中 Mij ∈ R 是从 A 去掉第 i 个横行及第 j 个竖列所得矩阵的行列式, 又称余子式.

(i) 对 ϕ,ψ ∈ EndR(M) 恒有 det(ϕψ) = det(ϕ) det(ψ), 而且 det(idE) = 1.

(ii) 矩阵转置 A 7→ tA 不改变行列式.

(iii) 伴随矩阵满足 AA∨ = det(A) · 1n = A∨A.
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(iv) 自同态 ϕ ∈ EndR(E) 可逆当且仅当 detϕ ∈ R×, 此时相应的矩阵 A 满足
A−1 = (detA)−1A∨.

证明 (i) 源自
∧n

(·) 的函子性. (ii) 则是 (7.15) 与 sgn(σ) = sgn(σ−1) 的直接推论. 重
点在于 (iii). 由于转置颠倒乘法顺序, 基于 (ii) 和容易的等式 (tA)∨ = t(A∨), 仅须证明
A∨A = det(A) · 1n 即足.

设 A = (aij)i,j 对应于 ϕ ∈Mn(R). 在
∧n

E 中展开

detϕ(x1 ∧ · · · ∧ xn) =
n∑
i=1

xiai1 ∧ [ϕ(x2) ∧ · · · ∧ ϕ(xn)] .

注意到 xi ∧ · · · ∧ xi = 0, 故右式的 [· · · ] 展开后含 xi 的部分无所贡献, 其计算化为求

R⊕(n−1)
分量 1 为零

R⊕n

=E

φ
R⊕n

舍去分量 i
R⊕(n−1)

的行列式, 亦即 Mi1. 于是

detϕ(x1 ∧ · · · ∧ xn) =
n∑
i=1

ai1xi ∧ (Mi1x1 ∧ · · · x̂i · · · ∧ xn)

其中 x̂i 代表移除该项. 让 xi 归位后得到
∑
i(−1)i+1Mi1ai1x1 ∧ · · · ∧ xn. 这就说明

A∨A 的 (1, 1) 项等于 detA. 同理可证 A∨A 的每个对角元都是 detA.

接着证明 A∨A 的第 (i, j) 项
∑
k(−1)i+kMkiakj 在 i 6= j 时为零. 观察到它与 A

的第 i个竖列无关, 因此不妨设 A的第 i, j 列相同, 即 aki = akj , 那么上式也等于 A∨A

的第 (i, i) 项即 detA. 然而对应 A 之自同态 ϕ 的像落在一个由 n− 1 个元素生成的子
模 E′ ⊂ E 中. 于是有分解

∧n
E

∧n
E′

∧n
E∧n φ

, 推论 7.6.9 蕴涵中项为零, 故

detϕ = 0.

最后证 (iv): 若 ϕ 可逆, 则 (i) 蕴涵 detϕ ∈ R×; 若 detϕ ∈ R×, 则 (iii) 具体给出
对应矩阵 A 之逆.

对任何 R-模 E, 令 E∨ := HomR(E,R), 则有良定的 R-模同态

R E∨ ⊗ E EndR(E)

f(x) f ⊗ x [v 7→ f(v)x] .

(7.16)

设 E 为自由模, 且 n := rkR(E) 有限. 引理 6.3.5 及其上关于矩阵的讨论表明此时
E∨ 也是秩 n 自由模, 而在 (7.16) 中 E∨ ⊗ E ∼→ EndR(E). 实际上, 一旦取定 E 的基
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x1, . . . , xn, 并且定义

x̌i : a1x1 + · · ·+ anxn 7−→ ai, 1 ≤ i ≤ n

则 {x̌1, . . . , x̌n} 为 E∨ 的基 (称为对偶基), 因而导出三向对应:

∑
i,j aij x̌j ⊗ xi ϕ : xj 7→

∑
i xiaij

E∨ ⊗ E EndR(E)

Mn(R)

A = (ai,j)i,j

∈ ∈

∈

类似于向量空间的情形, 无须选基也能对 ϕ ∈ EndR(E) 定义下述对象:

� 行列式 det(ϕ) ∈ R: 业已于定义 7.8.1 探讨;

� 迹 Tr(ϕ) ∈ R: 它无非是 ϕ 在 (7.16) 下按模同态 EndR(E)
∼→ E∨ ⊗E → R 得到

的像; 从矩阵观点看就是寻常的 Tr(A) =
∑n
i=1 aii.

� 特征多项式 char(ϕ,X) := det(X · id− ϕ) ∈ R[X], 以 X 为变元; 这里将 ϕ 等同
于 EndR[X](E ⊗R R[X]) 中相应的元素.

需要突出 E 或 R 的地位时, 就写作 detR(ϕ|E), TrR(ϕ|E), charR(ϕ|E). 对任意
ϕ,ψ ∈ EndR(E), 我们有

det(ϕψ) = det(ϕ) det(ψ), det(idE) = 1, det(0) = 0

det(rϕ) = rrkR(E) det(ϕ), r ∈ R,

Tr(rϕ+ sψ) = r · Tr(ϕ) + s · Tr(ψ), r, s ∈ R,

Tr(1) = rkR(E).

以下考虑一个 R-代数 A, 并假设 A 是有限秩 n 的自由 R-模.

定义 7.8.3 对如上的 A 和 a ∈ A, 定义 R-模自同态 ma ∈ EndR(A) 为左乘 x 7→ ax,
并定义迹 TrA|R(a), 范数 NA|R(a) 和特征多项式 charA|R(a,X) 为

TrA|R(a) := Tr(ma),

NA|R(a) := det(ma),

charA|R(a,X) := char(ma, X) = det
R[X]

(mX−a | A[X])

= NA[X]|R[X](X − a). (∵ A[X] ' A⊗R R[X])
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由于 a 7→ ma 是代数同态 A → EndR(A), 行列式 (或迹) 是从 A 到 R 的乘法幺半群
(或加法群) 的同态. 本节的重点是建立行列式与迹的传递性.

引理 7.8.4 设 A 为交换 R-代数, E 为自由 A-模. 若 A 视为 R-模为自由模, 则 E

视为 R-模也是自由的. 取定 E 在 A 上的基 (ei)i∈I 和 A 在 R 上的基 (aj)j∈J , 则
(ajei)(i,j)∈I×J 构成 E 在 R 上的基; 因而 rkR(E) = rkR(A) rkA(E).

证明 每个 e ∈ E 都能唯一表成 A-线性组合
∑
i uiei, 而每个 ui 又能唯一表成

R-线性组合
∑
j rijaj , 因此 (ajei)i,j 确实构成 R-模 E 的基: 每个 e 都有唯一表法

e =
∑
i,j rijajei.

定理 7.8.5 设 A 为交换 R-代数, 同时是有限秩自由 R-模, 而 E 为一个有限秩自由
A-模. 将给定的 ϕ ∈ EndA(E) 看作 EndR(E) 的元素, 则

TrR(ϕ) = TrA|R(TrA(ϕ)), det
R
(ϕ) = NA|R(det

A
(ϕ)),

char(ϕ,X) = NA[X]|R[X](charA(ϕ,X)).

证明 取定 E 的 A-基 e1, . . . , en 和 A 的 R-基 a1, . . . , am. 先将 ϕ 透过 ϕ(ei) =∑n
k=1 cikek 等同于矩阵 (cik)1≤i,k≤n ∈Mn(A). 那么

ϕ(ajei) = ajϕ(ei) =

n∑
k=1

ajcikek.

而 ajcik = mcik(aj) 可进一步按 R-基 a1, . . . , am 展开; 当 j 变动, 其系数无非是对应
到 mcik ∈ EndR(A) 的 m-阶方阵. 如果将 ϕ 透过 R-基 {ajei}i,j 以矩阵表示, 结果可
以视为 R-上由 m×m-分块构成的 nm-阶方阵, 第 (i, k) 个分块正是 mcik 对应的方阵.
既然 A 交换, 这 n2 个分块对乘法对乘法两两交换. 关于迹和范数的等式遂化约到线性
代数的引理 7.8.8, 至于 char(ϕ,X) 则可化约为范数情形.

推论 7.8.6 设 A-代数 B 同时也是有限秩自由 A-模, 那么任意 b ∈ B 皆满足

TrB|R(b) = TrA|R(TrB|A(b)), NB|R(b) = NA|R(NB|A(b)),

charB|R(b,X) = NA[X]|R[X](charB|A(b,X)).

证明 在定理 7.8.5 中以 B 代 E 即可.

定义 7.8.7 设 A 为 R-代数, 作为 R-模有基 x1, . . . , xn, 定义相应的判别式为

d(x1, . . . , xn) := det
R

(
TrA|R(xixj)

)
1≤i,j≤n ∈ R.

对称 R-双线性型 (x, y) 7→ TrA|R(xy) 称为 A 的迹型式. 不同的基 xi, yj 由 T =
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(tij)i,j ∈ {M ∈Mn(R) : det(M) ∈ R×} 透过 yi =
∑
j tijxj 联系. 易见

d(y1, . . . , yn) = det(T )2d(x1, . . . , xn)

因而 dA := d(x1, . . . , xn) mod R×2 ∈ R/R×2 仅和代数 A 有关, 称作 A 的判别式; 特
别地, dA 在 R 中生成的主理想良定, 称为判别式理想. 迹型式和由此派生的判别式都
是代数 A 的有用不变量.

现在来补全定理 7.8.5 的证明.

引理 7.8.8 设为交换环 R 上的 nk-阶方阵 X 用 k × k-分块表示为

X =


a11 · · · a1n

... . . . ...

an1 · · · ann

 , aij ∈Mk(R)

其中每个 aij 同属于 Mk(R) 的某个交换子代数 A. 如视 X 为 Mn(A) 的元素, 得到的
迹与行列式分别记为 TrA(X) 和 detA(X), 以下也看作 Mk(R) 的元素; 另记 R 上矩阵
代数的迹和行列式为 TrR 和 detR, 则

TrR(X) = TrR(TrA(X)),

det
R
(X) = det

R
(det
A
(X)).

证明 (Bourbaki [3, III.112]) 迹的情形甚明显, 以下用经典的矩阵打洞技巧处理行列
式情形. 首先 n = 1 的情形是自明的, 以下设 n ≥ 2. 为 R 添上形式变元 Z (不妨看作
对 X 的微扰),表 X+Z 为 A[Z]上的 n×n方阵 (νij)i,j . 因为 A交换,可在Mn(A[Z])

中取 X + Z 的伴随矩阵 (X + Z)∨ = (ν̌ij)1≤i,j≤n. 这样的目的是得到 A[Z] 上的矩阵
等式:

U :=



ν̌11 0 · · · 0

ν̌12 1 · · · 0

... 0 1 · · ·

ν̌1n 0 · · · 1


, Q :=


ν22 · · · ν2n

... . . .

νn2 · · · νnn


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满足

(X + Z)U =



detA[Z](X + Z) ν12 · · · ν1n

0 ν22 · · · ν2n

...
... . . .

0 νn2 · · · νnn


=

detA[Z](X + Z) ∗

0 Q

 ;

视之为 R[Z] 上的分块矩阵, 则分块矩阵的乘法说明上式仍成立. 行列式的运算规律旋
即给出

det
R[Z]

(X + Z) · det
R[Z]

(U) = det
R[Z]

(
det
A[Z]

(X + Z)

)
· det
R[Z]

(Q),

det
R[Z]

(U) = det
R[Z]

(ν̌11)

递归地假设 detR[Z](Q) = detR[Z]

(
detA[Z](Q)

)
, 而 A[Z] 上的伴随矩阵的定义表明

detA[Z](Q) = ν̌11. 如能在以上第一条等式两边消去 detR[Z](ν̌11), 则

det
R[Z]

(X + Z) = det
R[Z]

(
det
A[Z]

(X + Z)

)
,

代入 Z = 0 即得所求 detR(X) = detR(detA(X)). 然而按 νij 的定义, detR[Z](ν̌11) =

detR[Z](Q) 是 Z 的 (n− 1)k 次首一多项式, 故确实可以消去. 明所欲证.

习题

1. 设 M 为交换环 R 上的模, 定义 R-模 D(M) := R ⊕ M 并赋予乘法 (r,m)(r′,m′) =

(rr′, rm′ + r′m). 证明 D(M) 成为 R-代数.

2. 以显式给出 C-代数的同构 C⊗
R
C ∼→ C⊕ C.

3. 验证 (5.13) 定义的 oD 恰是 Q(
√
D) 中的代数整数集.

4. 设 R 为交换整环, 令 K = Frac(R) 为其分式域. 元素 x ∈ K 称为殆整的, 如果存在非零元
u ∈ R 使得对所有 n ≥ 1 都有 uxn ∈ R; 显然 R 的元素皆殆整. 证明
� K 中所有殆整元构成一个子环;
� 若 x ∈ K 在 R 上整, 则 x 是殆整的;
� 当 R 是 Noether 环时 (定义 6.10.1), 殆整元都是整元. 提示 此时 R[x] 是 u−1R

的子模.
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5. 本题所论的代数可以是非结合代数, 这相当于在定义 7.1.6 中省去乘法结合律, 但仍要求存在
幺元. 取定域 F 并考虑有限维 F -代数 A. 定义结合子

(x, y, z) := (xy)z − x(yz), x, y, z ∈ A.

若 (x, x, y) = 0 = (x, y, y) 恒成立, 则称 A 是交错代数. 若 π ∈ EndF (A) 满足 π(xy) =

π(y)π(x), π(1A) = 1A 和 π2 = idA, 则称之为对合.

(i) 证明结合子对每个变元都是线性的; 当 A 为交错代数时, 证明 (x, y, z) = −(y, x, z) 和
(x, y, z) = −(x, z, y).

(ii) 设对合 x 7→ x̄ 满足 t(x) := x+ x̄ ∈ F · 1A 和 n(x) := x̄x = xx̄ ∈ F · 1A, 则任意 x ∈ A
都满足二次方程 x2 − t(x)x+ n(x)1A = 0.

(iii) 设 A 交错并考虑对合如上, 证明 (xy)ȳ = n(y)x, x̄(xy) = n(x)y 以及 n(xy) =

n(x)n(y). 提示 对于最后一条,将 n(xy)改写为 ((xy)ȳ)x̄−(xy, ȳ, x̄) = n(x)n(y)−
(x̄, xy, ȳ), 问题归结为证 (x̄, xy, ȳ) = 0.

(iv) 设 A 为 F -代数, n : A → F 是满足 n(xy) = n(x)n(y) 之二次映射, 这意谓 n 满足
n(tx) = t2n(x) (t ∈ F ) 而 B(x, y) := n(x+ y)− n(x)− n(y) 是对称双线性型. 证明

B(xy, xy′) = n(x)B(y, y′) = B(yx, y′x),

B(xy′, x′y) +B(xy, x′y′) = B(x, x′)B(y, y′);

在上一小题的假设下, 证明 B(xy, z) = B(y, x̄z) = B(x, zȳ). 提示 此时 t(x) =

B(1, x) 而 x̄ = t(x)1A − x, 对 y 亦然.

6. 本题仍容许非结合代数. 设 A 为域 F 上的有限维代数, 并给定对合 π : A→ A 满足于

x+ π(x) ∈ F · 1A, xπ(x) = π(x)x ∈ F · 1A

置 t(x), n(x) 如上题, 并假设 Bn(x, y) := n(x+ y)− n(x)− n(y) 非退化:

Bn(x,−) = 0 ⇐⇒ x = 0 ⇐⇒ Bn(−, x) = 0, x ∈ A;

定义 Cayley–Dickson 代数 CD(A, λ) := A⊕ vA, 其中 v 仅是符号, λ ∈ F×, 乘法定为

(a+ vb) · (a′ + vb′) = aa′ + λb′π(b) + v
(
π(a)b′ + a′b

)
.

定义 N(a+ vb) = n(a)− λn(b), Π(a+ vb) = π(a)− vb.

(i) 证明 CD(A, λ) 是 F -代数, 它以 1 := 1A + v · 0 为幺元, 包含 A 作为子代数.

(ii) 证明 Π 是 CD(A, λ) 的对合, 并且对每个 x ∈ CD(A, λ) 皆有

T (x) := x+Π(x) ∈ F · 1, N(x) = xΠ(x) = Π(x)x ∈ F · 1;
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(iii) 我们有

CD(A, λ) 交错 ⇐⇒ A 结合,

CD(A, λ) 结合 ⇐⇒ A 结合交换,

CD(A, λ) 交换 ⇐⇒ A = F.

提示 对于第一个 =⇒ , 从 N((a + vb)(c + vd)) = N(a + vb)N(c + vd) (上题
结果) 和 N(v) = −λ 推出 Bn(ac, dπ(b)) = Bn(π(a)d, cb) = Bn(cb, π(a)d), 进而得到
(ac)b = a(cb). 对于第二个 =⇒ , 观察到 v(ba) = (va)b.

(iv) 从 A = F = R 出发, 取 λ = −1 可以逐步得到 C, H 和一个 8 维非结合交错代数 O, 而
且每个 x ∈ O∖ {0} 都有乘法逆元.

代数 O 习称为八元数代数. 其性质, 作用与简史详见 [1].

7. 对交换环 R 及其理想 I, J , 证明 R/I ⊗
R
R/J ' R/(I + J).

8. 对任意域 k 建立自然同构

k[X±1
1 , . . . , X±1

n ]Sn ' k[e1, . . . , en−1]⊗
k
k[e±1

n ]

其中 e1, . . . , en 是定义 5.8.3 中的初等对称多项式.

9. 仍设 R 为交换环. 证明若 M ' R/I1 ⊕ · · · ⊕R/In, 其中 I1 ⊂ · · · ⊂ In 为理想, 则

ann
(

a∧
M

)
= Ia, a = 1, . . . , n.

以此简化定理 6.7.8 中唯一性的证明, 并将之推广到任何交换环.

10. 对于域 F 上的有限维向量空间 V , 定义 F [V ] 为 V 上的多项式代数: 确切地说, 取定基
v1, . . . , vn ∈ V , 则 F [V ] 是以对偶基 v̌1, . . . , v̌n ∈ V ∨ 为变元的多项式代数; 内禀视角下则有
F [V ] = Sym(V ∨). 任一 P ∈ F [V ] 可在给定的点 v ∈ V 上求值, 记为 Pv ∈ F . 以下设 |F |
无穷, A 是有限维 F -代数.

(i) 引入变元 λ 并定义 P := {P (λ) ∈ F [A][λ] : P 首一, ∀a ∈ A, Pa(a) = 0}; 证明存在
唯一的 PA(λ) ∈ P 使 degλ PA(λ) 极小. 提示 为证 P 非空, 考虑 Pa(λ) :=

det(λ · idA−La), 其中 La : A→ A 是左乘作用, 符号 a 表 A 中 “一般” 的元素; Pa(λ)
的系数落在 F [A] 中.

(ii) 证明若 Q(λ) ∈ F [A][λ] 满足 ∀a Qa(a) = 0, 则 PA(λ) 整除 Q(λ). 职是之故, PA(λ) 称
为 A 的泛极小多项式.

(iii) 任给域扩张 E ⊃ F , 得到 E-代数 B := AE . 证明 PA(λ) = PB(λ). 由此将 PA(λ) 的定
义延拓到 F 有限的情形.

(iv) 对 A =Mn(F ) 及 A = H (此时 F = R) 确定 PA(λ).

以上也适用于有限维非结合含幺代数, 前提是每个 a ∈ A 皆生成一个结合代数; 这涵摄了交
错代数的情形.
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11. 设 M 是交换环 R 上的投射模, 证明对每个 n ≥ 0, 模 TnM , SymnM 和
∧nM 都是投

射的. 提示 可利用命题 6.9.8.

12. 试证 Cartan 引理如次: 设 V 为域 F 上的有限维向量空间, v1, . . . , vm ∈ V 线性无关.
证明若 w1, . . . , wm ∈ V 满足于

∑m
i=1 vi ∧ wi = 0, 则存在一族 (aij ∈ F )1≤i,j≤m 使得

wi =
∑m
j=1 aijvj , 而且 aij = aji.

13. 承上, 设 ξ ∈
∧k V , 证明存在 ξ1, . . . , ξm ∈

∧k−1 V 使得 ξ =
∑m
i=1 vi ∧ ξi 的充要条件是

v1 ∧ · · · ∧ vm ∧ ξ = 0.

14. 证明定义–定理 7.7.2 的缩并运算对任意 m ≥ 0 诱导出典范同构
∧m(V ∨)

∼→ (
∧m V )∨.





第八章 域扩张

本章考虑域的一般结构, 但不涉及 Galois 群. 域论探讨的基本课题是域嵌入, 或者
说是域的扩张. 我们主要考察代数扩张, 这自然地联系于多项式及其根的性质. 本书采
取的角度是系统地利用代数闭包的存在性, 对代数扩张作尽量广泛的处理. 由于我们将
域 F 的扩张视为一类特殊的 F -代数, 扩张中的极小多项式, 迹和范数等概念业已在第
七章处理过, 本章只作必要的回顾, 不再重复证明.

阅读提示

处理代数扩张的基本工具是域嵌入的存在性和嵌入的延拓, 这些论断归根结柢都
是关于多项式及其根的性质, 所以域论绝不抽象. 初读时可以略过 §§8.7–8.9. 有
限域的完整探讨留待下一章.

8.1 扩张的几种类型
域是交换除环. 域的子环如本身也是域则称为子域. 由于域没有非平凡的真理想,

任意域 E 和 F 之间的所有环同态 F → E 都是单的; 换言之, 域论的主角乃是域嵌入
F ↪→ E. 同一个嵌入可以从不同视角观察:
� 给定嵌入 u : F → E 相当于赋 E 以 F -代数的结构;
� 如将 F 等同于 u(F ) ⊂ E, 则可视 F 为域 E 的子域;
� 承上, 亦可称 E 是 F 的扩张或扩域, 本书记作符号 E|F , 许多文献记作 E/F .

留意到 E 透过乘法自然地成为 F -向量空间. 本书不要求扩域 E|F 中的 F 是 E 的子
域而 F ↪→ E 是包含映射, 尽管这种假设颇为方便, 并且在下述的同构意义下也是正
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当的.

约定 8.1.1 对于域扩张 E|F , E′|F , 定义其间的 F -嵌入 φ : E → E′ 为使下图交换的
环同态

E E′

F

ϕ

全体 F -嵌入 E → E′ 构成集合 HomF (E,E
′); 这无非是 F -代数范畴中的 Hom-集. 准

此要领, 可定义 F 的扩域之间的同构和自同构概念.

对扩张 E|F 如上, 若 E 的 F -子代数本身成域, 则称为 E|F 的子扩张. 从嵌入角度看,
u : F ↪→ E 的子扩张是 E 中满足 E′ ⊃ u(F ) 的子域; 因而当 F ⊂ E 时, E|F 的子扩张
也唤作中间域.

对域 F 可定义其特征 char(F ) (定义 5.2.1): char(F ) 生成 ker[Z → F ]. 域特
征或是零或是素数 p. 相应地, 域 F 的最小子域或者是 Q (特征零的情形), 或者是
Fp := Z/pZ (特征为素数 p 的情形), 称作 F 的素子域. 任何 F 的子域都是 F 对素子
域的子扩张. 对任意 u : F ↪→ E 皆有 char(E) = char(F ), 而且 u 限制在素子域上是恒
等映射.

定义 8.1.2 令 E|F 为域扩张.

� 定义 E|F 的次数为基数 [E : F ] := dimF E;

� 如 [E : F ] 有限则称 E|F 是有限扩张;

� 若每个 x ∈ E 在 F 上都是代数元 (定义 7.2.5), 亦即存在 P ∈ F [X] ∖ {0} 使得
P (x) = 0, 则称 E|F 是代数扩张.

� 对于 x ∈ E, 定义 F [x] 为 x 生成的 F -子代数 (见 §7.2 开头的讨论), 多元情形
F [x, y, . . .] 的定义类此;

� 承上, 定义 F (x)|F 为 x 在 F 上生成的子扩张, 域 F (x) 的元素为 P (x)
Q(x) 的形式,

其中 P,Q ∈ F [X] 且 Q(x) 6= 0, 多元情形 F (x, y, . . .) 的定义类此;

� 承上, 若一族 E 中元素 {xi}i∈I 满足 F (xi : i ∈ I) = E, 则称 {xi}i∈I 是 E|F 的
生成集, 具有有限生成集的扩张称为有限生成扩张, 能由单个元素生成的称为单
扩张.

有限扩张 E|F 必有限生成: 若 x1, . . . , xk 是 E 作为 F -向量空间的基, 那么当然有
E = F (x1, . . . , xk). 此外, [E : F ] = 1 ⇐⇒ F

∼→ F · 1 = E, 经常直接写作 E = F .

例 8.1.3 在深入一般理论之前, 我们先浏览两个源于 19 世纪的经典案例.



§8.1 扩张的几种类型 305

� 代数数按定义是 C 中满足多项式方程 P (α) = 0 的元素, 其中 P ∈ Q[t] 非零 (t
表变元). 数论中研究向 Q 添进有限个代数数 α1, . . . , αn 所得到的扩域, 称为数
域, 按我们的记号就是 Q(α1, . . . , αn)|Q, 以及这些域之间的嵌入及次数, 自同构
等性质. 我们马上会证明这些扩张都是有限代数扩张, 并且全体代数数构成 C 的
子域 Q. 如是添元操作 F  F (α, β, . . .) 是域论独具特色的手法.

� 设 X 为复一维的光滑紧复流形, 它们作为实流形是二维的, 又称紧 Riemann 曲
面. 全体 X 上的亚纯函数构成 X 的函数域 C(X). 可证明紧 Riemann 曲面之间
的满全纯映射 f : X → Y 透过亚纯函数的拉回诱导域嵌入 f∗ : C(Y ) ↪→ C(X).
域扩张 C(X)|C(Y ) 的次数正好是 f 在几何意义下的映射度. 当 Y 取为复射影
直线 P1 时, C(Y ) 等同于单变元有理函数域 C(t), 它的有限扩域 C(X) 则称为复
代数函数域. 代数曲线论的一条基本定理断言: 函数域之间的 C-嵌入如实地反映
了 Riemann 曲面之间所有非平凡的全纯映射. 由此可以约略体会 C(X) 的几何
含义.

数域和函数域之间存在微妙的类比, 这始于 Dedekind 和 Weber 的深刻洞见 [8].

定义 8.1.4 设 Ω|F 为域扩张, (Ei|F )i∈I 为其中一族子扩张, 定义其复合
∨
i∈I Ei 为 Ω

中包含所有 Ei 的最小域, 其元素形如有理分式

P (xi1 , . . . , xin)

Q(xi1 , . . . , xin)
, Q(xi1 , . . . , xin) 6= 0 (8.1)

其中 n ≥ 0, P,Q ∈ F [X1, . . . , Xn], i1, . . . , in ∈ I, xik ∈ Eik . 有限多个子扩张的复合也
写作 E1E2 等等.

若将 Ω|F 的全体子扩张按 ⊂ 作成偏序集, 那么复合给出其中任意子集的上确界, 下确
界则由子扩张的交

⋂
i∈I Ei 给出.

设 L|E, E|F 为域扩张, 嵌入的合成 F ↪→ E ↪→ L 给出域扩张 L|F . 这种结构称为
域扩张的塔. 以下是引理 7.8.4 和推论 7.8.6 的直接应用.

命题 8.1.5 (次数的塔性质) 对于 L, E, F 如上,
� 域扩张的次数满足 [L : F ] = [L : E][E : F ];
� 若 (xi)i∈I 和 (yj)j∈J 分别是 L 在 E 上和 E 在 F 上的一组基, 则 (xiyj)(i,j)∈I×J

是 L 在 F 上的一组基.

次数的整除性质妙用无穷. 举例明之, 当 [L : F ] 为素数时可知中间域 E 必为 L 或 F .
现在转向本章的关键之一, 即代数扩张的研究. 下列性质是一切论证的起点.

1. 对于扩张 E|F 中的代数元 x ∈ E 可定义其在 F 上的极小多项式 Px ∈ F [X] (定
义 7.2.5); 对任意 Q ∈ F [X] 皆有 Q(x) = 0 ⇐⇒ Px | Q.
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2. 承上, 引理 7.2.7 断言 Px 总不可约, 而且 F (x) = F [x]; 我们有 F -代数的同构

F [X]/(Px)
∼−→ F (x)

f + (Px) 7−→ f(x) = evx(f),

X + (Px) 7−→ x

因此极小多项式可谓内在地刻画了域 F (x) 的结构, 由此亦可见 [F (x) : F ] =

degPx.

3. 对 E|F 的任意子扩张 E′|F , 上述 x ∈ E 在 E′ 上当然也是代数的, 而且 x 在 E′

上的极小多项式必整除 Px, 因此 [E′(x) : E′] ≤ [F (x) : F ].

我们将在 §8.3 给出构造代数扩张的一般方法.

例 8.1.6 (二次扩张) 设 char(F ) 6= 2, 则满足 [E : F ] = 2 的扩张必形如 E = F (
√
a),

其中 a ∈ F× ∖ F×2; 此处惯例是以
√
a ∈ E 表 a 的任一平方根. 诚然, [E : F ] = 2 蕴

涵 x ∈ E ∖ F =⇒ E = F (x) ' F [X]/(Px). 将极小多项式 Px = X2 + tX + s 配方为
(X + t

2 )
2 + (s− t2

4 ), 可进一步假设 Px = X2 − a, 这就给出了 x =
√
a.

引理 8.1.7 若域扩张 E|F 满足 E = F (y1, . . . , ym), 其中每个 yi 都是 F 上的代数元,
则 E|F 为有限扩张, 此时 E = F [y1, . . . , ym].

证明 由 F (y1, . . . , ym) = F (y1, . . . , ym−1)(ym), 1 ≤ m ≤ n, 命题 8.1.5 连同上述观
察可得

[F (y1, . . . , yn) : F ] =

n∏
m=1

[F (y1, . . . , ym) : F (y1, . . . , ym−1)]

=

n∏
m=1

[F (y1, . . . , ym−1)(ym) : F (y1, . . . , ym−1)]

≤
n∏

m=1

[F (ym) : F ] <∞,

因而 E|F 是有限扩张. 对 m 递归可知

E = F (y1, . . . , ym−1)(ym) = F (y1, . . . , ym−1)[ym]

= F [y1, . . . , ym−1][ym] = F [y1, . . . , ym],

明所欲证.

引理 8.1.8 有限扩张无非是有限生成的代数扩张.
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证明 定理 7.2.2 确保有限扩张 E|F 必为代数扩张, 而有限扩张当然也是有限生成的.
反方向是引理 8.1.7 的直接结论.

我们经常要研讨扩张的性质在种种操作下的性状, 为节约笔墨, 引进 [28, V. §1] 的
术语如下.

约定 8.1.9 设 E 为某个由域扩张构成的类, 若以下性质成立则称 E 为特出的:

D.1 对任意域扩张的塔 L|E, E|F , 皆有 (E|F ∈ E) ∧ (L|E ∈ E) ⇐⇒ L|F ∈ E ;

D.2 设 L|F , M |F 是给定的 Ω|F 的子扩张, 则 L|F ∈ E =⇒ LM |M ∈ E ;

D.3 设 L|F , M |F 同上, (L|F ∈ E) ∧ (M |F ∈ E) =⇒ LM |F ∈ E . 注意到这其实是前
两条的推论, 它也蕴涵 E 在有限复合下封闭.

经常以如下的域图表达上述三种情况:

L

E

F

LM

L

M

F

LM

L M

F

若将 D.3 强化为 Ω|F 中任意一族属于 E 的子扩张其复合仍属于 E , 容许无穷复合, 则
称 E 对复合封闭.

取定如此一个特出的扩张类 E , 我们可以在给定的扩张 Ω|F 里取并⋃
L|F : Ω|F 的子扩张

L|F∈E

L;

假设 F |F ∈ E 使得并非空, 由于 E 对有限复合封闭, 此并集
⋃
L|F∈E L 对加法, 乘法与

非零元的取逆皆封闭, 因而是 Ω 的子域. 事实上它也等于所有子扩张 L|F ∈ E 的复合.
取并的条件可以进一步放宽: 给定 Ω|F , 若其中一族子扩张 E 对 ⊂ 构成定义 1.2.3

下的滤过偏序集, 则其并仍为子扩张; 当一族子扩张对有限复合封闭时, 它对 ⊂ 自动成
为滤过偏序集. 下面看个例子.

例 8.1.10 给定域扩张 E|F , 令 E = {E|F 的有限生成子扩张}. 那么 E 中元素是形如
F (a1, . . . , am) 的子扩张, 其中 m ∈ Z≥1 而 a1, . . . , am ∈ E. 由于

F (a1, . . . , am)F (b1, . . . , bn) = F (a1, . . . , am, b1, . . . , bn),
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可见 E 对有限复合封闭, 但它显然不对无穷复合封闭. 对 E 中子扩张取并的结果是整
个 E|F , 理由很简单: 对任意 x ∈ E 皆有 x ∈ F (x).

引理 8.1.11 有限扩张是特出的.

证明 对于 D.1 考量的扩张 E|F 和 L|E, 命题 8.1.5 的等式 [L : F ] = [L : E][E : F ]

蕴涵 L|F 有限当且仅当 L|E 和 E|F 皆有限. 今考虑 D.2: 取 Ω|F 中的子扩张
L|F , M |F 使得 L|F 有限, 可表作 L = F (x1, . . . , xn), 每个 xi 皆为代数元. 于是
LM = M(x1, . . . , xn)|M . 每个 xi 在 M 上也是代数元, 从引理 8.1.7 立得 LM |M 有
限. 于是有限扩张是特出的.

命题 8.1.12 代数扩张是有限子扩张的并. 代数扩张是特出的而且对复合封闭.

证明 任一代数扩张 E|F 是所有 F (x)|F 的并, 其中 x 取遍 E 的元素, 因而是有限子
扩张的并.

今证明代数扩张的特出性. 考虑域扩张 L|E 和 E|F 及性质 D.1. 显然 L|F 代数
蕴涵 L|E 和 E|F 皆代数. 今假设 L|E 和 E|F 皆为代数扩张, 对 x ∈ L 令 Px ∈ E[X]

为其极小多项式, Px 的系数生成有限生成子扩张 E0|F , 故引理 8.1.8 确保 [E0 : F ] 有
限; 又由 [E0(x) : E0] ≤ degPx 可知 [F (x) : F ] ≤ [E0(x) : F ] = [E0(x) : E0][E0 : F ] 亦
有限, 所以 x 在 F 上为代数元.

现证明 Ω|F 的任两个代数子扩张 L|F , M |F 的复合 LM |F 仍是代数的 (性质
D.3). 任意 x ∈ LM 表为 (8.1) 的形式时只牵涉有限多个 L 和 M 里的元素, 由于 L

和 M 的有限生成子扩张必为有限扩张 (引理 8.1.8), 两个有限扩张的复合仍然有限 (引
理 8.1.11), 故 x 在 F 上是代数的. 此性质可以推广到任意一族代数子扩张 Ei|F 的复
合, 这是因为任意 x ∈

∨
iEi 总落在有限多个 Ei 的复合里.

若只假设 L|F 是代数扩张, 则因为 LM |M 是所有 M(x)|M 的复合 (x ∈ L), 而且
[M(x) :M ] ≤ [F (x) : F ] <∞, 从前两步知 LM |M 是代数扩张. 这就证出了 D.2.

命题 8.1.13 对任意代数扩张 E|F 皆有

� |E| = |F |, 若 |F | 无穷;
� |E| ≤ ℵ0, 若 |F | 有限.

这里 ℵ0 表示第一个无穷基数.

证明 令 Irr(F )n表示 F [X]中 n次不可约首一多项式所成子集, Irr(F ) :=
⋃
n≥1

Irr(F )n.

定义映射 m : E → Irr(F ), 它映 x ∈ E 至其极小多项式 Px ∈ F [X]. 多项式的根数不超
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过次数, 因而基数的运算 (详见 §1.4) 给出

|E| =
∑
n≥1

∣∣m−1(Irr(F )n)∣∣ ≤∑
n≥1

n |Irr(F )n|

≤
∑
n≥1

n|F |n−1.

当 |F | 无穷时, 推论 1.4.9 蕴涵 n|F |n−1 = |F |, 从而 |E| ≤ |Z≥1| · |F | = ℵ0|F | = |F |.
当 |F | 有限时, 同样由推论 1.4.9 可知 |E| ≤ |Z≥1| · |Z≥1| = ℵ0.

8.2 代数闭包
域论的原初目的是研究多项式的根. 对于域扩张 E|F 中的任一代数元 x ∈ E, 我

们业已定义了相应的极小多项式 Px ∈ F [X], 它是满足 Px(x) = 0 的首一不可约多项
式. 反过来说, 从给定的域 F 和非常值多项式 P ∈ F [X] 出发, 我们能否构造扩域 E|F
使得 P 在 E 中有根? 显然只须考虑 P 不可约的情形. 构造的思路是 “形式地” 向 F

添根; 引理 7.2.7 的同构 F [X]/(Px)
X 7→x

F (x) = F [x] 为我们指出一条明路.

命题 8.2.1 (L. Kronecker) 设 P ∈ F [X]为不可约多项式,定义 F -代数 E := F [X]/(P ).
则 E|F 是域扩张, [E : F ] = degP 且陪集 x := X + (P ) ∈ E 满足 P (x) = 0.

证明 因为 F [X] 是主理想环而 P 不可约, (P ) 是极大理想. 因而 E 确实是域. 显然
E 作为 F -向量空间有一组基 {xi : 0 ≤ i ≤ degP}. 视 P 为 E[X] 的元素, 在 E 中容
易计算 P (x) = P (X + (P )) = P (X) + (P ) = 0. 明所欲证.

例 8.2.2 (A. L. Cauchy, 1847) 复数域 C 可按以下方式构造为实系数多项式的等价
类. 二次多项式 X2 + 1 ∈ R[X] 无实根, 故不可约. 按命题 8.2.1 构造 R 的二次扩域
R[X]/(X2 +1); 记陪集 X + (X2 +1) 为 i, 则 R[X]/(X2 +1) = R⊕Ri 作为 R-代数的
结构完全由关系式 i2 + 1 = 0 确定, 这正是复数域的刻画. 因此 R[X]/(X2 + 1) ' C.

命题 8.2.3 设 E|F , L|F 为域扩张.
(i) 设 φ : E → L 为 F -嵌入, u ∈ E 为 F 上代数元, 则 φ(u) 也是 F 上代数元并且与

u 有同样的极小多项式.
(ii) 若代数元 u ∈ E 和 v ∈ L 具有同样的极小多项式 P , 则存在唯一的 F -嵌入

ι : F (u)→ L 使得 ι(u) = v; 它满足 im(ι) = F (v).

证明 先看第一部分. 设 P ∈ F [X] 为 u 的极小多项式, 因为 φ 是 F -代数的同态故
P (φ(u)) = φ(P (u)) = φ(0) = 0, 从而 φ(u) 是代数元; 又由于 P 已不可约, 它必然是
φ(u) 的极小多项式.

今考虑第二部分. 由于 u 生成 F (u), 所求 F -嵌入 ι : F (u) → L 完全由 u 的像 v
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确定, 而且 ι(F (u)) = F (v). 仅须证明 ι 存在. 请看交换图表:

F (u) F [X]/(P ) F (v) L

u X + (P ) v

ι

∼ ∼

∈ ∈ ∈

利用命题 8.2.1, 我们可以对 F 和 P ∈ F [X] 逐步构造有限扩张 F = F0 ↪→ F1 ↪→
· · · ↪→ Fm = E, 每次添入 P ∈ Fi[X] 的一个根, 使得 P 最后在 E 中分解成一次因子的
积. 从理论角度看, 一劳永逸的办法是构造充分大的扩张 F |F 使得每个 P ∈ F [X] 在
F 上都分解成一次因式的积. 这导向了代数闭域和代数闭包的概念.

定义 8.2.4 如果域 E 上的每个非常值多项式 P ∈ E[X] 都有根, 亦即有一次因子, 则
称 E 是代数闭域.

熟知的代数闭域例子是复数域 C, 这是代数基本定理的内容.

引理 8.2.5 域 E 是代数闭域当且仅当它没有非平凡的代数扩张, 亦即: L|E 为代数扩
张 ⇐⇒ L = E.

证明 设 E 代数闭而 L|E 是代数扩张, 对任意 x ∈ L, 它在 E 上的极小多项式 Px 必
有一次因子; 又由于 Px 不可约, 从而 degPx = 1 故 x ∈ E.
反之假设 E 非代数闭, P ∈ E[X] 在 E 上无根; 可以假设 P 不可约, 命题 8.2.1 遂

给出 E 的扩域 L := E[X]/(P ) 使得 [L : E] = degP > 1. 证毕.

引理 8.2.6 设 E|F 是代数扩张, 则 E 是代数闭域的充要条件是每个非常数多项式
P ∈ F [X] 在 E 中皆分解成一次因子.

证明 必要性是代数闭域定义的直接结论, 现证充分性. 鉴于引理 8.2.5, 仅须对每个代
数扩张 L|E 证明 L = E. 命题 8.1.12 确保 L|F 也是代数扩张, 对任意 x ∈ L, 极小多
项式 Px ∈ F [X] 按假设在 E[X] 中分解为 Px =

∏n
i=1(X −αi), 从而 Px(x) = 0 确保存

在 1 ≤ i ≤ n 使得 x = αi ∈ E. 明所欲证.

以上引理的条件还可以改进为: 每个非常数多项式 P ∈ F [X] 在 E 中皆有根. 我们将
在命题 9.2.9 利用 Galois 理论证之.

定义 8.2.7 域扩张 F |F 若满足 (i) F 为代数闭域, (ii) F |F 为代数扩张, 则称之为 F

的代数闭包.

命题 8.1.12 即刻导向一条常用性质: 设 E|F 为代数扩张, 而 E|E 是 E 的代数闭包, 那
么 E|F 也是 F 的代数闭包.

定理 8.2.8 (E. Steinitz) 对任意域 F , 代数闭包 F |F 存在, 并且在 F -同构的意义下
唯一.



§8.2 代数闭包 311

证明 (E. Artin) 先说明唯一性. 令 F |F , F ′|F 为代数闭包, 定义 P 为全体资料 (E, ι)

所成集合, 其中 E|F 是 F |F 的子扩张而 ι ∈ HomF (E,F
′
). 显然

(
F, F ↪→ F

′) ∈ P 故
P 非空. 赋予 P 偏序

(E, ι) ≤ (E1, ι1) ⇐⇒ (E ⊂ E1) ∧ (ι1|E = ι).

易见 (P,≤) 中每个链 {(Li, ιi)}i∈I 都有个上界 (L, ι): 取子扩张 L :=
⋃
i Li 和 ι : L→

F
′
使得 ι|Li = ιi 即是. Zorn 引理 (定理 1.3.6) 遂确保 (P,≤) 有极大元 (E, φ).

我们断言 E = F . 设若不然, 取 u ∈ F ∖ E, 它在 E 上有极小多项式 Pu ∈ E[X].
透过 φ 将 F

′
视为 E 的扩域, 那么 Pu 在 F

′
中必有一根 v, 故命题 8.2.3 给出唯一的

E-嵌入 E(u) ↪→ F
′
映 u 为 v; 这与 φ 的极大性矛盾.

只须再证 φ(F ) = F
′
便有 F -同构 φ : F

∼→ F
′. 由 F 代数闭可知其同构像 φ(F )

亦然, 又由于 F
′|F 为代数扩张可知 F

′|φ(F ) 亦是代数扩张, 于是乎引理 8.2.5 断言
φ(F ) = F

′. 唯一性证毕.

我们对存在性部分给两种论证. 其一虽然利索, 但要用到 §7.3 介绍的 F -代数的张
量积构造. 对每个不可约多项式 P ∈ F [X], 按之前讨论可用命题 8.2.1 逐步构造有限
扩张 EP |F , 使得 P 在 EP 上分解成一次因子之积. 该如何找到一个由全体 EP 生成
的扩域, 或退而求其次, 寻求如此的交换 F -代数? 范畴观点提供了一条线索: 考虑交换
F -代数的无穷张量积 (定义-定理 7.3.8)

A :=
⊗

P∈F [X]
不可约首一

EP .

我们有一族 F -同态 EP ↪→ A, 其像生成交换 F -代数 A; 注记 7.3.6 保证 A 非零. 基于
选择公理的命题 5.3.6 断言 A 有极大理想 I, 故商代数 F := A/I 为域, 而且仍由一族
F -嵌入 EP → F 的像生成, 因而 F |F 为使得每个 P 分解为一次因子的代数扩张. 命
题 8.2.6 立即蕴涵 F 代数闭.

第二种论证是直接以定理 1.3.6 寻求 F 的一个极大代数扩张. 取充分大的集合 Ω

使得 |Ω| > max{|F |,ℵ0}, 而且 F ⊂ Ω; 我们的目的是将所有的代数扩张嵌入为 “宇宙”
集 Ω 的子集. 定义集合 Q 为全体代数扩张 E|F , 适合于 (i) 作为集合有 F ⊂ E ⊂ Ω,
(ii) 域扩张 E|F 由包含映射 F ↪→ E 确定. 易见 Q 确为集合, F |F ∈ Q. 接着赋予 Q
偏序

E|F ≤ E1|F ⇐⇒ E ⊂ E1 (子域).

熟悉的并集构造表明 (Q,≤) 中每个链都有上界, 故存在极大元 F |F . 我们断言 F 的代
数扩张 L|F 只能是 L = F , 如是则从引理 8.2.5 导出 F 代数闭. 首务是调整 L|F 为 Q
的元素.

命题 8.1.13 断言对任意代数扩张 E|F 皆有 |E| ≤ max{|F |,ℵ0} < |Ω|, 这当然适用
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于 E = L,F . 我们需要一点基数的估计:

� 根据 Ω 的选取, |Ω∖F | 和 |F | 皆非零, 其中必有一者无穷; 事实上 |Ω∖F | ≥ |F |,
否则推论 1.4.9 将导出矛盾 |Ω| = max{|Ω∖ F |, |F |} = |F | < |Ω|.

� 于是 |Ω| = max{|Ω∖ F |, |F |} = |Ω∖ F |, 进而

|L∖ F | ≤ |L| ≤ max{|F |,ℵ0} < |Ω| = |Ω∖ F |.

� 故存在集合的单射 f : L ↪→ Ω 使得 f |F = idF ; 将域结构用 f 搬到 f(L) 上, 不动
F ⊂ Ω 的域结构, 这就使 f(L)|F 成为 Q 的一员.

在 (Q,≤) 中遂有 f(L)|F ≥ F |F . 极大性质蕴涵 f(L) = F , 故 L = F . 明所欲证.

推论 8.2.9 设 F |F 为代数闭包, E|F 为代数扩张, 则存在 F -嵌入 ι ∈ HomF (E,F ). 当
E|F 有限时 |HomF (E,F )| ≤ [E : F ].

证明 取 E 的代数闭包 E 并视 E 为其子域. 由定义可知 E|F 也是代数闭包, 唯一性
遂给出 F -同构 φ : E

∼→ F . 取 ι := φ|E 即证出第一个断言. 今假设 E = F (x1, . . . , xn)

为 F 的有限扩张, 考虑限制映射

HomF (F (x1, . . . , xn), F )
resn HomF (F (x1, . . . , xn−1), F )

resn−1

· · ·
res1 HomF (F, F ) = {∗}.

对于任意 φ ∈ HomF (F (x1, . . . , xi−1), F ), 命题 8.2.3 确保原像集 res−1i (φ) 的大小不超
过 xi 在 F (x1, . . . , xi−1) 上的极小多项式次数, 因此

∣∣HomF (F (x1, . . . , xn), F )
∣∣ ≤ n∏

i=1

[F (x1, . . . , xi) : F (x1, . . . , xi−1)] = [E : F ],

明所欲证.

命题 8.2.10 若 Ω是代数闭域, Ω|F 为域扩张,令 F := {x ∈ Ω :在 F 上代数},则 F |F
是 F 的代数闭包.

证明 每个 x ∈ F 生成有限扩张 F (x) = F [x], 而代数扩张对复合封闭, 因此 F =∨
x∈F F (x) 确实是 F 的代数扩张. 每个首一不可约多项式 P ∈ F [X] 皆在 Ω 中分解成
一次因子

∏
α(X − α), 按定义有 α ∈ F , 于是引理 8.2.6 蕴涵 F 是代数闭域.

从 C 的代数闭性出发, 代数闭包的第一个例子是 C|R. 其次是取 C 中全体 Q 上代
数数所成子域 Q, 这是因为命题 8.2.10 断言 Q 是 Q 的代数闭包. 对于一般情形, 定理
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8.2.8 仅抽象地给出代数闭包 F |F 的存在和唯一性; 证明的任一条进路都避不开选择公
理, 因而是非构造性的.

8.3 分裂域和正规扩张
我们已经看到任何非常数的 P ∈ F [X] 都在某个有限扩张 E|F 上分解为一次因

子. 本节旨在对这类构造作更细致的梳理.

定义 8.3.1 设 P 为 F [X] 中一族非常数多项式. 若域扩张 E|F 满足于
� 每个 P ∈ P 皆在 E 上分解成一次因子, 亦即 P = cP

∏nP

j=1(X − αP,j), 其中
αP,j ∈ E, cP ∈ F×,
� 诸根 {αP,j : P ∈ P , 1 ≤ j ≤ nP } 在 F 上生成 E.

则称 E|F 为多项式族 P 的分裂域.

分裂域总是代数扩张. 可以想象, 最复杂的应当是 P := F [X] ∖ F 的情形, 此时引理
8.2.6 表明分裂域正是 F 的代数闭包, 存在性已经证明. 不过在针对多项式方程的研究
中, 我们更常考虑的是单个多项式 P ∈ F [X] 的分裂域.

命题 8.3.2 对任一族非常数多项式 P, 分裂域 E|F 总是存在, 并在 F -同构的意义下唯
一; 任意 n ≥ 1 次多项式 P 的分裂域在 F 上的次数 ≤ n!.

证明 首先证明存在性. 取代数闭包 F |F . 每个 P ∈ P 都在 F 上分解为 P =

cP
∏nP

j=1(X −αP,j). 取由所有根生成的子扩张 E = F (αP,j : P ∈ P , 1 ≤ j ≤ nP ) 即所
求. 若要在 F |F 的子扩张中寻求 P 的分裂域, 这显然是唯一选择.
现证唯一性. 设 E|F , E′|F 为 P 的分裂域, 分别取代数闭包 F |E 和 F

′|E′, 以下
不妨视 E ⊂ F , E′ ⊂ F ′. 由定义可知 F |F 和 F

′|F 也是代数闭包, 因此定理 8.2.8 给出
F -同构 u : F

∼→ F
′. 既然 E|F 由 P 中所有多项式在 F 中的根生成, 同样性质透过 u

照搬到 u(E) ⊂ F ′, 于是 u(E)|F 等同于 E′|F , 所求的 F -同构无非是 u|E .
至于次数, 假设 degP = n ≥ 1, 多项式 P 在分裂域 E 中的根记为 α1, . . . , αn. 当

n = 1 时显然 E = F , 当 n > 1 时记 F1 := F (α1), 由于 [F1 : F ] ≤ degP = n 而 E

是 P/(X − α1) 在 F1 上的分裂域, 可用命题 8.1.5 递归地推出 [E : F ] = [E : F1][F1 :

F ] ≤ (n− 1)!n = n!.

引理 8.3.3 对任意代数扩张 L|F ,任何 F -嵌入 ι : L→ L都是同构. 换言之 EndF (L) =
AutF (L).

证明 仅须说明 ι为满射. 对任意 y ∈ L,其极小多项式 Py 在 L中的根记为 y1, . . . , ym,
并定义 L|F 的子扩张 L0 := F (y1, . . . , ym). 由于 F -嵌入 ι 诱导根集 {y1, . . . , ym} 上
的置换, 故 ι|L0 : L0 ↪→ L0. 引理 8.1.8 断言 L0|F 有限, 基于维数考量可知 ι|L0 实为同
构; 特别地, y ∈ im(ι).
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定义–定理 8.3.4 对于代数扩张 E|F , 以下性质等价:

N.1 任一不可约多项式 P ∈ F [X] 若在 E 中有根, 则它在 E[X] 中分解为一次因子之
积.

N.2 取定代数闭包 F |E 并视 E 为 F 的子域, 则任意 ι ∈ HomF (E,F ) 皆满足
ι(E) = E.

N.3 存在一族非常数多项式 P 使得 E|F 是 P 的分裂域.

满足以上任一条的代数扩张称为正规扩张.

证明 (N.1) =⇒ (N.2): 给定 ι ∈ HomF (E,F ),记 x ∈ E的极小多项式为 Px ∈ F [X],
则 ι(x) 仍是 Px 的根. 根据条件 Px 在 E[X] 中分解为一次因子 (X −α1) · · · (X −αn),
因而 ∃i, ι(x) = αi ∈ E. 由于 x可任取,立见 ι(E) ⊂ E. 应用引理 8.3.3可得 ι(E) = E.

(N.2) =⇒ (N.1): 若 P 有根 x ∈ E, 设 y ∈ F 为 P 的任意根. 命题 8.2.3 给出
F -嵌入 ι0 : F (x) → F 使得 ι0(x) = y. 借助于 ι0 可将 F |F (x) 看作代数闭包, 推论
8.2.9 给出以下交换图表

E F

F (x)

∃ ι

包含 ι0
于是 ι ∈ HomF (E,F ).

因此 y = ι0(x) = ι(x) ∈ E, 可见 P 的所有根都在 E 里.
(N.1) =⇒ (N.3): 取 P 为所有在 E 中有根的不可约多项式, 条件蕴涵分裂域

⊂ E. 由于每个 x ∈ E 都是极小多项式 Px 的根, 相应的分裂域正是 E.
(N.3) =⇒ (N.2): 对每个 ι ∈ HomF (E,F ) 和 P ∈ P , 嵌入 ι 诱导 RP := {x ∈

F : P (x) = 0} 上的置换. 分裂域 E 由
⋃
P∈P RP 在 F 上生成, 故 ι(E) = E.

顺势引进以下术语.

定义 8.3.5 称 Ω|F 的两个子扩张 E|F , E′|F 为共轭的, 如果存在 σ ∈ AutF (Ω) 使得
σ(E) = E′; 如果对 x, y ∈ Ω 存在 σ ∈ AutF (Ω) 使得 σ(x) = y, 则称 x 与 y 共轭.

元素的共轭显然是等价关系. 来由之一是 Ω|F = C|R 的情形: 由于 C = R ⊕ Ri '
R[X]/(X2 + 1), 而 X2 + 1 的根为 ±i, 自同构 σ ∈ AutR(C) 由像 σ(i) = ±i 唯一确定,
所以 σ 必为 idC 或复共轭 x+ yi 7→ x− yi.

命题 8.3.6 设 L|F 为正规扩张, E|F 为其子扩张, 则任何 ι ∈ HomF (E,L) 都能延拓
为某个 ι̃ ∈ AutF (L).

证明 根据引理 8.3.3, 仅须延拓 ι 为 ι̃ : L → L 即可. 取 L 的代数闭包 F , 仍记
E

ι
L ↪→ F 的合成为 ι, 那么 ι : E → F 也是 E 的代数闭包; 进一步, 它还给出 F 的
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代数闭包, 符号 F 因之是合理的. 对代数闭包 E
ι
F 和包含映射 E ↪→ L 应用推论

8.2.9, 立得域嵌入 ι̃ : L→ F 使得 ι̃|E = ι. 若能说明 ι̃(L) ⊂ L 便可完成证明.
既然 F 通过 ι 成为 F 的代数闭包, 从 L|F 的正规性和 N.2 立可导出 ι(L) ⊂ L,

明所欲证.

由此引出正规扩张定义 N.2 的一条有用推广.

推论 8.3.7 对于正规扩张 L|F , 其子扩张 E|F 正规的充要条件是:
B N.2′ 对每个 σ ∈ AutF (L) 都有 σ(E) ⊂ E.
作为应用,若在代数扩张的四层塔 L|E|K|F 中, L|F 和 E|F 皆正规,那么HomF (K,L) =

HomF (K,E).

证明 取定代数闭包 F |L. 若 E|F 正规, 则因为 AutF (L) ⊂ HomF (L,F ), 按 N.2 必
有 σ(E) ⊂ E. 反之设 ∀σ σ(E) ⊂ E, 命题 8.3.6 确保任何 ι ∈ HomF (E,F ) 总能延拓
到 F → F , 后者在 L 上的限制记为 σ; 条件 N.2 确保 σ ∈ EndF (L) = AutF (L), 故
ι(E) = σ(E) ⊂ E. 这就证出第一部分.

至于第二部分, 显然 HomF (K,E) ⊂ HomF (K,L). 若 ι ∈ HomF (K,L), 用命题
8.3.6 延拓 ι 为 σ ∈ AutF (L), 再由第一部分导出 ι(K) ⊂ σ(E) ⊂ E. 证毕.

在 N.2′ 中取 L = F , 立见正规扩张无非是 F |F 中对共轭关系封闭的子扩张.

推论 8.3.8 代数闭包 F |F 中两个元素 x, y 共轭当且仅当它们有相同的极小多项式.

证明 显然 F -自同构保持元素的极小多项式不变. 反之设 x, y 同为不可约多项式
P ∈ F [X] 的根. 命题 8.2.3 给出 F -嵌入 ι : F (x)→ F 使得 ι(x) = y. 以命题 8.3.6 将
ι 延拓为 σ ∈ AutF (F ), 即得共轭关系 σ(x) = y.

虽然正规扩张的子扩张未必正规, 对于其它操作仍有良好的封闭性.

命题 8.3.9 正规扩张满足以下性质.

(i) 扩张 L|F 正规 =⇒ 对任意中间域 E, 扩张 L|E 正规.

(ii) 设 L|F , M |F 为 Ω|F 的子扩张, 则 L|F 正规 =⇒ LM |M 正规.

(iii) 在给定扩张 Ω|F 中, 任一族正规子扩张之复合与非空交依然正规.

证明 设 L|F , M |F 皆是 Ω|F 的子扩张, 若 L|F 是 P ⊂ F [X]的分裂域, 则 LM |M 是
P ⊂ M [X] 的分裂域, 故为正规扩张. 这就证明了 (ii); 取特例 Ω = L 而 M = E ⊂ L

就得到 (i).
设 {Li|F}i∈I 是 Ω|F 的一族正规子扩张, 且 I 非空, 其交

⋂
i Li|F 与复合

∨
i Li|F

仍是代数扩张 (命题 8.1.12). 取定包含
∨
i Li 的代数闭包 F , 它同时也是

⋂
i Li, 每个

Li 以及 F 的代数闭包, 而复合
∨
i Li 可视作 F |F 中的复合. 我们先证

∨
i Li|F 正规:
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对任意 ι ∈ HomF

(∨
i Li, F

)
, 正规性蕴涵

ι

(∨
i∈I

Li

)
=
∨
i∈I

ι(Li) =
∨
i∈I

Li.

接着证明
⋂
i Li|F 正规: 因为

∨
i Li
∣∣⋂

i Li 是代数扩张, 推论 8.2.9 断言任意 ι ∈
HomF

(⋂
i Li, F

)
皆可延拓为

∨
i Li → F , 继而也能限制到每个 Li 上; 正规性蕴涵

ι

(⋂
i∈I

Li

)
=
⋂
i∈I

ι(Li) =
⋂
i∈I

Li.

明所欲证.

定义 8.3.10 设 E|F 为代数扩张, F |E 为选定的代数闭包. 定义 E|F 的正规闭包M |F
为 F |F 中所有含 E|F 的正规子扩张之交.

因为 F |F 正规, 此交非空. 命题 8.3.9 表明 M |F 是 F |F 中包含 E 的最小正规子扩张.
进一步,

M
∵ N.2′ ∨

σ∈AutF (F )

σ(E)
∵命题 8.3.6 ∨

σ∈HomF (E,F )

σ(E).

进一步假设 E|F 有限, 则推论 8.2.9 蕴涵以上复合仅含有限项, 此时 M |F 也是有限扩
张. 且看个标准例子.

例 8.3.11 Q|Q 的子扩张 Q(21/3)|Q 非正规, 因为 Q(21/3) ⊂ R 而 21/3 在 Q 中尚有共
轭 ω21/3, ω221/3, 其中 ω = e2πi/3: 它们是极小多项式 X3 − 2 在 Q 中的根. 正规闭包
是 Q(21/3, ω).

8.4 可分性
对于任意域 F ,命题 5.6.7按习见的公式 (

∑
k≥0 akX

k)′ =
∑
k≥1 kakX

k−1 在 F [X]

上定义了求导运算 P 7→ P ′. 以下选定代数闭包 F |F . 记非零多项式 P,Q 的最大首一
公因式为 (P,Q), 这是唯一确定的.

引理 8.4.1 设 P,Q ∈ F [X] 非零, L|F 是任意域扩张, 则 (P,Q) = 1 在 F [X] 中成立当
且仅当它在 L[X] 中成立.

证明 若 P,Q 在 F [X] 中有非常数的公因子, 则在 L[X] 中亦然. 若两者在 F [X] 中互
素, 则存在 U, V ∈ F [X] 使得 UP + V Q = 1, 而此式又在 L[X] 中蕴涵 P,Q 互素.

引理 8.4.2 非零多项式 P ∈ F [X] 在其分裂域上有重根的充要条件是 (P, P ′) 6= 1.



§8.4 可分性 317

证明 引理 8.4.1 表明条件 (P, P ′) 6= 1 在 F 上和在分裂域 L 上是等价的. 一切化约为
以下熟知的等式: 对任意域扩张 L|F 和 c ∈ L, 存在 Q ∈ L[X] 使得

P = P (c) + (X − c)P ′(c) + (X − c)2Q. (8.2)

诚然, 由于 X 7→ X − c 诱导 L[X] 作为 L-代数的自同构, 问题容易化约到 c = 0 的明
显情形.

附带一提, 检验重根的另一种方式是运用例 5.8.6 介绍的判别式.

定理 8.4.3 对于不可约多项式 P ∈ F [X], 以下陈述等价.

(i) P 在代数闭包 F 上有重根,

(ii) P 在其分裂域上有重根,

(iii) P ′ = 0,

(iv) char(F ) = p > 0, 而且 P 形如
∑n
k=0 akX

pk.

证明 (i) =⇒ (ii) 属显然.
(ii) =⇒ (iii): 若 P 在分裂域上有重根则 (P, P ′) 6= 1, 然而 P 不可约而 degP ′ <

degP , 唯一的可能是 P ′ = 0.
(iii) =⇒ (iv): 设 P =

∑
h≥0 bhX

h, 条件 P ′ = 0 相当于 ∀h ∈ Z≥1, hbh = 0. 由
于 degP > 0, 仅当 p := char(F ) > 0 时条件才可能成立, 此时 p ∤ h =⇒ bh = 0.

(iv) =⇒ (i): 设 P =
∑
k≥0 akX

pk = P1(X
p), 这里 P1 :=

∑
k≥0 akX

k. 令
y1, . . . , yk ∈ 为 P1 在 F 中的根; 对每个 yi, 取 xi ∈ F 满足于 xpi = yi. 由 char(F ) = p

之故, 应用 (5.3) 可得
(Xp − yi) = (X − xi)p,

因此 xi 作为 P 的根其重数 ≥ p > 0.

定义 8.4.4 (可分元) 在域扩张 E|F 中, 若代数元 x ∈ E 的极小多项式 Px ∈ F [X] 在
分裂域上无重根, 则称 x 在 F 上为可分元.

以上定理给出可分性的初步判准. 为了进一步剖析, 以下假设 char(F ) = p > 0

并回忆定理 8.4.3 (iv) 的构造: 设 P ∈ F [X] 不可约而且 P ′ = 0. 则必可写成
P (X) = P1(X

p) 之形式. 观察到

F [X] −→ F [X]

f(X) 7−→ f(Xp)

是 F -代数的同态, 并且 deg f(Xp) = p deg f(X). 于是 P 不可约确保 P1 亦不可约. 如
果 P ′1 = 0 则续行如是操作, 得到 P1(X) = P2(X

p) 而 P2 仍不可约. 基于次数考量, 迭
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代必在有限步内停止, 并给出

P (X) = P ♭
(
Xpm

)
, P ♭ ∈ F [X] : 不可约, (P ♭)′ 6= 0. (8.3)

将 P ♭ 在 F [X] 中分解为一次因子 c
∏k
i=1(X − yi), 定理 8.4.3 蕴涵 i = j ⇐⇒ yi = yj .

对每个 yi 取 xi ∈ F 使得 xp
m

i = yi. 同样由 (5.3) 可知 Xpm − yi = (X − xi)p
m , 因此

xi 是唯一的. 结论: P 在 F [X] 中分解为

P = c

k∏
i=1

(X − xi)p
m

, i = j ⇐⇒ xi = xj

特别地, P 在分裂域中的根其重数一律为 pm. 此处思路是将问题拆作两段, 一是无重根
或曰 “可分” 的多项式 P ♭, 二是形如 Xpm − yi 的 “纯不可分” 多项式, 尔后探讨可分性
时会反复运用这个构造. 现在我们可以着手定义可分扩张.

定义 8.4.5 设 E|F 为代数扩张, 定义其可分次数为 [E : F ]s := |HomF (E,F )|.

因为 F 的代数闭包在同构意义下唯一, [E : F ]s 的定义与 F |F 的选取无关. 此外推论
8.2.9 还蕴涵 [E : F ]s ≥ 1.

命题 8.4.6 若 L|E 和 E|F 为代数扩张, 则 [L : F ]s = [L : E]s[E : F ]s, 其中 [L : E]s =

HomE(L,F ) 可由任意 F -嵌入 σ : E → F 来定义, 乘法是基数的乘法.

证明 将选定的嵌入 F ↪→ F 延拓为 τ : L → F 可以分作两步. 第一步是延拓到
σ : E → F , 第二步是将每个 σ 延拓为 τ : L→ F . 第一步按定义恰有 [E : F ]s 种选择.
接着考虑给定之 σ ∈ HomF (E,F ). 因为 F ↪→ F 给出代数扩张, E σ

F 亦然, 而
F 又是代数闭的, 故 E

σ
F 给出 E 的代数闭包. 于是第二步按定义对每个 σ 都恰有

[L : E]s 种选择. 基数相乘得出 [L : F ]s = [L : E]s[E : F ]s.

单扩张 F (x)|F 的可分次数可直接从 x 的极小多项式计算.

引理 8.4.7 考虑形如 F (x)|F 的有限扩张, 记 x 的极小多项式为 Px. 则 [F (x) : F ]s 等
于 Px 在 F 中的根数 (不计重数). 当 char(F ) = 0时 [F (x) : F ]s = [F (x) : F ] = degPx.
若 p := char(F ) > 0, 按 (8.3) 将 Px 写作

Px(X) = P ♭x

(
Xpm

)
,

则 [F (x) : F ]s = degP ♭x, [F (x) : F ] = pm[F (x) : F ]s. 特别地, x 可分当且仅当
[F (x) : F ]s = [F (x) : F ].

证明 命题 8.2.3 断言 [F (x) : F ]s 等于 Px 在 F 中的根数 (不计重数). 定理 8.4.3 表
明仅当 p := char(F ) > 0 时才可能有重根, 在对 (8.3) 的讨论中业已说明相异根恰有
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degP ♭x 个, 每个重数皆为 pm.

对于一般的有限扩张 E|F , 推论 8.2.9 断言 [E : F ]s ≤ [E : F ], 我们还能进一步得
到整除性.

定义–定理 8.4.8 以下仅考虑有限扩张.

(i) 对每个 E|F 皆有 [E : F ]s | [E : F ], 于是可定义 E|F 的不可分次数为

[E : F ]i :=
[E : F ]

[E : F ]s
.

(ii) 仅当 p := char(F ) > 0 时才可能有 [E : F ]i > 1, 此时它必为 pm 的形式.

(iii) 有限扩张的不可分次数满足 [L : F ]i = [L : E]i[E : F ]i.

(iv) 以下等价: (a) E 在 F 上有一族可分生成元, (b) 等式 [E : F ]s = [E : F ] 成立,
(c) E 中每个元素在 F 上皆可分.

(v) 对于单扩张 F (x)|F , 极小多项式 Px 在 F 中每个根的重数都是 [F (x) : F ]i; 特别
地, x 在 F 上可分当且仅当 [F (x) : F ]i = 1.

证明 我们首先证明 (i). 设 E = F (x1, . . . , xn), 置 Fm := F (x1, . . . , xm), 比较命题
8.1.5 和 8.4.6 可知对每一段中间扩张 Fm|Fm−1 证明 [Fm : Fm−1]s|[Fm : Fm−1] 即足.
因此不妨假设 E = F (x), 这是引理 8.4.7 处理过的情形, 由之也一并得到 (ii).

性质 (iii) 是 [L : F ] 和 [L : F ]s 的相应性质的直接结论.
从上述论证看出: 若 E 的每个生成元 xm 在 F 上皆可分, 那么在 Fm−1 上当然

也可分, 于是 [E : F ] =
∏n
m=1[Fm : Fm−1] =

∏n
m=1[Fm : Fm−1]s = [E : F ]s. 若假设

[E : F ] = [E : F ]s, 则对任意 x ∈ E 皆有 [F (x) : F ]i | [E : F ]i = 1, 引理 8.4.7 遂确保
x 可分. 至此证出 (iv). 最后 (v) 是引理 8.4.7 的直接结论.

定义 8.4.9 若代数扩张 E|F 里的每个元素在 F 上皆可分, 则称为可分扩张. 因此有限
扩张 E|F 可分当且仅当 [E : F ]s = [E : F ], 或等价地说 [E : F ]i = 1.

命题 8.4.10 可分扩张是约定 8.1.9 意义下的特出扩张, 并对复合封闭.

证明 先确立性质 D.1, 作以下简单观察:
� 若 x ∈ L 在 F 上可分 (即: 极小多项式在 F 中无重根), 自然也在 E 上可分, 因
此 L|F 可分蕴涵 L|E 可分, 显然也蕴涵 E|F 可分.
� 若 L|E, E|F 皆可分, 对任意 x ∈ L 考虑极小多项式 Qx ∈ E[X], 其系数生成
E|F 的有限子扩张 E0|F . 定义–定理 8.4.8 之 (iv) 说明 E0|F 可分, 而 x 又在 E0

上可分, 于是 E0(x) ⊃ F (x) 及定义–定理 8.4.8 之 (iii) 和 (v) 蕴涵

[F (x) : F ]i 整除 [E0(x) : F ]i = [E0(x) : E0]i[E0 : F ]i = 1,
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故 x 在 F 上可分.
特出扩张的性质 D.2, D.3 与复合封闭性都是以下性质的结论: 若代数扩张 E|F 有一
族在 F 上可分的生成元, 则 E|F 可分. 诚然, 这是因为任意 x 可以用有限多个生成元
表示, 从而可化约到有限扩张情形, 再应用定义–定理 8.4.8 之 (iv).

可分扩张的复合封闭性使得我们能定义闭包的概念.

定义 8.4.11 任意扩张 Ω|F 的可分子扩张之复合仍为可分扩张, 称为 F 在 Ω 中的可分
闭包. 在代数闭包 F |F 中的可分闭包简称为 F 的可分闭包, 记作 F sep|F .

可分闭包也有以下内禀的刻画, 不必绕道 F |F .

命题 8.4.12 可分闭包 F sep|F 是正规扩张: 它实际是 P := {P ∈ F [X] :不可约, P ′ 6=
0} 的分裂域.

此外还可以仿照定义代数闭包的方式, 将 F sep|F 定义为 F 极大可分扩张; 参看引理
8.2.5.

定义 8.4.13 若域 F 的所有代数扩张都可分, 则称 F 为完全域.

对于 p := char(F ) > 0 情形的研究, (5.3) 将扮演关键角色; 它确保下述性质.

� 对任意 m ≥ 0 定义 F p
m

:=
{
xp

m

: x ∈ F
}

, 则它是 F 的子域; 诚然, F pm 对
乘法和非零元的取逆 y 7→ y−1 封闭, 包含素子域 Fp, 并且对加法和加法取逆
y 7→ −y = (−1)

∈Fp

·y 也封闭.

� 任意 a ∈ F 在 F 中有唯一的 pm 次根, 不妨记为 ap
−m .

引理 8.4.14 设 p := char(F ) > 0, m ≥ 1. 多项式 Xpm − a ∈ F [X] 不可约当且仅当
a /∈ F p.

证明 若 a = bp, b ∈ F , 则 Xpm − a =
(
Xpm−1 − b

)p
可约. 以下假设 a /∈ F p.

令 P 为 α := ap
−m ∈ F 在 F 上的极小多项式. 由于 Xpm − a = (X − α)pm 在

F [X] 中的任何素因子都有根 α, 因而被 P 整除, 从 F [X] 的唯一分解性可知存在正整
数 k 使得 Xpm − a = P k; 目标是说明 k = 1. 比较次数可知 k = pn (n ≤ m), 继而比
较常数项可知 −a ∈ F pn , 于是 a ∈ F pn ; 条件表明 n = 0, 证毕.

特别地, 若 x ∈ E ∖ F 而 a := xp ∈ F , 那么引理 8.4.14 蕴涵 Xp − a ∈ F [X] 是 x 的极
小多项式; 从引理 8.4.7 立见 [F (x) : F ]s = 1. 在 §8.7 将对这类多项式作更完整的讨论.
我们先将焦点转回完全域.

定理 8.4.15 域 F 是完全域当且仅当 (a) char(F ) = 0, 或者 (b) p := char(F ) > 0 而
F = F p.
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证明 根据定理 8.4.3, 仅须在 p := char(F ) > 0 的情形下验证 F = F p 等价于所
有不可约的 P ∈ F [X] 皆满足 P ′ 6= 0. 首先设 F = F p, 若 P ′ = 0 则有表达式
P =

∑
k≥0 akX

pk, 取 a′k ∈ F 使得 (a′k)
p = ak, 这将导致 P = (

∑
k≥0 a

′
kX

k)p 可约.
反之设 ∃a ∈ F ∖ F p. 引理 8.4.14 表明 P := Xp − a ∈ F [X] 不可约, 同时

P ′ = pXp−1 = 0. 证毕.

推论 8.4.16 有限域都是完全域.

证明 有限域 F 的特征必为某素数 p, 否则 Q ↪→ F . 映射 x 7→ xp 是 F 的加法群自同
态, 其核为 {x ∈ F : xp = 0} = {0} 故为单射, 有限性遂蕴涵 F = F p.

8.5 本原元素定理
本节伊始, 我们先回顾第五章习题中的一道结果.

定理 8.5.1 令 F 为域, 则 F× 的任何有限子群都是循环群. 特别地, 当 F 为有限域时
F× 是循环群.

证明 在 §5 的习题中业已勾勒了一套基于分圆多项式的进路, 此处改用有限生成交换
群的结构定理 (推论 6.7.9) 另作证明. 设 A ⊂ F× 为有限群, 根据前引结果, 存在 > 1

的整数 d1 | · · · | dn 使得 A '
⊕n

i=1 Z/diZ. 由此可见
{
a ∈ A : adn = 1

}
有
∏n
i=1 di 个

元素, 然而多项式 Xdn − 1 在 F 中至多有 dn 个根, 于是 n = 1, 故 A 确为循环群.

定义 8.5.2 设 E|F 为有限扩张, 若 u ∈ E 满足于 E = F (u) 则称 u 为 E|F 的本原元
素.

例 8.5.3 先尝试二次数域的情形. 设 p, q 为相异素数. 易见 p 在 Q(
√
q) = Q + Q√q

中无平方根, 故 [Q(
√
p,
√
q) : Q] = [Q(

√
p,
√
q) : Q(

√
q)][Q(

√
q) : Q] = 4. 验证

u :=
√
p+
√
q 是 Q(

√
p,
√
q)|Q 的本原元素如下:

u3 = (
√
p+
√
q)

3
= p
√
p+ 3p

√
q + 3q

√
p+ q

√
q = (p+ 3q)

√
p+ (3p+ q)

√
q,

从而 √q = (2p − 2q)−1(u3 − (p + 3q)u) ∈ Q(u), 又由 √p = u −√q ∈ Q(u) 知 u 确为
本原元素.

对于更一般的域扩张, 类似运算很快会变得十分棘手, 所幸我们有以下的一般定理.

定理 8.5.4 有限可分扩张 E|F 必有本原元素. 当 F 无穷而 E = F (x1, . . . , xn) 时, 结
果可以进一步强化为: 设 x2, . . . , xn 在 F 上可分, 则本原元素可取作 x1, . . . , xn 在 F

上的线性组合.
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证明 若 F 有限则 E 亦有限, 定理 8.5.1 给出 E× 的生成元 u; 显然 E× = 〈u〉 =⇒
E = F (u). 有限域的情形得证.
假设 F 无穷而 E = F (x1, . . . , xn), 先考察 n = 2 的情形. 令 P1, P2 为 x1, x2

各自的极小多项式. 今将证明对于 “一般的” t ∈ F 有 E = F (x1 + tx2); 留意到
x1 = (x1 + tx2)− tx2, 故证明 x2 ∈ F (x1 + tx2) 即可.
将 F (x1, x2) 嵌入代数闭包 F 并在 F (x1 + tx2)[X] 中考虑元素

P1(x1 + tx2 − tX), P2(X).

由于两者在 F 中有公共根 x2, 引理 8.4.1 蕴涵它们的最大首一公因式 R ∈ F (x1 +

tx2)[X] 满足 degR ≥ 1. 如能取 t 使得 degR = 1 则必有 R = X − x2, 此时如愿导出
x2 ∈ F (x1 + tx2).

反设 degR > 1, 从 R | P2 和 P2 无重根 (这里用上可分性) 可知 R 在 F 中有根
y 6= x2. 同样地, R | P1(x1 + tx2 − tX) 蕴涵 P1(x1 + t(x2 − y)) = 0, 遂有

x1 + t(x2 − y) = z, z ∈ F : P1(z) = 0.

对每个 P1 的根 z 和 P2 的根 y 6= x2, 上式都唯一确定了 t. 因为根数有限而 F 无穷,
总能取 t 使得上式对每组 (z, y) 皆不成立, 于是 degR = 1.
当 n > 2 时, 可利用 F (x1, . . . , xn) = F (x1, . . . , xn−1)(xn) 递归地论证.

下述刻画则给出了存在本原元素的充要条件. 为了陈述方便, 以下设 F ⊂ E.

定理 8.5.5 (E. Steinitz) 有限扩张 E|F 是单扩张 (亦即存在本原元素) 当且仅当仅有
有限个中间域 F ⊂M ⊂ E.

证明 当 F 有限时 E 亦有限, 此时当然仅有有限个中间域, 而定理 8.5.4 断言存在本
原元素. 以下只处理 F 无穷的情形.

先假设 E = F (u). 对任意中间域 M , 令 u 在 M 上的极小多项式为 PM ∈ M [X];
于是 PM | PF . 我们断言 M |F 由 PM 的系数 c0, . . . , cm 生成. 诚然, PM 既然在 M 上
不可约, 在 F (c0, . . . , cm) ⊂M 上亦不可约, 因此

[E :M ] = degPM = [E : F (c0, . . . , cm)],

于是 M = F (c0, . . . , cm), 亦即 M 可由 PM 重构. 由此见得映射

{中间域 F ⊂M ⊂ L} {PF 在 E[X] 中的首一因式}

M PM

是单射, 右侧有限导致左侧亦有限.
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今假设仅有有限个中间域M . 每个M 同时也是 E 的 F -向量子空间. 利用 F 无穷
的条件, 我们断言有限多个真子空间不能覆盖整个 E, 于是取 u ∈ E ∖

⋃
{M :M ⊊ E}

即为本原元素. 下面证明断言: 设若不然, 则 E 可被有限多个线性超平面覆盖, 亦即

E =

k⋃
i=1

{x ∈ E : Li(x) = 0},

其中 L1, . . . , Lk : E → F 是一些非零 F -线性映射; 那么
∏k
i=1 Li 是在 E ' F [E:F ] 上

恒取零值的 k 次多项式函数, 这与命题 5.6.11 相悖.

借用代数几何的术语, 证明最后一段实际说明了单扩张 E|F 中 E 的 “一般” (即: 扣除
有限个 M ⊊ E) 元素都是本原元素.

我们将在习题中给出扩张无本原元素的具体例子, 并验证此时确有无穷多个中
间域.

8.6 域扩张中的范数与迹
对于有限扩张 E|F , 定义 7.8.3 对任意 F -代数 E 定义了从 E 映到 F 的范数

NE|F 与迹 TrE|F 两种映射, 它们分别是乘法幺半群和加法群的同态. 对于域扩张的塔
L|E|F , 定理 7.8.5 给出

NL|F = NE|F NL|E , TrL|F = TrE|F TrL|E .

对域扩张 E|F 和元素 x ∈ E, 其范数和迹的计算遂可拆作两段:

NE|F (x) = NF (x)|F (NE|F (x)(x)), TrE|F (x) = TrF (x)|F (TrE|F (x)(x)),

而 E|F (x) 段是容易的: 因为 x ∈ F (x), §7.8 列出的性质表明

NE|F (x)(x) = x[E:F (x)], TrE|F (x)(x) = [E : F (x)]x. (8.4)

一如既往, 合理的策略是从考察 NF (x)|F (x) 和 TrF (x)|F (x) 入手.

定理 8.6.1 设 x 在 F 上的极小多项式为 Px = Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a0, 则

NF (x)|F (x) = (−1)na0, TrF (x)|F (x) = −an−1.

证明 使用原始定义 7.8.3. 取 F -向量空间 F (x) 的基 1, x, . . . , xn−1 (计入顺序). 因为
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x · xn−1 =
∑n−1
i=0 (−ai)xi, 对应于左乘映射 mx : a 7→ xa 的矩阵是

A :=



0 · · · 0 −a0

1 −a1
. . . ...

1 −an−1


容易计算 NF (x)|F (x) = det(A) = (−1)na0, 而 TrF (x)|F (x) = Tr(A) = −an−1.

定理 8.6.2 对于有限扩张 E|F 和 x ∈ E, 取定代数闭包 F |F , 则有

NE|F (x) =
∏

σ∈HomF (E,F )

σ(x)[E:F ]i ,

TrE|F (x) = [E : F ]i
∑

σ∈HomF (E,F )

σ(x)

=


∑
σ∈HomF (E,F ) σ(x), E|F 可分

0, E|F 不可分.

证明 记 x的极小多项式为 Px = Xn+an−1X
n−1+ · · ·+a0. 定理 8.6.1中的 (−1)na0

和 −an−1 分别是 Px 在 F 中诸根的积与和, 计入重数; 根的重数皆等于 [F (x) : F ]i (定
义–定理 8.4.8 (v)). 配合命题 8.2.3 可将此改写为

NF (x)|F (x) =
∏

σ∈HomF (F (x),F )

σ(x)[F (x):F ]i ,

TrF (x)|F (x) = [F (x) : F ]i
∑

σ∈HomF (F (x),F )

σ(x).

每个 σ ∈ HomF (F (x), F ) 到 E 有 [E : F (x)]s 种延拓, 是以 (8.4) 给出

NE|F (x) = NF (x)|F (x)
[E:F (x)] =

∏
σ∈HomF (F (x),F )

σ(x)[F (x):F ]i[E:F (x)]

=
∏

σ∈HomF (E,F )

σ(x)[F (x):F ]i[E:F (x)]i[E:F (x)]s

/
[E:F (x)]s

=
∏

σ∈HomF (E,F )

σ(x)[E:F ]i .

同样运算中以加代乘, 便得出 TrE|F (x) = [E : F ]i
∑
σ∈HomF (E,F ) σ(x). 由于 E|F 可分
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当且仅当 [E : F ]i = 1, 而不可分情形必为特征 p > 0 且 [E : F ]i = pm, m ≥ 1, 此时
[E : F ]i · 1F = 0.

以上公式有助于了解定义 7.8.7 后讨论的迹型式

TrE|F : E × E −→ F

(x, y) 7−→ TrE|F (xy).

这是 E 上的对称双线性型. 更广泛地说,设 V , W 是有限维 F -向量空间, B : V ×W →
F 是双线性映射, 如果

B(v, ·) = 0 ⇐⇒ v = 0, B(·, w) = 0 ⇐⇒ w = 0

则称 B 是非退化的. 今假设 dimF V = dimF W = n. 若 V 的一组基 x1, . . . , xn 和 W

的一组基 y1, . . . , yn (计顺序) 满足于

B(xi, yj) =

1, i = j

0, i 6= j

则称两者相对偶. 线性代数的基本理论蕴涵 V , W 有一对对偶基当且仅当 B 非退化,
这时任意 (xi)i 都有唯一的对偶基.

定理 8.6.3 设 E = F (x), 其中 x 的极小多项式 Px 为 n 次, 记

Px
X − x

=

n−1∑
i=0

biX
i ∈ E[X].

若 P ′x(x) 6= 0, 则对 E 的基 1, x, . . . , xn−1, 相对于 TrE|F 的对偶基为

b0
P ′x(x)

, . . . ,
bn−1
P ′x(x)

.

证明 取定代数闭包 F 并将 E 嵌入. 令 x1, . . . , xn ∈ F 为 Px 的根, 定理 8.4.3 确保无
重根, 而且 E|F 可分. 一并注意到对每个 1 ≤ i, k ≤ n 皆有

Px
X − xi

∣∣∣∣
X=xk

=

P ′x(xk), k = i

0, k 6= i.
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(这是初等的, 参看 (8.2)). 我们首先断言

n∑
i=1

Px
X − xi

· xji
P ′x(xi)

= Xj , 0 ≤ j ≤ n− 1.

对每个 j, 从以上观察得知两边之差是有 n 个根 x1, . . . , xn 的 ≤ n− 1 次多项式, 故两
边相等. 此式又可写作

∑
σ∈HomF (E,F )

σ

(
Px

X − x
· xj

P ′x(x)

)
= Xj σ ↔ i

σ(x) = xi

∥∥∥∥∥∥
此处将 σ 作用在多项式系数上, 自然地延拓为 F -代数的同态 E[X]

σ
F [X]. 比较 Xi

在两边的系数并应用定理 8.6.2 可得

TrE|F
(
xj · bi

P ′x(x)

)
=

∑
σ∈HomF (E,F )

σ

(
bi ·

xj

P ′x(x)

)
=

1, i = j,

0, i 6= j

此即对偶基的条件.

对于可分有限扩张 E|F , 定理 8.5.4 确保上述定理的前提成立, 而对不可分有限扩
张恒有 TrE|F = 0. 以下推论是水到渠成的.

推论 8.6.4 有限扩张 E|F 的迹型式 TrE|F : E × E → F 非退化当且仅当 E|F 可分.

如果只为论证 TrE|F 非退化, 稍后介绍的定理 9.5.1 能够给出更短的证明, 不过对
偶基的显式描述在代数数论等场合相当管用,这是玄虚的论证所不及处. 我们留作习题.

8.7 纯不可分扩张
由于不可分现象仅在特征 p > 0 时出现, 本节固定素数 p, 考虑的域一概为特征 p.

定义 8.7.1 (纯不可分元) 设 Ω|F 为域扩张, 若代数元 x ∈ Ω 的极小多项式形如 Px =

Xpm − a ∈ F [X], 其中 m ≥ 0, 则称 x 在 F 上是纯不可分元.

由引理 8.4.7 知 x 是纯不可分元当且仅当 [F (x) : F ] = [F (x) : F ]i = pm, 这又等价于
[F (x) : F ]s = 1; 此时 (8.3) 给出的可分多项式 P ♭x 为一次的 X − a. 以下是引理 8.4.14
的直接结论.

命题 8.7.2 假设存在 k ≥ 0 使得 xp
k ∈ F . 取 m := min

{
k ≥ 0 : xp

k ∈ F
}

, a := xp
m ,

则 x 是以 Xpm − a 为极小多项式的纯不可分元.
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定义–定理 8.7.3 对于代数扩张 E|F , 以下条件等价.

(i) E 中每个元素在 F 上都是纯不可分元;

(ii) E|F 由一族纯不可分元生成;

(iii) [E : F ]s = 1 (回忆可分次数对任何代数扩张皆有定义);

当任一条件成立时, 称 E|F 为纯不可分扩张.

证明 (i) =⇒ (ii): 显然.
(ii) =⇒ (iii): 取代数闭包 F |F , 并回忆 HomF (E,F ) 非空 (推论 8.2.9), ι ∈

HomF (E,F ) 由它在一族生成元上的作用确定. 先前的讨论已指出每个不可分生成元 x

的极小多项式都形如 Xpm − a, 故 ι ∈ HomF (E,F ) 必将 x 映至 Xpm − a 在 F 中的唯
一根 ap

−m , 这就意谓着 [E : F ]s = |HomF (E,F )| = 1.
(iii) =⇒ (i): 设 x ∈ E, 命题 8.4.6 蕴涵 1 = [E : F ]s = [E : F (x)]s[F (x) : F ]s, 于

是 [F (x) : F ]s = 1. 按先前讨论可知这等价于 x 纯不可分.

若取定代数闭包 F |E, 并定义 F 的子域 (简单验证留予读者)

F p
−∞

:= {x ∈ F : ∃m ≥ 1, xp
m

∈ F}

则 E|F 纯不可分等价于 E ⊂ F p
−∞ . 可见 F p

−∞
实为 F 上所有形如 Xpm − a 的多项

式的分裂域, 也称作 F 的完全闭包. 习题将阐释这个术语的由来.

引理 8.7.4 纯不可分扩张必为正规扩张.

证明 用正规扩张的刻画 (N.1): 纯不可分扩张中任意元素的极小多项式恰有一根.

命题 8.7.5 纯不可分扩张在约定 8.1.9 的意义下是特出的, 并且对复合封闭.

证明 先确立性质 D.1. 取定代数闭包 F |L. 若 L ⊂ Ep
−∞ , E ⊂ F p

−∞ , 则从定义易见
L ⊂ F p−∞ . 反之 L ⊂ F p−∞

=⇒ (L ⊂ Ep−∞
) ∧ (E ⊂ F p−∞

) 则更显然.
至于 D.2, 注意到 L|F 纯不可分蕴涵每个 x ∈ L 都在 M 上纯不可分 (因为

xp
m ∈ F ⊂M). 由于 L 生成扩张 LM |M , 定义–定理 8.7.3 的 (ii) 说明 LM |M 纯不可
分. 同样基于生成元的论证表明纯不可分的任意复合仍是纯不可分扩张.

引理 8.7.6 若代数扩张 E|F 既可分又是纯不可分, 则 [E : F ] = 1.

证明 因为可分和纯不可分扩张都是特出的, 仅须考虑 E = F (x) 的情形. 条件相当于
[E : F ]s = [E : F ]i = 1.

任意代数扩张可以拆成两段: 先是极大可分子扩张, 继而是纯不可分扩张.

命题 8.7.7 对于任意代数扩张 E|F , 记子扩张 E♭|F 为 F 在 E 中的可分闭包 (定义
8.4.11), 则 E|E♭ 是纯不可分扩张.
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证明 将任一 x ∈ E 的极小多项式记为 Px ∈ F [X], 实行 (8.3) 的操作以得到 Px(X) =

P ♭x
(
Xpm

)
, 其中 P ♭x 不可约且在代数闭包上无重根. 这就表明 y := xp

m

在 F 上可分,
于是 xp

m ∈ F (y) ⊂ E♭ 表明 x 在 E♭ 上纯不可分.

既然纯不可分扩张对复合封闭, 我们同样能对 E|F 定义极大纯不可分子扩张 E♮,
或称 F 在 E 中的纯不可分闭包. 与前述结果比较, 人们自然会问: E|E♮ 是否可分? 对
此有以下简单的刻画.

命题 8.7.8 沿用以上符号, 扩张 E|E♮ 可分 ⇐⇒ E = E♭E♮.

证明 ( =⇒ ): 已知 E|E♭ 纯不可分, 故 E|E♭E♮ 亦然; 同理知 E|E♮ 可分蕴涵 E|E♭E♮

可分, 运用引理 8.7.6 可得 E = E♭E♮.
(⇐= ): 仅须观察到 E♭|F 可分蕴涵 E♭E♮|E♮ 可分.

习题将给出 E|E♮ 不可分的例子. 之后我们会证明正规扩张总满足 E|E♮ 可分 (定理
9.2.8).

8.8 超越扩张
选定域 F . 扩张 Ω|F 中的非代数元称作超越元. 于是 x ∈ Ω 是超越元当且仅当

F -代数的同态

F [X] −→ Ω

X 7−→ x

为单, 此时 F [X]
∼→ F [x] ⊊ F (x)

∼← F (X); 例如数学分析中熟知的 π, e ∈ R 皆是 Q 上
的超越元, 证明参见 [58, §7]. 受此启发, 多变元情形亦有如下定义.

定义 8.8.1 子集 X ⊂ Ω 若满足以下条件, 则称它在 F 上是代数无关的: 对所有 n ≥ 1,
相异元 x1, . . . , xn ∈ X 和多项式 P ∈ F [X1, . . . , Xn], 我们有

P (x1, . . . , xn) = 0 ⇐⇒ P = 0.

换言之, X 的元素在 F 上除 0 = 0 外再无其它代数关系; 等价地说 F [X ] ↪→ Ω.

例 8.8.2 根据对称多项式基本定理 5.8.5, 初等对称多项式 e0, . . . , en 在有理函数域
F (X1, . . . , Xn) 中是代数无关的. 它们生成的子域无非是 F (X1, . . . , Xn)

Sn .

今后定义
IndepF (Ω) := {X ⊂ Ω :代数无关}
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按定义 ∅ ∈ IndepF (Ω), 而且 X ∈ IndepF (Ω) 蕴涵 X 的子集也都属于 IndepF (Ω). 集
合 IndepF (Ω) 对 ⊂ 构成非空偏序集.

定义–定理 8.8.3 任意扩张 Ω|F 皆有极大的代数无关子集 (容许为空), 这般子集称作
Ω|F 的超越基.

显然存在非空超越基当且仅当 Ω|F 非代数扩张.

证明 根据定理 1.3.6, 仅须证明偏序集 (IndepF (Ω),⊂) 中每个链 {Xi : i ∈ I} 都有上
界. 取 X :=

⋃
i∈I Xi. 由于任意 x1, . . . , xn ∈ X 总包含于某个 Xi, 代数无关性对 X 依

然成立.

设 B 为超越基, 根据以上讨论可知

� 代数无关性等价于 B 生成的子扩张 F (B)|F 自然地同构于以 B 为变元集的有理
函数域;

� Ω|F (B) 是代数扩张, 否则 F (B) 上的超越元 x ∈ Ω 将使得 B ∪ {x} ∈ IndepF (Ω);

� 反过来说, 满足以上两个性质的子集 B 必为超越基.

一个域扩张能有多组超越基, 但其基数是唯一确定的. 我们着手来证明这点.

引理 8.8.4 设 B, B′ 是 Ω|F 的两组超越基. 若 B 无穷则 |B′| ≥ |B|.

证明 每个 b′ ∈ B′ 在 F (B) 上都有极小多项式 Pb′ ∈ F (B)[Y ]; 将其系数表作既约分
式, 并定义有限集 Eb′ := {b ∈ B :在 Pb′ 系数中出现}. 取并 B′′ :=

⋃
b′ Eb′ ⊂ B 可知

Ω|F (B′′) 是代数扩张, 因此必有 B′′ = B. 于是 B′ 也无穷. 推论 1.4.9 蕴涵

max{|B′|,ℵ0} = |B′| · ℵ0 ≥
∣∣∣∣∣ ⋃
b′∈B′

Eb′

∣∣∣∣∣ = |B|,
最左端无非是 |B′|.

引理 8.8.5 (换元性质) 设 B, B′ 是 Ω|F 的两组有限超越基, b′ ∈ B′ ∖ B, 则存在
b ∈ B ∖ B′ 使得 (B′ ∖ {b′}) ∪ {b} 仍是超越基.

证明 由 B′ 非空可知 B 非空. 每个 b ∈ B 都在 F (B′) 上代数, 因而是一个多项式
Pb ∈ F [B′][Y ] 的根. 我们断言 b′ 必须出现在某个 Pb 中: 设若不然, 那么每个 b ∈ B 都
在 F (B′ ∖ {b′}) 上代数, 因而 B′ ∖ {b′} 是超越基, 矛盾.

取 b ∈ B 使得 b′ 在 Pb 中出现. 定义 B′′ := (B′ ∖ {b′}) ∪ {b}.
(a) 每个 β′ ∈ B′ 都在 F (B′′) 上代数: 运用 Pb(b) = 0 验证 β′ = b′ 的情形即足.
(b) 假若 B′′ /∈ IndepF (Ω), 由于 B′ ∖ {b′} ∈ IndepF (Ω) 可知 b 在 F (B′ ∖ {b′}) 上代数;
根据上一步观察可知 b′ 在 F (B′ ∖ {b′}) 上亦代数, 矛盾.
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因此 B′′ 确为超越基. 最后观察到 b /∈ B′. 设若不然, 则 b′ /∈ B =⇒ b′ 6= b =⇒ B′′ =
B′ ∖ {b′}, 与超越基是极大代数无关子集这一定义矛盾.

定义–定理 8.8.6 域扩张 Ω|F 的任两组超越基 B, B′ 都满足 |B| = |B′|; 此共同的基数
称为 Ω|F 的超越次数, 记作 tr. deg(Ω|F ).

证明 思路与定义–定理 6.4.7 一致. 若存在无穷的超越基, 那么引理 8.8.4 蕴涵所有超
越基皆无穷, 而且 |B| ≤ |B′| ≤ |B|, 于是 |B| = |B′|.
假设所有超越基皆有限, 引理 8.8.5 蕴涵 Ω 中的全体超越基构成定义 6.4.5 所述的

拟阵, 命题 6.4.6 立刻给出 |B| = |B′|.

当 Ω 是代数闭域时, 综上可知 Ω 是 F (B) 的代数闭包, 而 F (B) 是以 B 为变元集
的有理函数域. 以下推论因之是明白的.

推论 8.8.7 设 Ω1,Ω2 为 F 的扩张, Ω1,Ω2 皆代数闭, 则作为 F -代数有同构 Ω1 ' Ω2

的充要条件是 tr. deg(Ω1|F ) = tr. deg(Ω2|F ).

推论 8.8.8 设 E1, E2 为代数闭域, char(E1) = char(E2) 而且 κ := |E1| = |E2| > ℵ0,
则存在域同构 E1 ' E2.

证明 令 F 为 E1, E2 共有的素域, |F | ≤ ℵ0. 取超越基 Bi ⊂ Ei (必无穷), 并注意到命
题 8.1.13 蕴涵 κ = |F (Bi)| = |F [Bi]|. 由推论 1.4.9 可知

|Bi| ≤ |F [Bi]| ≤
∑
n≥0

|{P ∈ F [Bi] : degP = n}|

≤
∑
n≥0

|Bi| = |Bi|.

于是 κ = |Bi|, 再利用前一推论遂有 E1 ' E2.

作为特例, 所有特征零且基数为 2ℵ0 = |C| (例 1.4.7) 的代数闭域都与 C 同构, 这在算
术代数几何中是一个常用的小技巧. 按模型论的术语, 此推论相当于说特征 p ≥ 0 的代
数闭域理论 ACFp 是 κ-等势同构的, 其中 κ 是任意 > ℵ0 的基数; 详见 [49, §6.1.1 和第
8 章].

命题 8.8.9 若 C 是 L|E 的超越基而 B 是 E|F 的超越基, 则 B t C 给出 L|F 的超越
基, 特别地 tr. deg(L|F ) = tr. deg(L|E) + tr. deg(E|F ).

证明 细察定义可知 C 在有理函数域 F (B) ⊂ E 上代数无关蕴涵 B t C 在 F 上亦
无关. 代数扩张的特出性 (命题 8.1.12) 蕴涵 E(C)|F (B)(C) = F (B t C) 是代数的, 故
L|F (B t C) 亦然.
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8.9 张量积的应用
考虑域扩张 Ω|F 的子扩张 E|F 和 E′|F . 张量积的泛性质给出 F -代数的同态

m : E ⊗
F
E′ −→ EE′ ⊂ Ω

x⊗ y 7−→ xy.

简单的事实: E ⊗
F
E′ 6= {0} (注记 7.3.6).

引理 8.9.1 同态 m 的核是素理想, EE′ 则可等同于 im(m) 的分式域; 当 E|F 和 E′|F
为代数扩张时, im(m) = EE′.

证明 第一个断言缘于 im(m) ⊂ Ω 是非零整环. 域复合的显式描述表明 EE′ 正
是 im(m) 的分式域. 若 E|F 和 E′|F 为代数扩张则 EE′|F 亦然, 从而任何非零元
x ∈ im(m) 之逆都落在 F [x] 中, 从而 im(m) 已然是域.

定义 8.9.2 如果上述同态 m 为单, 则称 E|F , E′|F 为线性无交的.

线性无交性有初等的线性代数刻画如下, 它同时表明这和许多其它的域论性质一样, 本
质上是 “有限” 的.

命题 8.9.3 以下性质等价:
(i) 子扩张 E|F , E′|F 线性无交;
(ii) 任意有限个 F 上线性无关的元素 x1, . . . , xn ∈ E 在 E′ 上也线性无关;
(iii) 任意有限个 F 上线性无关的元素 y1, . . . , yn ∈ E′ 在 E 上也线性无关.

证明 基于对称性, 仅须说明 (i) ⇐⇒ (ii). 给定线性无关元 x1, . . . , xn ∈ E, 取 F -子
空间 W ⊂ E 使得 〈x1, . . . , xn〉 ⊕W = E. 张量积保直和, 故下图的箭头 i 为单射:

〈x1, . . . , xn〉 ⊗
F
E′ (〈x1, . . . , xn〉 ⊕W )⊗

F
E′ E ⊗

F
E′

E′
⊕n

EE′

i

直和项

m'

(a1,...,an) 7→
∑n

i=1 aixi

易验证图表交换. 如 (i) 成立则 m 为单射, 故底层的水平箭头亦单, 这无非是 (ii) 的
改述. 反之假定 (ii) 成立. 根据张量积的构造, 任意 E ⊗

F
E′ 的元素都属于一个形如

〈x1, . . . , xn〉 ⊗
F
E′ 的向量子空间, 不妨设 x1, . . . , xn 线性无关. 再次端详上图, 可知 m

拉回到 〈x1, . . . , xn〉 ⊗
F
E′ 为单. 因此 m 为单同态.

张量积的另一个简单应用: 任两个扩域都能在某一个大扩域中作复合.
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命题 8.9.4 对任意域 F 及域扩张 F1|F , F2|F , 总存在域扩张 Ω|F 及 F -嵌入 ιi : Fi ↪→
Ω (i = 1, 2). 特别地, 复合 F1F2 在 Ω 中有意义.

证明 先前已提到 F1⊗
F
F2 是非零 F -代数. 由命题 5.3.6 知它有极大理想 m. 于是可取

Ω := (F1 ⊗
F
F2)
/
m 及 F -代数的同态 ιi : Fi ↪→ F1 ⊗

F
F2 � Ω (i = 1, 2).

以下取定域 F 及其代数闭包 F .

定义 8.9.5 设 A 为非零的交换 F -代数.

� 若存在 F -代数的同构 A ' F × · · · × F
n 项

= Fn, 其中 n = dimF A, 则称 A 为可对

角化的;

� 若 F -代数 A⊗
F
F (基变换, 见 §7.3) 可对角化, 则称 A 为平展的.

平展一词源于代数几何, 优点之一是它对基变换封闭. 着手证明下述断言之前, 先
作两条简单观察: 可对角化代数的张量积显然可对角化, 其基变换亦然.

引理 8.9.6 设 A,B 为平展 F -代数, 则 A ⊗
F
B 亦平展. 给定任意域扩张 L|F 和平展

F -代数 A, 则 L-代数 A⊗
F
L 也是平展的.

证明 对于第一个断言, 命题 7.3.11 提供了 F -代数的自然同构

(A⊗
F
B)⊗

F
F ' (A⊗

F
F )⊗

F

(B ⊗
F
F ),

从而问题化简到 F = F 而 A, B 皆可对角化的情形. 对于第二个断言, 取定 L 的代数
闭包 L, 则 F 可以嵌入 L. 命题 6.5.13 的自然同构给出

(A⊗
F
L)⊗

L
L ' A⊗

F
L ' (A⊗

F
F )⊗

F

L

将问题化简到 F = F 而 A 可对角化的情形; 这都能归为先前的观察.

对于任意域扩张 E|F , 给定 E-代数的同构 Λ : AE := A⊗
F
E
∼→ En 相当于给定一

族 λ1, . . . , λn ∈ HomE-Alg(AE , E), 使其为对偶向量空间 A∨E := HomE(AE , E) 的一组
基: 对应由 Λ = (λ1, . . . , λn) 确定. 因为 F |F 是有限子扩张之并, 平展代数 A 具备的
同构 AF

∼→ F
n
总可以定义在充分大的有限子扩张 E|F 上, 亦即 AE 可对角化.

引理 8.9.7 平展 F -代数 A 仅有有限多个子代数和理想, 而且子代数和对真理想的商
仍然平展. 更精确地说, 当 A ' Fn 可对角化时:



§8.9 张量积的应用 333

� 子代数一一对应于无交并分解 {1, . . . , n} = I1 t · · · t Ir, 相应的子代数由幂等元

eI := (xi)
n
i=1, xi =

1, i ∈ I

0, i /∈ I
, I = I1, . . . , Ir

生成, 因而亦可对角化;

� 理想一一对应于子集 I ⊂ {1, . . . , n}, 相应的理想由 eI 生成, 当 I 6= {1, . . . , n} 时
商代数也是可对角化的.

证明 先处理 A = Fn 情形. 关于理想和商的断言相对容易, 以下专注探讨子代数
B ⊂ A. 坐标投影 ei : A → F (i = 1, . . . , n) 限制在 B 上给出 B∨ = HomF (B,F ) 的
一组生成元 ēi ∈ HomF -Alg(B,F ), 从中拣择一组基 ēi1 , ēi2 , . . . , ēir 便给出 B

∼→ F r, 故
B 可对角化. 今定义 fj 为 (0, . . . , 1

第 j 个

, . . . , 0) ∈ F r 在 B
∼→ F r 下的原像. 如此则有

B = F [f1, . . . , fr] 和

f2j = fj ,

r∑
j=1

fj = 1,

j 6= k =⇒ fjfk = 0;

(比对模的情形 §6.12). 在 A = Fn 中按坐标考察这组等式, 可知 f1, . . . , fr 必来自断言
中的 {1, . . . , n} = I1 t · · · t Ir.
在平展情形下, −⊗

F
F 将 A 的子代数 (或理想) 映到 A⊗

F
F ' F

n
的子代数 (或理

想), 这是单射: 因为对任何 F -子空间 B ⊂ A 皆有 (B ⊗
F
F ) ∩ (A⊗ 1) = B ⊗ 1 = B. 剩

下的断言化约到可对角化的情形.

我们对有限可分扩张得到精简的刻画.

命题 8.9.8 有限扩张 E|F 可分当且仅当 E 是平展 F -代数, 此时有 F sep-代数的同构
E ⊗

F
F sep ' (F sep)[E:F ].

证明 设 E 平展. 以命题 8.7.7 将 E|F 拆为纯不可分的 E|E♭ 和可分的 E♭|F . 为证
明 E|F 可分不妨设 p := char(F ) > 0. 现在运用引理 8.9.7: 在同构 E ⊗

F
F
∼→ F

n
下,

E♭⊗
F
F 对应到由无交并 {1, . . . , n} = I1 t · · · t Ir 确定的子代数 B. 设 x ∈ E⊗

F
F 对应

到 y ∈ Fn, 则存在 m� 0 使得 yp
m ∈ B; 由于 F 中任意元素有唯一的 pm-次方根, 从

B 的显式描述可知 y ∈ B,相应地 x ∈ E♭⊗
F
F . 由于我们都在域上操作, E♭⊗

F
F = E⊗

F
F

蕴涵 E♭ = E, 故 E|F 可分.
今设 E|F 可分, n := [E : F ]. 由本原元素定理 8.5.4 不妨设 E = F (u) '

F [X]/(Pu), 此处 Pu 表 u 的极小多项式. 由于在 F 上 Pu =
∏n
i=1(X − αi) 无重因子,
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置 L := F (α1, . . . , αn) ⊂ F sep, 中国剩余定理 5.5.2 蕴涵 L-代数的同构

EL := E ⊗
F
L ' L[X]

/
(

n∏
i=1

(X − αi)) =
n∏
i=1

L[X]/(X − αi) ' Ln,

从而知 E ⊗
F
L 可对角化; 那么 F sep-代数 E ⊗

F
F sep 亦可对角化, 故 E 平展. 断言的第

二部分得证.

注记 8.9.9 由此可将定理 8.5.4 的前半部化为定理 8.5.5 的特例: 可分扩张 E|F 平展,
于是引理 8.9.7 蕴涵 E|F 仅有有限多个中间域.

可分性与张量积的联系能够进一步拓展到无穷扩张, 甚至涵摄非代数扩张的情形.
这方面主要是 MacLane 的工作, 关键是运用 Teichmüller 引入的 p-基. 这套理论颇为
精密, 可以划作交换环论的一支, 宜待适当时机再作处理.

如果一个环没有非零的幂零元, 则称之为既约的. 显然, 既约环的子环也是既约的.

推论 8.9.10 对于有限维交换非零 F -代数 A, 下述条件等价.
(i) A 是平展代数.
(ii) 对任意域扩张 E|F , 代数 AE 皆为既约.
(iii) 代数 AF 既约.
(iv) 存在 F 的有限可分扩张 E1, . . . , En (n ≥ 1) 使得 A ' E1 × · · · × En.

证明 (i) =⇒ (ii): 从 A ↪→ A⊗
F
F ' F

dimA
知 A 既约, 由于 AE 是平展 E-代数, 同

理可知 AE 既约.
(ii) =⇒ (iii) 属显然, 现证 (iii) =⇒ (iv). 若 A 为域则 A|F 可分, 这是因为对任

意 u ∈ A, 子域 F [u] ' F [X]/(Pu) 基变换到 F 后既约, 由此可推得 Pu 在 F 中无重根.
设若 A 不是域, 则存在非零真理想 a ⊊ A. 因为 A 既约故 {0} 6= a2 ⊂ a; 取 a 之维数
极小便可保证 a2 = a. 今将证明存在幂等元 e ∈ A 使得 a = Ae, 如是则有非平凡的直
积分解 A = eA× (1− e)A, 施递归于 dimF A 便能将 A 分解为可分扩张之直积.
取 a的生成元 a1, . . . , am,则 a2 = a蕴涵存在矩阵 B ∈Mm(a)使 (a1, . . . , am)B =

(a1, . . . , am), 亦即 (a1, . . . , am) (1m×m −B) = 0. 运用伴随矩阵与行列式的关系 (定理
7.8.2), 进一步导出

det(1−B)(a1, . . . , am) = (a1, . . . , am) (1m×m −B) (1m×m −B)
∨
= 0.

于是 ∀i, det(1− B)ai = 0 (证定理 7.2.2 时用过类似技术). 然而 det(1− B) 又可表为
1− e 之形, e ∈ a; 容易验证 ∀a ∈ a, ea = a, 因而 Ae = a 而且 e 是非零幂等元. 证毕.

(iv) =⇒ (i). 平展代数的直积仍平展, 从命题 8.9.8 即刻导出 E1|F, . . . , En|F 有
限可分蕴涵 E1 × · · · × En 平展.

至此, 单个平展代数的结构可谓完全清楚了. 读者或许要问: 既然平展代数无非是
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可分扩张的积, 引入此概念何益? 一个理由是基变换保持平展性质 (引理 8.9.6), 寻求这
种封闭性是现代数学的一个基本思想. 另一个理由则是平展 F -代数所成的范畴等价于
有限 ΓF -集范畴, 这里 ΓF 是 F 的绝对 Galois 群, 配备 Krull 拓扑. 相关概念在第九章
及其习题部分将有仔细解说.

习题

1. 证明对任意扩域 Ω|F 中的代数元 α ∈ Ω, 若 [F (α) : F ] 为奇数, 则 F (α) = F (α2).

2. 设 α, β ∈ F 为不可约首一多项式 P ∈ F [X] 的根. 证明当 degP > 1 为奇数时 α + β /∈ F .
提示 若 c := α + β ∈ F , 则 P (X) 和 Q(X) := (−1)degPP (c − X) 有公共根, 由此证明
P = Q, 然后将根按 x↔ c− x 配对.

3. 对于任意特征 p > 0 的域 F , 证明完全闭包 K := F p
−∞
满足于 Kp = K (即: K 是完全域),

而且若 E 为完全域而 E|F 为代数扩张, 则 K|F 可嵌入为 E|F 的子扩张.

4. (G. Elencwajg) 置 F2 := Z/2Z, 取双变元有理函数域 F := F2(u, v) 及多项式 P :=

X6 + uvX2 + u ∈ F [X]. 试证:

(i) P 不可约, 而且 E := F [X]/(P ) 满足于 [E : F ] = 6, [E : F ]s = 3; 提示 用
Eisenstein 判准 (定理 5.7.17) 证明 P 不可约, 然后以引理 8.4.7 计算可分次数.

(ii) 纯不可分闭包 E♮ ⊂ E 等于 F . 提示 仅须证 β ∈ E, β2 ∈ F =⇒ β ∈ F . 把所有
项用基 1, X, . . . , X5 mod P 展开来考察 β2 ∈ F 何时成立.

于是此例中 E|E♮ 不可分.

5. 设 p 为素数, Fp := Z/pZ. 考虑二元有理函数域 K := Fp(X,Y ).

(i) 验证 Kp = Fp(Xp, Y p), K = Kp(X,Y ), 而且 a ∈ K =⇒ [Kp(a) : Kp] ≤ p.

(ii) 由命题 8.1.5 和 8.4.6 推出

[K : Kp] = [Fp(X,Y ) : Fp(Xp, Y )] · [Fp(Xp, Y ) : Fp(Xp, Y p)] = p2,

[K : Kp]s = [Fp(X,Y ) : Fp(Xp, Y )]s · [Fp(Xp, Y ) : Fp(Xp, Y p)]s = 1.

(iii) 验证 {XiY j : 0 ≤ i, j < p} 构成 Kp-向量空间 K 的一组基.

(iv) 证明当 c 遍历 Kp 的元素时 (无穷多个), 中间域 Kp(cX + Y ) 各各相异. 提示 假
若 c 6= c′ 给出同样的中间域 M , 那么 (c− c′)X ∈M , 从而导出 X,Y ∈M 故 M = K,
由此可见矛盾.

于是 K|Kp 是有限纯不可分扩张, 有无穷多个中间域, 并且不是单扩张; 请对比定理 8.5.5 和
8.5.4 的情形.

6. 对于任意域 F 上的单变元有理函数域 F (X) 及 u := r
s
∈ F (X)∖ F , 其中 r, s ∈ F [X] 互素.

(i) 证明 X 在 F (u) 上是代数元, u 在 F 上是超越元;
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(ii) 引入自由变元 Z,W , 证明 P (Z,W ) := r(Z)−Ws(Z) 作为 F [Z,W ] 的元素不可约, 继
而 P (Z, u) 作为 F (u)[Z] 的元素不可约;

(iii) 导出 [F (X) : F (u)] = max{deg r, deg s}.

7. 承上, 证明 AutF (F (X))op ' PGL(2, F ) := GL(2, F )/F×, 作用方式为 X ·
(
a b
c d

)
= aX+b

cX+d
.

8. (Lüroth 定理) 证明 F (X)|F 的子扩张 K|F 或者是 F , 或如上题的形式 K = F (u).
提示 设 X 在 K 6= F 上有极小多项式 Q(Z) = Zn + un−1Z

n−1 + · · · + u0; 取 i

使得 u = r
s
= ui /∈ F . 我们有 Q(Z) | P (Z, u). 证明 P (Z, u) ∈ F×Q(Z) 以得出 K = F (u).

9. 对以下的有限扩张 E|F 确定 NE|F (E
×) ⊂ F×:

(i) E, F 为有限域; 提示 不妨使用 Galois 理论.
(ii) E = C, F = R;

(iii) E = Q(
√
−1), F = Q.

10. 承上, 对于有限域 E,F 证明 TrE|F (E) = F .

11. 设 F 为有限域, a, b ∈ F×, c ∈ F , 证明存在 (x, y) ∈ F 2 使得 ax2 + by2 = c.

12. 令 σ ∈ Aut(R).

(i) 证明 x ≥ 0 ⇐⇒ σ(x) ≥ 0. 提示 x ≥ 0 ⇐⇒ ∃y ∈ R, x = y2

(ii) 由此导出对所有有理数 a < b 皆有 σ([a, b]) = [a, b].

(iii) 证明 σ = idR.

13. 证明 Aut(C) 无穷.

14. 证明 Q 的有限生成扩张皆可嵌入 C|Q.

15. 构造互不同构的特征 0 代数闭域 F1, F2 使得 |F1| = |F2| = ℵ0.

16. 令 A 为域 F 上的有限维交换代数. 证明 A 平展的充要条件是定义 7.8.7 中的判别式
dA 6= 0. 提示 判别式非零当且仅当迹型式 (x, y) 7→ TrA|F (xy) 非退化, 而此条件可以基
变换到任意扩域上检验. 应用推论 8.6.4 和 8.9.10, 并注意到 x ∈ A 幂零则 TrA|F (x) = 0.
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Galois 理论的原初目的是研究多项式方程的解, 方法是考察根的置换. 经过 E.
Artin 等人的改写, 现代视角下的 Galois 理论更应该视作域论的一个核心构件, 旨趣在
于对可分正规扩张 (即 Galois 扩张) 及其自同构 (构成了 Galois 群) 的研究, 主要结果
则是所谓的 Galois 对应 (定理 9.1.7, 9.2.4), 不妨将之理解为联系域论和群论性质的一
部字典. 它有三种经典应用:
(a) 尺规作图问题,
(b) 代数基本定理的域论证明,
(c) 多项式方程的根式解判准.
对此三者, 既有通行教材如 [58] 的珠玉在前, 我们对 (a), (c) 皆浅尝辄止, (b) 则索性
划入习题; 除了篇幅问题, 这是考量到代数基本定理的 “纯代数证明” 非但是一个无望
的追求 (域 R 和 C 本无纯代数的定义), 排斥分析工具也很难说是种健康的态度, 除非
这有助于彰明问题的本质或拓展视野. 本章的主要目的乃是铺陈进一步研究所必需的,
具有一般性和结构性的论断. 正是基于这个考量, 我们将把 Galois 的根式解判准 (定
理 9.7.3) 化为 Kummer 理论的应用, 并且着重处理无穷 Galois 扩张, 后者是实用中必
需的.

阅读提示

处理无穷 Galois 扩张的标准手法是引进一些简单的拓扑语汇, 称为 Galois 群上
的 Krull 拓扑, 初学者可先略过, 只须留意到关于无穷 Galois 扩张的断言几乎
总是以化到有限情形来处理. 关于 Kummer 理论, 最简洁的方法是引入 Galois
上同调 H0, H1 和拓扑群的 Pontryagin 对偶理论来处理, 为了避免工具超载, 在
§9.6 中将采取略为迂回的办法; 无论如何处理, 实践中的技术硬核始终是所谓的
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Hilbert 第 90 定理.

9.1 有限 Galois对应
回忆 AutF (E) 表示域扩张 E|F 的自同构群, Aut(E) 表示域 E 的自同构群. 如记

E 的素域为 k, 则 Aut(E) = Autk(E).

定义 9.1.1 可分正规扩张 E|F 称为 Galois 扩张. 相应的 Galois 群定为 Gal(E|F ) :=
AutF (E).

我们习惯用 Gal(E|F ) 的群论性质来描述 E|F , 例如称 E|F 为交换 (或循环, 可解
等) 扩张, 如果 Gal(E|F ) 作为群是交换的 (或循环, 可解等).

铺展可分性与正规性的定义, 可知 Galois 扩张无非是一族无重根不可约多项式的分裂
域. 我们马上会将之联系到自同构群, 此前需要 Galois 扩张的一些初步性质.

引理 9.1.2 Galois 扩张满足以下性质.

(i) 扩张 L|F 为 Galois =⇒ 对任意中间域 E, 扩张 L|E 仍为 Galois.

(ii) 设 L|F , M |F 为 Ω|F 的子扩张, 则 L|F 为 Galois =⇒ LM |M 为 Galois.

(iii) 在给定扩张 Ω|F 中, 任一族 Galois 子扩张之复合与交依然是 Galois 扩张.

证明 结合命题 8.3.9 (正规性) 与 8.4.10 (可分性).

以下选定代数闭包 F |F . 回忆对任意正规扩张 E|F 皆可嵌入 F , 一旦选定嵌入,
定义–定理 8.3.4 加上引理 8.3.3 遂给出 HomF (E,F ) = AutF (E).

命题 9.1.3 对有限 Galois 扩张 E|F 恒有 |Gal(E|F )| = [E : F ].

证明 上述讨论说明 |HomF (E,F )| = |Gal(E|F )|, 而可分性导致 |HomF (E,F )| =
[E : F ]s = [E : F ].

我们引进 Galois 理论中一对关键的操作. 对于任意扩张 E|F :

1. 对 AutF (E) 的子群 H, 定义其不动域为 EH := {x ∈ E : ∀σ ∈ H, σ(x) = x}, 易
见 EH |F 是 E|F 的子扩张;

2. 对于 E|F 的子扩张 K|F (或径称中间域), 定义 AutF (E) 的子群 AutK(E).
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于是我们得到
{中间域 K} {子群 H ⊂ AutF (E)}

K|F AutK(E)

EH |F H

(9.1)

这对映射有以下初等性质.

1. 上式两边都对 ⊂ 构成偏序集, 而这对映射是反序的:

H1 ⊂ H2 =⇒ EH1 ⊃ EH2 , K1 ⊂ K2 =⇒ AutK1(E) ⊃ AutK2(E).

2. 我们有 K ⊂ EAutK(E), H ⊂ AutEH (E).

3. 群 AutF (E) 在映射的两边都有左作用: 在中间域上是 (σ,K) 7→ σ(K), 在子群上
是共轭 (σ,H) 7→ σHσ−1, 其中 σ ∈ AutF (E).

4. 承上, 对 σ ∈ AutF (E) 的作用有 “结构搬运” 的关系如下:

Autσ(K)(E) = σAutK(E)σ−1, EσHσ
−1

= σ(EH).

引理 9.1.4 对于 Galois 扩张 E|F 有 EGal(E|F ) = F , 而且映射 K 7→ AutK(E) =

Gal(E|K) 是单射.

证明 第一部分的要点在于证明 EGal(E|F ) ⊂ F . 令 x ∈ EGal(E|F ), 极小多项式照例记
作 Px ∈ F [X]. 正规性确保 Px 在 E 中分解为一次因式, 可分性确保其中无重根. 对于
任一根 y ∈ E, 存在 F -嵌入 ι : F (x) → F (y) ⊂ E 映 x 为 y, 以命题 8.3.6 延拓 ι 为
σ ∈ Gal(E|F ). 根据假设立得 y = σ(x) = x, 故 degPx = 1 而 x ∈ F .

已知 E|K 仍为 Galois, 第一部分给出 EGal(E|K) = K, 于是 K 7→ Gal(E|K) 是
单射.

引理 9.1.5 承上, 对任何中间域 K 和 σ ∈ Gal(E|F ), 有

Gal(E|σK) = σGal(E|K)σ−1,

而 Gal(E|K)CGal(E|F ) 当且仅当 K|F 是 Galois 扩张.

证明 早先已经观察到所示等式. 由于K 7→ Gal(E|K)是单射而 σ可任取, Gal(E|K)C
Gal(E|F ) 当且仅当对每个 σ 皆有 σ(K) = K, 这又等价于 K|F 正规 (推论 8.3.7). 另
一方面可分扩张的子扩张亦可分 (命题 8.4.10), 故条件也等价于 K|F 是 Galois 扩张.
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当 [E : F ] 无穷时引理 9.1.4 的映射非满. 本节旨在对有限 Galois 扩张证明 (9.1)
确为双射.

引理 9.1.6 (E. Artin) 设 E 为域, H 是 Aut(E) 的有限子群, 则 E|EH 是 Galois 扩张,
而且 Gal(E|EH) = H.

证明 首务是证明 E|EH 为 Galois 扩张. 让 Aut(E) 透过作用于系数作用在多项式环
E[X] 上, 则有性质 σ(f1 ± f2) = σ(f1)± σ(f2), σ(f1f2) = σ(f1)σ(f2) 等等. 令 x ∈ E,
置 O := {τ(x) : τ ∈ H} 和 Qx :=

∏
y∈O(X − y), 于是 Qx ∈ E[X]H = EH [X] 而且

Qx(x) = 0. 因为 Qx 在 E 上分解为一次因子且无重根, 由此知 E|EH 是可分正规扩
张. 一并注意到 degQx = |O| ≤ |H|.

剩下部分的关键在于确立不等式

[
E : EH

]
≤ |H|. (9.2)

上段论证表明 x ∈ E =⇒ [EH(x) : EH ] ≤ |H|. 取 x ∈ E 使 [EH(x) : EH ] 尽可能大,
若 E = EH(x) 即得 (9.2); 设若不然, 取 y ∈ E ∖ EH(x) 则有

EH(x, y) ⊋ EH(x) ⊃ EH .

由于 E|EH 可分, 运用定理 8.5.4 可将 EH(x, y) 写成 EH(z) 形式, z ∈ E, 如此则
[EH(z) : EH ] > [EH(x) : EH ] 与 x 的选取相悖.

回忆 H ⊂ Gal(E|EH), 综合以上结果得到 E|EH 有限, 且

[
E : EH

] (9.2)
≤ |H| ≤ |Gal(E|EH)|

∵ 命题 9.1.3 [
E : EH

]
.

于是等号处处成立, H = Gal(E|EH).

定理 9.1.7 (有限 Galois对应) 设 E|F 是有限 Galois 扩张, 则 (9.1) 给出互逆的双射

{中间域 K} {子群 H ⊂ Gal(E|F )}

K|F Gal(E|K)

EH |F H

并满足以下性质:

(i) 反序: H1 ⊂ H2 ⇐⇒ EH1 ⊃ EH2 且 K1 ⊂ K2 ⇐⇒ AutK1
(E) ⊃ AutK2

(E).

(ii) 双射对于 Gal(E|F ) 在两边的左作用是等变的, 并且给出正规子群 H CGal(E|F )
和 Galois 子扩张 K|F 的一一对应.
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(iii) 对任何中间域 K 皆有双射

Gal(E|F )
/

Gal(E|K)
∼−→ HomF (K,E)

σ ·Gal(E|K) 7−→ σ|K ,

而且 (Gal(E|F ) : Gal(E|K)) = [K : F ]. 当 K|F 是 Galois 扩张时, 上式导出
群同构

Gal(E|F )
/

Gal(E|K)
∼→ Gal(K|F ).

特别地, |Gal(E|F )| = [E : F ].

证明 综合引理 9.1.4, 9.1.6 可见 (9.1) 确实给出互逆双射. 反序性质 (i) 已知, 而 (ii)
是引理 9.1.5 的复述.

至于 (iii), σ, σ′ ∈ Gal(E|F ) 在 K 上的限制相同当且仅当 σ−1σ′|K = idK , 是以有
单射 Gal(E|F )/Gal(E|K)→ HomF (K,E). 另一方面, 任何 HomF (K,E) 的元素都能
延拓到 Gal(E|F ) (命题 8.3.6), 故得双射.

为了证明 HomF (K,E) 的基数为 [K : F ] = [K : F ]s, 我们取定代数闭包 F |E 并观
察到 HomF (K,E) = HomF (K,F ): 这是推论 8.3.7 对扩张塔 F |E|K|F 的简单应用.
当 K|F 为 Galois 扩张时, 推论 8.3.7 对扩张塔 E|K|K|F 给出 HomF (K,E) =

HomF (K,K) = Gal(K|F ); 由此立见 σ 7→ σ|K 是群同态. 明所欲证.

有限 Galois 对应实际是无穷情形的基础, 我们把一般的证明和进一步的性质安排
在 §9.2 处理.

例 9.1.8 重拾例 8.3.11 中 X3 − 2 ∈ Q[X] 的分裂域 Q( 3
√
2, ω), 注意到 ω 在 Q 上的极

小多项式为 X2 +X + 1. 绘制域图:

Q( 3
√
2, ω)

Q( 3
√
2) Q(ω)

Q

Galois
Galois

次数=3
Galois, 次数=2

因为 [Q( 3
√
2, ω) : Q(ω)] ≤ 3, 而 2 = [Q(ω) : Q] 和 3 = [Q( 3

√
2) : Q] 都得整除

[Q( 3
√
2, ω) : Q], 唯一的可能是 [Q( 3

√
2, ω) : Q] = 6. 因之 G := Gal(Q( 3

√
2, ω)|Q) 是 6

阶群. 任意 σ ∈ G 的作用方式为 ω 7→ ω±1, 3
√
2 7→ ωk 3

√
2 (k = 0, 1, 2), 并且 σ 完全由

(±, k) 确定, 至多有 6 种选取, 于是每组 (±, k) 都能在 G 中实现.
一般来说, 可分多项式的分裂域的 Galois 群能嵌入为根集的对称群; 既然 |G| =

6 = 3!, 现在可以等同 G 与根集 { 3
√
2, ω 3
√
2, ω2 3

√
2} 上的对称群 S3. 列举子群并考量这
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些子群所固定的元素, 应用定理 9.1.7 立得反序对应:

G

A3

〈(12)〉 〈(23)〉 〈(13)〉

{1}

C ⊃

H ↔ EH

Q

Q(ω)

Q(ω2 3
√
2) Q( 3

√
2) Q(ω 3

√
2)

Q(ω, 3
√
2)E :=

Galois ⊂

对应的子群和中间域置于相同位置, 并以连线表示包含关系, 两侧的包含关系是上下颠
倒的. 三个中间域 Q(ωk 3

√
2) (k = 0, 1, 2) 两两共轭, 这从群论一面看应该是明显的.

9.2 无穷 Galois对应
在探讨无穷 Galois 扩张的 Galois 群时, 引入拓扑群的语言 (定义 4.10.1 及其后讨

论) 是格外方便的.

定义 9.2.1 (Krull拓扑) 对于 Galois 扩张 E|F , 赋予 Gal(E|F ) 拓扑结构, 使得它在任
意元素 σ 处的一组邻域基为

σGal(E|K), K|F : 有限 Galois 子扩张.

称之为 Gal(E|F ) 上的 Krull 拓扑.

� 直观地把握, Krull 拓扑的效果相当于说: “当存在充分大的有限 Galois 子扩张
K|F 使得 σ|K = τ |K 时, σ 充分接近 τ .”

� 由于 Gal(E|K) 是正规子群 (引理 9.1.5), 定义也可以用 Gal(E|K)σ 改述.

� 邻域基须对有限交封闭, 这点由 Gal(E|K) ∩Gal(E|K ′) = Gal(E|KK ′) 确保, 因
为引理 9.1.2 断言 KK ′|F 依然是有限 Galois 扩张.

� 对于任何有限子扩张 L|F , 总可取 L 在 E 中的正规闭包 L′ ⊃ L (定义 8.3.10,
L′|F 仍有限), 那么 Gal(E|L′) ⊂ Gal(E|L), 因此邻域基也可以取作 σGal(E|L)
之形, 其中 L|F 取遍有限子扩张.

� 由 Krull 拓扑的定义易见取逆映射是连续的: 这将邻域 σGal(E|K) 映至
Gal(E|K)σ−1 = σ−1 Gal(E|K); 类似地, 乘法映 σGal(E|K) × τ Gal(E|K) 为
στ Gal(E|K), 因此也连续. 于是 Gal(E|F ) 确实是拓扑群.
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引理 9.2.2 对任意 Galois 扩张 E|F , 拓扑群 Gal(E|F ) 是定义 4.10.5 下的 pro-有限
群, 确切地说, 存在拓扑群的自然同构

Gal(E|F ) ∼→ lim←−
K|F : 有限

Galois 子扩张

Gal(K|F ).

证明中会回顾极限 lim←−K Gal(K|F ) 的拓扑结构.

证明 回忆命题 8.1.12: E|F 是有限子扩张 L|F 之并; 若以 L 的正规闭包 K 代之, 还
能进一步表 E|F 为有限 Galois 子扩张 K|F 之并. 正规扩张的性质和引理 8.3.3 蕴涵
限制映射 σ 7→ σ|K 给出同态 Gal(E|F ) → Gal(K|F ). 综上, 给定 σ ∈ Gal(E|F ) 相当
于给定一族 σK ∈ Gal(K|F ), 使之满足兼容性 K ′ ⊃ K =⇒ σK′ |K = σK ; 用投射极限
的语言来说便是群同构

Gal(E|F ) ∼−→ lim←−
K|F : 有限

Galois 子扩张

Gal(K|F )

σ 7−→ (σ|K)K

极限中的转移同态是限制映射 Gal(K ′|F ) → Gal(K|F ), 其中 K ′ ⊃ K; 此同构之逆映
(σK)K 为 x 7→ σK(x), 其中 K|F 是包含 x ∈ E 的任意有限 Galois 子扩张. 将同构之
右式嵌入积空间

∏
K Gal(K|F ), 每个 Gal(K|F ) 配备离散拓扑, 则右式便是定义 4.10.5

中的 pro-有限群. 另一方面, 我们已在引理 4.10.4 探讨过 pro-有限群在 1 处的一族邻
域基: 对于右式, 这无非是

UL := ker
[
pL : lim←−

K

Gal(K|F ) −→ Gal(L|F )
]
.

注意这里不必再取有限交, 因为 UL ∩ UM = ULM ; 此外 UL 在同构下对应于
Gal(E|L) = {σ ∈ Gal(E|F ) : σ|L = idL}. 既然单位元的邻域基确定群的拓扑结
构, 于是 Gal(E|F ) ∼→ lim←−K Gal(K|F ) 是同胚. 明所欲证.

引理 9.2.3 拓扑群 G := Gal(E|F ) 满足以下性质

(i) G 是 Hausdorff 紧空间, 并且当 E|F 有限时带有离散拓扑;

(ii) 对任意有限子扩张 L|F , 子群 Gal(E|L) 为开;

(iii) 任何开子群 H 也是闭的, 并满足 (G : H) <∞;

(iv) 对任意子扩张 L|F , 子群 Gal(E|L) 为闭;

(v) 若赋予 E 离散拓扑, 则作用映射 Gal(E|F )× E → E 是连续的.
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证明 定理 4.10.6 说明 pro-有限群总是紧 Hausdorff 的, 有限集上的 Hausdorff 拓扑必
然离散, 这就证明了 (i). 引理 4.10.3 即刻给出 (iii).

为了证明 (ii),先注意到对任意 x ∈ E,稳定化子群 StabG(x) = {σ ∈ G : σ(x) = x}
是开的, 这是因为 F (x) 必包含于一个有限 Galois 子扩张 K|F (例如其正规闭包), 所
以 StabG(x) 包含开子群 Gal(E|K), 故 StabG(x) 为开 (仍用引理 4.10.3). 现将有限扩
张 L|F 写作 L = F (x1, . . . , xn), 则 Gal(E|L) =

⋂n
i=1 StabG(xi) 也是开子群.

对于 (iv), 设 L|F 为任意子扩张, 则 Gal(E|L) =
⋂
x∈L StabG(x), 每个 StabG(x)

都是既开又闭的, 因而 Gal(E|L) 是闭子群.
最后证明 (v): 若 (σ, x) ∈ Gal(E|F )× E, 则开集 StabG(x)× {x} 映到开集 {x}.

一切工具就绪, 可以陈述本节的主要结果.

定理 9.2.4 (无穷 Galois对应) 设 E|F 是 Galois 扩张, 则 (9.1) 给出互逆的双射

{中间域 K} {闭子群 H ⊂ Gal(E|F )}

K|F Gal(E|K)

EH |F H

并满足以下性质:

(i) 反序: H1 ⊂ H2 ⇐⇒ EH1 ⊃ EH2 且 K1 ⊂ K2 ⇐⇒ AutK1
(E) ⊃ AutK2

(E).

(ii) 双射对于 Gal(E|F ) 在两边的左作用是等变的, 并且给出正规闭子群 H C
Gal(E|F ) 和 Galois 子扩张 K|F 的一一对应.

(iii) 对任何中间域 K 皆有双射

Gal(E|F )
/

Gal(E|K)
∼−→ HomF (K,E)

σ ·Gal(E|K) 7−→ σ|K ;

当 K|F 是 Galois 扩张时, 上式导出拓扑群的同构

Gal(E|F )
/

Gal(E|K)
∼→ Gal(K|F ),

其中左式赋予商拓扑.

(iv) 开子群对应到有限子扩张.

当 E|F 有限时 Krull 拓扑为离散, 一切回归于定理 9.1.7.
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证明 对比定理 9.1.7 的论证, 无穷情形的主要差别在于要对闭子群 H 证明

Gal
(
E|EH

)
= H.

包含关系 ⊃ 已知. 今设 σ ∈ Gal(E|EH), 对任意有限 Galois 子扩张 K|F , 置

H := im [H → Gal(K|F )] ,

σ|K ∈ Gal
(
K
∣∣K ∩ EH) = Gal

(
K
∣∣KH

)
.

有限 Galois 对应遂给出 σ|K ∈ H. 易言之, σ 的开邻域 σGal(E|K) 与 H 有交. 因为
K 可任取而 H 为闭子集, 从此导出 σ ∈ H.

性质 (i), (ii), (iii) 的推导和有限情形完全相同, 以下略说 (iii) 中的拓扑性质: 当
K|F 是Galois扩张时,有限情形的论证给出群同构Gal(E|F )

/
Gal(E|K)

∼→ Gal(K|F );
因为紧空间的商仍紧, 而从紧空间到 Hausdorff 空间的连续双射必为同胚 (常识, 见 [57,
推论 7.2.9]), 此同构是拓扑群的同构.

最后处理 (iv). 已知开子群 H ⊂ Gal(E|F ) 也是闭的, 并且 (G : H) 有限, 因此
形如 H = Gal(E|L). 上述性质蕴涵 [L : F ]s = |HomF (L,E)| = (G : H) 有限, 假若
[L : F ] 无穷, 则 L|F 必包含一列严格递增的有限子扩张 L0 ⊊ L1 ⊊ · · · ; 然而可分性保
证 [Li : F ] = [Li : F ]s ≤ [L : F ]s, 矛盾.

推论 9.2.5 (基变换) 取定扩域 Ω|F , 设 L|F 是其中的 Galois 扩张而 M |F 是任意子扩
张, 则 LM |M 也是 Galois 扩张, 并且有拓扑群的同构

Gal(LM |M)
∼−→ Gal(L|L ∩M) ⊂ Gal(L|F )

σ 7−→ σ|L.

证明 引理 9.1.2 蕴涵 LM |M 也是 Galois 扩张. 如果 σ ∈ Gal(LM |M), 则因为 LM

的元素总能表成 x1y1+···+xnyn
u1v1+···+umvm

, 其中 xi, uj ∈ L, yi, vj ∈ M , 因此 σ|L = idL 蕴涵
σ = idLM . 所示同态是单射.
兹断言限制同态 Gal(LM |M) → Gal(L|L ∩ M) 连续. 为此只须考虑 1 的邻

域. 若 K|L ∩ M 是 L|L ∩ M 的有限子扩张, 那么 KM |M 亦有限, 而且开子集
Gal(LM |KM) ⊂ Gal(LM |M) 映入给定的开子集 Gal(L|K) ⊂ Gal(L|L ∩M).
于是限制同态映紧群 Gal(LM |M) 为闭子群 H ⊂ Gal(L|F ). 下面证明 LH = L ∩

M . 显然 L∩M ⊂ LH . 今假设 x ∈ LH , 它作为 LM 的元素被 Gal(LM |M) 固定, 定理
9.2.4 于是给出 x ∈M . 综上, H = Gal(L|L∩M). 最后, Gal(LM |M)→ Gal(L|L∩M)

是拓扑空间的连续双射, 由前述的拓扑常识可知它必为同胚.

推论 9.2.6 考虑 Ω|F 的 Galois 子扩张 E|F , E′|F . 此时 EE′|F 也是 Galois 扩张, 并
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且有拓扑群之间的单同态

Gal(EE′|F ) −→ Gal(E|F )×Gal(E′|F )

σ 7−→ (σ|E , σ|E′) ;

若 E ∩ E′ = F 则为同构.

证明 引理 9.1.2 蕴涵 EE′|F 也是 Galois 扩张. 所示同态的连续性是明白的, 单性也
可以用之前办法来证明. 今假设 E ∩ E′ = F . 分别施前一推论于

Gal(E′E|E)→ Gal(E′|E′ ∩ E), Gal(EE′|E′)→ Gal(E|E ∩ E′)

可知 {1}×Gal(E′|F ) 和 Gal(E|F )×{1} 都在落在同态的像里, 满性于焉确立. 使用拓
扑常识导出此时 Gal(EE′|F )→ Gal(E|F )×Gal(E′|F ) 实为同胚.

域 F 的可分闭包 F sep|F 是正规扩张, 因而是 Galois 扩张, 而且它在 Galois 扩张
中是极大的: 任何 Galois 扩张 E|F 都能嵌入 F sep|F (见定义 8.4.11 及其后讨论). 相
应的 Galois 群

ΓF := Gal (F sep|F ) + Krull 拓扑

称为 F 的绝对 Galois 群, 它在同构意义下无关 F sep 的选取. 当 F = Q 或其有限扩
张 (称为数域) 时, ΓF 迄今仍是一个神秘的对象, 也是代数数论, 算术代数几何等领域
探究的主要目标之一; 这方面任何一般性结果都弥足珍贵. 以下的 Neukirch–内田定理
(1969, 1976) 是一个著名例子, 它也是所谓远交换几何的基石之一.

定理 9.2.7 (J. Neukirch,内田兴二) 设 F1, F2 为数域, 取定代数闭包 F1, F2. 任何拓
扑群的同构 ψ : ΓF1

∼→ ΓF2 都源自唯一的域同构 σ 如下:

F1 F2

F1 F2

σ
∼

σ|F1

∼

ψ(g) = σ ◦ g ◦ σ−1;

作为推论, 数域由其绝对 Galois 群所确定, 精确到同构.

该定理仅探讨两个绝对 Galois 群之间的同构, 至于如何从一个给定的 pro-有限群 Γ 具
体地构造数域 F , 则是另一个深具算术意蕴的问题, 望月新一为此开创的技术是引人瞩
目的, 可参看他的工作 [33].
言归正传, 下面来澄清一般正规扩张的结构.

定理 9.2.8 设 E|F 为正规扩张, 则
� E|EAutF (E) 是 Galois 扩张;
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� EAutF (E) 等于 F 在 E 中的纯不可分闭包 E♮;
� E

∣∣EAutF (E) 的 Galois 群等于 AutF (E).

证明 先处理第一条. 设 x ∈ E, 仿照引理 9.1.6 的办法定义 O := {τ(x) : τ ∈
AutF (E)}, 这是 {y ∈ E : Px(y) = 0} 的子集, 因而 O 有限. 定义 Qx :=

∏
y∈O(X − y),

则 Qx ∈ E[X]AutF (E) = EAutF (E)[X] 满足于 Qx(x) = 0. 显然 E 是所有 Qx 的分裂域.
因为 Qx 在 E 上分解为一次因子且无重根, 故 E|EAutF (E) 为 Galois 扩张.
现证第二条. 因为 E♮ 的元素相对于 F 的极小多项式仅有一个根, 于是 E♮ ⊂

EAutF (E). 另一方面, 对任意 x ∈ EAutF (E), 正规性确保其极小多项式 Px ∈ F [X] 在
E 上分解为一次因子; 对每个根 y 都存在 σ ∈ AutF (E) 使得 y = σ(x) = x, 于是
[F (x) : F ]s = 1. 因为 x 可任取故 EAutF (E) ⊂ E♮.
纯不可分性蕴涵AutF (E)在 E♮上的作用平凡,故Gal

(
E
∣∣EAutF (E)

)
= AutF (E).

特别地, 正规扩张 E|F 拆为两段: 先是纯不可分扩张 EAutF (E)|F , 继而是 Galois 扩张
E|EAutF (E). 命题 8.7.8 蕴涵 E = E♭E♮.

作为一则应用, 我们得到代数闭包的如下刻画.

命题 9.2.9 设 E|F 是代数扩张, 若每个非常数多项式 P ∈ F [X] 在 E 中皆有根, 则 E

是代数闭域.

证明 将 E嵌入 F 的代数闭包 F . 基于引理 8.2.6,仅须对每个非常值多项式 Q ∈ F [X]

在 F 中的分裂域 K 证明 K ⊂ E. 根据上述讨论, K = K♭K♮, 于是仅须分别处理 K|F
可分与纯不可分两种情形.

1. 考虑 K|F 可分的情形, 定理 8.5.4 断言存在 u ∈ K 使 K = F (u). 按条件极小多
项式 Pu 在 E 中有根 v, 于是存在 σ ∈ HomF (K,F ) 使得 σ(u) = v. 正规性确保
K = σ(K) = σ(F (u)) = F (v) ⊂ E.

2. 当 K|F 纯不可分时, 设 p := char(F ) > 0. 令 x ∈ K, 其极小多项式 Px 按条件在
E 中有根, 而纯不可分性质蕴涵 Px 在 F 中恰有一根. 综之 x ∈ E.

明所欲证.

9.3 有限域
一旦掌握了代数扩张和 Galois 对应的基本工具, 推导有限域的理论可谓势如破竹.
首先注意到任何有限域 F 都具有特征 p > 0, 否则特征零将导致 Q 嵌入为 F 的素

子域. 以下取定素数 p. 如不另作说明, 以下论及的域同构, 嵌入和分裂域都作为 Fp 的
扩域来理解.
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定理 9.3.1 任何特征 p 的有限域 F 都是 Fp := Z/pZ 的有限扩张, |F | = p[F :Fp]. 进一
步, 对任意 q = pm (m ≥ 1), 在同构意义下存在唯一的有限域 F 使得 |F | = q, 记作 Fq;
它是 Fp 的 Galois 扩张, 等于 Xq −X ∈ Fp[X] 的分裂域, 并且其元素皆满足 xq = x.

证明 特征 p 意谓 F 是 Fp 的扩域, 因而 |F | = |Fp|[F :Fp] = p[F :Fp]. 现在给定 m ≥ 1,
我们说明如何构造有限域 F 满足 |F | = pm =: q. 考虑 Xq − X ∈ Fp[X] 的分裂域
F . 利用公式 (x + y)q = xq + yq (见 (5.3)) 可推出根集 {x ∈ F : xq = x} 构成 F 的
子域, 它自动包含 Fp 作为素子域, 因此分裂域 F 恰是 Xq − X 的根集. 另一方面,
(Xq −X)′ = qX − 1 = −1 ∈ F×q 和引理 8.4.2 蕴涵 Xq −X 无重根, 因此 |F | = q 且
F |Fp 可分; 特别地, F |Fp 是 Galois 扩张.
最后说明所有满足 |F | = q 的域 F 都是 Xq −X 的分裂域, 如此便由分裂域的唯

一性完成证明. 因为 |F×| = q − 1, 命题 4.2.11 表明所有 x ∈ F× 皆满足 xq−1 = 1, 因
之所有 x ∈ F 都满足 xq = x; 于是 Xq −X 在 F 中分解为一次因式

∏
x∈F (X − x), 其

根集等于 F , 故 F 正是分裂域.

注记 9.3.2 (Fermat小定理) 对最简单的有限域 Fp = Z/pZ, 定理给出以下的同余等
式: 对所有 x ∈ Z 皆有 xp ≡ x (mod p), 而当 x 与 p 互素时 xp−1 ≡ 1 (mod p). 这无
非是数论中的 Fermat 小定理. 当然它有更初等的证明.

观察到定理 9.3.1 的三条直接结论. 选定 q = pm 如上.

1. 对任意 n ∈ Z≥1, 存在域嵌入 Fq ↪→ Fqn . 这是因为 Fq (或 Fqn) 是 Fp 上多项式
Xq −X (或 Xqn −X) 的分裂域, 然而 q− 1 | qn − 1 蕴涵 Xq −X | Xqn −X, 故
分裂域的唯一性导致存在 Fp-嵌入 Fq ↪→ Fqn .

2. 承上, 比较元素个数立见 [Fqn : Fq] = n.

3. 推而广之, 令 a, b ∈ Z≥1 并且任选域嵌入 Fq ↪→ Fqa 和 Fq ↪→ Fqb , 那么

HomFq
(Fqa ,Fqb) 6= ∅ ⇐⇒ a | b.

先说明 =⇒ : 若存在 Fq-嵌入 Fqa ↪→ Fqb , 那么 a = [Fqa : Fq] 遂整除 [Fqb : Fq] =
b.

对于 ⇐= , 仍注意到 Fqa (或 Fqb) 是 Fq 上多项式 Xqa −X (或 Xqb −X) 的分
裂域, 而 a | b 蕴涵 qa − 1 | qb − 1, 从而

Xqa −X = X
(
Xqa−1 − 1

)
| X

(
Xqb−1 − 1

)
= Xqb −X,

同样由分裂域的唯一性得出 Fq-嵌入 Fqa ↪→ Fqb .

有限域的 Galois 理论由 Frobenius 自同构主导. 我们先从较广的定义切入.
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定义 9.3.3 对任意交换 Fq-代数 A, 定义其 Frobenius 自同态 Frq ∈ EndFq
(A) 为

Frq : A −→ A

x 7−→ xq.

由于 (5.3), Frq 确实是环同态. 又由于 ∀x ∈ Fq, xq = x, 因之 Frq 确实是 Fq-线性的.

对任何交换 Fq-代数的同态 ϕ : A→ B, 下图因同态保乘法而交换

A B

A B

φ

Frq Frq

φ

a ϕ(a)

aq ϕ(aq) = ϕ(a)q

利用范畴语言, Frobenius 自同态的上述 “自然性” 归结为一条陈述: Frq 给出恒等函
子 id : Fq-Alg ∼→ Fq-Alg 的自同态. 落实到代数扩域 E|Fq 上, 引理 8.3.3 立刻给出
Frq ∈ AutFq

(E).
回忆到对任意 n ∈ Z≥1, 总存在域嵌入 ι : Fq ↪→ Fqn ; 任何 Fqn -代数 A 透过 ι 成为

Fq-代数, 这时在 EndFq (A) 中显然有

Frqn = Frnq .

定理 9.3.4 令 E|F 为特征 p 的有限域的扩张, |F | = q, 则 E|F 是 Galois 扩张, 群
Gal(E|F ) 是由 Frq 生成的 [E : F ] 阶循环群.

证明 已知 E|Fp 是 Galois 扩张, 引理 9.1.2 确保 E|F 也是 Galois 扩张. 因为
|Gal(E|F )| = [E : F ] =: n, 仅须再证 Frq 是群中的 n 阶元即足.
我们业已看到任何 x ∈ E 都满足 xq

n

= x, 故 Frnq = idE ; 若 d | n 且 Frdq = idE ,
则在 E 中恒有 xq

d

= x , 因为 Xqd −X ∈ F [X] 至多只有 qd 个根, 故 qn = |E| ≤ qd,
从此立即导出 d = n.

定理 9.3.5 令 E|F 为特征 p 的有限域的扩张, |F | = q, [E : F ] = n, 则对每个正因数
d | n 都存在唯一的中间域 Ed 使得 [E : Ed] = d, 由下式刻画

Ed =
{
x ∈ E : xq

n/d

= x
}
;

而且 d1 | d2 ⇐⇒ Ed1 ⊃ Ed2 . 这穷尽了所有 E|F 的中间域.

沿用定理 9.3.1 的记号, 考虑元素个数可知上述中间域 Ed 同构于 Fqn/d .

证明 由于 Gal(E|F ) ' Z/nZ, Galois 对应 (定理 9.1.7) 将一切化约为如下群论性质:
对每个 d | n 都存在唯一的子群 Hd ⊂ Z/nZ 使得 |Hd| = d, 而且 Hd1 ⊂ Hd2 ⇐⇒ d1 |
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d2; 对应于 Hd 的中间域是 Ed := EHd . 事实上 Hd =
n
dZ/nZ, 请回忆例 4.2.10.

选定嵌入 Fq ↪→ Fqn , 其存在性已在注记 9.3.2 之后说明. 那么定理 9.3.4 的性质不
妨改写作

Gal(Fqn |Fq) = 〈Frq〉 ' Z/nZ.

进一步, 若 d | n, 选定 Fq-嵌入 Fqd ↪→ Fqn , 则下图显然交换:

Frq Gal(Fqn |Fq) Gal(Fqd |Fq) Frq

1 + nZ Z/nZ Z/dZ 1 + dZ

∈ 限制 3

∈

'

mod d

'

3

(9.3)

当 a | b 时 Fq-嵌入 Fqa ↪→ Fqb 通常不止一种, 它们的合成更是错综复杂. 但总能选定
一列域嵌入

Fq ↪→ Fq2! ↪→ · · · ↪→ Fqn! ↪→ · · · .

每个 Fqm 皆可嵌入足够大的 Fqn! , 这相当于从整除偏序集 (Z≥1, | ) 中萃取一个无上界
的链 1! | 2! | 3! | · · · (想成将滤过偏序集 “拉直”). 对这列嵌入取递增并, 或者更严格地
说取滤过极限 (命题 5.5.9)

Fq := lim−→
n≥1

Fqn! .

这是一个 Fq 的代数扩域, 它实际更是 Fq 的代数闭包, 因为每个 Fq 的每个有限扩张都
同构于某个 Fqm , 因而能嵌入 Fq. 赋绝对 Galois 群 ΓFq

:= Gal(Fq|Fq) 以 Krull 拓扑
(定义 9.2.1).

命题 9.3.6 在拓扑群的意义下, 绝对 Galois 群 ΓFq
= Gal(Fq|Fq) 同构于 Ẑ :=

lim←−m≥1 Z/mZ, 右式按 m | m′ =⇒ Z/m′Z� Z/mZ 定义极限.

证明 先前讨论给出 Ẑ ' lim←−n≥1 Z/n!Z (右式极限按 1 ≤ 2 ≤ · · · 定义). 只消再以引理
9.2.2 描述 ΓFq

.

事实上 Ẑ 正是例 5.5.7 描绘的 Prüfer 环的加法群, 它也同构于
∏
ℓ:素数 Zℓ, 其中 Zℓ

表 `-进整数环. 抽象地看 Ẑ 是一个颇大的群, 作为集合不可数; 然而它在适当观点下
又和 Z 相距不远. 为了解释这点, 注意到 Ẑ 有一个特别的元素 (1 mod nZ)n≥1, 它在
(9.3) 下对应到 Fq 的 Frobenius 自同构 Frq : x 7→ xq. 易见 (1 mod nZ)n≥1 是无挠元,
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因而 〈Frq〉 ' Z.

引理 9.3.7 Frobenius 自同构生成稠密的子群 Z ' 〈Frq〉 ⊂ Gal(Fq|Fq).

证明 尽管直接验证并不难, 我们在此更愿意运用完备化的一般理论. 将一切透过同构
搬到 Ẑ 上处理. 易见 〈Frq〉 对应于自然同态

Z ↪→ lim←−
n≥1

Z/nZ = Ẑ

的像. 例 5.5.7 已将 Ẑ 诠释为 Z 对于子群族 (nZ)n≥1 的完备化; 一般理论表明 Z 在 Ẑ
中稠密.

有鉴于此, 一般也说 Frq 是 Gal(Fq|Fq) 的一个拓扑生成元.
有限域上可以考虑种种的计数问题. 作为示例, 这里介绍一个最经典的结果: 不可

约多项式的计数.

命题 9.3.8 (C. F. Gauss) 对任意 n ≥ 1, 有限域 Fq 上的 n 次首一不可约多项式个数
Ψn(q) 有以下公式

Ψn(q) =
1

n

∑
d|n

µ
(n
d

)
qd,

其中 µ 表 Möbius 函数.

关于 Möbius 函数 µ 的定义与 Möbius 反演公式, 请参见例 5.4.7.

证明 设 P ∈ Fq[X]是 d次不可约多项式. 利用定理 9.3.1可知 Fq 的扩域 Fq[X]/(P ) '
Fqd 中的每个元素 x 都满足 xq

d − x = 0. 代入 x = X + (P ), 其极小多项式等于 P ,
故 P | Xqd − X. 若 d | n 则亦有 P | Xqn − X, 这是因为 qd − 1 | qn − 1, 从而
Xqd−1 − 1 | Xqn−1 − 1, 继而 Xqd −X | Xqn −X.

另一方面, 固定 n ≥ 1. 任何一个 Xqn −X 的不可约因子 P 在 Xqn −X 的分裂域
Fqn 里必有一根 x; 于是定理 9.3.5 蕴涵 d := degP = [Fq(x) : Fq] 整除 n = [Fqn : Fq].
此外从 (Xqn −X)′ = −1 可见 Xqn −X 无重根, 因而无重因子. 综上, 在 Fq[X] 中将
Xqn −X 唯一地分解为首一不可约多项式, 就得到

Xqn −X =
∏
d|n

∏
P∈Fq [X]
首一不可约
degP=d

P

共 Ψd(q) 项

.

比较两边次数可得 qn =
∑
d|n dΨd(q); 由于 n ∈ Z≥1 可任取, 原断言由 Möbius 反演公

式导出.

现将原式中的 q 视作变元. 形如 Ψn(q) 的多项式出现于许多计数问题中, 除了不
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可约多项式的计数如上, 还包括 (a) 初等组合学中的环状排列问题 (具体地说, 求用 q

种珠子能作出几种长度为 n 的项链), 以及 (b) q 维向量空间上自由 Lie 代数的维数计
算 (称为广义 Witt 公式).

9.4 分圆域
对于分圆多项式, 我们在定理 5.2.6 的证明中曾有惊鸿一瞥. 现在要建立较完整的

理论.

定义 9.4.1 取定代数闭包 F |F 和 n ∈ Z≥1. 元素 ζ ∈ F× 如满足 ζn = 1 则称为 n 次
单位根, 如 ζd = 1 ⇐⇒ n | d 则称 ζ 为 n 次本原单位根.

命题 9.4.2 对于任意 n, 全体 n 次单位根对乘法构成循环群 µn(F ). 当 char(F ) ∤ n 时,
我们有 µn(F ) ⊂ F sep×, 而且 µn(F ) 是 n 阶循环群, 其生成元正是 n 次本原单位根.

证明 由于 |µn(F )| ≤ n, 第一部分是定理 8.5.1 的直接推论. 当 char(F ) ∤ n 时,
(Xn− 1)′ = nXn−1 与 Xn− 1 无公因子, 引理 8.4.2 遂确保 Z/nZ ' µn(F ) ⊂ F sep. 关
于生成元的断言是水到渠成的.

命题 9.4.3 设 char(F ) ∤ n 而 ζn 是 n 次本原单位根. 则 F (ζn)|F 是 Galois 扩张, 它是
Xn − 1 的分裂域, 并且有群的嵌入

Gal(F (ζn)|F ) (Z/nZ)×

σ
(
a ∈ Z/nZ : ∀ζ ∈ µn(F ), σ(ζ) = ζa

)
.

∈ ∈ (9.4)

证明 因为 ζn 生成 µn(F ), 故 F (ζn) 是 Xn− 1 的分裂域, 又由先前结果可知 F (ζn)|F
可分, 故为 Galois 扩张. 任意 σ ∈ Gal(F (ζn)|F ) 由它在 ζn 上的作用决定: σ(ζn) 仍是
µn(F ) 的生成元, 因此形如 ζan, 其中 (a, n) = 1, 这就是所求的群嵌入.

现在转向 F = Q 的情形.

定义–定理 9.4.4 次数为 n ≥ 1 的分圆多项式定义为

Φn :=
∏
d|n

(Xd − 1)µ(n/d)

其中 µ : Z≥1 → {0,±1} 为例 5.4.7 介绍的 Möbius 函数; Φn 是次数为 ϕ(n) =

|(Z/nZ)×| (Euler 函数) 的整系数首一多项式, 这族多项式的等价刻画是

∀n ∈ Z≥1,
∏
d|n

Φd = Xn − 1.
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证明 初看 Φn 只是有理函数域 Q(X) 的成员. 以下说明 Φn 实际是首一整系数多项
式. 这里的进路是应用 Q[X] 中最大公因式的性质 (见例 5.7.16):

(
Xa − 1, Xb − 1

)
= X(a,b) − 1, a, b ≥ 1. (9.5)

考虑形式导数 (Xa − 1)′ = aXa−1 可知 Xa − 1 无重因子. 权且定义

Φ̊n := (Xn − 1)

/∏P ∈ Q[X] :
首一不可约多项式,

∃d | n, d 6= n使得 P | Xd − 1

 .

由注记 5.7.13 可知乘积里的 P 系数为整. 于是商 Φ̊n 也是整系数首一多项式. 进一步,
我们断言 a 6= b =⇒ (Φ̊a, Φ̊b) = 1, 缘由如下: (9.5) 导致 (Φ̊a, Φ̊b) 整除 X(a,b) − 1; 设
若 a < b, 那么 (a, b) | b, (a, b) 6= b 连同 Φ̊b 的定义导致 X(a,b) − 1 和 Φ̊b 互素, 从而
(Φ̊a, Φ̊b) = 1.

今将往证 Φ̊n = Φn. 根据经典 Möbius 反演公式的乘性版本, 这等价于

∀n ∈ Z≥1,
∏
d|n

Φ̊d = Xn − 1.

按构造, Xn − 1 的任何素因子皆须整除某个 Φ̊d, 其中 d | n; 反之 Φ̊d | Xn − 1 亦属
显然. 以上左式的各项互素且首一, 两边皆无重因子, 由 Q[X] 的唯一分解性立刻推得
上式.

对上式两边取次数可得 n =
∑
d|n degΦd; 由 Möbius 反演公式和初等数论中的性

质
∑
d|n ϕ(d) = n (见 (5.9)) 立得 degΦn = ϕ(n).

上面刻画 Φn 时特意避开了复数. 如容许在 C 上操作, 则 Xn − 1 =
∏
zn=1(X − z), 分

圆多项式的刻画即刻给出

Φn =
∏

ζ: n 次本原单位根

(X − ζ);

将全体单位根 {z ∈ C : zn = 1} 摆上复平面, 立可明白 “分圆” 的意蕴.
本节的技术核心是以下结果.

定理 9.4.5 对每个 n ≥ 1, 分圆多项式 Φn 是 ϕ(n) 次不可约首一整系数多项式. 它是
任意 n 次本原单位根 ζn ∈ C× 的极小多项式.

证明 取定断言中的 ζn, 极小多项式记为 P , 则 P | Φn. 如能证明每个 n 次本原单位
根 ζ 都是 P 的根, 则 degP = ϕ(n) = degΦn, 从而 Φn = P 不可约. 为此仅须证明对
ζ 如上及满足 p ∤ n 的素数 p, 皆有 P (ζ) = 0 =⇒ P (ζp) = 0 即足; 因为从 ζn 出发, 能
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从这套手续穷尽 µn(C) 的每个生成元.
注意到 Φn(ζ

p) = 0, 并且有分解 Φn = PQ, 而 Gauss 引理即刻给出 P,Q ∈ Z[X]

且是首一的. 若 P (ζ) = 0 而 P (ζp) 6= 0, 则势必有 Q(ζp) = 0, 此时 P (X), Q(Xp) 有
公共根 ζ, 再次应用 Gauss 引理可知它们在 Z[X] 中有次数 ≥ 1 之首一公因子. 考
虑多项式的 mod p 约化 P,Q 7→ P̄ , Q̄ ∈ Fp[X]. 任何 x̄ ∈ Fp 皆满足 x̄p = x̄, 因之有
Q(Xp) = Q̄(Xp) = Q̄(X)p; 从此导出 P̄ , Q̄ 在 Fp[X] 中有公因子. 然而 P̄ Q̄ = Xn − 1,
而 p ∤ n =⇒ (Xn − 1)′ = nXn−1 ∈ Fp[X] 非零, 从引理 8.4.2 易见 Xn − 1 在 Fp[X]

中无重根, 矛盾.

定理 9.4.6 任一 n 次本原单位根 ζn 生成的扩张 Q(ζn)|Q 是 ϕ(n) 次 Galois 扩张, 它
包含所有 n 次单位根, 并且 (9.4) 给出群同构 Gal(Q(ζn)|Q) ' (Z/nZ)×.

我们称 Q(ζn) 为第 n 个分圆域.

证明 上来已阐明 Q(ζn) ' Q[X]/(Φn), 故 [Q(ζn) : Q] = degΦn = ϕ(n), 这也是
Galois 群的阶数. 另一方面 ϕ(n) = |(Z/nZ)×|. 因此命题 9.4.3 的群嵌入自动是同构.

命题 9.4.7 给定正整数 m,n, 记其最大公因数为 (m,n), 最小公倍数为 [m,n], 则分圆
域满足

� Q(ζm)Q(ζn) = Q(ζm, ζn) = Q(ζ[m,n]);

� 当 (m,n) = 1 时, Q(ζm) ∩Q(ζn) = Q.

证明 择定 mn 次本原单位根 ζmn, 并选用 ζm := ζnmn, ζn := ζmmn, 于是

ζZm · ζZn = ζnZ+mZ
mn = ζ(m,n)Zmn = ζZmn/(m,n) = ζZ[m,n],

故 Q(ζm, ζn) = Q(ζ[m,n]). 简记 GN := Gal(Q(ζN )|Q), 其中 N ∈ Z≥1. 先前对 Galois
群的描述可置入交换图表

Gm Gmn Gn

(Z/mZ)× (Z/mnZ)× (Z/nZ)×
'

限制 限制

' '

商 商

下层箭头来自自明的环同态 Z/mZ � Z/mnZ � Z/nZ. 以下设 (m,n) = 1, 则中国剩
余定理 5.5.2 给出 Z/mnZ ∼→ Z/mZ× Z/nZ. 上图说明此同构限制为

Gal(Q(ζmn)|Q(ζm))
∼→ {1} × (Z/nZ)×, Gal(Q(ζmn)|Q(ζn))

∼→ (Z/mZ)× × {1},

而且这两个子群生成 Gmn. 将此群论陈述以定理 9.1.7 译为域论, 那么包含关系颠倒,
子群生成的群反映为中间域的交, 这就给出 Q(ζm) ∩Q(ζn) = Q.



§9.5 正规基定理 355

综上, 每个 Q(ζn) 都是 Q 的交换扩张; 这意谓 Gal(Q(ζn)|Q) 是交换群, 而根据
Galois 对应, Q(ζn)|Q 的子扩张当然也是交换扩张. 代数数论中著名的 Kronecker–
Weber 定理断言其逆: 任何 Q 的有限交换扩张都包含于某个 Q(ζn), 只要 n “充分可
除”. 这相当于说所有分圆域的复合 (即并, 因为分圆域的有限复合仍是分圆域) 给出了
Q 的极大交换扩张 Qab, 见 §9.6. 著名的 Hilbert 第 12 问题寻求 Kab 的显式描述, 这
里 K 可以是任何数域, 亦即 Q 的有限扩张. 对于虚二次域 K = Q(

√
D) (D < 0) 的情

形, Kronecker 的 “青年之梦” (德文: der Jugendtraum) 用椭圆函数在挠点的取值实现
了 Kab. 其它情形仍无完整解答, 一般认为这与 Langlands 纲领有着深切的联系.

9.5 正规基定理
以下的一般性结果曾被 E. Artin 用于证明 Galois 对应, 它本身也是饶富趣味的.

定理 9.5.1 (Dedekind–Artin) 设 (Γ, ·) 为幺半群而 E 为整环, E 对环的乘法也构成幺
半群. 那么 X := Hom幺半群(Γ, E) 在 E 上线性无关: 具体地说, 若有 Γ 到 E 的函数间
的等式 ∑

χ∈X
aχχ(·) = 0, aχ ∈ E (至多有限个系数 aχ 非零),

则对每个 χ ∈ X 皆有 aχ = 0.

证明 假设等式
∑
χ aχχ(·) = 0 成立, 令 J := {χ ∈ X : aχ 6= 0}, 断言相当于 J = ∅ 恒

成立. 设若不然, 取满足上式的 (aχ)χ∈X 使得 J 6= ∅ 但 |J | 尽可能小. 因为 χ(1) = 1,
代入后可以排除 |J | = 1 的情形. 倘若 |J | ≥ 2 则可取相异元 ξ, η ∈ J 和 g ∈ Γ 使得
ξ(g) 6= η(g). 于是 ∑

χ∈J
aχχ(g)χ(·) =

∑
χ∈J

aχχ(g ·) = 0,

∑
χ∈J

aχξ(g)χ(·) = ξ(g)
∑
χ∈J

aχχ(·) = 0.

相减给出新的线性关系
∑
χ∈J aχ(χ(g)− ξ(g))χ(·) = 0, 系数非零的 χ 构成 J 的真子集

J ′ (排除了 ξ), 然而 J ′ 非空 (包含 η), 这与 |J | 的极小性相悖.

定理中的 χ : Γ → E 习惯称为取值在 E 中的特征标, 多见于 Γ 为群的情形. 域
论中常见的应用则是取 A 为 F -代数, Γ = (A, ·) 而 E 为 F 的域扩张, 然后考虑
χ ∈ HomF -Alg(A,E). 定理 9.5.1 在此框架下有如下应用.

定理 9.5.2 设 F 为无穷域, A 为 F -代数, E|F 为域扩张, 则 HomF -Alg(A,E) 在下
述意义下在 E 上代数无关: 设 χ1, . . . , χn ∈ HomF -Alg(A,E) 为一族相异同态, 而
P ∈ E[X1, . . . , Xn] 满足于 ∀x ∈ A, P (χ1(x), . . . , χn(x)) = 0, 那么 P = 0.
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证明 (Bourbaki [5, V. §6.2]) 定理 9.5.1断言 En 的子集 {(χ1(x), . . . , χn(x)) : x ∈ A}
不包含于任何 E-向量子空间 ⊊ En, 因而该子集线性张出 En. 于是可从中萃取
a1, . . . , an ∈ A 使矩阵 (χi(aj))1≤i,j≤n 有逆 (bij)i,j . 我们有 E-代数的互逆同构

E[X1, . . . , Xn] E[X1, . . . , Xn]

f f
(∑n

j=1 χ1(aj)Xj , . . . ,
∑n
j=1 χn(aj)Xj

)
g
(∑n

j=1 b1jXj , . . . ,
∑n
j=1 bnjXj

)
g

∼

取 Q 使得在此对应下有 P ↔ Q, 问题化为证 Q = 0. 对任意 y1, . . . , yn ∈ F 取
x :=

∑n
i=1 yiai, 容易验证

Q(y1, . . . , yn) = P (χ1(x), . . . , χn(x)) = 0.

因为 F 是无穷域, 下述引理蕴涵 Q = 0.

引理 9.5.3 设 A 是无穷域 F 上的代数. 若 Q ∈ A[X1, . . . , Xn] 不是零多项式, 则存在
(y1, . . . , yn) ∈ Fn 使得 Q(y1, . . . , yn) 6= 0.

证明 对于非零的 Q =
∑

a caX
a (多重指标符号), 存在 b 使得 cb ∈ A∖ {0}. 常识确

保存在 F -向量空间的同态 λ : A→ F 使得 λ(cb) 6= 0. 置

Q1 :=
∑
a

λ(ca)X
a ∈ F [X1, . . . , Xn]∖ {0}.

命题 5.6.11 断言存在 (y1, . . . , yn) ∈ Fn 使得 λ(Q(y1, . . . , yn)) = Q1(y1, . . . , yn) 6= 0.

定理 9.5.2 中条件 F 无穷是必需的: 若 F ' Fq, 取 n = 1, χ = id : F → F 和
f(X) = Xq −X 便得到反例.

现在触及本节的核心概念.

定义 9.5.4 设 E|F 为有限 Galois 扩张. 若 F -向量空间 E 的一组基形如 {σ(x) : σ ∈
Gal(E|F )}, 其中 x ∈ E, 则称之为正规基.

命题 9.1.3 断言 |Gal(E|F )| = [E : F ], 定义因而是合情合理的, 要点在于证明正规基
存在.

引理 9.5.5 取定有限 Galois 扩张 E|F , 置 G := Gal(E|F ). 一族以 G 为下标的 E 中
元素 {xσ : σ ∈ G} 是 E 的基当且仅当以 G 为下标, 取值在域 E 的矩阵

T := (τ(xσ))σ∈G
τ∈G
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可逆; 这里不妨取 σ 为纵坐标, τ 为横坐标.

证明 因为 [E : F ] = |G|, 子集 {xσ : σ ∈ G} 为基等价于它在 F 上线性无关, 又等价
于它是生成集. 如有关系式

∑
τ aτxτ = 0, 其中 aτ ∈ F 不全为零, 则对每个 σ ∈ G 皆

有
∑
τ aτσ(xτ ) = σ (

∑
τ aτxτ ) = 0; 这相当于说 T 左乘以横向量 (aτ )τ 为零, 故 T 不

可逆.
反过来说, 设 T 不可逆, 因此 T 右乘以一个非零竖向量 (aσ)σ 后为零, 其中

aσ ∈ E; 换言之, ∀τ,
∑
σ σ(xτ )aσ = 0. 若 x ∈ E 能表作

∑
τ bτxτ , 其中 bτ ∈ F , 则 x

满足于 ∑
σ

aσσ(x) =
∑
σ

∑
τ

aσbτσ(xτ ) =
∑
τ

bτ

(∑
σ

σ(xτ )aσ

)
= 0.

因此 {xσ : σ ∈ G} 无法生成 F -向量空间 E, 否则将有
∑
σ aσσ(x) = 0 对所有 x ∈ E

成立, 违背定理 9.5.1.

定理 9.5.6 任何有限 Galois 扩张 E|F 都有正规基.

证明 仍令 G := Gal(E|F ). 我们先处理 F 无穷的情形. 根据上述引理,对于 x ∈ E,有
正规基 {σ(x) : σ ∈ G} 的充要条件是以 G 为下标的矩阵 (σ−1τ(x))σ,τ∈G 可逆 (取 σ−1

不过是重排矩阵的行, 无关宏旨). 现在引入有 |G| 个变元的多项式代数 F [Xσ : σ ∈ G].
考虑矩阵 (Xσ−1τ )σ,τ 之行列式

A := det ((Xσ−1τ )σ,τ∈G) ∈ F [Xσ : σ ∈ G].

代入 X1 = 1, Xσ 6=1 = 0 求对角矩阵行列式, 可知 A 6= 0. 假若 E|F 无正规基, 那么对
每个 x ∈ E, 在多项式 A 中代值 Xσ  σ(x) 皆得到 A((σ(x)σ∈G)) = 0, 这与定理 9.5.2
相违.

今设 F 有限, [E : F ] = n 而 F ' Fq, 此时 G = {Frkq : 0 ≤ k < n}. 下面
运用线性变换标准形的思路: 视 E 为 F [X]-模, 乘法定为 f · x = f(Frq)(x), 其中
(f, x) ∈ F [X]× E; 这当然是个有限生成模. 根据定理 6.7.8, 存在 F [X]-模的分解

E ' F [X]/(P1)⊕ · · · ⊕ F [X]/(Ps), P1 | P2 | · · · | Ps.

由 [E : F ] 有限可知每个 Pi 皆非零, 不妨取为首一多项式. 由 annF [X](E) = (Ps) 和
Frnq = idE 可知 Ps | Xn − 1. 若 degPs < n, 则 Ps(Frq) = 0 给出 {Frkq : 0 ≤ k < n}
的非平凡线性关系, 违背定理 9.5.1. 若 Ps = Xn − 1, 则 n = [E : F ] =

∑s
i=1 degPi

蕴涵 E ' F [X]/(Xn − 1). 令 x ∈ E 为此同构下对应 1 + (Xn − 1) 的元素. 因为{
Xk + (Xn − 1) : 0 ≤ k < n

}
是 F [X]/(Xn − 1) 在 F 上的基, 而乘以 Xk 对应到 E

中的 Frkq 作用, 是故
{

Frkq (x) : 0 ≤ k < n
}
给出 E 的基. 这是一组正规基.

从表示理论的观点看, 定理 9.5.6 无非是说 E 作为群 G 的一个表示, 实则同构于
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所谓的正则表示 F [G]. 倘若读者愿意接受更多待定义的概念, 我们可以采取 Galois 上
同调的观点, 说 E 连同其 G 作用是受 “诱导” 的, 因而有平凡的同调性质.

9.6 Kummer理论
回忆到 Galois 扩张 E|F 称为交换 (或循环) 的, 如果 Gal(E|F ) 是交换 (或循环)

群.

约定 9.6.1 称交换扩张 E|F 有指数 n ≥ 1, 如果 G := Gal(E|F ) 是指数 n 的交换群,
这意谓每个 σ ∈ G 都满足 σn = 1.

命题 9.6.2 设 E|F 为交换 (或循环) 扩张, 则对任意中间域 M , 扩张 E|M 和 M |F 也
是交换 (或循环) 的. 交换扩张对任意复合封闭, 并且指数 n 的扩张复合后仍有指数 n.

职是之故, 我们可以在取定的可分闭包 F sep 中论及极大交换扩张 F ab, 和极大指数 n

扩张 Fn ⊂ F ab.

证明 关于中间域的断言是 Galois 对应的简单结论. 至于复合, 取定扩张 Ω|F 及其中
一族 Galois 子扩张 (Ei|F )i∈I . 已知 E :=

∨
i∈I Ei 是 F 的 Galois 扩张, 应用群的嵌入

Gal(E|F ) −→
∏
i∈I

Gal(Ei|F )

σ 7−→ (σ|Ei
)i∈I

即得余下断言.

今后取定 F 及其可分闭包 F sep; 以下谈及 F 的代数扩张时都假定在 F sep 中. 在
F 包含所有 n 次单位根而且 n 和 char(F ) 互素 (或 n = char(F ) > 0) 的前提下, 经典
Kummer 理论 (或 Artin–Schreier 理论) 描述了 F 的所有指数 n 的交换扩张. 本节予
以统一的处理. 以下结果都可以在一个给定的有限 Galois 扩张 L|F 中操作, 这里处理
无穷情形, 读者当借机锻炼自己对无穷 Galois 对应的掌握.

照例记绝对 Galois 群为 ΓF := Gal(F sep|F ), 左作用在 F sep 上; 易见 F sep 也是任
意子扩张 E|F 的可分闭包, 故无妨记 ΓE := Gal(F sep|E). 本节考虑两种情形

交换群 A :=

(F sep)×, (群运算为域的乘法)

F sep, (群运算为域的加法).
(9.6)

以下一律将 A 的群运算写作 +. 在 A 上有自然的 ΓF -作用, 它保持群结构, 亦即
σ(a+ a′) = σ(a) + σ(a′). 将 (F sep)× 的群运算也写作 + 也许有些滑稽, 但便于保持符
号的统一. 这套理论可以容许更抽象的 A, 详见 [35, IV.3].
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对于任意子群 H ⊂ ΓF 和任意子扩张 E|F , 记

AH := {a ∈ A : ∀σ ∈ H, σ(a) = a},

AE := AΓE = E 或 E×, 按 A 的选取而定.

因此 ΓF 在 AE 上的作用透过 ΓF /ΓE 分解, 而且

A =
⋃

E|F :有限

AE . (9.7)

� 化用群表示理论的一些想法, 给定 A 上保持群结构的 ΓF -作用相当于赋 A 以左
Z[ΓF ]-模结构, 这里 Z[ΓF ] 表 ΓF 的群环 (定义 5.6.3): 群作用和模乘法由

Z[ΓF ]×A −→ A(∑
σ

aσσ, a

)
7−→

∑
σ

aσσ(a), (有限和).

相互确定. 性质 (9.7) 也称为 Z[ΓF ]-模 A 的 “光滑性”. 本节主要在符号上诉诸模
论诠释, 例如 (σ + τ)(a) = σ(a) + τ(a) 等等, 这种记法是十分方便的.

� 设 L|F , E|F 都是 Galois 子扩张, [L : E] <∞. 定义相应的范数映射为

NL|E : AL −→ AE

a 7−→
∑

σ∈ΓE/ΓL

σ(a).

� 因为这里具体将 A 选作 F sep 的子集, 对于任意子集 S ⊂ A 都可以谈论它在 F

上生成的子扩张 F (S)|F .

定义 9.6.3 (Tate上同调) 对于 (9.6) 中的 A 和有限 Galois 扩张 E|F , 定义商群

Ĥ−1(E|F,AE) := ker
(
NE|F

)/ ∑
σ∈Gal(E|F )

(σ − 1)AE .

这是良定的: 对任意 σ ∈ Gal(E|F ) 皆有 NE|F (σ(a)) = NE|F (a), 从而 NE|F ((σ −
1)(a)) = 0. 在 Galois 上同调的理论中, Ĥ−1 实为 Tate 上同调函子列 Ĥi

的一员
(i ∈ Z); 本节只用到 Ĥ−1, 且不涉及较深入的性质.

引理 9.6.4 当 E|F 是循环扩张时,
∑
σ∈Gal(E|F )(σ − 1)AE = (τ − 1)(AE), 这里 τ ∈

Gal(E|F ) 是任意生成元.
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证明 应用群环 Z[Gal(E|F )] 中的等式 τk − 1 = (τ − 1) ·
∑k−1
i=0 τ

i.

我们还需要选定一个左 Z[ΓF ]-模的满同态 ℘ : A → A, 服从于以下条件: 存在
n ∈ Z≥1 使得

µ℘ := ker(℘) ' Z/nZ, µ℘ ⊂ AF .

在本节的具体场景中, (A,℘) 有以下两类选择.

例 9.6.5 (经典 Kummer理论) 选定正整数 n, 并取 A := (F sep)× (此处将群运算写回
乘法), 定理 8.6.2 表明此时 NL|E : a 7→

∏
σ∈Gal(L|E) σ(a) 无非是 Galois 扩张的范数映

射 NL|E . 我们假设
� 或者 char(F ) = 0, 或者 p := char(F ) > 0 而 p ∤ n;
� F× 包含所有 n 次单位根.

取同态

℘ : (F sep)× −→ (F sep)×

a 7−→ an.

条件确保 (Xn − b)′ = nXn−1 与 Xn − b 在 F [X] 中无公因子, 故 ℘ 为满射. 此外
µ℘ = {ζ ∈ F sep : ζn = 1} ⊂ F× 同构于 Z/nZ.

例 9.6.6 (Artin–Schreier理论) 设 n = p := char(F ) > 0. 取 A := F sep. 定理 8.6.2
表明此时 NL|E 无非是 Galois 扩张的迹映射 TrL|E . 取

℘ : F sep −→ F sep

a 7−→ ap − a.

易见 ℘(a + b) = ℘(a) + ℘(b), 而且 (Xp −X)′ = −1 确保 ℘ 为满射. 此外 µ℘ = {ζ ∈
F sep : ζp = ζ} = Fp, 故 µ℘ ' Z/pZ.

无论 (A,℘) 如何选取, 我们一律赋予 µ℘ 离散拓扑, 并且定义

Homc(ΓF , µ℘) := {同态 ξ : ΓF → µ℘, 透过某个有限的 Gal(E|F )分解}

= {同态 ξ : ΓF → µ℘, 对 Krull 拓扑连续}

= Homc (Gal(Fn|F ), µ℘) , Fn|F :极大指数 n 扩张.

(9.8)

命 (ξ + η)(σ) = ξ(σ) + η(σ) 使 Homc(ΓF , µ℘) 成为交换群. 最后定义

χ : AF −→ Homc(ΓF , µ℘)

a 7−→ [χa(σ) = (σ − 1)(α)] , α ∈ ℘−1(a).
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以下说明映射 χ 是良定的同态:

� ℘((σ − 1)(α)) = (σ − 1)℘(α) = (σ − 1)(a) = 0 蕴涵 χa(σ) ∈ µ℘;
� µ℘ ⊂ AF 蕴涵 χa(σ) 无关 α 的选取;
� 由 στ − 1 = σ(τ − 1) + (σ − 1) 知 χa : ΓF → µ℘ 为群同态;
� 用 (9.7) 取有限 Galois 扩张 E|F 使得 α ∈ AE , 则 χa 透过 Gal(E|F ) 分解;
� 易证 χa+b(σ) = χa(σ) + χb(σ), 因此 χ 是群同态.

今后也引入记法 χ(a, σ) = χa(σ), 它对两个变元 a, σ 皆有加性. 最后, χa = 0 ⇐⇒
α ∈ AF ⇐⇒ a ∈ ℘(AF ).

在定理 9.6.9 和 9.6.10 中，将分别对例 9.6.5 和 9.6.6 证明

E|F 是循环扩张 =⇒ Ĥ−1(E|F,AE) = 0. (9.9)

我们且承认这一关键性质, 先来陈述 Kummer 理论的两个主定理.

定理 9.6.7 给定 (A,℘), µ℘ ' Z/nZ,并定义 χ如上,则有交换群的正合列 (定义 4.3.7):

0→ µ℘ → AF
℘
AF

χ
Homc(ΓF , µ℘)

=Homc(Gal(Fn|F ),µ℘)

→ 0.

证明 若不管末项 0, 则正合性已由以上讨论说明. 关键在证明末项正合, 亦即 χ

的满性. 给定 f ∈ Homc(ΓF , µ℘), 取中间域 M 使得 ker(f) = ΓM , 则 f 分解为
ΓF � Gal(M |F ) ↪→ µ℘; 由此亦见 M |F 是指数 n 的有限交换扩张. 利用有限交换
群的结构定理 (推论 6.7.9) 将 G := Gal(M |F ) 分解为循环子群的直积

∏n
i=1Hi. 令

Ki :=
∏
j 6=iHj . 于是仅须固定 i, 考虑只在 Hi 上非零, 亦即透过 G� G/Ki 分解的 f

即可. 取中间域 E 使得 Gal(M |E) = Ki, 那么 Gal(E|F ) = G/Ki ' Hi 是循环群. 现
在满性归结为: 对指数 n 的循环有限子扩张 E|F , 证明每个同态 f : Gal(E|F ) → µ℘

都属于 im(χ).

选定 Gal(E|F ) 的生成元 τ , 命 η := f(τ), 于是 NE|F (η) = [E : F ]f(τ) = 0. 引理
9.6.4 和 (9.9) 断言的 Ĥ−1(E|F,AE) = 0 遂保证

∃α ∈ AE , η = (τ − 1) (α).

进一步，从 (τ − 1)℘(α) = ℘((τ − 1)(α)) = ℘(η) = 0 导出 a := ℘(α) ∈ AF . 于是乎
χa(τ) = η = f(τ), 如愿导出 χa = f .
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定理 9.6.8 给定 (A,℘) 和 n 如上, 则有互逆的双射

{子群 ∆ : ℘(AF ) ⊂ ∆ ⊂ AF } {E|F : 指数 n 的交换扩张}

∆ F (℘−1(∆))

℘(AE) ∩AF E,

1:1

并且当 ∆↔ E|F 时从 χ 导出群同构

∆/℘(AF )
∼→ Homc(Gal(E|F ), µ℘), Gal(E|F ) 同胚

∼ Hom (∆/℘(AF ), µ℘) . (9.10)

证明部分将解释如何定义 Hom 的拓扑.

证明 从先前定义的 χ(a, σ) = χa(σ) 构造一对映射

{子群 ∆ : ℘(AF ) ⊂ ∆ ⊂ AF }
{
Γ
闭
C ΓF : ΓF /Γ交换并且有指数 n

}
1:1 {

Γ̄ ⊂ Gal(Fn|F ) :闭子群
}

∆ Γ :=

{
γ ∈ ΓF : χ(∆, γ)

恒等
= 0

}

∆ :=

{
a ∈ AF : χ(a,Γ)

恒等
= 0

}
Γ.

(9.11)

映射 ← 良定是显然的. 接着观察到 → 也良定: 闭子群之交
⋂
δ∈∆ ker(χδ) = Γ 仍闭.

又因为 γ 7→ χ(·, γ) 诱导群嵌入 ΓF /Γ ↪→ Hom (∆/℘(AF ), µ℘), 故 ΓF /Γ 确实是有指数
n 的交换群.

从 χ 的定义可见 χ(∆, γ) = 0 等价于 γ 固定 F (℘−1(∆)), 而 χ(a,ΓE) = 0 等价于
a ∈ ℘(AE), 于是在 Galois 对应 Γ = ΓE ↔ E 下, (9.11) 无非是定理所断言的双射. 剩
下的任务是证明 (9.11) 的映射互逆, 并且 χ 诱导出 ∆/℘(AF )

∼→ Homc (ΓF /Γ, µ℘) 和
ΓF /Γ

∼→ Hom (∆/℘(AF ), µ℘).
后续推导是拓扑群理论中 Pontryagin 对偶性 [63, 第三章] 的标准结果. 此处将从

代数角度勾勒. 考虑不带拓扑 (或曰带离散拓扑) 的指数 n 交换群 A, 构成的范畴记
为 In. 若考虑兼为 pro-有限群的 A (定义 4.10.5), 相应范畴记为 Pn, 这时 A 成为紧
Hausdorff 群, 而态射取作连续同态. 择定同构 µ℘ ' 1

nZ
/
Z.

1. 设 A属于 In,定义 A∨ := Hom(A,µ℘) = Hom(A,Q/Z). 一般而言 A = lim−→A♭,其
中 A♭ 取遍 A 的有限生成子群; A♭ 和 (A♭)∨ 自动是有限的. 于是 A∨ ' lim←−(A

♭)∨

自然是 Pn 的对象.
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2. 设 A 属于 Pn, 定义 A∨ := Homc(A,µ℘) = Homc(A,Q/Z). 一如既往, Homc 意
谓同态须透过对某个开子群 U 的商 A/U 来分解. 这里 A/U 自动是有限群, 论
证和引理 9.2.3 (iii) 完全相同. 从 Homc 的定义导出 A∨ = lim−→U

(A/U)∨, 视作 In
的对象.

观察到 D := (· · · )∨ 给出一对函子 Iop
n Pn

D

Dop
. 我们有自然同态 ιA : A→ A∨∨ 映

a 为 [λ 7→ λ(a)] ∈ (A∨)∨; 当 A 离散时验证 ιA(a) ∈ Homc(A
∨,Q/Z) 是毫无困难的. 自

然性相当于说 ι = (ιA)A 给出函子间的态射 idIn → Dop ◦D 和 idPn
→ D ◦Dop. 今断

言: ιA 总是同构, 当 A pro-有限时 ιA 还是同胚.

若 A 有限则 A∨ 亦有限, 相应的同构无非是推论 6.7.11. 一般情形下:

� 当 A = lim−→A♭ 属于 In, 则 A∨∨ =
(

lim←−A♭
(A♭)∨

)∨
' lim−→A♭

(A♭)∨∨.

� 当 A = lim←−U A/U 属于 Pn, 则 A∨∨ =
(

lim−→U
(A/U)∨

)∨
' lim←−U (A/U)∨∨, 这自然

也是同胚.

读者可自行验证下图交换, 所求性质于是化约到有限群的情形.

A A∨∨

lim−→A♭ lim−→(A♭)∨∨

ιA

' '

lim−→ ι
A♭

A A∨∨

lim←−A/U lim←−(A/U)∨∨

ιA

' '

lim←− ιA/U

对于闭子群 H ⊂ A, 记 H⊥ := ker(A∨ rH

限制
H∨), 这是 A∨ 的闭子群. 如在 (9.11) 中

以定理 9.6.7 等同 AF /℘(AF ) ' Gal(Fn|F )∨, (AF /℘(AF ))∨ ' Gal(Fn|F ), 那么两个
方向的映射都形如 H 7→ H⊥; 它们互逆相当于说 H⊥⊥ = H∨∨ ⊂ A∨∨, 其中取 A 为
AF /℘(AF ) 或 Gal(Fn|F ). 性质 H⊥⊥ = H∨∨ 是推论 6.7.12 (iii) 的明显类比, 证明也全
然相似: 一切归结为同构 ι. 同理, 断言的群同构可以比照推论 6.7.12 (i), (ii) 来导出.

定理 9.6.8 完全描述了 F 的所有 (a) 指数 n 交换扩张, 其中 F 的特征不整除 n,
且 F 含所有 n 次单位根; (b) 指数 p 交换扩张, 其中 p = char(F ) > 0. 这些结果将在
§9.7 中小试身手.

我们回头来确立 (9.9), 这是以下两条定理的内容.

定理 9.6.9 (Hilbert第 90定理,乘性版本) 设 E|F 为有限循环Galois扩张, τ 为Gal(E|F )
的一个生成元. 若 a ∈ E× 满足 NE|F (a) = 1, 则存在 α ∈ E× 使得 a = τ(α)α−1.

定理得名于 Hilbert 的 [19, §54, Satz 90]; Kummer 在分圆域情形更早得到了这个结果.

证明 令 m := [E : F ]. 根据 {τk : 0 ≤ k < m} 的线性无关性质 (定理 9.5.1 中取
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Γ = (E×, ·)), 存在 γ ∈ E× 使得在 E 中有

β :=
m−1∑
k=0

 ∏
0≤h<k

τh(a)

 · τk(γ) 6= 0,

其中约定 k = 0 =⇒
∏

0≤h<k τ
h(a) = 1. 因此

τ(β) =

m−1∑
k=0

 ∏
1≤h<k+1

τh(a)

 · τk+1(γ) =

m∑
k=1

 ∏
1≤h<k

τh(a)

 · τk(γ).
与 β比较每个 τk(γ)的系数: 分开考量 τk 6= 1与 τk = 1的情形并运用

∏
h∈Z/mZ τ

h(a) =

NE|F (a) = 1, 可得 τ(β) = a−1β. 取 α := β−1.

定理 9.6.10 (Hilbert第 90定理,加性版本) 设 E|F 为有限循环 Galois 扩张, τ 为
Gal(E|F ) 的一个生成元. 若 a ∈ E 满足 TrE|F (a) = 0, 则存在 α ∈ E× 使得
a = τ(α)− α.

证明 沿用记法 (σ1 + σ2)(a) = σ1(a) + σ2(a), 并且令 m := [E : F ]. 在定理 9.5.1 中取
Γ = (E,+), 可知存在 γ ∈ E 使得 TrE|F (γ) 6= 0. 定义

β :=

m−1∑
k=0

 ∑
0≤h<k

τh(a)

 · τk(γ),
其中约定 k = 0 =⇒

∑
0≤h<k τ

h(a) = 0 · a = 0. 同样有

τ(β) =

m∑
k=1

 ∑
1≤h<k

τh(a)

 · τk(γ);
仍与 β 比较每个 τk(γ)的系数, 分开考量 τk 6= 1和 τk = 1并应用 (

∑
h∈Z/mZ τ

h)(a) =

TrE|F (a) = 0 可得

β − τ(β) =
∑

k∈Z/mZ

aτk(γ) = TrE|F (γ)a.

取 α := −TrE|F (γ)−1β.
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9.7 根式解判准
重温定义 4.7.1, 说一个有限群 G 可解相当于说存在 G 的一列子群 G = G0 ⊃

· · · ⊃ Gk = {1}, 其中 Gi+1 CGi, 使得每个子商 Gi/Gi+1 都交换. 加细为合成列 (定义
4.6.3) 后可知这等价于说 G 的合成因子都是素数阶循环群.

沿用定义 9.1.1之约定,我们可以谈论一个有限 Galois扩张 E|F 是否可解; 不过在
本节中, 将此概念推广到有限可分扩张会更方便. 以下选定代数闭包 F 并假设 E ⊂ F .

定义 9.7.1 称有限可分扩张 E|F 是可解扩张, 如果其正规闭包 E†|F 是可解的, 亦即
G := Gal(E†|F ) 是有限可解群. 等价的说法是: E|F 可以嵌入一个有限 Galois 扩张
L|F 使得 Gal(L|F ) 可解.

群论引理 4.7.6 断言可解群的商和子群皆可解. 回忆到 F |F 的 Galois 子扩张 L|F 包含
E 当且仅当 L ⊃ E†, 此时 Galois 对应给出 Gal(L|F ) � Gal(E†|F ), 这就表明定义中
的两种说法相互等价.

定义 9.7.2 称一个可分扩张 E|F 有根式解, 如果存在可分扩张的塔

F = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ Ek

使得 E ⊂ Ek, 而且对每个 0 ≤ i < k, 以下两种情形必居其一:

(i) Ei+1 = Ei(α), 其中 α 是 Xn − a 的根, a ∈ E×i 而 n ∈ Z≥1 不被 char(F ) 整除;

(ii) Ei+1 = Ei(α), 其中 α 是 Xp −X − a 的根, a ∈ Ei 而 p := char(F ) > 0.

将 (ii) 叫做根式或许有些别扭, 但由以下主定理观之则纯乎自然. 此外, 以上定义排除
了形如 E = F ( pm

√
a) 的 “根式” 扩张, 其中 p = char(F ) > 0, 否则必须处理稍加复杂的

非可分情形, 命题 8.7.7 可以照料这点, 不过我们不愿节外生枝.

定理 9.7.3 (É. Galois) 有限可分扩张 E|F 有根式解当且仅当它是可解扩张.

证明 先证明有根式解 =⇒ 可解. 设 F = E0 ⊂ · · · ⊂ Ek 如定义 9.7.2, Ek ⊃ E 而
Ei+1 = Ei(αi+1). 取 m 为所有情形 (i) 中出现的 n 之最小公倍数, char(F ) ∤ m. 取 m

次本原单位根 ζ ∈ F sep 并定义 E′i := Ei(ζ). 扩张 E′k|F 的正规闭包是一个 Galois 扩
张 L|F . 记 Gal(L|F ) = {η1, η2, . . . , η[L:F ]}, 那么 L|F 是所有 ηi(E

′
k) 之复合, 故由下述

元素生成

ζ, η1(α1), η2(α1), . . . , η1(α2), η2(α2), . . . , η1(α3), η2(α3), . . .

循序向 F 逐步添进这列元素, 得到新的扩张塔 F = L0 ⊂ L1 ⊂ · · · ⊂ Lh = L. 除了首
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段 L1 = F (ζ), 它的每一段仍然划为 (i), (ii) 两种情形, 而且情形 (i) 中出现的指数 n 的
集合 (不计重数) 并无改变. 下面分析每段扩张 Li+1|Li.
B i = 0: 首段 因为 (m, p) = 1, 命题 9.4.3 断言 F (ζ) = L1|F 为交换扩张.
B i ≥ 1: 情形 (i) 写作 Li+1 = Li( n

√
a), 其中, i ≥ 1, a ∈ L×i 而 char(F ) ∤ n. 在例

9.6.5 的经典 Kummer 理论中取 ∆ = 〈a〉 · L×ni 并应用定理 9.6.8, 可知此段为指
数 n 的交换扩张.

B i ≥ 1: 情形 (ii) 写作 Li+1 = Li(α), αp − α = a ∈ Li 而 i ≥ 1. 在例 9.6.6 的
Artin–Schreier 理论中取 ∆ := Za+ {xp − x : x ∈ Li}, 同理可知此段是指数 p 的
交换扩张.

综之, 命 Gi := Gal(L|Li), 则 Li+1|Li 为 Galois 扩张, 故 Gi+1 C Gi, 给出群正规列
G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ; 其子商皆交换故 G0 = Gal(L|F ) 可解. 由 E ⊂ L 导出 E|F 为可解
扩张.

接着证可解 =⇒ 有根式解. 不妨设 E|F 是可解 Galois扩张,取定 G := Gal(E|F )
的合成列 G = G0 ⊋ · · · ⊋ Gk = {1}; 本节伊始已说明每个 Gi/Gi+1 都是素数阶循环
群. Galois 对应给出相应之

F = E0 ⊂ · · · ⊂ Ek = E, Ei = EGi , Gal(Ei+1|Ei) = Gi/Gi+1.

设 p := char(F ), 取

m := {(Gi : Gi+1) : 0 ≤ i < k, p ∤ (Gi : Gi+1)} 中所有数的最小公倍数,

并取 m 次本原单位根 ζ ∈ F sep. 置 E′i := Ei(ζ). 每个 E′i+1|E′i 的 Galois 群都是
Gi/Gi+1 的子群 (推论 9.2.5). 进一步:
� 若 p ∤ (Gi : Gi+1), 于例 9.6.5 的经典 Kummer 理论中取 n := (Gi : Gi+1), 应用
定理 9.6.8 可得

E′i+1 = E′i(α), αn = a ∈ (E′i)
×.

� 若 p = (Gi : Gi+1), 应用例 9.6.6 的 Artin–Schreier 理论, 同样得出

E′i+1 = E′i(α), αp − α = a ∈ E′i.

综上, 扩张塔 F ⊂ F (ζ) = E′0 ⊂ · · · ⊂ E′k 满足定义 9.7.2 的条件, 而 E′k ⊃ E 故 E|F
有根式解. 明所欲证.

附带一提, 上述论证仅需定理 9.6.8 在有限扩张时的情形, 其证明可以大大地简化.
现在试着从经典视角来打量这些结果.
给定非零多项式 P ∈ F [X], 假定 P 在 F 上无重根, 记其分裂域为 L, 那么 L 也是

F 的可分扩张; 定义 Gal(P ) := Gal(L|F ), 不妨唤作 P 的 Galois 群. 以上定理表明在
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定义 9.7.2 的意义下, P 的根能用根式表达 (特征 p > 0 时有但书, 回忆定义中的 (ii) )
当且仅当群 Gal(P ) 可解. 另一方面, Gal(P ) 的元素诱导根的置换, 而且完全由此置换
确定, 因而若将 P 的根编号为 α1, . . . , αn ∈ L, 则有群嵌入

Gal(P ) ↪→ Sn.

引理 9.7.4 给定无重根非零多项式 P ∈ F [X], 则 P 不可约当且仅当 Gal(P ) 在 P 的
根集上的作用是传递的.

证明 对不可约的 P 的任意一对根 α 6= β ∈ F , 推论 8.3.8 给出 σ ∈ AutF (F ) 使
得 σ(α) = β, 将 σ 限制到分裂域 L 即是 Gal(P ) 的元素. 反之设 P = QR 可约,
degQ, degR ≥ 1, 则 Gal(P ) 的作用不混合 Q 和 R 的根集, 故不传递.

今后只考虑 P 不可约的情形. 我们自然要问: Gal(P ) 是否可解? 更广泛地说,
如何从 P 确定 Gal(P ) 的群论性质, 比如说它的合成因子? 基于上述引理, 至少知道
Gal(P ) 在根集 1:1←→ {1, . . . , n} 上的作用传递. 根的置换是极具体的对象, 但要析取进
一步的信息绝非易事. 这些群论问题与经典方程理论中的预解式遥相呼应, Lagrange,
Galois 等先贤多有阐发. 这些问题不仅有理论上的兴趣, 还是实际计算 Galois 群的必
由之路. 我们不拟在正文里涉入太深, 但一个经典定理却不能不提.

定理 9.7.5 (N. H. Abel, P. Ruffini) 对于任意 n ≥ 1, 构作 F 上的 n 元有理函数域
F (t1, . . . , tn). 则多项式

P := Xn − t1Xn−1 + t2X
n−2 + · · ·+ (−1)ntn ∈ F (t1, . . . , tn)[X]

不可约, 并且 Gal(P ) ∼→ Sn. 特别地, 当 n ≥ 5 时 P 无法用根式求解.

这里取系数 t1, . . . , tn 为独立变元, 意蕴在于考虑 F 上 “一般的” n 次首一多项式. 在
这个意义下, “一般的” 五次以上多项式方程无根式解.

证明 考虑 n元多项式环 F [x1, . . . , xn],其上有左Sn-作用 σ : f 7→ f(Xσ(1), · · · , Xσ(n)).
习见的 n 元初等对称多项式 e1, . . . , en (参见 §5.8) 由下式刻画

n∏
i=1

(X − xi) = Xn − e1Xn−1 + · · ·+ (−1)nen, X :变元.

对称多项式基本定理 5.8.5 给出 F -代数的同构

F (x1, . . . , xn)
Sn = F (e1, . . . , en) ∼

ei← [ti
F (t1, . . . , tn).

借此视 F (x1, . . . , xn) 为 F (t1, . . . , tn) 的扩张. 从 F (x1, . . . , xn)
Sn = F (t1, . . . , tn)

和引理 9.1.6 知 F (x1, . . . , xn) 是 F (t1, . . . , tn) 的 Galois 扩张, Galois 群实现为 Sn
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在 {x1, . . . , xn} 上的当然作用. 然而 {x1, . . . , xn} 无非是 P 的根集, 于是导出
F (x1, . . . , xn) 是 P 的分裂域, Gal(P ) = Sn, 而引理 9.7.4 蕴涵 P 不可约. 当 n ≥ 5 时
应用推论 4.9.8 可知 P 无法用根式求解.

回到 Q 上. 随机地选取次数 n 的 P ∈ Q[X], 则 (P 不可约 ∧ Gal(P ) = Sn) 的
发生概率在适当意义下是 1; 这是 van der Waerden 的结果 [42].

此外, 无根式解不代表没有其它求解的进路, 兹举一例. 当系数在 C 上时, F. Klein
集 C. Hermite 等先驱之大成, 在 1884 年提出了一套用模形式解五次方程的手法, 正二
十面体的旋转群 A5 在其中大显身手; 相关文献和现代语汇下的重述可见 [34]. 模形式
是一类具有特殊对称性的复变函数, 这么看来 Klein 的解法反而使五次方程复杂化了;
此发现的真正价值毋宁说是揭示了一个跨领域的统一视野. 这类发现向来是数学发展
的重要动力. Klein 的眼界一贯宏大, 他对五次方程和正二十面体的研究在模形式理论
发展初期正起到了这种作用.

对于 Galois 群还可以逆向思考: 给定一个基域, 如 Q 或有理函数域 Q(t) 等, 试问
有哪些有限群能实现为其扩张的 Galois 群? 这类引人入胜的难题被称为 Galois 逆问
题. 对于 Q 上情形, 重要的里程碑包括
� Sn, An (D. Hilbert),
� 有限可解群 (I. R. Shafarevich),
� PSL(2,Fp) := SL(2,Fp)/ ± 1, 其中 p 是满足某些二次剩余条件的奇素数 (施光
彦),
� 俗称魔群的最大散在单群 M (J. G. Thompson).

这份列表无论就任何标准都远非完备, 更不足以说明其中深刻的群论, 数论与几何技术;
是以请感兴趣的读者移步 [38]. 值得一提的是对于所谓有限 Lie 型群的情形, 如上述的
PSL(2,Fp) 乃至于更一般的 PSL(2,Fq) 等等, 晚近的研究时常诉诸 Galois 表示和模形
式理论的深刻结果, 后者从经典角度看可谓是分析学的一支. 这表明了 Galois 理论旺
盛的生命力, 以及数学各领域间理所当然的互通声气.

关于 Galois 理论的其它经典课题, 技巧及简史, 不妨参阅 [58].

9.8 尺规作图问题
以下需要平面几何学的基础常识. 为了替作图问题建立一套代数模型, 首务是澄清

尺规作图的几何意义. 给定平面的一个子集 S, 由之可以构作
� 过任两点 A,B ∈ S 的直线;
� 以点 x ∈ S 为圆心, 以某线段 AB 之长 (A,B ∈ S) 为半径的圆.

利用这般构作的线和圆, 定义 S ′ 为 S 与如下点集之并:
� 相异直线之交,
� 相异圆之交,
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� 线与圆之交.

如是反复, 遂有平面的子集链 S ⊂ S ′ ⊂ S ′′ ⊂ · · · , 其并记作 Con(S). 行文至此, 不难明
白 Con(S) 正是从 S 出发, 通过直尺 (画线) 和圆规 (作圆) 所能得到的所有点集.

在平面几何学中, 有时还会在给定的点集中任取其一, 或者取落在某个给定圆
内/外的点, 或者取落在某条给定直线一侧的点等等. 由于此处研究的不是具体的作图
问题, 而是所有尺规可构的点, 无须操心这些细节. 关于平面几何与作图问题的深入讨
论, [17] 是一部高观点而不失 Euclid 家法的著作.

在平面上建立坐标系. 具体地说, 我们要求 S 包含选定的原点 (0, 0) 和规定方向的
单位长 (1, 0); 这么一来也能够以尺规作出单位圆, y 轴和点 (0, 1). 不妨等同 R2 与复
平面 C, 其中 (x, y)↔ x+ y

√
−1 ∈ C. 于是 Con(S) ⊂ C，而构作角度相当于构作单位

圆上的点. 这是作图问题代数化的第一步.

引理 9.8.1 给定子集 {0, 1} ⊂ S ⊂ C, 则 Con(S) 是 C 的子域. 而且有

α2 ∈ Con(S) =⇒ α ∈ Con(S),

α ∈ Con(S) =⇒ ᾱ ∈ Con(S).

证明 首先说明 Con(S) 对四则运算封闭. 显然 α ∈ Con(S) =⇒ −α ∈ Con(S). 复数
加法可由平行四边形实作. 观察到复数 α 6= 0 属于 Con(S) 当且仅当 |α|, α|α| ∈ Con(S).
现在给定 α, β ∈ C, 积 αβ 的构作分成两步: 幅角之和与绝对值之积. 角度之和与差的
作法是熟知的, 绝对值则可用相似三角形的性质相乘: 设 α, β > 0, 下图给出 γ = αβ:

0 α

γ

1

β

同理, 除法归结为正数相除的情形. 给定 γ, α > 0, 上图亦说明如何构作 β = γ/α.

已知如何平分 α ∈ C 的幅角, 平方根的构作归结为 α > 0 的情形. 请端详下图:

P

A BQ

|AQ| = 1, |QB| = α.

根据相似形的性质导出 |PQ| =
√
α. 最后, 共轭 α 7→ ᾱ 无非是对实轴作镜射.
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此引理蕴涵
√
−1 ∈ Con(S) 和

z ∈ Con(S) ⇐⇒ Re(z), Im(z) ∈ Con(S).

定理 9.8.2 给定子集 {0, 1} ⊂ S ⊂ C, 基于上述讨论不妨假定 S 对复共轭封闭, 它生
成的子域记为 Q(S), 则复数 z 满足 z ∈ Con(S) 当且仅当存在域扩张的塔

Q(S) = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn ⊂ C

其中 z ∈ Fn, 而且对每个 0 ≤ i < n 皆有 [Fi+1 : Fi] = 2. 特别地, z 在 Q(S) 上代数.

易言之, 尺规作图的本领不多不少正是四则运算和取平方根.

证明 我们将运用一个性质: 若 E = Fm 和 E′ = F ′n 皆是如上的二次扩张塔的末项,
则其复合 EE′ 亦然. 这点极易对 max{n,m} 递归地证明.
设 z 落在如上的 Fn 中. 因为这里只涉及特征零的域, 二次扩张 Fi+1|Fi 必为

Fi+1 = Fi(
√
αi) 之形, αi ∈ F×i . 配合引理 9.8.1 立得 z ∈ Fn ⊂ Con(S). 反之令

z ∈ Con(S). 回顾定义

Con(S) =
⋃
k≥0

S(k), S0 = S, S(k+1) = (S(k))′.

给定一族点 zj = xj + yj
√
−1 ∈ S(k) (j = 1, . . . ,m), 并假设它们都落在同一个二次扩

张塔 Q(S) = F0 ⊂ · · · ⊂ Fn ⊂ C 中; 取复合后可假设 Fn 对复共轭封闭. 从 z1, . . . , zm

出发作直线和圆, 其方程的系数都是 xj , yj 的多项式, 因而也落在 Fn. 今探讨其间所有
可能的交点, 分成实部虚部考虑:
(a) 线交线: 相当于解 Fn 上的二元线性方程组, 不必扩张 Fn;
(b) 线交圆: 相当于解一个系数在 Fn 里的二次方程, 交点坐标落在 Fn 的二次扩张里;
(c) 圆交圆: 如交两点, 圆方程相减给出过交点的直线; 如切于一点则给出公切线. 化约
到线交圆的情形.

综之, S(k+1) 的元素仍包含于二次扩张的塔. 证毕.

作为推论, z ∈ Con(S) 蕴涵 [Q(z,S) : Q(S)] ∈ 2Z, 但其逆一般不真. 更完整的刻画
可由 Galois 理论给出. 首先留意到定理 9.8.2 对 z 的刻画与有根式解扩张的刻画 (定义
9.7.2 和定理 9.7.3) 极为相近, 差异仅在于此处 Fi+1 是由向 Fi 添入平方根获得的, 条
件更严. 这条性质同样可由群论刻画如下 (施于 F = Q(S) ⊂ C).

定理 9.8.3 设域 F 的特征 6= 2 而 E|F 是可分有限扩张, 以下陈述等价.

(i) 存在二次域扩张的塔 F = E0 ⊂ · · · ⊂ En 使得 E ⊂ En;

(ii) 正规闭包 E†|F 的 Galois 群是 2-群 (回顾定义 4.5.1).
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证明 重复定理 9.7.3 的论证可知 (i) 等价于 G := Gal(E†|F ) 有合成列 G = G0 ⊃
· · · ⊃ Gn = {1} 满足于 Gi/Gi+1 ' Z/2Z, 特别地 G 是 2-群; 此处由于 char(F ) 6= 2,
不必再调用 Artin–Schreier 理论或添加单位根, 状况简化不少. 反之命题 4.7.9 蕴涵任
意 2-群皆可解, 故具有如是合成列. 综上得 (i) ⇐⇒ (ii).

I. M. Isaacs [20] 发现一个有趣的相关结果: 设不可约多项式 P ∈ Q[X] 的所有
根都是实数. 假设其中一根 α 可由实根式表达, 这相当于说存在定义 9.7.2 中的塔
Q = E0 ⊂ · · · ⊂ En 3 α, 但要求 En ⊂ C 且每一段 Ei+1|Ei 添入的根都是实数, 那么
Gal(P ) 是 2-群. 是故这类多项式的所有根都是尺规可构的.

对于最低要求 S = {0, 1} 的情形, 域 Con := Con(S) 由经典意义下所有尺规可构
的复数组成. 现在可以处理曾令无数数学爱好者绞尽脑汁的古希腊三大作图难题. 代数
方法说明它们在尺规的约束下一般无解.

B 倍立方体 给定边长 a 的正立方体, 如何构作另一个正立方体使其体积加倍? 此处
将构作正立方体理解为构作其边长. 问题等于是从 S = {0, 1, a} 出发构作 b > 0

使得 b3 = 2a3. 取 a = 1, 则 [Q(21/3) : Q] = 3 /∈ 2Z 说明 b 无法由尺规构作.

B 化圆为方 给定一个圆, 能否以尺规构造一个面积等于圆面积的正方形? 同样可将
问题理解为构造正方形的边长, 且可设圆半径为单位长 1, 问题遂化为以尺规构作
√
π. 此问题的解答最终归结为 π 的超越性.

B 三等分角 给定平面上的角度 θ, 求以尺规构造 θ/3. 前面说过构作角度 θ 相
当于构作单位圆上的 ω := eiθ, 三等分角问题相当于从 S = {0, 1, ω} 出发构
造 η := eiθ/3, η3 = ω. 为了说明一般而言 η /∈ Con(S), 以下取 θ := π/3: 易
见 ω = 1+

√
−3

2 ∈ Con, 问题归结为证明 η /∈ Con(S) = Con. 设若不然, 则
α := Re(η) = cos(θ/3) ∈ Con, 然而三倍角公式 cos(3x) = 4 cos3 x− 3 cosx 导致

4α3 − 3α− cos θ = 4α3 − 3α− 1

2
= 0.

代换 β = 2α 给出 β3 − 3β − 1 = 0; 容易验证 X3 − 3X − 1 ∈ Q[X] 无有理根故
不可约. 于是由

[Q(α) : Q] = [Q(β) : Q] = 3 /∈ 2Z

知 α /∈ Con, 矛盾.

以上对三等分角的处理导向了同样经典的作图问题: 有哪些正 n 边形可由尺规构
造? 这个问题可以精确地表述为: 哪些 n ∈ Z≥1 满足于 ζn := e

2πi
n ∈ Con? (请读者

思之)
我们需要以下概念: 形如 p = 22

a

+ 1 之素数称为 Fermat 素数. 注意到 A ≥ 1

且 2A + 1 为素数蕴涵 A = 2a, 这是因为若 d 是 A 的奇素因子, 则中学数学给出
2A/d + 1 | 2A + 1. 截至 2025 年, 已知的 Fermat 素数只有 a = 0, 1, 2, 3, 4 的情形.
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定理 9.8.4 正整数 n 满足 ζn ∈ Con 当且仅当 n 形如 2ap1 · · · pk, 其中 p1, . . . , pk 是相
异的 Fermat 素数.

证明 应用定理 9.8.3,问题归结为说明分圆扩张 Q(ζn)|Q的 Galois群 Gn 何时为 2-群.
令 n =

∏
p:素数 p

np , 中国剩余定理配合定理 9.4.6 给出

Gn ' (Z/nZ)× '
∏
p:素数

(Z/pnpZ)×.

原问题化为研究 (Z/pmZ)× 何时为 2-群. 由于该群有 pm − pm−1 = pm−1(p − 1) 个元
素, 当 p = 2 时性质显然成立. 当 p > 2 时须要求 m = 1, 而且此时得到 2-群的充要条
件是 p− 1 = 2A, 其中 A ∈ Z≥1. 此即等价于 p 是 Fermat 素数.

对于特例 n = 17, 正 17 边形的尺规作法是 Gauss 在 1796 年给出的, 详见 [17,
§29]. 以上证明还有一个简单的变奏如下.

命题 9.8.5 设 θ ∈ Qπ, 则 cos θ 为有理数当且仅当 θ ∈
{
πZ
2 ,

πZ
3

}
.

由 sin θ = cos(π2 − θ) 可推出 sin θ 的情形, 兹不赘述.

证明 只需说明 “仅当” 方向. 若 a := cos θ ∈ Q, 那么 eiθ = cos θ + i sin θ ∈
Q(i
√
1− a2). 令 θ = 2πm

n , (n,m) = 1, 则 Q(ζn) = Q(eiθ) 成为 Q 的 ≤ 2 次扩张.
依旧利用 Gal(Q(ζn)|Q) ' (Z/nZ)× 并考虑 n 的素因子分解知此时必有 n = 2, 3, 4, 6,
可以逐一检验.

习题

1. 如果集合 X 带有左 ΓF -作用, 并且 StabΓF (x) 对每个 x ∈ X 皆是 ΓF 的开子群, 则称 X

为 ΓF -集. 全体有限 ΓF -集对等变映射构成范畴 ΓF -Set. 另一方面, 记 F -EtAlg 为全体平
展 F -代数 (定义 8.9.5) 所成范畴, 态射为 F -代数的同态. 证明 ΓF -Setop 同 F -EtAlg 等价.
提示 定义函子 Θ : ΓF -Setop → F -EtAlg 如下. 给定 X, 取 Θ(X) 为 (F sep)X 的 ΓF -不动
子代数. 等变映射 f : Y → X 自然地诱导 f∗ : (F sep)X → (F sep)Y , 进而导出 Θ(f). 拟逆函
子可取为 HomF -EtAlg(−, F sep).

2. 设 p 是素数, Fp ⊂ F . 参照引理 8.4.14 的思路, 证明 Xp −X − a ∈ F [X] 不可约当且仅当
a /∈ {bp − b : b ∈ F}; 证明此时 F [X]/(Xp −X − a) 是 F 的正规扩张.

3. 设 F 为特征 p 的有限域, n ≥ 1 而 f1, . . . , fm ∈ F [X1, . . . , Xn]. 假设它们的全次数满足

deg f1 + · · ·+ deg fm < n.

(i) 证明 f1 = · · · = fm = 0 在 Fn 中的解数 ≡ 0 (mod p). 提示 令 q := |F |, 那么解
数 mod p 同余

∑
x∈Fn

∏m
i=1

(
1− fi(x)q−1

)
; 此外 0 ≤ k < q − 1 =⇒

∑
a∈F a

k = 0.
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(ii) 推出若 (0, . . . , 0) 是 f1 = · · · = fm = 0 的解 (例如当 f1, . . . , fm 皆齐次的情形), 则方
程组必有一个不全为零的解.

此结果称为 Chevalley–Warning 定理. 它联系到以下概念: 称域 F 为 C1 的, 如果 F 上变元
数目超过全次数的齐次多项式皆有 6= (0, . . . , 0) 的解. 因之有限域是 C1 域. 曾炯之首先研究
了 C1 域, 相关性质可用于算术代数几何的研究.

4. 对任意素数 p 和正整数 n, 证明

Φpn(X) =


Φn(X

p), p | n
Φn(X

p)

Φn(X)
, p ∤ n.

5. 证明当 n > 1 时分圆多项式 Φn 的常数项总是 1.

6. 固定 n ∈ Z≥1, 证明:

(i) 设 p 是素数, p ∤ n, 则存在 a ∈ Z 使得 Φn(a) ≡ 0 (mod p) 当且仅当 a mod p 是
(Z/pZ)× 中的 n 阶元, 此时 p ≡ 1 (mod n);

(ii) 证明数列 1 + nZ≥1 中有无穷多个素数; 这是 Dirichlet 定理的特例.

7. 对分圆域 Q(ζn) 证明 Q(ζn) ∩ R = Q
(
ζn + ζ−1

n

)
. 计算它对 Q 的扩张次数.

8. 设 p 为奇素数. 证明 Q(ζp) 包含唯一的满足 [E : Q] = 2 的子域 E, 而且 E ⊂ R 当且仅当
p ≡ 1 (mod 4).

9. 以定理 9.5.1 搭配定理 8.6.2, 重新证明可分扩张的迹型式 (x, y) 7→ TrE|F (xy) 非退化.

10. 确定 Q(
√
2,
√
3) 在 Q 上的次数, 描述 Galois 群并给出一组正规基.

11. 证明 Galois 扩张 E|F 是交换扩张当且仅当它的每个有限子扩张 M |F 皆是交换扩张.

12. 令 D1, . . . , Dn 为两两互素的无平方因子整数. 令 L := Q(
√
D1, . . . ,

√
Dn). 以 Kummer 理

论证明 L|Q 是 Galois 扩张, 且 Gal(L|Q) 同构于 (Z/2Z)n.

13. 设 P ∈ F [X] 为 n ≥ 1 次无重根多项式, 其根记为 α1, . . . , αn ∈ F sep, 分裂域记为 L. 回忆
例 5.8.6 讨论的判别式 δ :=

∏
i<j(αi − αj)

2, 它是 P 的系数之多项式, 而且无关根的排序.
设 char(F ) 6= 2.

(i) 证明 Gal(L|F ) ∩ An = Gal
(
L | F (

√
δ)
)

;

(ii) 在 n = 2, 3 的情形求 δ(P ) 的公式, 据此给出判定三次多项式的 Galois 群的一套办法.

14. 证明若子群 H ⊂ Sp 含有一个对换和一个 p-循环 (p 为素数), 则 H = Sp.

15. 假设次数为素数 p 的不可约多项式 P ∈ Q[X] 恰有 p− 2 个实根, 证明 Gal(P ) = Sp. 具体
给出 p = 3 的例子.

16. 以下探讨四次多项式 P = X4 − a1X3 + a2X
2 − a3X + a4 ∈ F [X] 的 Galois 群, 此处设 P

不可约而 char(F ) 6= 2, 其分裂域记作 L.

(i) 证明 F 上的四次不可约多项式皆无重根, 而且皆能化为以上形式.
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(ii) 设 P 在 L 里的根为 x1, . . . , x4, 定义

u := x1x2 + x3x4,

v := x1x3 + x2x4,

w := x1x4 + x2x3.

将 G := Gal(L|F ) 视为 S4 的子群, 证明 F (u, v, w) = LG∩V , 其中

V := {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}CS4, V ' (Z/2Z)2.

(iii) 证明

Q := (X − u)(X − v)(X − w) = X3 − a2X2 + (a1a3 − 4a4)X − (a21a4 + a23 − 4a2a4),

而且 P,Q 有相同的判别式 δ ∈ F×; 证明 Q 的 Galois 群是 G/G ∩ V . 一般称 Q 为 P

的三次预解式.
(iv) 分类 S4 的传递子群: (a) S4, (b) A4, (c) V , (d) 4 阶循环群 (两两共轭), (e) Sylow

2-子群 ' D8 (两两共轭).
(v) 建立下表:

δ Q ∈ F [X] G |G/G ∩ V |

/∈ F×2 不可约 S4 6

∈ F×2 不可约 A4 3

/∈ F×2 可约 D8 或 Z/4Z 2

∈ F×2 可约 V 1

17. 继续考虑上题中 δ /∈ F×2 而 Q 可约的情形, 此时 Q 的分裂域是 F (
√
δ). 若 P 在 F (

√
δ)

上不可约则 G ' D8, 否则 G ' Z/4Z. 然而这并不是唯一的区分方法.
18. 补全定理 9.8.3 的证明.
19. 有序域指的是一个域 F 配上一个子集 P ⊂ F (称为正锥), 满足于

� x, y ∈ P =⇒ x+ y, xy ∈ P ;
� F = P t {0} t (−P ).

证明

(i) 定义 x < y ⇐⇒ y − x ∈ P 将使 (F,≤) 成为全序集;
(ii) 0 < x < y =⇒ x−1 > y−1 > 0

(iii) x < y, z > 0 蕴涵 xz < yz;
(iv) 任意平方和皆 ≥ 0, 特别地 char(F ) = 0;
(v) −1 不能表为平方和. 由此证明 C 无法被赋予有序域结构.

20. 假设有序域 F 满足条件 (a) P = F× 2 (因此序由 F 的域结构完全确定); (b) 任意奇数次
Q ∈ F [X] 在 F 中有根. 依序证明
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(i) F 的奇数次有限扩张只有 F 本身;
(ii)

[
F (
√
−1) : F

]
= 2 且 F (

√
−1) 中任何元素皆有平方根;

(iii) 应用引理 8.2.6 导出 F (
√
−1) 是代数闭域.

提示 设 Q ∈ F [X] 为不可约多项式, 令 L|F 为 Q · (X2 +1) 的分裂域, G := Gal(L|F ). 任
何 Sylow 2-子群 H ⊂ G 皆给出奇数次扩张 LH |F , 故 G 是 2-群. 若子群 Gal

(
L|F (

√
−1)

)
非平凡, 则命题 4.7.9 和 Galois 对应将给出 F (

√
−1) 在 L 中的 2 次扩张, 矛盾; 若 m = 1

则必有 L = F (
√
−1).

显然 F = R 满足条件 (a) 和 (b), 而 C = R(
√
−1), 于是此题给出代数基本定理的又一证明,

习见的其它证明则更依赖于复变函数论等分析学工具. 此处并不是要尽量剥离非代数的成分,
用分析少者胜, 而在于这些条件确实有助于洞悉代数基本定理的底蕴, 并推至更广的情形. 满
足条件 (a), (b) 的域 F 称为实闭域, 见 [49, 第 9 章]; Artin 和 Schreier 奠定了实闭域的一
般理论, 见 [28, Chapter XI]. 或许更值得一书的是: 实闭域可谓是模型论中 o-极小结构的先
声, 后者在几何学中有出色应用.
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按后见之明, 赋值在域论中是自然的对象, 例如

� 给定了素数 p, 对域 Q 的任意元素 x 6= 0 可以考虑 p 在其素因子分解中出现的次
数 vp(x), 另外定义 vp(0) =∞;

� 类似地, 对于 Riemann 曲面 X 上的一点 x 及 X 上的亚纯函数 f , 可考虑 f 在 x

处的消没次数 vx(f) ∈ Z t {∞}.

推而广之, 赋值论考虑满足一定条件的函数 v : A → Γ t {∞}, 其中 A 是交换环而 Γ

是全序交换群 (例如加法群 Z, R). 容许一般的全序交换群是 Krull 的创见, 最常见的
Γ ⊂ R 情形则称为秩 1 赋值. 赋值自然地引向拓扑结构, 极限和完备性, 如 p-进数域
Qp 正是 Q 对 vp 的完备化. 完备化为域论的研究提供了一系列解析工具, 譬如多项式
求根时使用的 Hensel 引理 (定理 10.8.4). 这些概念在代数数论和代数几何中顺理成章,
本书只予以粗浅的介绍.

涵摄秩 1 赋值而稍加广泛的概念是绝对值, 譬如对 Q 可取 | · |p := p−vp(·) (p 为素
数) 或寻常的绝对值 | · |∞, 相关的分类定理是优美而富于技巧的.
本章最后介绍的 Witt 向量是将特征 p > 0 的完全域提升到特征 0 的有力工具, 应

用包括了代数几何中特征 p 代数簇的上同调理论等等. 它的原初设想很自然: 如何从
p-进制展开来理解 Qp 及其非分歧扩张的代数结构? E. Witt 对此作出了初等又精妙的
回答.
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阅读提示

首先 §10.1 是一些关于拓扑的预备知识和定义, 如读者对完备化已有很好的掌握
则可略过, 借机学习 Cartan 的滤子语言也不无益处. 我们在 §10.2 和 §10.3 探
讨取值在一般全序交换群 Γ 中的赋值, 亦即 Krull 赋值, 然而在许多应用中只需
要秩 1 情形.
§10.4 旨在讨论绝对值及其分类. 随后 §10.5 把焦点转向环 K◦ 〈t〉, 或者按几何
视角即单位闭圆盘的情形; 这是非 Archimedes 解析几何的基本样板, 同时是一
窥赋值论面貌的有趣例子.
赋值延拓的讨论 (§10.6 和 §10.7) 较冗长而且需要技巧, 尤其是在非完备的情形,
尽管成果终归是单纯的. 相关理论常见于代数数论的教科书, 如 [62]; 在此之所
以不避重复地研究, 主要缘于我们认为这是自然的理势. 请读者按自己的兴趣和
时间来斟酌. 相关讨论参考了 [28, Chapter XII] 和 [35, Chapter II] 的进路.

10.1 滤子
滤子的概念肇端于 H. Cartan, 详述见 [4]. 它用于收敛性和完备化的探究是一套特

别精练的语言, 在数理逻辑领域也多有应用. 本节需要点集拓扑学的一些基础知识.

定义 10.1.1 非空集 X 上的一个滤子意谓具以下条件的子集族 F ⊂ P (X), F 6= ∅:

F.1 若 A,B ∈ F, 则 A ∩B ∈ F (向下封闭性);

F.2 若 A ∈ F 而 X ⊃ A′ ⊃ A, 则 A′ ∈ F (向上封闭性);

F.3 ∅ /∈ F.

若子集族 B 6= ∅ 具较弱的条件如下, 则称之为 X 上的滤子基:

FB.1 若 A,B ∈ B, 则存在 C ∈ B 使得 C ⊂ A ∩B,

FB.2 ∅ /∈ B.

对于滤子基 B, 称 F := {F ⊂ X : ∃B ∈ B, F ⊃ B} 为 B 生成的滤子, 而称 B 为 F 的
一个基. 若 F ⊂ F′ 皆是 X 上的滤子, 则称 F′ 是 F 的加细.

例 10.1.2 设 (xk)
∞
k=1 为 X 中的序列. 定义 F 为全体满足下述条件之子集 E ⊂ X

∃N ≥ 1, k ≥ N =⇒ xk ∈ E.

易对 F 验证滤子的条件; 全体形如 {xk, xk+1, . . .} 的子集 (k ≥ N 任取, 其中 N ≥ 1 是
某个选定的整数) 则构成 F 的基.
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例 10.1.3 设 X 为拓扑空间. 对每个 x ∈ X 取 Nx 为 x 的全体邻域: 请回忆 E ⊂ X

是 x 的邻域相当于存在开集 U 使得 x ∈ U ⊂ E. 易见 Nx 构成 X 上的滤子. 点集拓
扑学中所谓 x 的邻域基 (见 [57, 定义 2.6.3]) 无非是滤子 Nx 的基.

事实上 {Nx : x ∈ X} 完全确定了 X 的拓扑结构, 这是因为 V ⊂ X 为开集当
且仅当 V 是它每一点的邻域. 甚至能证明给定 X 上的拓扑相当于给定一族滤子
{Nx : x ∈ X}, 使得对每个 x 皆有
� 若 E ∈ Nx, 则 x ∈ E;
� 若 E ∈ Nx, 则存在 F ∈ Nx 使得 F ⊂ E 且 y ∈ F =⇒ F ∈ Ny.

对应关系由 Nx = {E : x 的邻域} 刻画. 详见 [57, 定理 2.3.3]. 因此拓扑结构亦可用滤
子的语言改写. 我们马上会看到这套进路的长处.

回顾定义 4.10.1 谈及的拓扑群. 本节只考虑 Hausdorff 交换拓扑群, 群运算写作加
法. 这些群构成范畴 TopAb, 其态射取作连续群同态. 准此要领, 可以得到 Hausdorff
拓扑环范畴 TopRing 和 Hausdorff 拓扑域范畴 TopField; 对于拓扑域, 我们要求乘法
取逆 K× → K× 也是连续的. 进一步, 还可以谈论拓扑环上的拓扑模.
以下固定拓扑空间 X, 相应的邻域滤子仍记为 Nx, x ∈ X. 根据例 10.1.2, 任意序

列 (xk)
∞
k=1 都生成 X 上的滤子, 而 X 上的滤子可视作序列的某种推广.

B 收敛性 称 X 上的滤子基 F 收敛于 x ∈ X, 如果每个 x 的邻域都包含某个 F ∈ F,
写作 F→ x; 当 F 是滤子时, 这等价于 F 是 Nx 的加细. 此时 FB.1 蕴涵 x 属于
每个 F ∈ F 的闭包. 请读者检查这一切和序列情形是兼容的.

B 分离性 空间 X 是 Hausdorff 空间当且仅当每个滤子至多收敛到一个点.

B 连续性 对于函数 f : X → Y 和 X 上的滤子 F, 置

fF := {F ⊂ Y : ∃E ∈ F, F ⊃ f(E)} ,

这是 Y 上的滤子 (理由: f(A) ∩ f(B) ⊃ f(A ∩ B)). 事实: f 连续当且仅当对每
个 x ∈ X 都有 (F→ x) =⇒ (fF→ f(x)).

B Cauchy 滤子 设 (A,+) 是 Hausdorff 交换拓扑群, 此时

N0 + x = Nx = x+N0, −N0 = N0.

称 A 上的滤子 F 是 Cauchy 滤子, 如果对任何邻域 U ∈ N0 皆存在 E ∈ F 使得

E − E := {x− y : x, y ∈ E} ⊂ U.

以同样性质定义 Cauchy 滤子基, 它们生成 Cauchy 滤子.

(a) 由定义立见 Cauchy 滤子的加细仍是 Cauchy 滤子.
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(b) 对于任意 x ∈ A, 邻域族 Nx 是 Cauchy 滤子: 诚然, 根据群运算的连续性, 对
给定的 U 可取 E0 ∈ N0 使得 E0 − E0 ⊂ U , 从而 E := x+ E0 ∈ Nx 满足于
E − E = E0 − E0 ⊂ U .

(c) 综上, 收敛滤子 F 必为 Cauchy 滤子, 因为此时 F 是某 Nx 的加细.

此外, 拓扑群的连续同态 f : A→ B 映任意 Cauchy 滤子 F 为 Cauchy 滤子 fF:
给定 0 ∈ B 的邻域 V , 以 f 的连续性取 0 ∈ A 的邻域 U 使得 f(U) ⊂ V , 再取
E ∈ F 使得 E − E ⊂ U , 于是 F := f(E) ∈ fF 满足

F − F = f(E − E) ⊂ f(U) ⊂ V.

同样地, 请读者验证这一切兼容于 Cauchy 序列的经典概念.

B 完备性 如果交换拓扑群 A 中的每个 Cauchy 滤子都收敛, 则称 A 是完备的. 一
般只对 Hausdorff 空间探讨完备性.

若对所有 x ∈ X, 滤子 Nx 皆有可数基, 则称 X 满足第一可数公理. 这类例子包括
了习见的度量空间 (X, d), 因所有以 x 为球心, d-半径为 1

2 ,
1
3 , . . . 的开球给出一族可数

基. 在第一可数公理下, 前述拓扑性质的刻画中可以用序列代替滤子, 这是点集拓扑的
标准知识, 详参 [57, §5.1].
对于 Hausdorff 交换拓扑群 A, 其完备化指的是范畴 TopAb 中的一个态射 ι : A→

Â, 满足于
(CO.1) ι : A→ ι(A) 为同胚,
(CO.2) ι(A) ⊂ Â 稠密,
(CO.3) Â 在 Cauchy 滤子意义下完备.
命题 10.1.4 将证明这组性质唯一刻画了 (Â, ι). 存在性的构造在 §4.10 已有勾勒, 以下
则改以滤子处理, 大体遵循 [41, §8] 的进路, 读者亦可参阅 [4, Chapitre III]. 受篇幅和
主题限制, 繁琐的验证将会略去.

1. 首先, 对任意 A 上的滤子基 B 定义

B̂ :=由滤子基 {B + U : B ∈ B, U 3 0 :开邻域} 生成的滤子. (10.1)

若 B 是 Cauchy 滤子 F 的基, 则 B̂ 给出包含于 F 的最小的 Cauchy 滤子, 这样得到的
滤子可称作极小 Cauchy 滤子.

2. 取特例 B = {{x}} 则有 B̂ = Nx, 故 Nx 都是极小 Cauchy 滤子. 今定义

ι : A −→ Â := {F : A上极小 Cauchy 滤子}

x 7−→ x̂ = Nx.

对极小 Cauchy 滤子 F,G 可构作 Cauchy 滤子基 {F + G : F ∈ F, G ∈ G} 和 {−F :
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F ∈ F}; 再以 (10.1) 析取相应的极小 Cauchy 滤子, 便在 Â 上定义出交换群结构. 这
使 ι 变为群同态. 由于 A 是 Hausdorff 空间, ι 是单射. 不难验证 0̂ := N0 是 (Â,+) 的
幺元.

3. 赋予 Â 拓扑如下. 对于滤子 x̂ ∈ Â 及每个 U ∈ x̂, 定义

U† :=
{
F ∈ Â : U ∈ F

}
, Nx̂ := {U † : U ∈ x̂}; (10.2)

向上封闭性表明 U ⊂ V =⇒ U† ⊂ V †. 如是确定了 Â 的拓扑群结构, 使得
Nx̂ 给出 x̂ 的邻域基. 此外, 既然 Â 中的 Cauchy 滤子极小, 我们有

⋂
U∈N0

U† ={
F ∈ Â : F ⊃ N0

}
= {0̂}, 于是从 (4.10) 立见 Â 是 Hausdorff 空间.

4. 必须验证 ι 给出同胚 A
∼→ ι(A). 考虑 x ∈ X 的开邻域 U ∈ x̂ = Nx; 显见

ι−1(U †) = {y : U ∈ Ny} = U , 由此可导出 ι 是同胚. 进一步证 ι(A) 之稠密性如下. 取
定 Cauchy 滤子基 B, 构造 B̂ 并考虑其邻域 U† (U ∈ B̂); 须证明 U † ∩ ι(A) 6= ∅. 无
妨设 U = B + V , 其中 B ∈ B 而 V 3 0 是 A 中邻域. 对任意 b ∈ B, 从 b+ V ⊂ U 推
出 U ∈ Nb, 亦即 ι(b) ∈ U†.

5. 最后谈谈完备性: 设 F̂ 为 Â 上的 Cauchy 滤子, 置

G0 :=
{
U ⊂ A : U 6= ∅, U † ∈ F̂

}
, 见 (10.2).

可以证明 G0 是 A上的 Cauchy滤子基,并且 F̂收敛于相应的极小 Cauchy滤子 G ∈ Â.

进一步假定 A 是拓扑环, 乘法映射写作 m. 这时拓扑环的结构可以延拓到 Â 上,
而且 A 交换当且仅当 Â 交换. 要点在于证明若 F,G 为 A 上的 Cauchy 滤子基, 则其
像 m(F,G) 亦然. 细观等式

x′y′ − xy = (x′ − x)y1 + x1(y
′ − y) + (x′ − x)(y′ − y1) + (x− x1)(y′ − y).

给定充分小的邻域 0 ∈ W ⊂ A, 只要 x, x′ (或 y, y′) 取自 F (或 G) 中充分小的子集 F

(或 G), 便可确保 (x′ − x)(y′ − y) ∈W . 再取 (x1, y1) ∈ F ×G 则有 (x′ − x)(y′ − y1) +
(x − x1)(y′ − y) ∈ W +W . 今固定 (x1, y1), 应用乘法连续性可取到 F ⊃ F † ∈ F 和
G ⊃ G† ∈ G 使得当 x, x′ ∈ F †, y, y′ ∈ G† 时 (x′ − x)y1 ∈ W , x1(y′ − y) ∈ W . 综之,
x′y′ − xy ∈ 4W , 这就说明 m(F,G) 是 Cauchy 滤子基.

命题 10.1.4 完备化 ι : A→ Â 具备如下泛性质: 对任意完备的 Hausdorff 交换拓扑群
B 以及 TopAb 中态射 f : A→ B, 存在唯一的态射 f̂ : Â→ B 使下图交换

A Â

B

ι

f
∃! f̂
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当 A 给定, 如是资料 (Â, ι) 在差一个唯一同构的意义下是唯一的, 称为 A 的完备化. 此
断言对范畴 TopRing 仍成立.

证明 下面只用性质 CO.1 — CO.3, 无涉 (Â, ι) 的具体造法. 关于 (Â, ι) 的唯一性是
范畴论的一般原理, 见 §2.4. 给定 x̂ ∈ Â, 关于 ι 的条件确保 {ι−1(U) : U ∈ Nx̂} 生成
一个 A 上的 Cauchy 滤子 N♭

x̂, 故 B 完备 Hausdorff 和 f 连续蕴涵 fN♭
x̂ 有唯一的极限

f̂(x̂), 而且易见 f̂ ι = f . 基于此构造, 我们顺带得出 f̂(x̂) 属于每个 f(ι−1(U)) 在 B 中
的闭包, U ∈ Nx̂.

接着说明以上定义的 f̂ 连续, 至于 f̂ 的唯一性则是稠密性的立即结论. 设 V 为
y := f̂(x̂) 的邻域, 上一段说明存在开的 U ∈ Nx̂ 使得 f(ι−1(U)) ⊂ V , 我们希望证明
f̂(U) ⊂ V . 又因为 U 是它每个元素的邻域, 上段给出 f̂(U) 包含于 f(ι−1(U)) 的闭包,
故包含于 V 的闭包. 但引理 4.10.2 断言 y 有一组闭邻域基, 明所欲证.

特别地, 若 f : A → B 是 TopAb 或 TopRing 中的态射, 应用泛性质于合成态射

A
f
B → B̂, 立见存在唯一的 f̂ 使图表

A B

Â B̂

f

f̂

交换. 称此为完备化的函子性: 以

交换群情形为例, A 7→ Â 确定了从 TopAb 到完备群所成之全子范畴 ComTopAb 的一
个函子.

一般而言, 拓扑域 K 作为环的完备化 K̂ 未必是域, 反例见 [41, Example 8.59]. 使
K̂ 为拓扑域的必要条件显然有

K× K×

x x−1

∼

∈ ∈ 连续地延拓为 K̂ ∖ {0} → K̂ ∖ {0}. (10.3)

这也是充分条件, 因为等式 x−1x = 1 = xx−1 按连续性延拓到 K̂, 亦见 [4, III.6,
Proposition 7]. 当拓扑结构来自赋值或绝对值时 (10.3) 总成立, 这是 §10.3 和 §10.4 将
探讨的课题.

10.2 Krull赋值与完备化
本节讨论的环均为非零交换环. 且先从例 8.1.3 的两个案例管窥赋值的大要.

例 10.2.1 (p-进数) 域 Q 上通常的拓扑结构源于绝对值函数给出的度量, 数论上常记
为 | · |∞: 两有理数 x, y 相接近意谓 |x − y|∞ � 1. 一般而言, Q 上的绝对值意谓满足
(a) |x| ≥ 0 且 |x| = 0 ⇐⇒ x = 0, (b) |xy| = |x||y|, (c) 三角不等式 |x+ y| ≤ |x|+ |y|
的实值函数. 从绝对值衍生 Q 的度量 d(x, y) = |y − x|, 从而赋 Q 以拓扑. 今给定素数
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p, 我们欲在 Q 上定义另一个绝对值 x 7→ |x|p ∈ R≥0, 使得

x “接近” y ⇐⇒ |x− y|p � 1 ⇐⇒ x− y ∈ pn · r
s
, n� 0, (p, s) = 1.

为此, 定任意 a ∈ Z 的 p-进赋值为

vp(a) := sup {n ∈ Z : a ∈ pnZ} , vp(0) =∞.

约定 x+∞ =∞ 无伤大雅, 于是 vp(ab) = vp(a) + vp(b), 并且此式将 vp 自然地延拓到
Q→ Z t {∞}. 它给出 p-进绝对值

|x|p := p−vp(x), |0|p = p−∞ := 0.

不难验证 vp(x+y) ≥ min{vp(x), vp(y)},相应地 |x+y|p ≤ max{|x|p, |y|p} ≤ |x|p+ |y|p,
称作强三角不等式. 综上可见 | · |p 确为 Q 上的绝对值, 或者说提供了 “距离” 的一种
度量. 特别地, 分析学中 Cauchy 列的概念对 | · |p 依然适用; 仿照从 Q 造 R 的手法, 可
作完备化

Z Zp, Q Qp.

它们仍分别带有环和域的结构, vp (或 | · |p) 也仍有定义. 譬如 limk→∞ pk = 0, 而序列
1 + p+ · · ·+ pn = 1−pn+1

1−p 在 Zp 中收敛于 (1− p)−1.

如仔细梳理上述构造 (见命题 10.3.5), 可知 Zp 正是例 5.5.6 用环论语言构作的
p-进整数环, 而 Qp 则等同于 Zp 的分式域; 事实上 Zp = {x ∈ Qp : vp(x) ≥ 0}. 这套想
法是 K. Hensel 于 1897 年首次提出的. 对于 Q 的有限扩张, 以素理想代替素数也会有
类似结果. 关于 p-进数一词, 在 §10.9 将有合理的解释.

例 10.2.2 今考虑一元有理函数域 C(t). 引进复一维射影空间 P1 := Ct{无穷远点},或
曰 Riemann 球面, 这是复变函数论的基本舞台. 对于任意 x ∈ P1 定义赋值 f 7→ vx(f)

为 f ∈ C(t) 在 x 处的消没次数, 亦即

f(t) = ak(t− x)k +高次项, k = vx(f), ak ∈ C∖ {0}.

当 x为无穷远点时定义 vx(f/g) = deg g−deg f (思之). 如此一来, vx : C(t)→ Zt{∞}
也具有和前述 p-进赋值相似的性质, 不妨取 x = 0, 对绝对值 | · |x := e−vx(·) 作完备
化得到

C(t) Laurent 级数环 C((t)), C[t] 形式幂级数环 CJtK.
推而广之, 考虑任意紧 Riemann 曲面 X 的亚纯函数域 C(X), 及其在 x ∈ X 处的消没
次数 (在局部坐标下定义), 依然会有类似的理论.
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现在来定义一般的赋值. 首先, 所赋之 “值” 必须落在一个全序交换群 Γ 中. 本章
习惯用加法表示 Γ 的二元运算, 标准例子是 R 及其加法子群.

定义 10.2.3 全序交换群意谓一个交换群 (Γ,+) 配上子集 P ⊂ Γ, 满足于
� Γ = P t {0} t (−P ),
� P + P ⊂ P .

由此确定了 Γ 上的全序: x < y ⇐⇒ y − x ∈ P , 而且 P = {x ∈ Γ : x > 0}. 所以给定
(Γ, P ) 相当于给定 (Γ,≤).

全体全序交换群对保序同态构成一范畴, 依此可以谈论全序交换群的同构和嵌入等等.
以下性质对任意全序交换群 Γ 皆成立:
� x ≤ x′, y ≤ y′ 蕴涵 x+ y ≤ x′ + y′;
� x ≤ 0 ⇐⇒ (−x) ≥ 0;
� Γ 无挠: (n ∈ Z≥1) ∧ (nx = 0) =⇒ x = 0, 这是因为 x > 0 (或 x < 0) 将导致
nx > 0 (或 nx < 0).
为了行文方便, 我们习惯将 Γ 延拓为全序集 Γ t {∞}, 使得 ∀x ∈ Γ, x < ∞, 并将

Γ 的加法扩展为 ∀x, x+∞ =∞.

定义 10.2.4 (W. Krull) 设 A 为环, (Γ,≤) 为全序交换群. 环 A 上以 Γ 为值群的赋值
意谓满足下述性质之映射 v : A→ Γ t {∞}

v(xy) = v(x) + v(y), x, y ∈ A, (10.4)

v(x+ y) ≥ min {v(x), v(y)} , (10.5)

v(1) = 0, v(0) =∞. (10.6)

此外, 我们要求 v(A)∖ {∞} 生成群 Γ. 若存在全序交换群的嵌入 Γ ↪→ R, 则称 v 为秩
1 赋值.

秩 1 一词关乎值群的秩, 习题中将有说明.
请验证例 10.2.1 中的 vp : Q → Z t {∞} 确实满足赋值的条件. 在秩 1 赋值的情

形下, 可以取 q ∈ R>1 并定义 | · | := q−v(·), 从而将赋值的定义转译为 |xy| = |x||y|,
|1| = 1, |0| = 0 和强三角不等式 |x+ y| ≤ max{|x|, |y|}; 我们将在 §10.4 详细讨论这一
视角, 见命题 10.4.2.
当然, 以乘法记 Γ 的群运算, 倒转序结构并以符号 0 代替 ∞ 也有类似效果, 许多

文献就是这么表述的. 但这只是改变记号, 关键在于值群的结构.

引理 10.2.5 设 v : A→ Γ t {∞} 为赋值.

(i) 若 x ∈ A×, 则 v(x−1) = −v(x) ∈ Γ;

(ii) 单位根的赋值恒为零: 若 yn = 1 (n ≥ 1), 则 v(y) = 0, 特别地 v(−1) = 0;
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(iii) v−1(∞) = {x ∈ A : v(x) =∞} ⊊ A 是素理想;

证明 对于 (i), 应用 v(x−1) + v(x) = v(1) = 0. 对 (ii) 则利用 Γ 的无挠性. 性质
x+∞ =∞, (10.4) 和 (10.5) 共同给出 (iii).

由此知 v 分解为 A/v−1(∞)
v

Γt{∞}; 故研究赋值的一般性质时经常假定 v−1(∞) =

{0}.
不等式 (10.5) 实际蕴涵更强的性质.

引理 10.2.6 设 v : A→ Γ t {∞} 为赋值, 则对任意 n ≥ 1 皆有

v(x1 + · · ·+ xn) ≥ min {v(x1), . . . , v(xn)} , x1, . . . , xn ∈ A.

若存在 i 使得 j 6= i =⇒ v(xj) > v(xi), 则 v(x1 + · · ·+ xn) = v(xi).

证明 第一个断言容易从 n = 2 情形递归地导出. 今设 {v(xj)}nj=1 仅对下标 i 取极小
值, n ≥ 2. 置 x := xi, y :=

∑
j 6=i xj . 于是 v(y) ≥ min{v(xj) : j 6= i} > v(x). 假若

v(x1 + · · ·+ xn) = v(x+ y) > v(x), 则从

v(x) = v(x+ y − y) ≥ min{v(x+ y), v(−y)} = min{v(x+ y), v(y)} > v(x)

导出矛盾.

赋值 v 诱导出 A 上的拓扑结构: 对照本节伊始的例子, 合理的方法是从

Uϵ := {x ∈ A : v(x) > ε}, ε ∈ Γ

入手. 由 v 的基本性质即刻导出 Uϵ + Uη ⊂ Umin{ϵ,η}, UϵUη ⊂ Uϵ+η 和 −Uϵ = Uϵ. 所
以 A 具有拓扑结构使得
� 在 0 点的一组邻域基由诸 Uϵ 给出;
� 环论运算 (x, y) 7→ x+ y, (x, y) 7→ xy 和 x 7→ −x 都是连续映射;
�
⋂
ϵ Uϵ = v−1(∞).

第二条表明 A 实为拓扑环. 第三条加上 (4.10) 则表明 A 是 Hausdorff 空间当且仅当
v−1(∞) = {0}. 今后我们总假设 v−1(∞) = {0}.

引理 10.2.7 对于任意 γ ∈ Γ, 子集 {x ∈ A : v(x) = γ} 为开集; {x ∈ A : v(x) ≥ γ} 和
{x ∈ A : v(x) > γ} 皆是既开又闭的.

证明 引理 10.2.6 给出 {x : v(x) = γ} =
⋃
x:v(x)=γ(x + Uγ), 故为开集. 同理可知

{x : v(x) ≥ γ} 为开, 由 {x : v(x) ≥ γ} = A∖
⋃
η<γ{x : v(x) = η} 和 {x : v(x) > γ} =

A∖
⋃
η≤γ{x : v(x) = η} 立得第二个断言.

进一步考察 A 上的拓扑及其完备化. 当 Γ ⊂ R (秩 1 赋值) 时 | · | := e−v(·) 赋予 A
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度量空间结构 d(x, y) = |x − y|; 特别地 A 满足拓扑学中的第一可数公理, 其拓扑性质
可以用序列的收敛性来描述, 习见的完备化理论这时可以直接套用.
以下采用 §10.1 介绍的滤子理论过渡到一般情形. 首先利用命题 10.1.4 在范

畴 TopRing 中构作完备化 ι : A ↪→ Â. 第二步是将 v : A → Γ t {∞} 延拓为赋值
v̂ : Â→ Γ t {∞}, 为此需要以下引理.

引理 10.2.8 设 F 是 A 上的一个 Cauchy 滤子, 以下两种情况必居其一:
(i) 存在 F ∈ F 和 γ ∈ Γ, 使得 x ∈ F =⇒ v(x) = γ;
(ii) 对每个 γ ∈ Γ, 总存在 F ∈ F 使得 F ⊂ Uγ .
情形 (i) 中的 γ 是唯一的. 情形 (ii) 发生的充要条件是 F→ 0.

证明 先假定对一切 (γ, F ) ∈ Γ×F 皆存在 x ∈ F 满足 v(x) > γ, 则按照 Cauchy 滤子
的定义, 先取定 γ 再取 F 充分小以确保 F − F ⊂ Uγ . 根据引理 10.2.6, 对任意 y ∈ F
皆有 v(y) ≥ min{v(x), v(y − x)} > γ, 此即 (ii) 的情形. 显然 (ii) 等价于 F→ 0.
前一假定若不成立, 则存在 (η, F ) 使得 x ∈ F =⇒ v(x) ≤ η. 同样可缩小 F 来确

保 F − F ⊂ Uη, 则对任意 x, y ∈ F 皆有 v(x) = min{v(y), v(x− y)} = v(y), 记此值为
γ, 此即 (i) 的情形. 因为定义保证任意 F, F ′ ∈ F 的交非空, 故 γ 唯一.

因之对 Cauchy 滤子 F 可合理地定义

v̂(F) :=

γ, 情形 (i),

∞, 情形 (ii).

回忆完备化 (Â, ι) 的构造. 同样经由一些繁而不难的论证, 从此可以导出
� v̂ ◦ ι = v;
� v̂ : Â→ Γ t {∞} 是赋值;
� v̂ 诱导 Â 上既有的拓扑.

命题 10.2.9 设 v : K → Γ t {∞} 为域 K 的赋值, 则 K 对此成为拓扑域. 取逆映射
x 7→ x−1 可以连续延拓到 K̂ ∖ {0} 上, 并使得 K̂ 成为拓扑域.

证明 由于 x−1 − y−1 = (xy)−1(y − x), 取逆映射在每个开集 {x ∈ K : v(x) = γ}
上皆连续. 引理 10.2.8 断言 K 上的 Cauchy 滤子 F 若不收敛于 0, 则必含落在某个
{x : v(x) = γ} 里的滤子基, 由此验证条件 (10.3) 以导出 K̂ 为拓扑域.

方便起见, 我们经常省略 ι : A ↪→ Â 并记 v̂ 为 v.

注记 10.2.10 当 v(A) ≥ 0 时, 赋值的性质确保对于每个 ε > 0, 子集 Uϵ 是 A 的理想.
当 ε < η 时有自然的商同态 A/Uη � A/Uϵ, 因此可定义环 lim←−ϵ∈ΓA/Uϵ (见 §5.5). 将
注记 5.5.5 中关于进制拓扑及完备化的讨论与命题 10.1.4 的情形作对比, 可见 TopRing
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中存在自然的交换图表:

lim←−ϵA/Uϵ Â

A

∼

ι
(10.7)

赋值所诱导的拓扑有许多不共于经典分析学的性质, 全归因于 (10.5), 例如引理
10.2.7 蕴涵 A 是全不连通空间; 下面则是另一个典型.

命题 10.2.11 设环 A 对赋值 v 完备, 则无穷级数
∑∞
i=1 ai 在 A 中收敛的充要条件是

limi→∞ ai = 0.

证明 定义 An :=
∑n
i=1 ai. 如极限 lim

n→∞
An 存在则 ai = Ai+1−Ai

i→∞
0, 这点对任

何拓扑交换群皆成立. 今反设 lim
i→∞

ai = 0. 给定 ε ∈ Γ,取 N 使得 i ≥ N =⇒ v(ai) > ε,
则当 i ≥ j ≥ N 时

v(Ai −Aj) ≥ min {v(ak) : j < k ≤ i} > ε.

所以 (Ai)
∞
i=1 是 Cauchy 序列, 明所欲证.

10.3 域上的赋值
现在转向域 K 及赋值 v : K → Γ t {∞}. 根据引理 10.2.5 和域的代数性质, 此时

自动有 v−1(∞) = {0}, 而且 v(K×) = Γ.

定义–定理 10.3.1 考虑域 K 和赋值 v : K → Γ t {∞}.

(i) K◦ := {x ∈ K : v(x) ≥ 0} 是 K 的子环, 称为其赋值环;

(ii) (K◦)× = {x ∈ K◦ : v(x) = 0};

(iii) 对于任意 α ∈ Γ≥0, 子集 v−1(Γ>α) = {x ∈ K : v(x) > α} 是 K◦ 的真理想, 而
K◦◦ := v−1(Γ>0) 是 K◦ 中唯一的极大理想, 称 κ := K◦/K◦◦ 为相应的剩余类域;

(iv) 若 (Γ,≤) ' (Z,≤) 则称 v 为离散赋值 (因而是秩 1 的), 此时 K◦ 是主理想环, 其
理想皆形如 v−1(Γ≥α), 其中 α ≥ 0.

相对于 v 诱导的拓扑, K◦ 及以上定义的理想在 A 中既开又闭.

证明 由赋值的基本定义易见 (i), 兼知当 α ∈ Γ≥0 时 v−1(Γ>α) 是 K◦ 的真理想. 由
v(x−1) = −v(x) 得出 (ii). 既然 K◦ ∖K◦◦ = v−1(0) 由 K◦ 的可逆元构成, 立得 K◦◦

是唯一极大理想, 此即 (iii).
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至于 (iv), 假定 (Γ,≤) = (Z,≤). 对于任意非零理想 a ⊂ K◦, 取 a ∈ a 使
α := v(a) ∈ Z≥0 极小, 则对任意 x ∈ a 皆有 xa−1 ∈ K◦ = v−1(Γ≥0), 亦即 a = (a) =

v−1(Γ≥α). 最后关于拓扑性质的断言是引理 10.2.7 的直接推论.

因此 v 透过 K×/(K◦)×
∼→ Γ 分解, 而且 v(x) ≥ v(y) ⇐⇒ x/y ∈ K◦. 可见精确到同

构, 赋值环 K◦ ⊂ K 完全确定了 v. 这证成了下述定义.

定义 10.3.2 设 v, w 为 K 的赋值. 当以下任一等价条件满足时称 v 和 w 是等价的:

� 存在交换群的保序同构 γ : v(K×)
∼→ w(K×) 使得 γ ◦ v = w;

� v 和 w 给出相同的赋值环 K◦.

等价的赋值定出相同的拓扑域结构, 其逆一般不真; 秩 1 赋值的情形将于命题 10.4.4
处理.

对于赋值域 K 中的任意非零元 x, 必有 x ∈ K◦ 或 x−1 ∈ K◦, 因此 K 可视同 K◦

的分式域; 相关理论见诸 §5.3. 许多情形下只需向 K◦ 添入一个逆元就能得到 K.

引理 10.3.3 对于 (K, v)如上,设$ ∈ K◦∖{0}, γ := v($)满足于 {kγ : k = 0, 1, 2, . . .}
在 Γ 中无上界, 则有自然同构 K = K◦[ 1ϖ ]; 此处 K◦[ 1ϖ ] 表整环 K◦ 对乘性子集 $Z 的
局部化, 见 §5.3.

证明 由于 K 是 K◦ 的分式域, K◦[ 1ϖ ] 可嵌入 K. 对任意 x ∈ K 取 k ≥ 0 使得
kγ ≥ −v(x), 则 x$k ∈ K◦, 亦即 x ∈ K◦[ 1ϖ ]. 证毕.

此同构还从K◦确定了K 的拓扑: 表K◦[ 1ϖ ]为递增并
⋃
k≥0$

−kK◦,每个子集$−kK◦

都是既开又闭的, 并且透过 x 7→ $kx 同胚于 K◦.
焦点转向完备化. 命题 10.1.4 给出 K ↪→ K̂ 和 K◦ ↪→ K̂◦, 而且命题 10.2.9 延拓 v

为 K̂ 的赋值, 仍记为 v. 下面说明 (K̂)◦ = {x ∈ K̂ : v(x) ≥ 0} 可以视同 K̂◦.

命题 10.3.4 存在拓扑环的同构 Ξ : K̂◦
∼→ (K̂)◦ 使下图交换

K̂◦ (K̂)◦ K̂

K◦ K

Ξ
∼

而且 Ξ 诱导剩余类域的同构 K◦/K◦◦
∼→ K̂◦/K̂◦◦.

证明 以 ι 记合成同态 K◦ → K → K̂; 考察赋值可知 ι(K◦) ⊂ (K̂)◦. 首先观察到
ι : K◦ → (K̂)◦ 是完备化, 换言之 K◦ → ι(K◦) 是同胚且其像在 K̂◦ 中稠密. 这是因为
ι 是 K → K̂ 被条件 v ≥ 0 截出的部分, 而 v ≥ 0 截出既开又闭的子环. 命题 10.1.4 遂
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给出 TopRing 中的交换图表

K̂◦ (K̂)◦

K◦

∃! Ξ
∼

ι

此即第一个断言. 其次, 赋值的延拓给出 K̂◦◦ ∩ K = K◦◦, 故 Ξ|K◦ 导出单同态
K◦/K◦◦ → K̂◦/K̂◦◦; 又因为 ι(K◦) 在 (K̂)◦ 中稠密而 K̂◦◦ 是开理想, 从上图可见此同
态为满.

命题 10.3.5 设理想 a ⊂ K◦ 给出 0 的邻域基 {ak}k≥1, 并且 $ ∈ K◦ ∖ {0} 满足于
{v($)k : k ≥ 1} 在 Γ 中无上界, 则域 K 对 v 的完备化 K̂ 可等同于

K̂◦
[
1

$

]
=

(
lim←−
k≥1

K◦/ak

)[
1

$

]
.

例如当 v : K → Z t {∞} 为离散赋值时, 可取 $ 使得 v($) = 1, 而 a := ($) = K◦◦.

证明 完备化 K̂ 与 K 有相同的值群 Γ. 将 $ 视同 K̂ 的元素, 于是引理 10.3.3 蕴涵
K̂ = K̂◦[ 1ϖ ]. 应用前一结果及 (10.7) 导出 K̂◦ = K̂◦ ' lim←−k≥1K

◦/ak.

施之于 vp : Q→ Z t {∞}, 立得 Qp = Zp[ 1p ]; 这正是 p-进数域在 §5.5 中的构造.
现在考虑对秩 1 赋值 v 完备的域 K. 对照于分析学中从 R 到 C 的思路, 在此我们

也希望从 K 过渡到一个既完备又是代数闭的域. 推论 10.7.2 将说明 v 可以唯一地延拓
到代数闭包 K 上. 然而 K 一般并不完备; 当 K = Qp 时可参阅 [45, Proposition 5.1]
的讨论. 为了开展分析学, 应当进一步考虑 K 的完备化 K̂, 如是反复

K ↪→ K ↪→ K̂ ↪→ K̂ ↪→ · · ·

似乎没有尽头. 所幸从之后将证明的推论 10.8.8 可知 K̂ 总是代数闭域. 当 K = Qp 时,
一般记 K̂ = Cp; 它是发展 p-进分析学的一个合理基础, 却远非其终点.

10.4 绝对值,局部域和整体域
例 10.2.1 已经简单提过有理数域 Q 上的两种 “绝对值”: 寻常的绝对值 | · |∞ 及

p-进绝对值 | · |p = p−vp(·), 其中 p 是素数; 后一情形中的 vp 导向了 Krull 赋值的概念.
本节将回头探讨域上的绝对值.

定义 10.4.1 (绝对值) 域 K 上的绝对值指的是一个函数 | · | : K → R≥0,满足以下条件:
(i) |x| = 0 ⇐⇒ x = 0,
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(ii) |xy| = |x||y|,
(iii) |x+ y| ≤ |x|+ |y| (三角不等式).
绝对值 | · | 透过 d(x, y) := |x − y| 在 K 上诱导度量空间的结构, 从而使 K 成为
Hausdorff 拓扑域. 如果 K 上两个绝对值 | · |, | · |′ 诱导相同的拓扑结构, 则称它们是等
价的.

观察到 (i)和 (ii)蕴涵 |1| = 1,而且 |−x| = |x|. 一个平庸的例子是取 x 6= 0 =⇒ |x| =
1, 相应地得到 K 的离散拓扑; 今后我们将排除这个情形.

引理 10.4.2 对于域 K 上两个绝对值 | · |, | · |′, 以下性质等价:
(i) | · | 等价于 | · |′;
(ii) |x| < 1 =⇒ |x|′ < 1;
(iii) 存在 t ∈ R>0 使得 | · | = (| · |′)t.

证明 (i) =⇒ (ii): 对于任何绝对值 |·|及相应的拓扑,皆有 |x| < 1 ⇐⇒ limn→∞ xn =

0, 于是条件 (i) 蕴涵 |x| < 1 ⇐⇒ |x|′ < 1.
现证 (ii) =⇒ (iii). 在条件 (ii) 中取 x−1 可见 |x| > 1 =⇒ |x|′ > 1. 取定 y ∈ K×

使得 |y| > 1, 那么对任意 x ∈ K× 都存在 r(x) ∈ R 使得 |x| = |y|r(x); 按约定 r(x) 6= 0.
取有理数列

mi

ni
> r(x), ni > 0, lim

i→∞

mi

ni
= r(x).

则 |x| < |y|mi/ni , 故∣∣∣∣ xni

ymi

∣∣∣∣ < 1, 从而
∣∣∣∣ xni

ymi

∣∣∣∣′ < 1, |x|′ < (|y|′)
mi
ni .

取极限知 |x|′ ≤ (|y|′)r(x). 若改用有理数列 mi

ni
< r(x) 逼近 r(x), 得到的是 |x|′ ≥

(|y|′)r(x), 故 |x|′ = (|y|′)r(x). 因此对任意 x ∈ K× 皆有

log |x|
log |x|′ =

r(x) log |y|
r(x) log |y|′ =

log |y|
log |y|′ =: t.

由于 |y| > 1 =⇒ |y|′ > 1, 我们得到 (iii) 断言之常数 t ∈ R>0. 最后, (iii) =⇒ (i) 为
显然.

定义 10.4.3 对于绝对值 | · | : K → R≥0, 如 {|n| : n ∈ Z} ⊂ R≥0 无界则称 | · | 是
Archimedes 的, 如有界称 | · | 是非 Archimedes 的.

此术语源于实数的 Archimedes 性质: 对任意 α, β ∈ R>0, 总有正整数 n 使得 nα > β.

命题 10.4.4 绝对值 | · | : K → R≥0 为非 Archimedes 当且仅当存在定义 10.2.4 下的
赋值 v : K → Γ t {∞} 使得 (Γ,≤) ⊂ (R,≤) (作为全序交换群), 而且 e−v(·) = | · |; 这
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里约定 e−∞ = 0. 此时有强三角不等式

|x+ y| ≤ max{|x|, |y|}, |x| > |y| =⇒ |x+ y| = |x|.

此外, K 的两个赋值 v1, v2 等价当且仅当它们对应的绝对值等价.

证明 给定秩 1 赋值 v : K → Γt{∞} (亦即 (Γ,≤) ⊂ (R,≤)), 置 | · | := e−v(·), 则因为
x 7→ ex 给出保序同构 (R,+)

∼→ (R>0,×), 性质 |xy| = |x| · |y|和 |x+y| ≤ max{|x|, |y|}
分别对应到 (10.4) 和 (10.5), 而且 v−1(∞) = {0} (因 K 是域) 对应于 x 6= 0 =⇒
|x| > 0. 综上, 秩 1 赋值 v : K → Γ t {∞} 一一对应于满足强三角不等式的绝对值
| · | : K → R≥0. 公式 |x| > |y| =⇒ |x + y| = |x| 无非是引理 10.2.6 的转译. 此时
|n| = |1 + · · ·+ 1| ≤ |1|.
反设存在 N 使得 ∀n ∈ Z≥1, |n| ≤ N . 对任意 x, y ∈ K,

|x+ y|n ≤
n∑
k=0

∣∣∣∣(nk
)∣∣∣∣ · |x|k|y|n−k ≤ (n+ 1)N ·max{|x|, |y|}n.

两边取 n 次方根, 再令 n→∞ 即得强三角不等式 |x+ y| ≤ max{|x|, |y|}. 最后关于赋
值等价性的断言是引理 10.4.2 (iii) 的直接结论.

定理 10.4.5 (Artin–Whaples逼近定理) 设 | · |i 是域 K 上一族互不等价的绝对值
(i = 1, . . . , n). 令 x1, . . . , xn ∈ K, ε > 0, 则存在 x ∈ K 使得

|x− xi|i < ε, i = 1, . . . , n.

证明 我们断言存在 z ∈ K 使得 |z|1 > 1 而 2 ≤ j ≤ n =⇒ |z|j < 1. 先从 n = 2 的
情形做起. 引理 10.4.2 蕴涵存在 α, β ∈ K× 使得

|α|1, |β|2 < 1, |α|2, |β|1 ≥ 1.

所以 z := β/α 满足 |z|1 > 1, |z|2 < 1. 借由递归, 设 n ≥ 3 并且已有 w ∈ K 使得
|w|1 > 1 而 2 ≤ j ≤ n − 1 =⇒ |w|j < 1. 又由 n = 2 的情形可取 y 满足 |y|1 > 1 而
|y|n < 1.

� 如 |w|n ≤ 1, 则当 m� 0 时 wmy 即所求.

� 如 |w|n > 1, 因为当 m→∞ 时 wm/(1 + wm) 对 | · |1 和 | · |n 的值趋近于 1, 对
| · |i 6=1,n 的值趋近于 0, 故取

wm

1 + wm
· y, m� 0
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即所求.

置 z1(m) := zm

1+zm ∈ K. 设 1 ≤ k ≤ n, 我们有

lim
m→+∞

z1(m) =

1, k = 1,

0, k 6= 1.
(相对于 | · |k).

对于 |·|2, . . . , |·|n如法炮制得到 z2(m), . . . , zn(m). 最后,取 x = z1(m)x1+· · ·+zn(m)xn

和 m� 0 即可.

定理 10.4.6 (A. Ostrowski) 精确到等价, Q 上的绝对值只有 p-进绝对值 | · |p, 其中 p

取遍素数, 和寻常的绝对值 | · |∞. 它们互不等价.

证明 首先设 | · | : Q→ R≥0 非 Archimedes; 对任意 n ∈ Z≥1 皆有 |n| = |1+ · · ·+1| ≤
|1| = 1. 必存在素数 p 使得 |p| < 1, 否则利用整数的素因子分解可推出 | · | = 1. 强三
角不等式蕴涵 {n ∈ Z : |n| < 1} 为 Z 的素理想, 故等于某个 pZ. 将任意 α ∈ Q× 写作
α = pk · ab , 其中整数 a, b 皆与 p 互素, 则

|α| < 1 ⇐⇒ |p|k < 1 ⇐⇒ k > 0 ⇐⇒ |α|p < 1.

所以引理 10.4.2 蕴涵 | · | 等价于 | · |p.
接着处理 | · |为 Archimedes绝对值的情形. 考虑整数 n,m > 1. 首先将 m用 n-进

制展开为 m = a0 + a1n
1 + · · ·+ akn

k, 其中 0 ≤ ai < n 为整数. 那么

k ≤ logm
logn , |ai| ≤ ai · |1| = ai < n.

于是三角不等式蕴涵

|m| ≤
k∑
i=0

|ai| · |n|i ≤
k∑
i=0

n|n|i;

从这步可以看出 |n| ≥ 1, 否则 |m| ≤ n
∑∞
i=0 |n|i = n/(1 − |n|) 与 Archimedes 假设矛

盾. 继而

|m| ≤ (1 + k)n · |n|k ≤
(
1 +

logm
logn

)
· n · |n|logm/ logn.

在不等式中以 mt 代 m, 其中 t ∈ Z≥1, 得到 |m|t ≤
(
1 + t · logm

logn

)
n|n|t logm/ logn. 两边

同取 t 次方根并让 t→∞, 整理后可得

|m|
1

log m ≤ |n|
1

log n .
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从对称性导出 |m|1/ logm = |n|1/ logn; 记此常数为 es. 由于对每个 n ∈ Z≥1 皆有
|n| = es logn = |n|s∞, 立得 | · | = | · |s∞ 和 s > 0. 最后, 应用引理 10.4.2 之 (ii) 易见绝对
值 | · |v 互不等价 (v 取遍素数与 ∞).

转回一般情形. 回顾 §10.1 的讨论, 对拓扑域 (K, | · |) 作完备化可得完备拓扑环 K̂.
以下性质成立:
� K̂ 仍是拓扑域,
� K 上绝对值连续地延拓为 | · | : K̂ → R≥0.

因为度量空间总满足第一可数公理, K̂ 既可以由极小 Cauchy 滤子来构造, 亦可仿照
从 Q 造 R 的手法构造为 Cauchy 列的等价类 (见 [57, §8.1]); 在此仍采取滤子语言. 假
定 x̂ 是 K 上的 Cauchy 滤子, 因此对每个 ε > 0 总存在 E ∈ x̂ 使得 |E − E| < ε; 由
||x| − |y||R ≤ |x − y| 可知 {|E| : E ∈ x̂} 构成 R≥0 上的 Cauchy 滤子基, 于是有极限
|x̂| ∈ R≥0; 这就说明了 | · | 的延拓方法. 由于 |x−1 − y−1| = |xy|−1 · |y − x|, 取逆运算
可连续地延拓到不以 0 为极限的极小 Cauchy 滤子. 从 (10.3) 导出 K̂ 仍是拓扑域.
域对绝对值的完备化具有函子性: 设 ι : K1 ↪→ K2 为域嵌入, 并且 K1,K2 上给定

的绝对值满足 |ι(x)|2 = |x|1, 则 ι 连续地延拓为域嵌入 K̂1 ↪→ K̂2. 计入命题 10.4.4, 对
于非 Archimedes 绝对值, 这一切和我们在 §10.3 的构造是匹配的.
我们需要以下的标准定义.

定义 10.4.7 (范数) 给定 (K, | · |), 赋范 K-向量空间系指如下资料 (E, ‖ · ‖), 其中 E 是
K-向量空间, 而映射 ‖ · ‖ : E → R≥0 (称作范数) 满足以下性质.

NM.1 ‖v‖ = 0 ⇐⇒ v = 0;

NM.2 ‖tv‖ = |t| · ‖v‖, 其中 t ∈ K;

NM.3 ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖ (三角不等式).

若对 E 上范数 ‖ · ‖, ‖ · ‖′ 存在常数 c1, c2 ∈ R>0 使得 c1‖ · ‖ ≤ ‖ · ‖′ ≤ c2‖ · ‖, 则称两
者是等价的.

范数使 E 成为拓扑 K-向量空间: 其拓扑由度量 d(x, y) = ‖x− y‖ 确定; 特别地, E 的
拓扑由序列的收敛性刻画. 以下性质同样是熟知的, 参见 [53, 推论 1.4.17].

引理 10.4.8 两范数等价的充要条件是它们诱导相同的拓扑.

命题 10.4.9 设 (K, | · |) 完备, E 是有限维 K-向量空间, 则:
(i) 若 E = Kn, 则 sup -‖(x1, . . . , xn)‖ := sup{|x1|, . . . , |xn|} 定义 Kn 的范数, 相应
的拓扑是 Kn 的积拓扑;

(ii) E 的范数两两等价;
(iii) E 对任意范数皆完备;
(iv) 设 | · |1, | · |2 : K → R≥0 是使 K 完备的等价绝对值, (Ei, ‖ · ‖i) 是相对于 (K, | · |i)

的有限维赋范向量空间 (i = 1, 2), 则任何 K-线性映射 E1 → E2 皆连续.
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证明 关于 (i) 的验证是容易的, 同时 K 完备蕴涵 Kn 对 sup -‖ · ‖ 亦完备, 细节留予
读者. 关键在于证 (ii). 取 E 的基 v1, . . . , vn, 相应地得到同构 E ' Kn. 因此 Kn 上的
sup -‖ · ‖ 借同构拉回到 E 上. 我们必须证明 E 上任何范数 ‖ · ‖ 都等价于此拉回; 如此
则 E ' Kn 为同胚, 从而 E 也是完备的, 这就顺带得出了 (iii). 范数定义直接给出一个
方向的估计

‖a1v1 + · · ·+ anvn‖ ≤

(
n∑
i=1

‖vi‖

)
sup{|ai| : i = 1, . . . , n}.

而且 n = 1 时此为等式. 以下对 n 施递归: 设 n ≥ 2, 对每个 i = 1, . . . , n 命
Ei :=

⊕
j 6=iKvj . 根据递归知 Ei 完备, 从而是 E 的闭子空间; 因此

⋃n
i=1(Ei + vi) 是

E 中不含 0 的闭集. 故有

∃η ∈ R>0, inf
x∈Ei

‖x+ vi‖ ≥ η, i = 1, . . . , n.

对于 (a1, . . . , an) ∈ Kn ∖ {0}, 若 supi |ai| = |ak| 则

‖a1v1 + · · ·+ anvn‖ = |ak| ·
∥∥∥∥a1ak v1 + · · ·+ vk + · · ·+

an
ak
vn

∥∥∥∥
≥ |ak|η = η · sup{|ai| : i = 1, . . . , n}.

上式在 (a1, . . . , an) = (0, . . . , 0) 时也成立, 这就给出另一方向的估计.
性质 (iv) 归结为: 任何线性映射 Kn → Km 相对于 Kn,Km 上的积拓扑 (由 | · |1

或 | · |2 诱导) 都是连续的. 与 m 个坐标投影 Km → K 合成后, 问题进一步化为证任
何线性映射 Kn → K 皆连续, 这也是容易的.

注记 10.4.10 对一般的完备拓扑域 K 上的拓扑向量空间 (总假设 Hausdorff 性质, 且
K 非离散) 仍有同样的结果: 有限维 K-向量空间 E 具有唯一的拓扑结构, 满足完备性,
而且其间的线性映射自动连续. 其证明比较迂回, 对于 K = R 或 C 的情形可参考泛函
分析的书籍.

Archimedes 绝对值的典型例子是 K = R,C 连同标准的绝对值 | · |∞, 当然它们皆
完备. 出人意料的是 Archimedes 完备域仅此二例.

定理 10.4.11 (A. Ostrowski) 若 K 对 Archimedes 绝对值 | · | 是完备的, 则存在从 K

到 R 或 C 的域同构 σ 以及 t ∈ R>0, 使得

|σ(x)|∞ = |x|t, x ∈ K.

证明 Archimedes 条件蕴涵 char(K) = 0. 根据定理 10.4.6, 完备性导致 K 包含 Q 对
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唯一的 Archimedes 绝对值 | · |∞ 的完备化 R. 以下的策略是证明

任何 x ∈ K 都是某个 Qx ∈ R[X] 的根, degQx = 2. (10.8)

若然, 则或者 K = R, 或者存在 R-代数的嵌入 C ↪→ K; 在后一情形, 因为 Qx 在 C 上
分解成一次因子, 故每个 x 都属于 C 的像. 综之有 R-代数的同构 σ : K

∼→ R 或 C.
视此为 Frobenius 定理 7.2.9 的推论也未尝不可, 但这里的情形简单得多. 最后, 命题
10.4.9 (iv) 蕴涵 σ 也是同胚, 因此绝对值 |σ(·)|∞ 等价于 | · |.

为了证明 (10.8), 固定 x ∈ K, 端详连续函数

f : C −→ R≥0
z 7−→

∣∣x2 − (z + z̄)x+ zz̄
∣∣ .

易见当 |z|∞ → ∞ 时 f 也趋向无穷, 故 f 取到极小值 m ∈ R≥0. 仅须证明 m = 0. 置
S := f−1(m), 这是 C 中有界闭集故紧; 取 w ∈ S 使得 |w|∞ 极大. 假若 m > 0, 选
取 ε ∈ R>0 ↪→ K 充分接近 0 以确保 |ε| < m; 考量判别式可知 g(X) := X2 − (w +

w̄)X + ww̄ + ε ∈ R[X] 有根 α 6= ᾱ. 由 αᾱ = ww̄ + ε 可知 |α|∞ > |w|∞, α /∈ S, 从而
f(α) > m.

现在选定 n并考虑 G(X) = (g(X)−ε)n−(−ε)n ∈ R[X],设其根为 α1, . . . , α2n ∈ C
(容许重复), 而且不妨设 α1 = α. 由于复共轭诱导根的置换, 我们有

G(X)2 =

2n∏
i=1

(X − αi)(X − αi) =
2n∏
i=1

(
X2 − (αi + αi)X + αiαi

)
,

|G(x)|2 = |G(x)2| =
2n∏
i=1

|f(αi)| ≥ f(α)m2n−1.

另一方面,

|G(x)| ≤
∣∣x2 − (w + w̄)x+ ww̄

∣∣n + | − ε|n = f(w)n + |ε|n = mn + |ε|n.

两者联立遂得 √
f(α)

m
≤ 1 +

(
|ε|
m

)n
;

取极限 n→ +∞ 得 f(α) ≤ m, 与先前导出的 f(α) > m 矛盾.

透过完备化, Archimedes 绝对值的分类也彻底明白了: 精确到等价, 所有 Archimedes
的 (K, | · |) 都来自于域嵌入 ι : K ↪→ C 和 | · | = |ι(·)|∞.

综上, 至少在技术层面, 探讨绝对值的性质时往往可以化约到非 Archimedes 情形,
继而过渡到秩 1 赋值的研究. 这并不是说 | · |∞ 的研究是简单或无关紧要的: 在数论的
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研究中, 根本的难点往往正在于寻觅一套自然的理论, 让 | · |2, | · |3, . . . , | · |∞ 能在其中
各安生理.

定义 10.4.12 称域 K 连同其绝对值 | · | : K → R≥0 为局部域, 如果 (a) K 对 | · | 完
备, (b) K 作为拓扑空间是局部紧的.

回忆局部紧的定义 [57, §7.6]: 每个 x ∈ K 都有紧邻域 (见例 10.1.3); 因为 (K,+) 成群,
仅须对 x = 0 验证即可. 对于 Archimedes 情形, 显然 K = R,C 的拓扑皆局部紧, 由定
理 10.4.11, 这就穷尽了所有 Archimedes 局部域.

对局部域及相关结构如群 GL(n,K) 及其齐性空间等等, 可以开展调和分析的研
究, 这是 Langlands 纲领的重要成分; 对 Archimedes 局部域的情形, 这正是经典意义下
的 Lie 群和非交换调和分析理论. 进一步的介绍请见 [63].
局部与整体相对. 整体域的定义是 Q 或 Fq(t) 的有限扩张, 这里 Fq 表示 q 个元素

的有限域, t 为有理函数域的变元. 局部域的分类是已知的: 它们正是整体域对某一绝
对值的完备化, 见 [35, II. (5.2)]. 对于 Fq(t) 的情形, 局部和整体的几何意蕴相当显豁:
对照复数域上的情形, 不妨视 Fq(t) 为 Fq 上的一维射影空间 P1

Fq
上的全体有理函数,

考虑其绝对值 | · |0 := q−v0(·), 其中 v0 表函数在 t = 0 的消没次数 (对照例 10.2.2), 则
完备化 Fq((t)) 无非是取这些函数在 t = 0 附近的 Laurent 展开, 体现的因而是 P1

Fq
在

一点处的局部性状.

10.5 个案研究: 单位闭圆盘
现在选定域 K 及非 Archimedes 绝对值 | · | : K → R≥0, 并假设 K 对 | · | 完备; 对

应的赋值记为 v : K → R t {∞}, 今后我们将不加说明地在 v 和 | · | 之间切换. 以下皆
以符号 t 表 K 上幂级数环或其子环中的变元.

定义 10.5.1 定义

K 〈t〉 :=

f =
∑
n≥0

cnt
n ∈ KJtK : lim

n→∞
|cn| = 0

 ,

并对如上的 f ∈ K 〈t〉 定义
‖f‖ := sup

n≥0
|cn|,

称为 K 〈t〉 上的 Gauss 范数; 注意到 |cn| → 0 蕴涵上确界 supn≥0 |cn| 确实被某个 |cn|
取到.

眼前有两个任务, 一是检查 K 〈t〉 是 KJtK 的 K-子代数; 二是确立 ‖ · ‖ 的范数性质.
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引理 10.5.2 以上定义的 K 〈t〉 是 KJtK 的子代数, 并且 ‖ · ‖ 满足以下性质:

‖f‖ = 0 ⇐⇒ f = 0,

‖f + g‖ ≤ max{‖f‖, ‖g‖},

‖cf‖ = |c| · ‖f‖, c ∈ K,

‖fg‖ = ‖f‖ · ‖g‖.

满足 ‖fg‖ = ‖f‖ · ‖g‖ 的范数也叫作乘性范数.

证明 容易从 (K, | · |) 的性质导出 K 〈t〉 对加法和 K 的纯量乘法封闭, 而 ‖ · ‖ 的前三
条性质也是自明的. 重点在乘法. 令 f =

∑
n ant

n 和 g =
∑
n bnt

n 为 K 〈t〉 中元素. 幂
级数 fg =

∑
n cnt

n 的系数满足

|cn| =

∣∣∣∣∣∣
∑
i+j=n

aibj

∣∣∣∣∣∣ ≤ max{|ai| · |bj | : i+ j = n}

≤ max
{
|ai| · ‖g‖, ‖f‖ · |bj | : i, j ≥

n

2

}
最后一项当 n → ∞ 时收敛于 0. 故 K 〈t〉 对乘法封闭, 我们还顺手得出了 ‖fg‖ ≤
‖f‖ · ‖g‖. 为了说明等号成立, 请回忆存在 c, d ∈ K 使得 |c| = ‖f‖, |d| = ‖g‖, 而

‖fg‖ = |cd| ·
∥∥∥∥fc · gd

∥∥∥∥
故问题化约为证明 ‖f‖ = ‖g‖ = 1 =⇒ ‖fg‖ = 1. 以下与 Gauss 引理 5.7.12 的
证明相仿: 关键在于说明 fg 有某项系数不属于 K◦◦ = {x : |x| < 1}. 考虑商同态
K◦ → κ := K◦/K◦◦: 因为 f, g ∈ K◦JtK 的系数皆趋近 0, 它们在商同态下的像 f̄ , ḡ (非
零) 和 fg 实则落在 κ[t]. 既然 κ[t] 为整环, fg = f̄ · ḡ 6= 0 故 fg 必有系数不属于 K◦◦.
证毕.

留意到 − log ‖ · ‖ 也给出环 K 〈t〉 上的秩 1 赋值, 它延拓了 v : K → R t {∞}. 无
论采取范数还是赋值的语言, K 〈t〉 都带有自然的拓扑 K-代数结构.

引理 10.5.3 拓扑 K-代数 K 〈t〉 是完备的.

证明 只须证每个 Cauchy 序列 (ak)
∞
k=1 皆收敛. 置 a0 := 0 和 fk := ak+1 − ak, 问题

化约为证无穷级数
∑∞
k=0 fk 在 K 〈t〉 中收敛于某个 f .

置 fk =
∑
h≥0 ck,ht

h. 注意到 limk→∞ ‖fk‖ = 0, 这确保 ch :=
∑
k≥0 ck,h 存在. 我

们断言 f :=
∑
h≥0 cht

h ∈ K 〈t〉 并给出
∑∞
k=0 fk.

对任意 ε > 0,取M 充分大使得 k ≥M =⇒ ‖fk‖ < ε,再取 N 使得当 0 ≤ k < M
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而 h ≥ N 时 |ck,h| < ε. 于是

h ≥ N =⇒ (∀k ≥ 0, |ck,h| ≤ ε) =⇒ |ch| ≤ ε,

故 f :=
∑
h≥0 cht

h ∈ K 〈t〉. 其次, 在 K 〈t〉 中有等式

f −
M∑
k=0

fk =
∑
h≥0

(
ch −

M∑
k=0

ck,h

)
th =

∑
h≥0

(∑
k>M

ck,h

)
|·|≤ϵ

th,

从而 f =
∑∞
k=0 fk.

注记 10.5.4 基于命题 10.2.11, 对任意 x ∈ K 和 f =
∑
k≥0 ckt

k ∈ KJtK, 能以收敛无
穷级数对 f 在 t = x 处求值的充要条件是

lim
k→∞

|ck| · |x|k = 0.

当 x 取遍 “单位闭圆盘” K◦ = {x : |x| ≤ 1} 的元素时, 为了让求值有意义, 合理的要求
是 limk→∞ |ck| = 0, 亦即 f ∈ K 〈t〉. 请读者琢磨这和 C 上情形的异同.
现代数学的一个基本见地是沿波讨源: 为了研究或表述一个几何对象 X 的性质,

可以从 X 上的全体函数, 或更精确地说是这些函数构成的 “层” OX 出发. 套用于
X = K◦, 相系的几何可以设想为某种 K 上的非 Archimedes 解析几何, 而 K 〈t〉 就是
单位闭圆盘的一种代数化身; 之所以称为解析几何, 是因为我们依靠收敛幂级数来探测
或表达相关的性质. 我们马上会看到, 除了 Gauss 范数之外, 许多其它的范数乃至于秩
> 1 之赋值都会自然登场.

让我们迅速勾勒 K 〈T 〉 上的几种赋值; 它们在 Huber 的进制空间理论中一同描述
了 K◦ 的解析几何. 为了得到干净的结果, 下面假定 K 不仅完备还是代数闭的. 对任意
x ∈ K 和 r ∈ R≥0, 定义闭圆盘 B(x, r) := {y ∈ K : |y − x| ≤ r}.

I. 经典点: 对每个 x ∈ K◦,映射 f 7→ |f |x := |f(x)|给出K 〈t〉上的乘性范数,相应地
wx : f 7→ − log |f |x 给出 K 〈t〉 的秩 1 赋值, 可以证明 x = y ⇐⇒ wx 等价于 wy,
而且 w−1x (∞) = mx := {f : f(x) = 0}.

II. 半径为 0 ≤ r ≤ 1, 圆心为 x ∈ K◦ 且 r ∈ |K| 的闭圆盘 B := B(x, r): 对
f =

∑
n≥0 cn(t − x)n ∈ K 〈t〉, 相应的乘性范数是 |f |B := supn≥0 |cn|rn. 我们仍

可定义相应的秩 1 赋值

wB = − log | · |B = inf {v(cn)− n log r : n = 0, 1, 2, . . .} .

� r = 0 =⇒ |f |B = |f |x, 回到 I 的情形;
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� r = 1 =⇒ |f |B = ‖f‖, 回到 Gauss 范数.

III. 同上, 但半径 r /∈ |K|. 可以证明无论 r 是否属于 |K|, 总有 |f |B = supx∈B |f(x)|,
从而 | · |B 确实只与闭圆盘 B 有关, 而与圆心 x 的选取无关.

IV. 尽头点: 设 B1 ⊃ B2 ⊃ . . . 为 K◦ 中一列闭圆盘, 并且
⋂
k≥1Bk = ∅, 定义乘性范

数 |f |(Bk)k≥1
:= infk≥1 |f |Bk

; 同样地, 我们也有相应的秩 1 赋值 w(Bk)k≥1
. 留意到

C 中递相嵌套的闭圆盘 B1 ⊃ B2 ⊃ · · · 必然有交, 在此则未必.

V. 赋予 Γ := R⊕ Zα 全序交换群的结构 (α 仅是一个方便的符号), 以使

r > 0 =⇒ r > α > 0;

思路: α 是 “正无穷小”. 现在对 x ∈ K◦ 和 0 < r ≤ 1 定义赋值

wx,− : K 〈t〉 −→ Γ t {∞}

f =
∑
n≥0

cn(t− x)n 7−→ inf {v(cn)− n log r + nα : n = 0, 1, 2, . . .} .

不妨想象它对应到 B(x, re−α), 其半径小于但无穷接近 r. 可以证明 wx,− 只和
开圆盘 {y : |y − x| < r} 有关. 当 r /∈ |K| 时, wx,− 等价于 III 的 wB(x,r) =

− log | · |B(x,r); 而当 r ∈ |K| 时 wx,− 与上述几种赋值皆不等价.

同理, 对于 0 < r < 1 的情形引进负无穷小 −α, 则得赋值 wx,+; 它只和 B(x, r)

有关, 并且在 r ∈ |K| 时与前几种赋值不等价.

这些赋值的共性之一在于它们限制到 K◦ 〈t〉 = K 〈t〉 ∩K◦JtK 上都 ≥ 0. 以上 I 型
点容易理解, 它们恰是 K◦ 的元素, 然而 I 型点构成的拓扑空间 “完全不连通” (见 [63,
定义 1.7.3]), 照搬经典方法得到的几何乏善可陈. 另外, II 和 III 两型的点可以比作代
数几何学中常用的 “泛点”. 当 II, III 两型点的 r ∈ [0, 1] 连续地变化时, 在适当的拓扑
下, 这些赋值 (或点) 描出一棵无穷分枝的树:

� 它以 Gauss 范数 (r = 1) 为根,
� 以 I 和 IV 型点为树梢,
� 以 II 型点为分枝处, 周边簇拥着一群无穷近的 V 型点.

对之只能写意地描绘, 以下将 V 型点画作 .
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r = 0

IV

Gauss

r = 1

I

I

I

IIII

II

III

全体 I—IV 型点构成了对应于单位闭圆盘的 Berkovich 空间. 余下 V 型点对应
于秩 > 1 之赋值, 它们的几何图像比较隐晦, 技术上却有其方便, 也自有思想渊源: 比
照代数几何学, 这正是奇点理论中经典的 Zariski–Riemann 空间的变奏. 这类赋值空
间在数论, 代数几何与动力系统的研究中应用甚多. 我们点到为止.

10.6 一般扩域的赋值
第一步是对域上赋值给出基于环论的描述.

命题 10.6.1 设 K◦ 为整环, K := Frac(K◦) 为其分式域. 若对任意 x ∈ K× 皆有
x ∈ K◦ 或 x−1 ∈ K◦, 则存在赋值 v : K → Γ 使得 K◦ 是相应的赋值环, 而且 v 在等价
(定义 10.3.2) 意义下唯一.

证明 唯一性已经在定义 10.3.2 之前讨论过了. 以下构造 v. 取 Γ := K×/K◦× (乘法
群), 定义序结构 xK◦× ≤ yK◦× ⇐⇒ x−1y ∈ K◦. 容易由条件看出 (Γ,≤) 是全序交换
群. 取 v : K× → Γ 为商同态. 要点在于检验 (10.5). 令 x, y ∈ K×, α := xy−1, 不妨假
设 x+ y 6= 0, 我们有

v(x+ y) < v(y) ⇐⇒ x+ y

y
= α+ 1 /∈ K◦ ⇐⇒ α /∈ K◦.

同理, v(x+ y) < v(x) ⇐⇒ α−1 /∈ K◦. 这两者不能同时成立.

定义 10.6.2 我们将满足命题 10.6.1 中条件的整环 K◦ 称为赋值环. 若相应的赋值离
散, 则称 K◦ 为离散赋值环.

根据命题 10.6.1, 此定义非但不以 §10.3 的理论为前提, 还反过来决定了分式域
K = Frac(K◦) 及其上的赋值 v. 具有唯一极大理想的交换环称为局部环, 定义–定理
10.3.1 断言赋值环必为局部环.
延拓赋值的根本工具是以下关于交换环的定理.

定理 10.6.3 (C. Chevalley) 设 L 为域, R ⊂ L 为子环, 而 p 是 R 的素理想. 必存在以
L 为分式域的赋值环 o, 使得 o ⊃ R 而且其极大理想 m 满足 m ∩R = p.
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证明 回忆 §5.3: 因 p ⊂ R 为素理想之故, S := R ∖ p 是乘性子集, 故可定义局部化
Rp := R[S−1]. 命题 5.3.13保证 Rp 是局部环: 它只有唯一一个极大理想 p[S−1] = pRp.
今考虑所有满足下列条件的资料 (A, a):

Rp ⊂ A ⊂ L :子环, a ⊊ A :真理想, a ⊃ pRp.

全体 (A, a) 构成非空集 P, 具有偏序

(A1, a1) ≤ (A2, a2) ⇐⇒ (A1 ⊂ A2) ∧ (a1 ⊂ a2).

对每个 (A, a) ∈ P , 交集 a ∩ Rp 必为 Rp 的真理想, 否则将有 1 ∈ a. 故 a ∩ Rp = pRp,
从而有

p = (pRp ∩R) = a ∩Rp ∩R = a ∩R

(回忆命题 5.3.13 及它之前的讨论). 利用熟悉的论证, 以 Zorn 引理选取 (P,≤) 的极大
元 (o,m). 注意到极大性蕴涵 m ⊂ o 是极大理想, 故仅须证明 o 为赋值环并且分式域为
L.

首先证明 o ∖ m = o×. 若 y ∈ o ∖ m 而 y−1 /∈ o, 则可构造扩环 o[y−1] 及其理想
m[y−1]. 如 m[y−1] 为真理想则给出 (P,≤) 中更大的元素, 矛盾. 如果 m[y−1] 3 1, 则存
在等式 c0 + c1y

−1 + · · ·+ cky
−k = 1, 系数 ci ∈ m. 两边同乘以 yk 给出

c0y
k + c1y

k−1 + · · ·+ ck = yk.

由 (o,m) 极大可知 m 是极大理想, 特别地也是素理想, 故左式属于 m 而右式不然,
矛盾.

假若 o 不是以 L 为分式域的赋值环, 则存在 x ∈ L× 使得 x±1 /∈ o, 因此
o ⊊ o[x±1] ⊂ L. 由 (o,m) 在 P 中的极大性必有 m · o[x±1] = o[x±1]. 于是存在等式

n∑
i=0

aix
i = 1 =

m∑
j=0

bjx
−j , ai, bj ∈ m, an, bm 6= 0.

考虑这般等式中 n,m 均极小者; 应用对称性 x↔ x−1 不妨假定 n ≥ m. 根据上一步有
1− b0 ∈ o×, 右式可改写作

1 =

m∑
j=1

cjx
−j , cj := bj(1− b0)−1 ∈ m,
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左右同乘以 xn 给出 xn =
∑m
j=1 cjx

n−j . 于是

1 =

n−1∑
i=0

aix
i +

m∑
j=1

ancjx
n−j

这与 n 的极小性矛盾. 明所欲证.

定理 10.6.4 给定域 K 和赋值 v : K → Γ t {∞}, 对任意域扩张 L|K 皆存在赋值
w : L→ Γ′ t {∞}, Γ′ ⊃ Γ, 使得 w|K = v.

证明 不妨设 L ⊃ K. 在定理 10.6.3 中取 (R, p) = (K◦,K◦◦), 遂得以 L 为分式域的
赋值环 o ⊃ K◦, 使得极大理想 m 满足 m ∩K◦ = K◦◦. 我们断言 K ∩ o = K◦: 已知
K ∩ o ⊃ K◦, 设 x ∈ K ∩ o, 若 x /∈ K◦ 则必有 x−1 ∈ K◦◦ ⊂ m, 从而 x, x−1 ∈ o×, 但局
部环 o 必满足 o× = o∖m, 矛盾.
根据命题 10.6.1, 子环 o 确定赋值 w : L → Γ′ t {∞}. 由于 {x ∈ K : w(x) ≥

0} = K ∩ o, 基于定义 10.3.2 和以上断言立见 w|K 等价于 v, 而且在等价意义下不妨设
Γ′ ⊃ Γ 而 w|K = v.

对于 L|K, 这般赋值延拓简记为 w | v. 相应地有赋值环和剩余类域的嵌入

K◦v ↪→ L◦w, K◦◦v = L◦◦w ∩K◦v , κ(v) ↪→ κ(w).

定义 10.6.5 对于域扩张 L|K 和赋值的延拓 w | v, 定义基数

e(w | v) := (w(L×) : v(K×)),

f(w | v) := [κ(w) : κ(v)],

分别称为 w | v 的分歧次数和剩余次数.

命题 10.6.6 承上,对完备化 L̂|K̂ 和 ŵ | v̂有 e(w | v) = e(ŵ | v̂)和 f(w | v) = f(ŵ | v̂).

证明 按 §10.2 的构造, 完备化保持值群不变, 命题 10.3.4 确保剩余类域亦不变.

命题 10.6.7 设 L|M |K 为域扩张的塔, w | v | u 为其上赋值的延拓, 则 e(w | u) =

e(w | v)e(v | u), f(w | u) = f(w | v)f(v | u).

证明 缘由是域扩张的次数和群的指数都具有塔性质 (命题 4.1.13, 8.1.5).

命题 10.6.8 对于有限域扩张 L|K 和赋值的延拓 w | v, 必有

e(w | v)f(w | v) ≤ [L : K].

证明 取 {yi ∈ L×}mi=1, {zj ∈ L◦}nj=1 使得
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� w(y1), . . . , w(ym) mod v(K×) 相异,
� z1, . . . , zn 在 κ(w) 中的像在 κ(v) 上线性无关.

对之证明 {yizj ∈ L}1≤i≤m
1≤j≤n

在 K 上线性无关即可. 设有

∑
i,j

aijyizj = 0, aij ∈ K 不全为零.

命 Ai :=
∑
j aijzj . 兹断言当 ai1, . . . , ain 不全为零时 Ai 6= 0. 取 1 ≤ t ≤ n 使得 v(ait)

尽可能小; 于是 w
(
a−1it Ai

)
= w

(∑
j a
−1
it aijzj

)
必为 0, 否则

∑
j a
−1
it aijzj ∈ L◦◦ 将导

致 z1, . . . , zm 在 κ(w) 中的像 κ(v)-线性相关. 此论证连带说明了当 Ai 6= 0 时, 取 t 如
上则有

w(Ai) = v(ait) + w

∑
j

a−1it aijzj

 = v(ait) ∈ v(K×).

上述讨论表明关系式
∑
iAiyi = 0 中必有非零项. 根据引理 10.2.6, 必存在 i 6= k 使得

Aiyi, Akyk 皆非零而且其 w-赋值相同, 由此导出矛盾如下

w(yi) = w(yk) + w(Ak)− w(Ai) ≡ w(yk) (mod v(K×)).

明所欲证.

上述结果对超越域扩张也有相应的类比, 称作 Abhyankar 不等式:

tr. deg(κ(w)|κ(v)) + rkQ

((
w(L×)/v(K×)

)
⊗
Z
Q
)
≤ tr. deg(L|K);

这在代数几何学的奇点解消理论中是个有用的工具.

推论 10.6.9 承上, 值群 w(L×) 可以保序地嵌入 v(K×). 因此 v 是秩 1 赋值 (或离散
赋值) 当且仅当 w 亦然.

证明 全序交换群必无挠, 因之 γ 7→ e(w | v) · γ 给出保序单自同态 Γw ↪→ Γw, 其像落
在 Γv 中. 特别地 Γv ⊂ R ⇐⇒ Γw ⊂ R, 而且 Γv ' Z ⇐⇒ Γw ' Z.

命题 10.6.8 的叙述看似颇弱, 却是一窥赋值在代数扩张中如何延拓的垫脚石. 这一
课题是下节的主要任务.
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10.7 代数扩域的赋值
我们从基域 K 完备的情形入手.

定理 10.7.1 设域 K 对秩 1 赋值 v : K → R t {∞} 完备, L|K 是有限扩张, 则存在唯
一的延拓 w | v; 这样的 w 自动是秩 1 的, 并满足完备性和

w(x) =
1

[L : K]
· v
(
NL|K(x)

)
, x ∈ L×.

证明 置 n := [L : K]. 根据定理 10.6.4 和推论 10.6.9, 所求的延拓 w 不仅存在, 而且
其值群可以保序嵌入 R. 赋值 v 和 w 各自给出 K, L 上的非 Archimedes 绝对值 | · |v,
| · |w. 因此 (L, | · |w) 相对于 (K, | · |v) 是有限维赋范向量空间, 命题 10.4.9 确保 L 对
| · |w (亦即对 w) 完备; 进一步, 如取定 K 上的基 x1, . . . , xn ∈ L, 则相应的 Kn ∼→ L 乃
是同胚.

证明 w(x) = 1
nv(NL|K(x)) ∈ R 即可得到 w 的唯一性. 为此, 利用基 x1, . . . , xn 将

NL|K 视同映射 Kn ' L → K; 根据定义 7.8.3, NL|K(x) = det(mx : Kn → Kn) 实为
K 上的 n 元多项式函数. 细观 Kn 上的范数 sup -‖ · ‖ 可知多项式函数皆连续.
取定 x ∈ L×. 考虑

y :=
NL|K(x)

xn
, NL|K(y) = 1, w(y) = v

(
NL|K(x)

)
− nw(x).

假若 w(y) > 0 则在 L 中 limk→∞ yk = 0, 这同 NL|K(yk) = NL|K(y)k = 1 和 NL|K 的
连续性矛盾. 假若 w(y) < 0 则 limk→∞ y−k = 0 同样导出矛盾. 于是 w(y) = 0, 明所
欲证.

推论 10.7.2 若域 K 对秩 1 赋值 v : K → Rt {∞} 完备, 则 v 可唯一地延拓到任何代
数扩张 L|K 上的秩 1 赋值.

证明 由命题 8.1.12, L|K 是有限子扩张的并.

推论 10.7.3 设域 K 对绝对值 | · |K 完备, L|K 是有限扩张, 则 L 上存在唯一的绝对
值 | · | 延拓 | · |K , 它由下式给出

|x| =
∣∣NL|K(x)

∣∣1/[L:K]

K
, x ∈ L.

而且 L 对之是完备的. 进一步, | · |K 可唯一地延拓到任何代数扩张 L|K 上.

证明 根据命题 10.4.4, 非 Archimedes 绝对值的情形归结为前述定理及推论; 至于
Archimedes 的情形则可由定理 10.4.11 处理.
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定理 10.7.4 在定理 10.7.1 的条件下, 进一步假设 v 为离散赋值, 则

e(w | v)f(w | v) = [L : K].

证明 记 e := e(w | v), f := f(w | v). 命题 10.6.8 给出 ef ≤ [L : K].
不妨设 v(K×) = Z, 推论 10.6.9 表明 w 亦离散, 而且 w(L×) = 1

eZ. 取定 $ ∈ K◦◦

和 Π ∈ L◦◦ 使得 v($) = 1, w(Π) = 1
e . 今将往证 L◦ 作为 K◦-模有 ef 个生成元: 若然,

由于 v, w 都是秩 1 赋值, 可应用引理 10.3.3 得出

L = L◦
[
1

$

]
⊃ K◦

[
1

$

]
= K,

由此知 L 作为 K-向量空间也有 ef 个生成元, 从而得到 ef ≥ [L : K].
以下将赋值环元素在剩余类域中的像以上划线标记, 如 z 7→ z̄ 等. 取 {zj ∈ L◦}fj=1

使得

κ(w) =

f⊕
j=1

κ(v) · z̄j .

对任意 x ∈ L◦, 存在 a1, . . . , af ∈ K◦ 使得 x̄ =
∑
j āj z̄j ; 易言之 w(x −

∑
j ajzj) > 0.

此式可进一步写作

x =

f∑
j=1

ajzj +Πr$q · x′, x′ ∈ (L◦)×, 0 ≤ r < e, q ≥ 0, q +
r

e
> 0.

对 x′ 重复操作得到 a′1, . . . , a
′
f 使 w(x′ −

∑
j a
′
jzj) > 0, 代入上一步可得

x =

f∑
j=1

(
aj +Πr$qa′j

)
zj +Πr

′
$q′x′′,

x′′ ∈ (L◦)×, 0 ≤ r′ < e, q′ ≥ 0. q′ +
r′

e
> q +

r

e
.

如是迭代以逼近 x, 并按 $ 的幂次 q 整理之, 得到一族系数 a
(q,r)
j ∈ K◦ 使得序列

xN :=

f∑
j=1

e−1∑
r=0

(
N−1∑
q=0

a
(q,r)
j $q

)
Πrzj , N ≥ 1

满足于 w(xN − x) ≥ N . 由此可知
� limN→∞ xN = x;
� 由命题 10.2.11和 K 的完备性,每个无穷级数

∑∞
q=0 a

(q,r)
j $q 皆有极限 a

(r)
j ∈ K◦.
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取极限给出 x =
∑f
j=1

∑e−1
r=0 a

(r)
j Πrzj . 这就说明 L◦ =

∑
1≤j≤f
0≤r<e

K◦ ·Πrzj . 证毕.

现在考虑 K 上的秩 1 赋值 v, 完备化记为 Kv, 其赋值仍标作 v. 记 Kv 为 Kv 的
一个代数闭包. 推论 10.7.2 说明 v 唯一地延拓为 Kv 上的秩 1 赋值 v̄.
现在给定代数扩张 L|K. 照例记全体 K-嵌入 L → Kv 为 HomK(L,Kv), 群

AutKv
(Kv) 在此集合上有自然的左作用 ι

σ
σ ◦ ι. 考量 v 在 L 上的所有延拓 w | v, 分

成两种情形:

1. 设 L|K 有限, 记 Lw 为 L 对 w 的完备化. 由完备化的函子性可得域图

Lw

L

Kv

K

因而在 Lw 中可作复合 LKv. 然而 [LKv : Kv] ≤ [L : K] 有限故定理 10.7.1 蕴涵
LKv 对 w 完备, 同时包含 L, 再由完备化 Lw 的性质即知

LKv = Lw, [Lw : Kv] ≤ [L : K]. (10.9)

2. 对于一般的代数扩张 L|K 和 w | v, 我们取

Lw := lim−→
E|K:有限

Ew.

根据先前讨论, 对 L|K 的任两个有限子扩张 M ⊃ E, 其完备化皆有自然嵌入
Ew ↪→ MEw = Mw, 上述极限 (或递增并) 因之是合理的. 应用 (10.9) 可知
Ew|Kv 有限, 故 Lw|Kv 是代数扩张, 赋值 v 在 Lw 上的唯一延拓仍记为 w.

3. 如果 L|K 是 Galois 扩张, 那么 Gal(L|K) 也自然地右作用在全体赋值 w | v 上:
w

τ
w ◦ τ (此处 τ ∈ Gal(L|K)). 称 StabGal(L|K)(w) 为赋值 w 的分解群.

定理 10.7.5 对任意代数扩张 L|K, 我们有双射

AutKv
(Kv)

∖
HomK(L,Kv) {w : L的秩 1 赋值, w | v}

ι v̄ ◦ ι.

1:1

若 L|K 是 Galois 扩张, 则对任意 w,w′ | v 都存在 τ ∈ Gal(L|K) 使得 w′ = w ◦ τ .
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证明 先说明所示映射良定. 显然 (v̄ ◦ ι)|K = v̄|K = v. 若 σ ∈ AutKv
(Kv), 由延拓

v̄ | v 的唯一性可知 v̄ ◦ σ = v̄, 从而 v̄ ◦ σι = v̄ ◦ ι.

下一步是说明映射为满. 定义 Lw 如上. 既知 Lw|Kv 仍是代数扩张, 故存在 Kv-嵌
入 i : Lw ↪→ Kv. 再次运用赋值延拓的唯一性导出 w = v̄ ◦ i. 取 ι = i|L 便是.

下面证映射为单: 假设 ι1, ι2 : L → Kv 满足 v̄ ◦ ι1 = w = v̄ ◦ ι2. 当 L|K 有限时,
取完备化可从 ιi 导出 ι̂i : Lw ↪→ Kv; 对于一般的 L|K, 考虑其有限子扩张 E|K 亦可如
是操作. 假设相当于 ι2ι

−1
1 : ι1(L)

∼→ ι2(L) 保持赋值 v̄, 于是 K-嵌入 ι2ι
−1
1 连续地延拓

为 Kv-嵌入 σ0 : ι̂1(Lw)
∼→ ι̂2(Lw). 根据命题 8.3.6, 进一步延拓 σ0 为 σ ∈ AutKv (Kv).

此时有 ι2 = σι1.

最后, 假定 L|K 为有限 Galois 扩张, w,w′ | v 相异. 我们将从 wGal(L|K) ∩
w′Gal(L|K) = ∅ 导出矛盾. 逼近定理 10.4.5 断言存在 x ∈ L 使 wτ(x) > 0 而
w′τ(x) < 0, 其中 τ ∈ Gal(L|K) 任取. 定理 8.6.2 给出

0 <
∑
τ

wτ(x) = v(NL|K(x)) =
∑
τ

w′τ(x) < 0

故矛盾. 对于一般的 Galois 扩张 L|K, 对其有限 Galois 子扩张 E|K 定义

TE := {τ ∈ Gal(L|K) : w′|E = wτ |E} .

目标是证
⋂
E TE 6= ∅. 因为 [E : K] 有限而 TE 是一些 Gal(L|E)-陪集之并, 它对 Krull

拓扑既开又闭 (引理 9.2.3). 运用标准的紧性论证: 假若
⋂
E TE = ∅, 因 Gal(L|K) 为紧

空间故存在 E1, . . . , Ek 使得
⋂k
i=1 TEi

= ∅; 然而 M := E1 · · ·Ek 是 K 的有限 Galois
扩张, 而上式蕴涵 w|M 和 w′|M 不在同一个 Gal(M |K)-轨道中. 矛盾.

引理 10.7.6 设 L = K(x), 其中 x 的极小多项式为 P ∈ K[X]. 设 P 在 Kv[X] 中的
不可约分解为 P = Pm1

1 · · ·Pmn
n , 则 {w : w | v} 与 {P1, . . . , Pn} 一一对应: 设 Pi 有根

α ∈ Kv, 则相应的 w 由 v̄ ◦ ια 给出, 此处 ια : F (x)→ Kv 由 ια(x) = α 确定.

证明 根据定理 10.7.5, 一切归结为域论性质

AutKv (Kv)
∖

HomK(K(x),Kv)

AutKv
(Kv)

∖{
α ∈ Kv : P (α) = 0

}
{P1, . . . , Pn}

1:1

1:1

第一个双射源于命题 8.2.3, 第二个源于推论 8.3.8.

有鉴于此, 不妨将 P 在 Kv[X] 中的不可约分解用 w | v 标号, 写作 P =
∏
w|v P

mw
w .
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定理 10.7.7 设 L = K(u) 为 K 的有限扩张, 则有 Kv-代数的满同态

Φ : L⊗
K
Kv �

∏
w|v

Lw

x⊗ t 7→ (xt)w.

当 L|K 可分时 Φ 是同构.

证明 令 u 的极小多项式为 P ∈ K[X]. 它在 Kv[X] 中分解为 P =
∏
w|v P

mw
w . 请回

忆引理 10.7.6 的证明: w 由 K-嵌入 ιw : L → Kv 给出, 其中 ιw(u) 为 Pw 之根, 取完
备化得到 ι̂w : Lw ↪→ Kv; 同时 (10.9) 给出

Lw = LKv = Kv(u)
ι̂w
↪→ Kv;

故 Lw ' Kv[X]/(Pw). 综之有 Kv-代数范畴中的交换图表

X + (P ) Kv[X]/(P )
∏
w|vKv[X]/(Pmw

w ) (X + (Pmw
w ))w

u⊗ 1 L⊗
K
Kv

∏
w|v Lw (u)w

∈ '

'

3

∈
Φ

3

顶层的水平同构是中国剩余定理 5.5.2. 故 Φ 满; 当 L|K 可分时 mw = 1, 所有箭头皆
为同构.

推论 10.7.8 (赋值论基本等式) 设 v 是 K 的离散赋值, 则对任何有限扩张 L|K 皆有∑
w|v

e(w | v)f(w | v) =
∑
w|v

[Lw : Kv] ≤ [L : K];

当 L|K 可分时等式成立. 若 L|K 为有限 Galois 扩张, 则 e(w | v), f(w | v) 和 w 无关,
此时对任意 w | v 皆有

[L : K] = e(w | v)f(w | v) · |Gal(L|K)|
| StabGal(L|K)(w)|

.

证明 分而治之. 定理 10.7.4 和命题 10.6.6 给出

[Lw : Kv] = e(ŵ | v̂)f(ŵ | v̂) = e(w | v)f(w | v).
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当 L|K 可分时, 由本原元素定理 8.5.4 可直接设 L = K(u), 代入定理 10.7.7 并对同构
Φ 的两边计算维数可得

∑
w|v[Lw : Kv] = [L : K]. 断言的等式成立.

我们必须对一般的有限扩张 L|K 建立不等式
∑
w|v[Lw : Kv] ≤ [L : K]. 施递归于

[L : K]: 对于单扩张 L = K(u), 定理 10.7.7 中的 Φ 为满同态故
∑
w|v[Lw : Kv] ≤ [L :

K]. 一般情形下取中间域 L ⊋M ⊋ K, 扩张次数的塔性质给出∑
w|v

[Lw : Kv] =
∑
u|v

∑
w|u

[Lw :Mu][Mu : Kv]

≤
∑
u|v

[L :M ][Mu : Kv] ≤ [L :M ][M : K] = [L : K].

对于 Galois 扩张的情形, 应用定理 10.7.5 给予的对称性, 此时 |Gal(L|K)|
| StabGal(L|K)(w)| 无

非是延拓 w | v 的个数.

10.8 完备域中求根

令 K 为对秩 1 赋值 v 完备的域, 取定代数闭包 K|K. 回忆定理 10.7.1: v 可唯
一地延拓到 K 上, 仍记为 v. 本节介绍对 K 上多项式求根的若干基本工具; 基于命题
10.4.4, 本节的理论也完全可以用非 Archimedes 绝对值的语言改述.

定义 10.8.1 (Newton折线) 令 P =
∑n
k=0 akX

k ∈ K[X], P 6= 0. 定义其 Newton 折
线 NP(P ) 为

(i, v(ai)), i = 0, . . . , n, 略去使 v(ai) =∞者.

在 R2 中的下凸包.

换言之, 我们先取这些点在 R2 中的凸包, 这是一个凸多面体, 而 NP(P ) 是由其中下侧
的边 (即: 外法向量下指) 构成之折线; 根据凸性, 其组成线段的斜率从左向右严格递增.

例 10.8.2 取 K = Qp 连同其 p-进赋值 v = vp (例 10.2.1). 取 P = pX4 − pX3 +

p3X2 +X − p, 下图的阴影部分是上述凸包, 而粗线是 Newton 折线.
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i = 0 i = 4

v = 1

v = 3

折线由斜率为 −1 和 1
3 的两线段构成.

定理 10.8.3 符号如上, 则对每个 s ∈ R,

NP(P )中存在斜率为 −s 的线段 ⇐⇒ ∃λ ∈ K, P (λ) = 0 ∧ v(λ) = s.

而且斜率 −s 的线段投影在 x 轴上的长度等于 K 中满足 v(λ) = s 的根数 (计入重数).

证明 不妨假设 a0an 6= 0. 垂直平移 NP(P ) 后可进一步假设 an = 1. 列出 P 的根
λ1, . . . , λn ∈ K (计入重数), 按赋值递增排列:

v(λ1) = · · · = v(λt1) v1 (t1 项)

v(λt1+1) = · · · = v(λt1+t2) v2 (t2 项)

...
...

...

=

<

=

<

则 v(an) = 0, 而且对 0 ≤ k < n 皆有

v(an−k) = v

 ∑
1≤i1<···<ik≤n

λi1 · · ·λik

 ≥ min
i1<···<ik

{v(λi1) + · · ·+ v(λik)} .

于是当 0 ≤ k ≤ t1 时 v(an−k) ≥ kv1; 此外引理 10.2.6 蕴涵 v(an−t1) = t1v1, 因为右式
的极小值恰好取在 (i1, . . . , it1) = (1, . . . , t1). 假如 t1 = n, 则这表明 NP(P ) 仅由一个
斜率 −v1 的线段构成. 若 t1 < n, 同理知

0 ≤ k ≤ t2 =⇒ v(an−t1−k) ≥ t1v1 + kv2, v(an−t1−t2) = t1v1 + t2v2.

准此要领, NP(P ) 从右至左由斜率为 −v1 > −v2 > · · · 的线段给出, 其在 x 轴上的投
影长依次为 t1, t2, . . . 如此等等.
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K. Hensel 的引理是分析学思想应用于代数学与数论的范例. 它的形式多样, 这里
仅介绍其一.

定理 10.8.4 (Hensel引理) 设 K 对秩 1 赋值 v 完备, P ∈ K◦[X]. 若 x0 ∈ K◦ 满足

v(P (x0)) > 2v(P ′(x0)),

其中 P ′ ∈ K◦[X] 为 P 的形式导数 (命题 5.6.7), 则存在 x ∈ K◦ 使得 P (x) = 0 并且

v(x− x0) ≥ v(P (x0))− v(P ′(x0)) > v(P ′(x0)).

唯一性成立: 设 x, x′ ∈ K◦ 为 P 的根, 而且 v(x− x0) 和 v(x′ − x0) 皆 > v(P ′(x0)), 则
x = x′.

证明 我们将构造 K◦ 中的序列 x0, x1, . . ., 使得对所有 i ≥ 0 皆有

v(P (xi+1)) ≥ v(P (xi)) + v(P (x0))− 2v(P ′(x0))

>0

,

v(P ′(xi+1)) = v(P ′(x0)),

v(xi+1 − xi) ≥ v(P (xi))− v(P ′(x0)).

(10.10)

给定如上序列, 则 v(P (xi)) 递增无上界, 命题 10.2.11 遂给出极限

x := lim
i→∞

xi = x0 +

∞∑
i=0

(xi+1 − xi) ∈ K◦, P (x) = 0.

此外 v(P (xi)) ≥ v(P (x0)) 蕴涵 v(xi+1 − xi) ≥ v(P (x0)) − v(P ′(x0)); 取极限得到
v(x− x0) ≥ infi≥0 v(xi+1 − xi) ≥ v(P (x0))− v(P ′(x0)). 所以 x 具备所求之全部性质.
下一步是从 x0 出发, 递归地构造 (xi)i≥0.

假设已构造满足 (10.10) 的 x0, . . . , xi, 其中 i ≥ 0. 以下说明如何构造 xi+1, 思路
类似于 Newton 法. 兹引进新变元 Y , 置

P (X + Y ) = P0(X) + P1(X)Y + P2(X)Y 2 + · · · , Pk ∈ K◦[X].

易见 P0 = P 而 P1 = P ′. 条件蕴涵 P1(xi) 6= 0, 故可取 t := −P (xi)/P ′(xi), 它满足于

v(t) = v(P (xi))− v(P ′(xi)) = v(P (xi))− v(P ′(x0)),

2v(t) = v(P (xi)) + v(P (xi))− 2v(P ′(x0))

≥ v(P (xi)) + v(P (x0))− 2v(P ′(x0)) > 0.
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特别地 v(t) > 0, 从而 xi+1 := xi + t ∈ K◦. 于是 t 的选取导致

P (xi+1) = P (xi + t) =
∑

2≤k≤degP
Pk(xi)t

k,

v(P (xi+1)) ≥ 2v(t) ≥ v(P (xi)) + v(P (x0))− 2v(P ′(x0)),

v(xi+1 − xi) = v(t) = v(P (xi))− v(P ′(x0)).

同理, 由系数在 K◦ 上的展式 P ′(X + Y ) = P ′(X) + P ′′1 (X)Y + · · · 可知

P ′(xi+1)− P ′(xi) ∈ t ·K◦, v(P ′(xi+1)− P ′(xi)) ≥ v(t).

然而 v(t) ≥ v(P (x0)) − v(P ′(x0)) > v(P ′(x0)), 又 v(P ′(xi)) = v(P ′(x0)), 引理 10.2.6
即刻给出 v(P ′(xi+1)) = v(P ′(xi)). 如是造出满足 (10.10) 的 x0, . . . , xi+1.

最后验证唯一性. 观察到 x ∈ K◦ 和 v(x− x0) > v(P ′(x0)) 蕴涵 P ′(x)− P ′(x0) ∈
(x−x0)K◦ 的赋值大于 v(P ′(x0)), 于是引理 10.2.6 给出 v(P ′(x)) = v(P ′(x0)). 现在考
虑 P 的相异根 x, x′ ∈ K◦. 存在 Q ∈ K◦[X]使得 P (X) = (X−x)(X−x′)Q(X). 于是

P ′(x) = (x− x′)Q(x),

v(P ′(x)) ≥ v(x− x′) ≥ min {v(x− x0), v(x′ − x0)} .

假若 v(x − x0), v(x′ − x0) > v(P ′(x0)), 前述观察将导致 v(P ′(x0)) ≥ · · · > v(P ′(x0)),
矛盾.

最常见的是 v(P ′(x0)) = 0 的特例如下: 置 κ := K◦/K◦◦ 为剩余类域, 以 x 7→ x̄

表商同态 K◦ � κ. 任何 Q ∈ K◦[X] 在 mod K◦◦ 后可以在 x̄ 处取值, 记为 Q(x̄) 等等.

推论 10.8.5 设 K 对秩 1 赋值 v 完备, P ∈ K◦[X]. 若 x̄0 ∈ κ 满足于 P (x̄0) = 0,
P ′(x̄0) 6= 0, 则存在唯一的 x ∈ K◦ 使得

x̄ = x̄0 ∈ κ, P (x) = 0.

证明 任取 x0 7→ x̄0, 条件变为 v(P (x0)) > 0 而 v(P ′(x0)) = 0. 代入定理 10.8.4.

在 κ 中解方程比在 K 中容易得多, 下面是一则关键例子. 对任意交换环 R 和整数
m 6= 0, 定义乘法群 µm(R) := {x ∈ R× : xm = 1}.

例 10.8.6 (Teichmüller代表元) 设 K 的剩余类域 κ ' Fq, 其中 q 是素数 p 的幂. 给



§10.8 完备域中求根 413

定非零整数 m, 我们有群同态

µm(K) −→ µm(κ)

x 7−→ x mod K◦◦.

当 p ∤ m 时上式为同构: 考虑多项式 P := Xm − 1 ∈ K◦[X]. 每个 x̄ ∈ κ× 皆满足
P ′(x̄) = mx̄m−1 6= 0, 于是推论 10.8.5 表明 µm(K)

∼→ µm(κ). 对特例 m = q − 1 得到
群同构

µq−1(K)
∼−→ µq−1(κ) = κ×.

对应于 x̄ ∈ κ× 的 x ∈ µq−1(K) 称为 x̄ 在 K 中的 Teichmüller 代表元. 方便起见, 再
定义 0 的 Teichmüller 代表元为 0 ∈ K, 这样就得到乘法幺半群的嵌入 κ ↪→ K◦.

定理 10.8.7 (M. Krasner) 设 K 对秩 1 赋值 v 完备. 取定可分闭包 Ksep ⊂ K 并设
x, y ∈ Ksep. 以 x = x1, . . . , xn ∈ Ksep 表 x 的极小多项式 Px ∈ K[X] 的所有根 (换言
之: x 的所有共轭元). 若

v(x− y) > v(x− xi), i = 2, . . . , n.

则必有 K(x) ⊂ K(y). 这里我们以推论 10.7.2 将 v 延拓到 Ksep 上.

证明 策略是证明 x被所有 σ ∈ Gal(Ksep|K(y))固定,继而从 Galois对应 (定理 9.2.4)
推出 x ∈ K(y). 鉴于赋值延拓的唯一性, 对任意 σ 如上皆有 v ◦ σ = v, 从而

v(y − σ(x)) = v(σ(y − x)) = v(y − x) > v(x− xi), i = 2, . . . , n.

于是乎

v(x− σ(x)) ≥ min {v(x− y), v(y − σ(x))} > v(x− xi), i = 2, . . . , n.

因为存在 1 ≤ j ≤ n 使得 σ(x) = xj ; 上述不等式遂导致 j = 1, σ(x) = x.

推论 10.8.8 设 | · | 是可分闭域 (或代数闭域) K 上的绝对值, 则相应的完备化 K̂ 也是
可分闭域 (或代数闭域).

回忆到 K 可分闭意谓它在 K 中的可分闭包等于自身, 当 char(K) = 0 时这等价于代
数闭.

证明 若 | · | 是 Archimedes 绝对值, 则定理 10.4.11 蕴涵 K̂ = R 或 C; 前一情形将
导致 Q ⊂ K ⊂ R, 不可能代数闭. 因此以下可假定 | · | 非 Archimedes, 对应于 K 的
一个秩 1 赋值. 对于可分闭域情形, 设 x ∈ K̂sep, 由于 K 在 K̂ 中稠密, 可取首一的
P ∈ K[X] 使其系数足够接近 Px, 于是 |P (x)| = |P (x)− Px(x)| 亦可取到任意小. 考察
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多项式的判别式 (例 5.8.6) 知 P 和 Px 一样无重根, 故 P 分裂成一次因子, 并且存在根
y ∈ K 使得 |y − x| 充分小. 从定理 10.8.7 立得 K̂(x) ⊂ K̂(y) = K̂.
对于代数闭域情形, 无妨设 char(K) = p > 0. 设 x ∈ K̂, 其在 K̂ 上的极小多项

式写作 Px(X) = P ♭x(X
pm) 之形, 其中 P ♭x 无重根. 因此 y := xp

m ∈ K̂sep; 由上一步知
K̂sep = K̂, 故可取 K 中点列 y1, y2, . . . 使得 |yk − y| → 0. 易见

∣∣∣yp−m

k − yp−m
∣∣∣→ 0, 于

是 x = yp
−m ∈ K̂. 明所欲证.

10.9 Witt向量
本节取定素数 p.
我们先回忆 p-进整数环 Zp 的结构. 由于 Zp/pZp 可等同于 Fp, 可选定某一映射

τ : Fp → Zp 使得 τ(x) ≡ x (mod pZp), 称 τ(x) 为 x 的一个提升. 设 x̃ ∈ Zp, 记它在
Fp 中的像为 x, 则存在 x̃1 ∈ Zp 使得 x̃ = τ(x) + px̃1; 因 p 非零因子, x̃1 唯一. 重复操
作可得 x̃1 = τ(x1) + px̃2 等等, 于是得到 Fp 中唯一确定的序列 x0, x1, . . ., 使得 n ≥ 0

时
x̃ = τ(x0) + τ(x1)p+ · · ·+ τ(xn)p

n + x̃n+1p
n+1, x̃n+1 ∈ Zp.

无穷级数
∑∞
n=0 τ(xn)p

n 在 Zp 中收敛到 x̃. 反之, 根据命题 10.2.11, 任意数列
(xn ∈ Fp)n≥0 确定了 x̃ :=

∑∞
n=0 τ(xn)p

n ∈ Zp. 综上得出集合的双射∏
n≥0

Fp
1:1−→ Zp

(xn)n≥0 7−→
∞∑
n=0

τ(xn)p
n.

这般描述简则简矣, 问题在于
� 双射与提升 x 7→ τ(x) 的选取有关, 对之是否有一个典范的, 方便的取法?
� Zp 的环结构如何体现在

∏
n≥0 Fp 上?

对于第一个问题, 例 10.8.6 给出了一个标准的 τ : Fp → Zp, 它同时还是乘法幺半群的
同态. 要完满解答第二个问题, 我们宜将视野放广.

定义 10.9.1 设 κ 为交换 Fp-代数. 若 Frp : x 7→ xp 是 κ 的自同构, 则称 κ 为完全的.

这是域的情形的自然延伸, 见定理 8.4.15. 定义 9.3.3 也涉及了类似的映射.

定义 10.9.2 设 A 为交换环, 并给定理想降链 a1 ⊃ a2 ⊃ · · · 使得
� 相应的拓扑使 A成为完备 Hausdorff拓扑环 (见注记 5.5.5),亦即 A

∼→ lim←−nA/an;
� 对每个 n,m 皆有 anam ⊂ an+m;
� p ∈ a1 并且剩余环 κ := A/a1 是完全的.
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我们称 A 对这些资料构成 p-环. 如进一步要求 p 在 A 中非零因子, 而且 an = pnA, 则
称 A 为严格 p-环.

例如 Zp 是严格 p-环, 而 Fp-代数 FpJtK 对 an := (tn) 构成 p-环, 但显然不严格.

引理 10.9.3 设交换环 A 具有理想降链 a1 ⊃ a2 ⊃ · · · 使得 anam ⊂ an+m 而 p ∈ a1,
则对任意 a, b ∈ A 皆有

a ≡ b (mod am) =⇒ ap
n

≡ bp
n

(mod am+n).

此结果可谓是本节一切论证的枢纽, 实用中常取 an = pnA 的情形.

证明 易化约到 n = 1 的情形. 其次置 P (X,Y ) := Xp−Y p

X−Y ∈ Z[X,Y ], 条件蕴涵
P (a, b) ≡ P (a, a) ≡ pap−1 (mod am),于是 ap−bp = (a−b)P (a, b)属于 am(pA+am) ⊂
am+1. 证毕.

命题 10.9.4 设 A 为 p-环, κ := A/a1, 则存在唯一的映射 τ : κ→ A 使得

� τ(x) 在 κ 中的像为 x;
� τ 满足乘性: τ(1) = 1, τ(xy) = τ(x)τ(y).

称 τ 为 Teichmüller 提升. 若 A 是 Fp-代数, 则 τ 也满足加性 τ(x+ y) = τ(x) + τ(y).

证明 由于 κ 是完全的, 对 x ∈ κ 和任意 n ≥ 0 存在唯一的 pn-次根 xp
−n ∈ κ, 对之任

取 A 中原像
[
xp

−n
]
. 我们希望定义

τ(x) := lim
n→∞

[
xp

−n
]pn

.

当 n ≥ m 时
[
xp

−n
]pn−m

是 xp
−m

的一个原像, 不妨就记作
[
xp

−m
]
. 引理 10.9.3 蕴涵

[
xp

−n
]pn

=
[
xp

−m
]pm

在 A/am+1 中的像仅依赖于 xp
−m

∈ κ

因为 A 完备, 这说明定义 τ 的极限确实存在, 而且仅和 x 有关. 显然 τ(x) ≡ x

(mod a1).

性质 (xy)p
−n

= xp
−n

yp
−n

蕴涵 τ 的乘性, 而且任意乘性提升 τ ′ : κ → A 都满足
τ ′(xp

−n

)p
n

= τ ′(x), 在先前论证中取 [· · · ] = τ ′(· · · ) 便导出唯一性 τ = τ ′. 最后, 当 A

是 Fp-代数时, 以上构造和 A 中公式 x̃p + ỹp = (x̃+ ỹ)p 确保 τ 的加性.

令 A 为严格 p-环, κ := A/pA. 现在可以照搬本节开头处理 Zp 的方法, 得到典范
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的集合双射 ∏
n≥0

κ
1:1−→ A

(xn)n≥0 7−→
∞∑
n=0

τ
(
xp

−n

n

)
pn.

(10.11)

环 A 的零元和幺元显然对应于 (0, 0, . . .) 和 (1, 0, . . .). 注意到当 κ = Fp 时恒有
xp

−n

= x. 取 xp
−n

的妙用将在后续证明中体现.
我们欲探讨 A 的环结构如何拉回到

∏
n≥0 κ 上, 相应的环将另外记为 W(κ), 以区

别于直积. 兹以加法为例, 置∑
n≥0

τ
(
Sn(x0, . . . , y0, . . .)

p−n
)
pn =

∑
n≥0

τ(xp
−n

n )pn +
∑
n≥0

τ(yp
−n

n )pn,

如何描述 Sn? 首先对上述等式两边同模 pA, 可知 S0 = x0 + y0 ∈ κ. 为了描述 S1, 必
须考察

τ(x0 + y0) + τ(Sp
−1

1 )p ≡ τ(x0) + τ(y0) +
(
τ(xp

−1

1 ) + τ(yp
−1

1 )
)
p (mod p2A).

如何确定 τ(x0) + τ(y0)− τ(x0 + y0) mod p2A? 诀窍在于回忆命题 10.9.4 之证明

τ(z) ≡
[
zp

−n
]pn

(mod pn+1A), z ∈ κ, (10.12)

其中 [· · · ]是任意原像. 引理 10.9.3给出 [x1/p+y1/p]p ≡
(
[x1/p] + [y1/p]

)p
(mod p2A).

因为 p ∈ A 非零因子, 从模 p2A 的同余式得出

Sp
−1

1 = x
1/p
1 + y

1/p
1 +

1

p

([
x
1/p
0

]p
+
[
y
1/p
0

]p
−
[
x
1/p
0 + y

1/p
0

]p)
mod pA

= x
1/p
1 + y

1/p
1 −

∑
0<k<p

1

p

(
p

k

)[
x
1/p
0

]k [
y
1/p
0

]p−k
mod pA.

对两边应用 z 7→ zp 和
[
z1/p

]p ≡ z (mod pA) 可得

S1 = x1 + y1 −
∑

0<k<p

1

p

(
p

k

)
xk0y

p−k
0 .

高阶项 S2, S3, . . . 的面貌比较复杂, 但算法是明确的. 由此不难察觉
� 环 A 的加法和乘法反映在 W(κ) 上, 由一族多项式 Sn, Pn 按分量给出;
� 这族多项式的形式和 A 或 κ 无关, 并且可以按递归方式写作整系数多项式.

这就提示了严格 p-环的结构应该具备某种泛性. E. Witt 的工作 [48] 出色地解决了这
些问题. 然而为了构造 Sn, Pn, 我们势必要考虑分量 xi 取值在一般交换环 R 中的情形,
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并探讨相对应的 Witt 环 W(R); 这般迂回不仅必要, 而且正是 Witt 工作的精华所在.
以下将借鉴 [18, §1] 的处理方式, 差别在于该文一次涵摄了所有的素数 p, 获得的

环称为大 Witt 环.

定义 10.9.5 设 R 为交换环, 定义 W(R) :=
∏
i≥0R, 并对每个 n ≥ 0 定义映射

wn : W(R) −→ R

x = (xj)j≥0 7−→ wn(x0, . . . , xn) =

n∑
i=0

xp
n−i

i pi.

进一步定义 w : W(R)→
∏
n≥0R 为 w(x) := (w0(x), w1(x), w2(x), . . .).

传统上称 wn(x) 为 x 的第 n 个幻影分量 (德文: die Geisterkomponente), 因为在我们
的原始问题中 R = κ 总是 Fp-代数, 这时 wn(x) 坍缩为 xp

n

0 , 然而解开 W(κ) 秘密的钥
匙正是剩下的 “幻影”. 此外尚有几点观察:
� 对于任意的交换环同态 φ : R → S, 相应地有映射 W(φ) : W(R) → W(S), 它映
(xi)i 为 (φ(xi))i.
� 映射 w 的值域

∏
i≥0R 具有直积的环结构 (定义 5.5.1), 亦即逐分量地进行环运

算.
� 称 R 是 p-无挠的, 如果 pr = 0 ⇐⇒ r = 0 对所有 r ∈ R 恒成立. 在 p-无挠的条
件下, 从 w0, . . . , wn 可以逐步反解 x0, . . . , xn, 故此时 w 是单射.
下面的任务是赋予 W(R) 自然的环结构; 由于 Witt 环 W(R) 作为集合等于

R×R× · · · , 前人称 W(R) 的元素为 Witt 向量. 我们需要一个方便的引理.

引理 10.9.6 (B. Dwork) 假定存在环同态 φp : R → R 使得 φp(r) ≡ rp (mod pR), 则
w 的像等于 (rn)n≥0 ∈

∏
n≥0

R : ∀n ≥ 1, rn ≡ φp(rn−1) (mod pnR)

 .

证明 由于 φp 是环同态, 当 n ≥ 1 时根据引理 10.9.3 得到

φp(wn−1(x)) =
∑
i<n

φp(xi)
pn−1−i

pi ≡
∑
i<n

xp
n−i

i pi (mod pnR).

故确有 wn(x) ≡ φp(wn−1(x)) (mod pnR). 反之给定一列 r0, r1, . . . ∈ R 满足于 rn ≡
φp(rn−1) (mod pnR), 我们递归地构作 x0 := r0, . . . , xn−1 ∈ R 并假设 i < n =⇒
wi((x0, . . . , xi)) = ri, 那么前段论证给出

rn −
∑
i<n

xp
n−i

i pi ≡ rn − φp(wn−1(x)) ≡ 0 (mod pnR),
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故存在 xn ∈ R 使得 rn =
∑
i<n x

pn−i

i pi + xnp
n, 亦即 rn = wn(x0, . . . , xn).

于是在引理的条件下立见 im(w) 为
∏
i≥0R 的子环.

定理 10.9.7 在所有 W(R) 上存在唯一的一族交换环结构, 使得 w : W(R) →
∏
n≥0R

为环同态, (0, 0, . . .) 为零元, (1, 0, . . .) 为幺元, 而且:

� 对每个环同态 φ : R→ S 下图皆在 CRing 中交换

W(R) W(S)

∏
n≥0R

∏
n≥0 S

w

W(ϕ)

w

∏
n ϕ

� 存在唯一确定的多项式族 Sn ∈ Z[X0, . . . , Y0, . . .], Pn ∈ Z[X0, . . . , Y0, . . .] 和
Mn ∈ Z[X0, . . . , Xn] 使得 W(R) 的环结构由

(xn)n≥0 + (yn)n≥0 = (Sn(x0, . . . , xn, y0, . . . , yn))n≥0,

(xn)n≥0 · (yn)n≥0 = (Pn(x0, . . . , xn, y0, . . . , yn))n≥0,

−(xn)n≥0 = (Mn(x0, . . . , xn))n≥0

所确定, 这些多项式与 R 无关.

因此 W(·) 给出从交换环范畴 CRing 到自身的函子.

证明 给定 (xi)i, (yi)i ∈W(R), 为了定义其间自然的 (即对 R 具函子性) 环运算, 我们
先取 xi := Xi, yi := Yi 为自由变元, 而 R := Z[X0, . . . , Y0, . . .]. 根据多项式环的泛性
质, 存在自同态 φp : R→ R 使得

φp(Xn) = Xp
n, φp(Yn) = Y pn ,

配合 Fermat 小定理 (注记 9.3.2) 可知 ∀r φp(r) = rp (mod pR). 引理 10.9.6 确保环∏
n≥0R 的元素

w(x) + w(y), w(x)w(y), −w(x)

仍落在 im(w)中. 因 R为 p-无挠,它们对 w 的原像皆唯一,分别记为 (Si)i, (Pi)i, (Mi)i

(处理 Mi 时改用环 Z[X0, X1, . . .]); 又由引理的证明可知 Si, Pi,Mi 仅涉及变元
X0, . . . , Xi 和 Y0, . . . , Yi. 我们断言对一般的 R, 这些整系数多项式使 W(R) 成交
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换环:

(xi)i + (yi)i = (Si(x, y))i, (xi)i(yi)i = (Pi(x, y))i, −(xi)i = (Mi(x))i,

0W(R) = (0, 0, . . .), 1W(R) = (1, 0, . . .).

兹举加法为例, 利用从 Z[X0, . . . , Y0, . . .] 到 R 的同态 Xi xi

Yi yi
, 以上对自由变元的

定义说明图表

W(R)×W(R)
∏
i≥0R×

∏
i≥0R

W(R)
∏
i≥0R

(Si)i

(w,w)

+

w

交换. 当 R 为 p-无挠时 w 为单射, 而且 w(0W(R)) = (0, . . . , 0) 故交换律, 结合律和
零元等性质继承自

∏
i≥0R. 对于一般的 R, 取定一族生成元 X ⊂ R 并构作多项式环

R′ := Z[X ]; 相应地有满射 R′ � R 和 W(R′) � W(R). 由于 R′ 为 p-无挠, W(R) 的
环论公理仍可化约到 W(R′) 上检验.

同理可证对任意环同态 φ : R→ S, 映射 W(φ) : W(R)→W(S) 是环同态. 这套论
证也表明了所求环结构的唯一性.

由于 Sn, Pn 和 Mn 只涉及变元 X0, . . . , Xn 和 Y0, . . . , Yn, 可定义截断的 Witt 环

Wn(R) := {(x0, . . . , xn−1) : xi ∈ R} .

它依然具备映射 wi : Wn(R)→ R (0 ≤ i < n), 并且有自然的环同态 W(·)→Wn(·) 和
Wn+1(·)→Wn(·) (即 “截断”) 等等. 请读者验证环 W1(R) 实际就是 R.

Witt 环上还有如下几种简单然而极重要的运算.

1. 移位 (德文: die Verschiebung) V : W(R)→W(R),映 (x0, x1, . . .)为 (0, x0, x1, . . .).
显然 V 满足函子性: 对于任意环同态 φ : R→ S 皆有 V ◦W(φ) = W(φ) ◦ V . 下
面说明 V 实则是加法群的同态: 易见下图交换

W(R)
∏
n≥0R (yi)i≥0

W(R)
∏
n≥0R (0, py0, py1, . . .)

w

V V w

3

w 3

显然 V w 是加法群的同态; 当 R 为 p-无挠时 w 为单同态, 故 V 亦满足加性; 对
于一般的 R 可按定理 10.9.7 的证明处理.

2. Frobenius 同态 F : W(R) → W(R). 它被刻画为对 R 具函子性并使下图交换的
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一族同态
W(R)

∏
n≥0R (yi)i≥0

W(R)
∏
n≥0R (y1, y2, . . .)

w

F Fw

3

w 3

其验证同于定理 10.9.7 的证明: 我们先考虑以自由变元为分量的元素 (Xi)i≥0 ∈
W(Z[X0, . . .]), 并注意到环 Z[X0, . . .] 带有自同态 φp : Xi 7→ Xp

i 满足 φp(x) ≡ xp

(mod p). 应用引理 10.9.6 以说明 Fw(w(X0, X1, . . .)) ∈ im(w), 其唯一的原像记
为 (Fi(X0, X1, . . .))i≥0 ∈W(Z[X0, . . .]). 这就为任意环 R 定义了 F (x0, x1, . . .) =

(Fi(x0, x1, . . .))i≥0. 要证明 F 为环同态, 只须注意到 Fw 也是环同态, 并重复定
理 10.9.7 证明的技巧. 同理可证函子性.

3. Teichmüller 提升 τ : R→W(R), 它映 x 为 (x, 0, 0, . . .). 此映射显然也对 R 满足
函子性, 并且有交换图表

R x

W(R)
∏
n≥0R (xp

i

)i≥0

τ τw

3

w 3

显然 τw 是乘法幺半群的同态, 运用上述论证化约到 p-无挠情形, 可知 τ 亦满足
乘性 τ(xy) = τ(x)τ(y), 而且 τ(1) = (1, 0, . . .) = 1W(R).

此外 ker[W(·)�Wn(·)] = im(V n), 特别地 im(V n) 是理想; 而且映射 V 同样可以
定义在截断版本 Wn(·) 上, 给出加法群的短正合列

0 Wn(·) Wn+r(·) Wr(·) 0

(x0, . . . , xn−1) (0, . . . , 0, x0, . . . , xn−1)

(y0, . . . , yn+r−1) (y0, . . . , yr−1)

V r (截断)n

(10.13)
综之, 无论 W(R), Wn(R) 还是它们之间的同态和运算 V , F 等, 对环 R 都具函子性.
如只看 W(R), Wn(R) 的加法群结构, 则我们造出的实则是一族定义 4.11.3 下的群函
子, 连同其间的态射 W(·) →Wn(·) 和 V , F 等等. 这点对于算术代数几何中的应用至
关紧要, 它们是 Dieudonné 模理论的起点.

引理 10.9.8 记 (xi)i≥0 ∈W(R) 在 F 下的像为 (F (x)i)i≥0, 则对每个 n 都有 F (x)n ≡
xpn (mod pR).

证明 处理 xi = Xi 是自由变元而 R = Z[X0, . . .] 的情形即可. 定义 Fn ∈ Z[X0, . . .]
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的条件是当 n ≥ 0 时 wn(F0, F1, . . .) = wn+1(X0, X1, . . .), 亦即

n∑
i=0

F p
n−i

i pi =

n+1∑
i=0

Xpn+1−i

i pi.

当 n = 0 时这表明 F0 = Xp
0 + pX1 ≡ Xp

0 (mod pR). 今假设 i < n =⇒ Fi ≡ Xp
i

(mod pR), 上式变为

Fnp
n = Xn+1p

n+1 +Xp
np
n +

∑
i<n

(
Xpn+1−i

i − F p
n−i

i

)
pi.

引理 10.9.3 及递归假设蕴涵 i < n =⇒ F p
n−i

i ≡ Xpn+1−i

i (mod pn+1−iR), 故

Fnp
n ≡ Xp

np
n (mod pn+1R).

由于 R 是 p-无挠的, 因之有 Fn ≡ Xp
n (mod pR). 证毕.

命题 10.9.9 对任意交换环 R, 上述映射满足关系式

FV (x) = px,

V (F (x)y) = xV (y);

当 R 是 Fp-代数时, 进一步有

F ((xi)i≥0) = (xpi )i≥0,

FV (x) = V F (x) = px.

证明 对于前两条等式, 只消在
∏
n≥0R 中对 Fw 和 V w 验证相应的关系. 当 R 是 Fp-

代数时, 引理 10.9.8 蕴涵 F (x0, x1, . . .) = (xp0, x
p
1, . . .); 此时当然有 V F (x) = FV (x) =

(0, xp0, x
p
1, . . .), 证毕.

等式 FV = p 导致 F
(
im(V n+1)

)
= p im(V n), 所以 F 诱导出截断 Witt 环的同态

Wn+1(R)
F
Wn(R). 综之, 我们有三道自然映射:

Wn(R) Wn+1(R)V

F

截断

, n ∈ Z≥1.

对于完全 Fp-代数, W (·) 和 Wn(·) 的结构更为清晰.

引理 10.9.10 设 κ 为完全 Fp-代数, 则 W(κ) 成为严格 p-环, 并具有一族自然同构
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W(κ)/pn W(κ)
∼→Wn(κ), 其中 n ≥ 1. 特别地, 我们有自然同构 W(κ)/pW(κ)

∼→ κ.

证明 由于 κ 是完全 Fp-代数, 命题 10.9.9 给出 V F = p = FV 及 F W(κ) = W(κ), 故

pn W(κ) = V nFn W(κ) = V n W(κ) = ker [W(κ)→Wn(κ)] ,

因之 W(κ)/pn W(κ)
∼→Wn(κ), 特别地 W(κ)/pW(κ)

∼→ κ. 此外易见下图交换

W(κ)/pn+1 W(κ) Wn+1(κ)

W(κ)/pn W(κ) Wn(κ)

∼

∼

而W(κ)按构造可等同于 lim←−n Wn(κ). 综之, W(κ)对注记 5.5.5所谓 pW(κ)-进拓扑是
完备 Hausdorff环. 只须再说明W(κ)为 p-无挠的,这是由于 p(x0, . . .) = FV (x0, . . .) =

(0, xp0, x
p
1, . . .), 而因为 κ 是完全 Fp-代数, p(x0, . . .) = 0 ⇐⇒ ∀i xi = 0.

现在可以轻松处理本节开头所设置的问题. 以下置 p-Perf 为完全 Fp-代数所成范
畴, p-Strict 为严格 p-环所成范畴, 态射皆取为环同态. 取剩余类环 A 7→ κ := A/pA 给
出函子 r : p-Strict→ p-Perf.

定理 10.9.11 函子 κ 7→W(κ) 和 r 给出互为拟逆的范畴等价 p-Perf p-Strict
W(·)

r

.

证明 引理 10.9.10 阐明当 W(·) 确实给出函子 p-Perf→ p-Strict, 而且 r ◦W ' id. 剩
下的是给出函子的同构 W ◦r ∼→ id. 为此我们重拾本节伊始的讨论: A 为严格 p-环,
κ := r(A) 为其剩余类环, τ : κ→ A 为 Teichmüller 提升. 所求的自然同构取作

W(κ) −→ A

(xn)n≥0 7−→
∑
n≥0

τ
(
xp

−n

n

)
pn.

在关于 (10.11) 的讨论中已知这是双射. 由于 (1, 0, . . .) 7→ 1 ∈ A, 而且 A
∼→

lim←−A/p
n+1A, 只消对每个 n ≥ 0 证明合成映射 W(κ)→ A→ A/pn+1A 保持加法和乘

法即足. 以下只处理加法, 乘法情形准此可知. 由 (10.12) 推得 τ(xp
−i

i ) ≡ τ(xp
−n

i )p
n−i

(mod pn−i+1A), 其中 0 ≤ i ≤ n; 继而

τ
(
xp

−i

i

)
pi ≡ τ

(
xp

−n

i

)pn−i

pi (mod pn+1A).
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同法处置 yi. 证明目标是等同 (Si(x0, . . . , y0, . . .))i≥0 在 A/pn+1A 中的像和

n∑
i=0

τ
(
xp

−n

i

)pn−i

pi +

n∑
i=0

τ
(
yp

−n

i

)pn−i

pi mod pn+1A. (10.14)

从 W(A) 环结构的刻画可见

n∑
i=0

Si

(
τ(xp

−n

0 ), . . .
)pn−i

pi =

n∑
i=0

τ
(
xp

−n

i

)pn−i

pi +

n∑
i=0

τ
(
yp

−n

i

)pn−i

pi.

暂以 [· · · ] 记 κ 中元素在 A 中的任意原像, 应用引理 10.9.3 导出

n∑
i=0

[
Si(x

p−n

0 , . . . , yp
−n

0 , . . .)
]pn−i

pi ≡ (10.14) (mod pn+1A);

原像 [· · · ] 的选取不影响上式, 不妨就取为 τ(· · · ). 整系数蕴涵 Si(x
p−n

0 , . . . , yp
−n

0 ) =

Si(x0, . . . , y0, . . .)
p−n . 综合 τ 的乘性遂导出∑

i≥0

τ
(
Si(x0, . . . , y0, . . .)

p−i
)
pi ≡ (10.14) (mod pn+1A)

明所欲证.

作为特例, W(Fp) ' Zp, W(Fp)/pW(Fp) ' Fp. 习题将给出 W(·) 的另一种刻画.
最后回到赋值. 考虑 κ 是特征 p 的完全域 (定义 8.4.13) 的情形.

命题 10.9.12 设 κ 是特征 p 的完全域, 则 W(κ) 是完备离散赋值整环, 其分式域为
K := W(κ)[ 1p ].

证明 回忆命题 5.5.8 证明中依赖的性质 (a) — (c) 对 W(κ) 同样成立, 该处处理 Zp
的方法遂可照搬来证明 W(κ) 是以 K := W(κ)[ 1p ] 为分式域的整环, v(x) := sup{n ∈
Z : x ∈ pn W(κ)} 给出 K 的离散赋值, 它在 K◦ = W(κ) 上诱导 p-进拓扑.

现在可以应用 W(·) 来分类某些满足 e(w | v) = 1 的域扩张.

命题 10.9.13 考虑特征 p 完全域的扩张 λ|κ, 并且记 L := W(λ)[ 1p ], 则
� 自然同态 W(κ)→W(λ) 为单, 从而导出域扩张 L|K;
� 相应的赋值 w | v 满足 e(w | v) = 1.

进一步假设 n := [λ : κ] 有限, 则
� W(λ) 是秩 n 自由 W(κ)-模, 从而 [L : K] = n;
� 在同构意义下 L|K 是唯一满足 e(w | v) = 1 而剩余类域同构于 λ|κ 的有限扩张.

证明 因为 W(κ) 是离散赋值环, ker[W(κ) → W(λ)] 如非零则形如 pm W(κ), 然而
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W(λ) 是 p-无挠的, 矛盾. 构作 W(κ)[ 1p ] ↪→ W(λ)[ 1p ] 即得 L|K. 两者的值群都是由 p

的赋值生成的, 故 e(w | v) = 1.
设 λ 在 κ 上有一组基 f1, . . . , fn. 我们断言 W(λ) =

⊕n
i=1 W(κ)τ(fi). 首先, 若

有非平凡线性关系
∑
i aiτ(fi) = 0, 调整系数后可假设某一 ai /∈ pW(κ), 模 p 即得矛

盾. 其次, 对任何 x ∈W(λ) 考虑它模 p 的像, 可得 a1, . . . , an ∈W(κ) 和 x′ ∈ K◦ 使得
x−

∑
i aiτ(fi) = px′, 对 x′, . . . 重复操作并运用完备性即得 x ∈

∑n
i=1 W(κ)τ(fi).

最后固定 κ, 若有限扩张 L|K 满足 e(w | v) = 1, 则 L◦◦ = pL◦, L = L◦[ 1p ] 而且
L◦ 也是严格 p-环, L◦ ←↩ K◦; 相应的剩余类域扩张记为 λ|κ. 应用定理 10.9.11 可导出
W(κ)-代数的同构 L◦ 'W(λ).

习题

1. 非空集 X 上的全体滤子对 ⊂ 成偏序集, 极大者称为超滤; 在集合论和模型论上的应用见 [23,
§7] 和 [49, §5.4]. 证明

(i) 任何滤子 F 都包含于一个超滤;
(ii) 滤子 F 是超滤当且仅当 ∀A ⊂ X, (A ∈ F) ∨ (X ∖A ∈ F).

2. 用 §2.6 的伴随函子概念阐释命题 10.1.4.

3. 对于全序交换群 (Γ,≤), 定义其凸子群 Γ′ ⊂ Γ 为满足

0 ≤ δ ≤ γ, γ ∈ Γ′ =⇒ δ ∈ Γ′

的子群. 证明 Γ 的全体凸子群对 ⊂ 构成全序集 Σ(Γ). 提示 设若不然, 存在凸子群
H,H ′ ⊂ Γ 及正元 x ∈ H ∖H ′ 和 x′ ∈ H ′ ∖H; 无论 x′ > x 或 x′ < x 都与凸性矛盾.

4. 定义全序交换群 (Γ,≤) 的秩为 (Σ(Γ),⊂) 的序型 (见 §1.2); 若全序集 (Σ(Γ),⊂) 同构于
{0 ≤ · · · ≤ n}, 则也称 (Γ,≤) 的秩为 n. 证明若 (Γ,≤) ↪→ (R,+), 则 Γ 的秩 ≤ 1; 证明秩 0

的 Γ 必为平凡群.

5. 对非零的全序交换群 (Γ,≤), 证明以下性质等价.

(i) Γ 的秩为 1.

(ii) 对任意 ε, γ ∈ Γ 满足 ε > 0 和 γ ≥ 0 者, 存在正整数 n 使得 nε > γ.

(iii) 存在全序交换群的嵌入 Γ ↪→ R.

提示 关于 (i) ⇐⇒ (ii): 对任意正元 γ ∈ Γ 定义 Hγ := {x ∈ Γ : ∃n ∈ Z≥1 |x| ≤ nγ},
这里 |x| = max{x,−x}; 验证 Hγ 是含 γ 的最小凸子群, 继而说明 (i) 和 (ii) 皆等价于
γ > 0 =⇒ Hγ = Γ. 已知 (iii) =⇒ (ii), 重点在证明 (ii) =⇒ (iii): 假若 Γ 有极小正元 ε,
则 Γ = Zε ∼→ Z; 若无极小正元, 则照搬 Dedekind 分割的思路, 选定 ε > 0 来定义保序嵌入
Iϵ : γ 7→ supS<γ ∈ R, 其中 S<γ :=

{
m
n

: (n,m) ∈ Z≥1 × Z, nγ > mε
}

.



习题 425

6. 给定全序交换群 (Γ,≤), 在 Γ t {∞} 上定义拓扑使得 Vα := {γ : γ > α} 为其开集 (α ∈ Γ).
证明赋值 v : A→ Γ 在 A 上诱导的拓扑是使 A 成为拓扑环并使 v 连续的最粗拓扑.

7. 证明 ZJXK/(X−p) ' Zp. 提示 存在满同态 ZJXK� Zp映X 为 p. 假设
∑
i≥0 aiX

i 7→ 0,
展开等式 (X − p)(

∑
i≥0 biX

i) =
∑
i≥0 aiX

i 以证明此时有解 b0, b1, . . . ∈ Z.

8. 分类有理函数域 Fq(t) 上的绝对值, 获取与定理 10.4.6 相似的结果.

9. 证明 Artin 乘积公式:
x ∈ Q× =⇒

∏
v=∞ 或素数

|x|v = 1,

右式仅至多有限项 6= 1. 对域 Fq(t) 建立相应的结果.

10. 推广定义 10.5.1 和引理 10.5.2, 10.5.3 至多变元情形 K 〈t1, . . . , tn〉. 几何上的对应物自然
是闭多圆盘 {(t1, . . . , tn) : ∀i |ti| ≤ 1}.

11. 设交换环 R 对真理想 a 满足 R
∼→ lim←−m≥1

R/am (亦即 R 对 a-进拓扑为完备 Hausdorff
的, 见注记 5.5.5). 仿照 K 〈t〉 的办法定义

R 〈t〉 :=

∑
n≥0

ant
n ∈ RJtK : lim

n→∞
an = 0 (a−进意义下)

 .

试给出同构 R 〈t〉 ' lim←−m≥1
(R/am)[t].

12. 设 | · | 为 K 的非 Archimedes 绝对值, r ∈ R>0. 证明若 x, x′ ∈ K 满足 |x − x′| ≤ r, 则
{y : |y − x| ≤ r} = {y : |y − x′| ≤ r}.

13. 证明 §10.5 中的 V 型点给出 K 〈t〉 的秩 2 赋值.

14. 证明整环 R 为离散赋值环当且仅当 R 是局部主理想环, 但不是域. 试描述相应的离散赋值.

15. 以 Newton 折线和定理 10.8.3 重新证明 Eisenstein 判准 (定理 5.7.17) 在 Zp 上的情形.

16. 证明 p-进数域 Qp 满足 Aut(Qp) = {id}. 提示 须证自同态保持赋值 vp. 以 Hensel 引
理说明 a ∈ Z×

p 当且仅当对每个与 p(p− 1) 互素之 m, 存在 x ∈ Zp 满足 Xm = a.

17. 设 L|K 为纯不可分扩张, 证明 K 上秩 1 赋值 v 有唯一的延拓到 L.

18. 举例说明推论 10.7.8 在不可分情形可以有严格不等式.

19. 令 p 为素数, a ∈ Z×
p , 记它在 Zp/pZp = Fp 中的像为 ā. 利用定理 10.8.4 证明以下结果:

(i) 当 p > 2 时, X2 = a 在 Zp 中有解当且仅当 X2 = ā 在 Fp 中有解;

(ii) 当 p = 2 时, X2 = a 在 Zp 中有解当且仅当 a ≡ 1 (mod 8);

(iii) 进一步探讨当 a ∈ Qp 时 X2 = a 在 Qp 中有解的充要条件.

20. 证明 |Qp| = |Zp| = 2ℵ0 . 提示 运用 Witt 向量和推论 1.4.9.

21. 证明 Qp 的代数闭包作为域同构于 C. 提示 运用推论 8.8.8.

22. 以 p-Ring表示 p-环范畴,取剩余类环给出函子 p-Ring r
p-Perf. 证明 p-Perf W

p-Strict ⊂
p-Ring 是 r 的左伴随函子.
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Ab-范畴, 89
a-进拓扑, 176
Artin–Schreier 理论, 360

B
伴随等价 (adjoint equivalence), 40, 56
伴随对 (adjunction pair), 51, 70, 95
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合成, 55

半直积 (semidirect product), 110
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本原元素 (primitive element), 321
Berkovich 空间, 400
辫结构 (braiding), 82
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辫群 (braid group), 85
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Burali-Forti 佯谬, 17
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初等因子定理 (Theorem of elementary
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除环 (division ring), 161
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D
代数 (algebra), 262

ϵ-交换, 277
平展 (étale), 332
分次 (graded), 275
可对角化 (diagonalizable), 332
可除代数 (division algebra), 262
完全, 320, 414
矩阵, 264

代数闭包 (algebraic closure), 310
代数无关 (algebraically independent), 328
代数元 (algebraic element), 267
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单位根 (root of unity), 352

本原 (primitive), 352
单位群 (unit group), 101
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对称多项式 (symmetric polynomial), 193

幂和 (power-sum), 196
初等 (elementary), 194

对称群 (symmetric group), 102, 138
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Grothendieck 群, 108
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Heisenberg 群, 129
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Hilbert 基定理 (Hilbert’s Basis Theorem), 248
Hilbert 第 90 定理, 363
环 (ring), 156

Artin/Noether, 246
局部 (local), 254, 400
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解析几何, 398
集合论, 12
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强不可达 (strongly inaccessible), 25
正则基数 (regular cardinal), 23

迹 (trace), 295, 323
迹型式 (trace form), 297

极小多项式 (minimal polynomial), 268
Jordan–Hölder 定理, 124
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绝对值 (absolute value), 389

K
κ-等势同构 (κ-categoricity), 330
可分闭包 (separable closure), 320
可解群 (solvable group), 125, 141
可逆元 (invertible element), 101
可数集 (countable set), 21
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Krull 拓扑, 342
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Kummer 理论, 360

L
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链 (chain), 15
良定 (well-defined), 6
良序集 (well-ordered set), 15
零因子 (zero divisor), 161
六角形公理, 82
理想 (ideal), 158
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Lüroth 定理, 336
滤过范畴 (filtered category), 61
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滤子 (filter), 378
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M
MacLane 五角形公理, 75
MacLane 融贯定理 (MacLane’s Coherence

Theorem), 80
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幂零 (nilpotent), 254
幂零群 (nilpotent group), 125
米田引理 (Yoneda’s Lemma), 49
模 (module), 202

Artin/Noether, 246
不可分解 (indecomposable), 253
平坦 (flat), 242
分次 (graded), 275
半单 (semisimple), 251
单 (simple), 203
投射/内射 (projective/injective), 242
无挠 (torsion-free), 207
有限长度 (finite length), 249
自由模 (free module), 210

Möbius 函数, 170
Möbius 反演 (Möbius inversion), 170
模型论 (model theory), 11, 164, 330, 375

N
挠子 (torsor), 116
内 Hom (internal Hom), 225
Newton 公式, 196
Newton 折线 (Newton polygon), 409
拟阵 (matroid), 216, 330

P
判别式 (discriminant), 196, 297
陪集 (coset), 103
偏序集 (partially ordered set/poset), 15

局部有限, 169
平衡积 (balanced product), 218
Plücker 嵌入, 290
pro-有限群 (pro-finite group), 147
p-准素部分 (p-primary part), 231
p-无挠 (p-torsion free), 417
p-群, 117
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p-进数 (p-adic numbers), 382

Q
齐次元 (homogeneous element), 275
齐性空间 (homogeneous space), 116
全序集 (totally ordered set), 15
全序交换群 (totally ordered abelian group),

384
群 (group), 101

单 (simple), 102
指数 (exponent), 235, 358
自由群 (free group), 130
阶 (order), 101, 102

群环, 群代数 (group ring, group algebra), 181
群扩张 (group extension), 113
群展示 (group presentation), 136
群作用 (group action), 114

传递 (transitive), 116
忠实 (faithful), 116

R
融合积 (amalgamated product), 132
Russell 佯谬, 12

S
Schur 引理, 250
商 (quotient), 14, 106, 159, 205, 262
上界 (upper bound), 上确界 (supremum), 15
上同调 (cohomology), 237
剩余次数 (residue degree), 402
剩余类域 (residue class field), 387
蛇形引理 (Snake Lemma), 240
首一多项式 (monic polynomial), 182
双积 (biproduct), 90
双模 (bimodule), 217, 272
数域 (number field), 304
四元数 (quaternion), 164
缩并 (contraction), 290
素元 (prime element), 186
素子域 (prime subfield), 161, 304
Sylow p-子群, 119

T
态射 (morphism), 30

单态射 (monomorphism), 33
恒等态射, 30
满态射 (epimorphism), 33
逆 (inverse), 33

零态射 (zero morphism), 45
Tate 上同调 (Tate cohomology), 359
Tate 模, 148
Teichmüller 提升, 415
特征 (characteristic), 161, 304
同调 (homology), 237
同构 (isomorphism), 31, 104, 204, 262
同态 (homomorphism), 104, 156, 204, 262
投射极限 (projective limit), 59
推出 (pushout), 43, 68
拓扑范畴, 89
拓扑环, 拓扑域, 拓扑模, 176, 379
拓扑群 (topological group), 145, 379

U
U-范畴, U-小范畴, 32
U-集, 24

W
外代数 (exterior algebra), 283
完备化 (completion), 147, 176, 380
忘却函子 (forgetful functor), 36, 226
Wedderburn 小定理, 162
唯一分解环 (unique factorization domain),

186
稳定化子 (stabilizer), 115
Witt 向量, 417
Witt 环, 418

X
下界 (lower bound), 下确界 (infimum), 15
相反环 (opposite ring), 156
向量空间 (vector space), 214

维度 (dimension), 216
纤维积 (fibered product), 68
纤维余积 (fibered coproduct), 68
线性无交 (linearly disjoint), 331
形式幂级数环 (ring of formal power series),

183
选择公理 (axiom of choice), 13
循环 (cycle), 138
循环群 (cyclic group), 102, 108
序数 (ordinal), 16

极限序数 (limit ordinal), 17

Y
严格 p-环 (strict p-ring), 414
幺半范畴 (monoidal category), 74
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严格幺半范畴 (strict monoidal category),
80

幺半子范畴 (monoidal subcategory), 75
对称幺半范畴 (symmetric monoidal

category), 83
幺半函子 (monoidal functor), 78

左松/右松 (left-lax/right-lax), 79
辫 (braided), 83

幺半群 (monoid), 101
子幺半群, 101
自由幺半群 (free monoid), 130

幺半群环, 180
幺元 (unit), 100, 156
杨–Baxter 方程, 84, 96
有理函数域 (field of rational functions), 181
Young 图 (Young diagram), 193, 234
有限生成 (finitely generated), 136, 211
有限展示 (finitely presented), 136
域 (field), 161

代数闭 (algebraically closed), 310
完全 (perfect), 320
局部 (local), 396
整体 (global), 396
有限 (finite), 347

元数学 (metamathematics), 14
预层 (presheaf), 48
余等化子 (coequalizer), 65, 209
余积 (coproduct), 64
域扩张 (field extension), 303

Galois, 338
不可分次数 (inseparable degree), 319
代数, 304
单扩张, 304
可分 (separable), 319
可分次数 (separable degree), 318
可解 (solvable), 365
塔 (tower), 305
复合 (compositum), 305
嵌入 (embedding), 304
有限, 304
次数 (degree), 304
正规 (normal), 314
特出 (distinguished), 307
纯不可分 (purely inseparable), 326
超越次数 (transcendence degree), 330

预序集 (pre-ordered set), 15
宇宙 (universe), 24

Z
Zermelo 良序定理, 19
张量代数 (tensor algebra), 281
张量范畴 (tensor category), 74
张量积 (tensor product), 218

伴随性, 225
代数, 270

整闭 (integrally closed), 190
正规闭包 (normal closure), 316
正规基定理 (Normal Basis Theorem), 357
正规列 (normal series), 121
正规子群 (normal subgroup), 102
正合列 (exact sequence), 112, 236

短, 238
整环 (integral domain), 161
整元 (integral element), 266
真类 (proper class), 13
秩 (rank), 214
直和 (direct sum), 208
中国剩余定理 (Chinese Remainder Theorem),

174
中间域 (intermediate field), 304
中心 (center), 44, 104, 160
中心列 (central series), 121
主理想环 (principal ideal domain), 166
子范畴 (subcategory), 31

全子范畴 (full subcategory), 31
直积 (direct product), 110
子模 (submodule), 203
子群 (subgroup), 102
自然, 37
自然变换 (natural transformation), 37

幺半情形, 79
充实情形, 88
合成, 37

子商 (subquotient), 121
自同构 (automorphism), 104

内自同构 (inner automorphism), 105
外自同构 (outer automorphism), 152

自同态 (endomorphism), 104
自同态环, 157
自由积 (free product), 135
Zorn 引理, 19
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