
时间: 2016年 1月 22日 14:00–16:00
总分: 100分

符号: 集合 𝐸的元素个数表作 |𝐸|,群 𝐺的中心记为 𝑍(𝐺),域 𝐹 的特征记为 char(𝐹).
1. (20分)设 𝑓 ∈ ℚ[𝑋]是奇数次不可约多项式, 𝛼, 𝛽 ∈ ℂ为 𝑓 的相异根,证明 𝛼 + 𝛽不
属于ℚ.
�解答. 设 𝑐 ∶= 𝛼 + 𝛽 ∈ ℚ,则 𝑓 (𝑋)和 𝑔(𝑋) ∶= −𝑓 (𝑐 − 𝑋)都是首一不可约有理多项式,
并且有公共根 𝛼. 因而 𝑓 = 𝑔. 所以 𝜏 ∶ 𝑥 ↦ 𝑐 − 𝑥是从 {𝑥 ∈ ℂ ∶ 𝑓 (𝑥) = 0}到自身的双射,
𝜏2 = id,但 𝜏不可能有不动点,这与 𝑓 有奇数个根矛盾.

2. (20分)基于有限域的理论,说明代数闭域必有无穷多个元素.
�解答. 已知对每个有限域 𝔽𝑞和每个 𝑛 ≥ 1,域 𝔽𝑞都有 𝑛次扩张 𝔽𝑞𝑛 .

3. (20分)证明 𝑋3 − 3𝑋 + 3 ∈ ℚ[𝑋]不可约并确定其 Galois群.
�解答. 代入 𝑋 = ±1, ±3知其无有理根,故不可约. 由微积分知其局部极值在 𝑋 = ±1,分
别为 1和 5,因此恰有一实根. 从而 Galois群是 𝑆3中含一个对换 (复共轭)而且阶数≥ 3的子
群,故为 𝑆3.

4. (20分)定义 𝑄8为 8阶群 {±1, ±𝑖, ±𝑗, ±𝑘} (即课本里的四元数群),其乘法由

±1 ∈ 𝑍(𝑄8), 𝑖2 = 𝑗2 = 𝑘2 = −1,
𝑖𝑗 = 𝑘 = −𝑗𝑖, 𝑗𝑘 = 𝑖 = −𝑘𝑗, 𝑘𝑖 = 𝑗 = −𝑖𝑘

所确定.

(i) 建立 𝑄8的复不可约表示的特征标表: 其中有 4个一维表示, 1个二维不可约表示Φ(5).
(ii) 说明 𝑄8在ℝ上有一个 4维不可约表示,当系数扩张到 ℂ后它同构于Φ(5) ⊕ Φ(5).

�解答. 参看 [BAIII, p.107]: 首先确定 𝑄8的五个共轭类为

1, −1, ±𝑖, ±𝑗, ±𝑘.
由 𝑄8/ ± 1 ≃ (ℤ/2ℤ)2 构造 4 个复一维表示, 相应的特征标记为 𝜒1, 𝜒2, 𝜒3, 𝜒4; 由
|𝑄8| = 4 ⋅ 12 + 22可知还剩下一个 2维不可约表示Φ(5),其特征表记为 𝜒5. 适当排列后有

1 −1 ±𝑖 ±𝑗 ±𝑘
𝜒1 1 1 1 1 1
𝜒2 1 1 −1 −1 1
𝜒3 1 1 −1 1 −1
𝜒4 1 1 1 −1 −1
𝜒5 2 −2 0 0 0

其中最后一行可用特征标的第二正交关系计算: 𝜒5(1) = dim Φ(5) = 2已知,而

∀𝑔 ∈ 𝑄8,
5

∑
𝑖=1

𝜒𝑖(𝑔)𝜒𝑖(1) =
⎧{
⎨{⎩

0, 𝑔 ≠ 1
|𝐺|, 𝑔 = 1.

现在考虑实表示: 令ℍ表 Hamilton的四元数代数. 𝑄8 是群ℍ× ∶= ℍ ∖ {0}的乘法子群,故
以左乘作用在 ℍ ≃ ℝ4 上,由此给出 ℝ上的 4维表示. 因为 ±1, ±𝑖, ±𝑗, ±𝑘线性地张出 ℍ,
故此表示不可约 (∵𝑣 ∈ ℍ ∖ {0} ⟹ ℍ𝑣 = ℍ). 容易计算此表示的特征标为 𝜒(±1) = ±4,
𝑔 ≠ ±1 ⟹ 𝜒(𝑔) = 0. 比较上表可知 𝜒 = 2𝜒5.
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5. (20分)设 𝐺为有限群,而域 𝕜满足 char(𝕜) ∤ |𝐺|. 证明若群代数 𝕜𝐺同构于可除 𝕜-代数的
直积 𝐷1 × ⋯ × 𝐷𝑛,则任何子群𝐻 ≤ 𝐺都是正规子群.
�解答. 首先验证 𝑒 ∶= |𝐻|−1 ∑ℎ∈𝐻 ℎ ∈ 𝕜𝐺满足 𝑒2 = 𝑒:

𝑒2 = |𝐻|−2 ∑
ℎ,𝑘∈𝐻

ℎ𝑘 = |𝐻|−2 ∑
ℎ∈𝐻

∑
(𝑥,𝑦)∈𝐻2

𝑥𝑦=ℎ

ℎ

= |𝐻|−2|𝐻| ∑
ℎ∈𝐻

ℎ = 𝑒.

在 𝐷1 × ⋯ × 𝐷𝑛 中逐分量地考虑 𝑒(𝑒 − 1) = 0可知 𝑒 ∈ 𝑍(𝕜𝐺) (因为在任何环中 0, 1都是
中心元). 再从 ∀𝑔 ∈ 𝐺, 𝑔𝑒 = 𝑒𝑔证明 𝐻 ◁ 𝐺.
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