
时间: 2015年 11月 10日 08:00–09:40
总分: 100分

符号: 集合 𝐸 的元素个数表作 |𝐸|. 以 ⟨𝑔⟩ 表群中元素 𝑔 生成的循环子群, 记 𝑔 的阶数为
ord(𝑔) = |⟨𝑔⟩|. 环皆含 1;环 𝐴的全体乘法可逆元记作 𝐴×,它对乘法成群.

1. (10分)设 𝐺为有限群, 𝑝为素数, 𝑃 ≤ 𝐺为 Sylow 𝑝-子群. 定义 𝑁𝐺(𝑃) ∶= {𝑔 ∈ 𝐺 ∶
𝑔𝑃𝑔−1 = 𝑃}. 证明 𝑁𝐺(𝑃) ◁ 𝐺 ⟺ 𝑃 ◁ 𝐺.
� 解答. ( ⟹ ): 𝑃 ◁ 𝑁𝐺(𝑃) 故 𝑃 是 𝑁𝐺(𝑃) 唯一的 Sylow 𝑝-子群, 因此 𝑔𝑁𝐺(𝑃)𝑔−1 =
𝑁𝐺(𝑃)蕴涵 𝑔𝑃𝑔−1 = 𝑃.

( ⟸ ): 𝑔𝑁𝐺(𝑃)𝑔−1 = 𝑁𝐺(𝑔𝑃𝑔−1).

2. (20分)设 𝑝, 𝑞为相异素数,证明阶数为 𝑝2𝑞的群 𝐺必有正规的 Sylow 𝑝-或 𝑞-子群.
�解答. 当 𝑝 > 𝑞时, Sylow 𝑝-子群的个数 ≡ 1 mod 𝑝,而此个数又要整除 𝑞 < 𝑝,故恰有一
个. 当 𝑝 < 𝑞时,同理可知 Sylow 𝑞-子群个数整除 𝑝2,同样论证可排除 𝑝个的情形,如恰有一
个则满足正规性. 若有 𝑝2个 Sylow 𝑞-子群,任取 Sylow 𝑝-子群 𝑃,因为不同 𝑞-子群的交为 {1}
故 |{𝑔 ∈ 𝐺 ∶ ord(𝑔) = 𝑞}| = 𝑝2(𝑞 − 1) = |𝐺| − |𝑃|,数数儿可知 𝑃是唯一的 Sylow 𝑝-子群.

3. (20分)设群 𝐺由元素 𝑎, 𝑏生成, ord(𝑎) = ord(𝑏) = ∞.

(i) 若 𝐺左作用在集合Ω上,并且存在非空子集 𝐴, 𝐵 ⊂ Ω使得
• 𝐵不包含于 𝐴,
• 对任意𝑚, 𝑛 ∈ ℤ ∖ {0}都有 𝑎𝑚𝐵 ⊂ 𝐴, 𝑏𝑛𝐴 ⊂ 𝐵,
证明 𝐺同构于秩 2的自由群 𝐹2,其中 𝑎, 𝑏对应到 𝐹2的标准生成元.

(ii) 此结果或其推广俗称乒乓引理,为什么?

�解答. 要证明的是若字

𝑤 = ⋯ 𝑎𝑛𝑖𝑏𝑚𝑖+1𝑎𝑛𝑖+2𝑏𝑚𝑖+3 ⋯⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑘项

, 𝑛𝑖, 𝑚𝑗 ∈ ℤ ∖ {0}

在 𝐺中为单位元,则 𝑤是空字 (即 𝑘 = 0). 设 𝑘 ≥ 1,当 𝑤形如 𝑎𝑛1𝑏𝑚2 ⋯ 𝑎𝑛𝑘 时应用题目条
件可知

𝑤 ∶ 𝐵 𝑎𝑛𝑘−−→ 𝐴 𝑏𝑚𝑘−1−−−→ 𝐵 → ⋯ 𝑎𝑛1−−→ 𝐴
故 𝑤在Ω上作用非平凡, 𝑤 ≠ 1. 对于剩下情形:

• 𝑤 = 𝑏𝑚1 ⋯ 𝑏𝑚𝑘 : 取共轭 𝑎𝑤𝑎−1化约到前述情形;
• 𝑤 = 𝑎𝑛1 ⋯ 𝑏𝑚𝑘 : 取共轭 𝑎𝑛0𝑤𝑎−𝑛0 ,其中 𝑛0 ≠ −𝑛1, 0;
• 𝑤 = 𝑏𝑚1 ⋯ 𝑎𝑛𝑘 : 取逆化约到前一情形.

4. (15分)群 GL(2, ℝ)以矩阵乘法左作用于ℝ2 = {( 𝑥
𝑦 ) ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ}. 令

𝑎 = (1 2
0 1) , 𝑏 = (1 0

2 1) .

用上题结果证明 𝑎, 𝑏 ∈ GL(2, ℝ)生成的子群同构于秩 2自由群 𝐹2.
�解答. 取Ω = ℝ2及其子集 𝐴 = {|𝑥| > |𝑦|}, 𝐵 = {|𝑥| < |𝑦|}. 直接验证条件.
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5. (20 分) 定义 𝒞([0, 1]) 为全体连续函数 𝑓 ∶ [0, 1] → ℝ, 它具有交换环的结构: 置
(𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝑓 (𝑥) + 𝑔(𝑥), (𝑓 𝑔)(𝑥) = 𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥),乘法单位元是常值函数 1.

(i) 证明𝒞([0, 1])×由处处非零的连续函数组成.
(ii) 对每个 𝑥 ∈ [0, 1]定义 𝔪𝑥 ∶= {𝑓 ∈ 𝒞([0, 1]) ∶ 𝑓 (𝑥) = 0},说明 𝔪𝑥 是极大理
想.

(iii) 证明对每个极大理想𝔪 ⊂ 𝒞([0, 1])都存在 𝑥使得𝔪 = 𝔪𝑥.

�解答. 对每个 𝑥定义环同态 ev𝑥 ∶ 𝑓 ↦ 𝑓 (𝑥). 第一个部分是简单的,第二部分是因为

𝔪𝑥 = Ker (ev𝑥 ∶ 𝒞([0, 1]) ↠ ℝ) .

以下讨论第三部分. 我们承认数学分析中关于 [0, 1]的几个性质,以下的 “开集”不妨理解为
[0, 1]中形如 [0, 𝑏), (𝑎, 𝑏)或 (𝑎, 1]的子区间:

• 如 [0, 1]由是一族开集的并,则它是其中有限多个开集的并;
• 若 𝑓 ∈ 𝒞([0, 1])满足 𝑓 (𝑥) ≠ 0,则 𝑓 在某个包含 𝑥的开集上非零.

假定对每个 𝑥 ∈ [0, 1]都存在 𝑓𝑥 ∈ 𝔪使得 𝑓 (𝑥) ≠ 0;取开集𝒰𝑥 ∋ 𝑥使得 𝑓𝑥在其上恒非零.
拣择有限多个 𝑥1, … , 𝑥𝑛使得⋃𝑛

𝑖=1 𝒰𝑥𝑖 = [0, 1],则

𝑓 ∶=
𝑛

∑
𝑖=1

𝑓 2
𝑥𝑖 ∈ 𝔪�

并且对每个点 𝑥都存在 𝑖 = 𝑖(𝑥)使得 𝑥 ∈ 𝒰𝑥𝑖 而 𝑓 (𝑥) ≥ 𝑓𝑥𝑖(𝑥)2 > 0,故 𝑓 可逆.

6. (15分)定义ℝ的子环 ℤ[√2] ∶= {𝑎 + 𝑏√2 ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ}.

(i) 验证 𝜏 ∶ 𝑎 + 𝑏√2 ↦ 𝑎 − 𝑏√2是环 ℤ[√2]的自同构,并验证函数

𝑁 ∶ ℤ[√2] ⟶ ℤ
𝑥 ⟼ 𝑥𝜏(𝑥)

满足于

𝑁(𝑥𝑦) = 𝑁(𝑥)𝑁(𝑦), 𝑁(1) = 1, ℤ[√2]× = {𝑥 ∶ 𝑁(𝑥) = ±1} .

(ii) 证明存在足够小的 𝛿 > 0使得对每个 𝑥 ∈ ℤ[√2]都有

𝑥 = ±1 ⟺ ∣|𝑥| − 1∣ < 𝛿 而且 ∣|𝜏(𝑥)| − 1∣ < 𝛿.

(iii) 证明存在 𝜀 ∈ ℤ[√2]×使得 ℤ[√2]× = {±1} × ⟨𝜀⟩.

�解答. (i)无非是定义的操演. 对于 (ii),令 𝑥 = 𝑎 + 𝑏√2,线性方程组

𝑎 + 𝑏√2 = 𝑢
𝑎 − 𝑏√2 = 𝑣
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在ℝ2中有唯一解

𝑎 = 𝑢 + 𝑣
2

𝑏 = 𝑢 − 𝑣
2√2

.

当 (𝑢, 𝑣)充分接近 (以 𝛿描述) ±(1, 1)或±(1, −1)时, (𝑎, 𝑏)随之接近 (±1, 0)或 (0, 1
2);由

ℤ2在ℝ2中离散可知仅当 (𝑢, 𝑣) = ±(1, 1)时才可能有 𝑥 ∈ ℤ[√2].
对于 (iii),考虑群同态

𝐿 ∶ ℤ[√2]× ⟶ ℝ2,
𝑥 ⟼ (log |𝑥|, log |𝜏(𝑥)|).

由 (ii)知核 ker(𝐿) = ±1,像 im(𝐿)则是 {(𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2 ∶ 𝑎 + 𝑏 = 0}的离散子群. 既然 ℝ的
离散子群必≃ ℤ或 {0},可取 𝜀使得 𝐿(𝜀)生成 im(𝐿);当 im(𝐿) = {0}时取 𝜀 = 1 (实则能证
明这种情形不会发生). 易见 {±1} ⋅ ⟨𝜀⟩ = ℤ[√2]×而且 {±1} ∩ ⟨𝜀⟩ = {1},于是得到直积.
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