
时间: 2017年 1月 4日 13:30–15:30
总分: 100分

处理级数和无穷乘积时不必另证收敛和全纯等性质. 讲义和课堂的结果可以直接
使用.

1. (30分)设𝑁0 ∈ ℤ≥1. 证明存在 𝛼 ∈ GL(2, ℚ)+和𝑁 ∈ ℤ≥1使得

𝑓 ∈ 𝑀𝑘(Γ(𝑁0)) ⟹ 𝑓 |𝑘 𝛼 ∈ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁)).

�解答. 课堂上已经说明 𝑓 ↦ 𝑓 |𝑘 𝛼 给出同态𝑀𝑘(Γ(𝑁0)) ∼→ 𝑀𝑘(𝛼−1Γ0(𝑁)𝛼). 为
了得到𝑀𝑘(𝛼−1Γ0(𝑁)𝛼) ⊂ 𝑀𝑘(Γ1(𝑁)),取 𝛼, 𝑁 使得 Γ1(𝑁) ⊂ 𝛼−1Γ(𝑁0)𝛼 即可;这里无
须再检验 Γ1(𝑁)的尖点处的全纯性,因为 𝛼−1Γ(𝑁0)𝛼和任意同余子群皆可公度. 取
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⎛
⎜
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⎟
⎠
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那么对所有 𝛾 = ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ∈ Γ1(𝑁),
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⎛
⎜
⎜
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⎟
⎠

∈ Γ(𝑁0).

2. (30 分) 令 Γ 为 SL(2, ℤ) 的同余子群, 𝑓 ∈ 𝑀2(Γ). 证明当 𝜂 ∈ ℋ 是 Γ 的椭圆点时
𝑓(𝜂) = 0.
�解答. 模型式的性质表明 𝑓(𝜏) d𝜏 是 ℋ 上对 Γ作用不变的全纯微分形式. 设 𝜂
是椭圆点. 在 𝜂 附近可用一个线性分式变换来取局部坐标 𝑧使得 𝑧(𝜂) = 0, 而已知
StabΓ(𝜏) 在坐标 𝑧 下的作用由一个旋转变换 𝑧 ↦ 𝛼𝑧 生成, |𝛼| = 1 而 𝛼 ≠ 1. 因为
d(𝛼𝑧) = 𝛼 d𝑧,对之不变的微分形式在 𝑧 = 0处必取零值.

3. (30分)设 𝑘 > 2为偶数, 𝑞 ∶= 𝑒2𝜋𝑖𝜏 . 考虑 Eisenstein级数及其 𝐿-函数

𝒢𝑘(𝜏) ∶= −𝐵𝑘
2𝑘 + ∑

𝑛≥1
𝜎𝑘−1(𝑛)𝑞𝑛 ∈ 𝑀𝑘(SL(2, ℤ)), 𝜏 ∈ ℋ ,

𝐿(𝑠, 𝒢𝑘) ∶= ∑
𝑛≥1

𝜎𝑘−1(𝑛)
𝑛𝑠 , ℜ(𝑠) ≫ 0,

此处 𝜎𝑘−1(𝑛) ∶= ∑𝑑∣𝑛 𝑑𝑘−1. 试用 Riemann 𝜁 -函数来表示 𝐿(𝑠, 𝒢𝑘).

�解答. 因为 ℤ≥1 上的函数 𝜎𝑘−1 是 𝑛 ↦ 𝑛𝑘−1 和常值函数 1的卷积, 根据卷积与
Dirichlet级数乘法的对应可得

𝐿(𝑠, 𝒢𝑘) = ∑
𝑛≥1

𝑛𝑘−1−𝑠 ⋅ ∑
𝑛≥1

𝑛−𝑠 = 𝜁(𝑠 − 𝑘 + 1)𝜁(𝑠).
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4. (10分)对 (𝑧, 𝜏) ∈ ℂ × ℋ 定义 𝑞 ∶= 𝑒𝜋𝑖𝜏 , 𝜂 ∶= 𝑒2𝜋𝑖𝑧和

𝜗(𝑧; 𝜏) ∶= ∑
𝑛∈ℤ

𝑞𝑛2𝜂𝑛,

𝑃 (𝑧; 𝜏) ∶= ∏
𝑛≥1

(1 + 𝑞2𝑛−1𝜂) (1 + 𝑞2𝑛−1𝜂−1) .

定义 ℂ中的格 Λ𝜏 ∶= ℤ ⊕ ℤ𝜏.

(a) 证明 𝜗(𝑧 + 𝜏; 𝜏) = (𝑞𝜂)−1𝜗(𝑧; 𝜏), 𝑃 (𝑧 + 𝜏; 𝜏) = (𝑞𝜂)−1𝑃 (𝑧; 𝜏), 从而说明 𝑧 ↦
𝜗(𝑧; 𝜏)/𝑃 (𝑧; 𝜏)是以 Λ𝜏 为周期格的椭圆函数.

(b) 固定 𝜏,证明 𝑧 ↦ 𝑃 (𝑧; 𝜏)的零点集是 𝑧 = 1
2 + 𝜏

2 + Λ𝜏 . 证明它们也是 𝜗(𝑧; 𝜏)的零
点,而 𝜗(𝑧; 𝜏)/𝑃 (𝑧; 𝜏)只和 𝑞相关,记作 𝜙(𝑞).

(c) 证明

𝜗 (
1
2; 4𝜏) = 𝜗 (

1
4; 𝜏) ,

𝑃 (
1
2; 4𝜏) = 𝑃 (

1
4; 𝜏) ⋅ ∏

𝑛≥1
(1 − 𝑞4𝑛−2) (1 − 𝑞8𝑛−4) ,

lim
𝑞→0

𝜙(𝑞) = 1.

(d) 由上式证明 𝜙(𝑞) = ∏𝑛≥1(1 − 𝑞2𝑛), 并代入 (𝑧; 𝜏) ⇝ (−𝜏
4 + 1

2, 3𝜏
2 ) (相应地

(𝑞, 𝜂)⇝ (𝑞3/2, −𝑞−1/2))以导出 Jacobi三重积公式

∑
𝑛∈ℤ

(−1)𝑛𝑞 3𝑛2+𝑛
2 = ∏

𝑛≥1
(1 − 𝑞𝑛).

注: 这也给出了 Dedekind 𝜂函数的展开式.

�解答.

(a) 代 𝑧⇝ 𝑧 + 𝜏 相当于代 𝜂 ⇝ 𝑞2𝜂. 所以

𝜗(𝑧 + 𝜏; 𝜏) = ∑𝑛
𝑞𝑛2+2𝑛𝜂𝑛 = 𝑞−1𝜂−1

∑𝑛
𝑞(𝑛+1)2𝜂𝑛+1,

𝑃 (𝑧 + 𝜏; 𝜏) = ∏
𝑛≥1

(1 + 𝑞2𝑛+1𝜂)(1 + 𝑞2𝑛−3𝜂−1)

= 𝑃 (𝑧; 𝜏)(1 + 𝑞𝜂)−1(1 + 𝑞−1𝜂−1).

(b) 显然 1 + 𝑞2𝑛−1𝜂±1 = 0当且仅当 𝜂±1 = −𝑞2𝑛−1,后者等价于

±2𝜋𝑖𝑧 ≡ 𝜋𝑖(2𝑛 − 1)𝜏 + 𝜋𝑖 (mod 2𝜋𝑖ℤ), 即

±𝑧 ≡ 𝑛𝜏 + −𝜏 + 1
2 = (𝑛 − 1)𝜏 + 𝜏 + 1

2 (mod ℤ).
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当 𝑛 ∈ ℤ≥1变动,因为

− (
𝜏 + 1

2 ) − ℤ − ℤ≥0𝜏 = 𝜏 + 1
2 + ℤ + ℤ<0𝜏,

这表明 𝑃 (𝑧; 𝜏)的零点集恰为 1+𝜏
2 + Λ𝜏 . 由于 𝑧 ↦ 𝜂 的导数处处非零,上述零点

都是一阶的. 因全纯椭圆函数必为常数之故,根据 (a),仅须再验证 𝜗(1+𝜏
2 ; 𝜏) = 0

即可. 代入级数后得到

𝜗 (
1 + 𝜏

2 ; 𝜏) = ∑
𝑛∈ℤ

(−1)𝑛𝑞𝑛2+𝑛,

右式对项的重排 𝑛⇝ −𝑛 − 1变号,故为零.
(c) 按定义

𝜗 (
1
4; 𝜏) = ∑

𝑛∈ℤ
𝑖𝑛𝑞𝑛2 ,

考虑 𝑛 ↔ −𝑛可知奇数项相消,偶数项给出∑𝑛(−1)𝑛𝑞4𝑛2
,即 𝜗 (1

2 ; 4𝜏). 类似地,

𝑃 (
1
2; 4𝜏) = ∏

𝑛≥1
(1 − 𝑞4(2𝑛−1)) (1 − 𝑞4(2𝑛−1))

= ∏
𝑛≥1

(1 − 𝑞8𝑛−4)2 ,

𝑃 (
1
4; 𝜏) = ∏

𝑛≥1
(1 + 𝑖𝑞2𝑛−1) (1 − 𝑖𝑞2𝑛−1)

= ∏
𝑛≥1

(1 + 𝑞4𝑛−2);

由此见 𝑃 (1/4; 𝜏) ∏𝑛≥1(1 − 𝑞4𝑛−2)(1 − 𝑞8𝑛−4)等于 𝑃 (1/2; 4𝜏). 最后,固定 𝜂 ≠ 0,当
𝑞 → 0时 𝜗, 𝑃 都趋近于 1,故 𝜙(𝑞) → 1.

(d) 上一步表明
𝜙(𝑞) = ∏

𝑛≥1
(1 − 𝑞4𝑛−2)(1 − 𝑞8𝑛−4)𝜙(𝑞4).

反复应用上式,归纳得出

𝜙(𝑞) =
2𝑘

∏
ℎ=1

∏
𝑛≥1

(1 − 𝑞2ℎ+1𝑛−2ℎ
) ⋅ 𝜙 (𝑞22𝑘

) , 𝑘 ≥ 1.

展开 𝜙(𝑞) = 1 + ∑𝑚≥1 𝑐𝑚𝑞𝑚. 因为所有正偶数 2𝑟都能唯一表作 2𝑟 = 2ℎ(2𝑛 − 1) =
2ℎ+1𝑛 − 2ℎ,其中 ℎ, 𝑛 ≥ 1,上式表明在幂级数环中

1 + ∑
𝑚≥1

𝑐𝑚𝑞𝑚 ≡
2𝑘

∏
ℎ=1

∏
𝑛≥1

(1 − 𝑞2ℎ+1𝑛−2ℎ
) (mod 𝑞22𝑘)

≡ ∏
ℎ,𝑛≥1

(1 − 𝑞2ℎ+1𝑛−2ℎ
) = ∏

𝑟≥1
(1 − 𝑞2𝑟) (mod 𝑞22𝑘).
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因为 𝑘是任意的, 𝜙(𝑞) = ∏𝑟≥1(1 − 𝑞2𝑟). 代回 𝜙的定义便得到三重积

∑
𝑛∈ℤ

𝑞𝑛2𝜂𝑛 = ∏
𝑛≥1

(1 − 𝑞2𝑛) (1 + 𝑞2𝑛−1𝜂) (1 + 𝑞2𝑛−1𝜂−1) .

按题设代入 (𝑞, 𝜂)⇝ (𝑞3/2, −𝑞−1/2),即所求之

∑
𝑛∈ℤ

(−1)𝑛𝑞(3𝑛2+𝑛)/2 = ∏
𝑛≥1

(1 − 𝑞3𝑛)(1 − 𝑞3𝑛−2)(1 − 𝑞3𝑛−1)

= ∏
𝑛≥1

(1 − 𝑞𝑛).
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