
(A卷)

时间: 2018年 1⽉ 23⽇ 14:00–16:00
总分: 100分

注记: 题⽬中的群表⽰都作⽤在有限维复向量空间上. 域扩张写作如 𝐸/𝐹 的形式.

1. (15分)设 𝐸 为多项式 𝑋8 − 1在ℚ上的分裂域,求 [𝐸 ∶ ℚ],并决定 Galois群 Gal(𝐸/ℚ).
�解答. ⻅《近世代数三百题》3.2.8;第 139⻚. 实际上 𝐸 = ℚ ( 1+√−1

√2
) = ℚ(√−1, √2)是ℚ的 4次

扩张, Galois群同构于 (ℤ/2ℤ)2,由 √−1 ↦ ±√−1和 √2 ↦ ±√2确定;这也是环 ℤ/8ℤ的可逆元群.

2. (15分)考虑扩域 𝐸/𝐹 和代数元 𝛼 ∈ 𝐸. 证明若 [𝐹(𝛼) ∶ 𝐹]是奇数,那么 𝐹(𝛼) = 𝐹(𝛼2).
�解答. 由于 [𝐹(𝛼) ∶ 𝐹(𝛼2)] ≤ 2并且整除 [𝐹(𝛼) ∶ 𝐹],它必然 = 1.

3. (20分)设 𝑝 > 2是素数, 𝜁𝑝 = 𝑒2𝜋𝑖/𝑝 ∈ ℂ. 证明ℚ(𝜁𝑝)有唯⼀的⼦域 𝐸使得 [𝐸 ∶ ℚ] = 2,并且 𝐸 ⊂ ℝ
当且仅当 𝑝 ≡ 1 (mod 4).
� 解答. 按照 Galois 理论, 这样的⼦域对应到 Gal(ℚ(𝜁𝑝)/ℚ) ≃ 𝔽×

𝑝 中指数为 2 的⼦群. 因为
存在同构 𝔽×

𝑝 ≃ ℤ/(𝑝 − 1)ℤ (依赖于 mod 𝑝 原根的选取), 这样的⼦群 𝐻 是唯⼀的, 并且由 𝐻 =
{𝑔 ∈ 𝔽×

𝑝 ∶ 𝑔(𝑝−1)/2 = 1}唯⼀确定.

另⼀⽅⾯, ⼦域 ℚ(𝜁𝑝) ∩ ℝ是复共轭⾃同构 𝜁𝑝 ↦ 𝜁−1
𝑝 的不动⼦域, 按分圆域的 Galois理论对应到

−1 ∈ 𝔽×
𝑝 ⽣成的⼦群. 所以

𝐸 ⊂ ℚ(𝜁𝑝) ∩ ℝ ⟺ 𝐻 ∋ −1 ⟺ (−1)(𝑝−1)/2 = 1 ∈ 𝔽𝑝,

最后⼀式等价于 𝑝 ≡ 1 (mod 4).

4. (15分)设 𝑔是有限群 𝐺的元素. 证明 𝑔和 𝑔−1 共轭当且仅当对所有不可域复表⽰的特征标 𝜒都有
𝜒(𝑔) ∈ ℝ.
�解答. ⼀个基本性质是𝜒(𝑔) = 𝜒(𝑔−1). 若 𝑔和 𝑔−1 共轭,那么𝜒(𝑔) = 𝜒(𝑔)故𝜒(𝑔) ∈ ℝ. 反过
来说, 𝜒(𝑔) ∈ ℝ蕴涵𝜒(𝑔) = 𝜒(𝑔−1). 因为所有不可约特征标张成向量空间 {𝑓 ∶ 𝐺/共轭 → ℂ},对所
有共轭不变函数都有 𝑓 (𝑔) = 𝑓 (𝑔−1). 特别地，取 𝐺上的共轭不变函数

𝑓𝑔(𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

1, 𝑥, 𝑔共轭
0, ⾮共轭.

那么 𝑓𝑔(𝑔−1) = 𝑓𝑔(𝑔) = 1就导致 𝑔和 𝑔−1 共轭.

5. (15分)给出对称群 𝑆𝑛 的所有⼀维表⽰.
�解答. 两种: 单位或平凡表⽰,和 sgn表⽰. 这相当于确定所有群同态 𝜑 ∶ 𝑆𝑛 → ℂ×.
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(a) 第⼀种⽅法是⽤ 𝑆𝑛 的换位⼦群等于 𝐴𝑛 = Ker(sgn)这⼀事实.

(b) 或者因为 𝑆𝑛 由 (12)的所有共轭元⽣成,同态由 𝜑(12) ∈ {±1}确定,分别对应平凡表⽰和 sgn.

6. (20分)设 𝜌 ∶ 𝐺 → Autℂ(𝑉)是有限群 𝐺的不可约表⽰,证明

∑
𝑔∈𝐺

𝜌(𝑔) =
⎧{
⎨{⎩

|𝐺|, 𝜌是平凡/单位表⽰
0, 其它情形.

�解答. 关键在证明 𝜌⾮单位表⽰时∑𝑔 𝜌(𝑔) = 0. 以下是两种⽅法.

(a) 观察到算⼦ 𝑇 ∶= ∑𝑔∈𝐺 𝜌(𝑔)满⾜ ∀𝑔, 𝜌(𝑔)𝑇 = 𝑇 . 因此 𝑇𝑣对所有 𝑣 ∈ 𝑉 都是 𝑉 中的 𝐺-不变
向量,故题设导致 𝑇𝑣 = 0.

(b) 常值函数 1是平凡表⽰的⼀个矩阵元,对任何 𝑣 ∈ 𝑉 和 ̌𝑣 ∈ Homℂ(𝑉, ℂ),记 ⟨ ̌𝑣, 𝑣⟩ ∶= ̌𝑣(𝑣) ∈ ℂ;
表⽰矩阵元的正交关系 (⻅ [BAIII, §3.4 (5)])给出

∑
𝑔∈𝐺

⟨ ̌𝑣, 𝜌(𝑔)𝑣⟩ ⋅ 1 =
⎧{
⎨{⎩

0, 𝜌⾮平凡表⽰,
|𝐺| ⋅ ⟨ ̌𝑣, 𝑣⟩ 𝜌是平凡表⽰.

因为 ̌𝑣, 𝑣可任选,上式唯⼀确定了∑𝑔∈𝐺 𝜌(𝑔) ∈ Endℂ(𝑉). 由此容易导出原式.
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