
1. (15分)证明当 𝑛 ≥ 3时,群 𝑆𝑛不同构于 𝐴𝑛 × (ℤ/2ℤ).
�解答. 落在 ℤ/2ℤ像⾥的元素必为中⼼元. 然而当 𝑛 ≥ 3时容易验证 𝑆𝑛 ⽆中⼼元.

2. (20分)设 𝑝和 𝑞是两个素数, 𝑝 < 𝑞.

(i) 证明 𝑝𝑞阶群 𝐺⼀定不是单群.

(ii) 设 𝑝整除 𝑞 − 1. 证明 𝑝𝑞阶⾮交换群 𝐺⼀定可以由下述⽣成元和定义关系给出

𝐺 = ⟨𝑎, 𝑏 ∣ 𝑎𝑝 = 1 = 𝑏𝑞, 𝑎−1𝑏𝑎 = 𝑏𝑟⟩

其中 𝑟𝑝 ≡ 1 (mod 𝑞)而 𝑞不整除 𝑟 − 1.

3. (15分)试给出 1500阶交换群的分类.
�解答. 因为 1500 = 22 × 3 × 53,问题化为 22, 3, 53 阶交换群的分类,同构类分别是

ℤ/4, ℤ/2 ⊕ ℤ/2,
ℤ/3,

ℤ/53, ℤ/52 ⊕ ℤ/5, ℤ/5 ⊕ ℤ/5 ⊕ ℤ/5.

相应地 1500阶交换群共有 2 × 1 × 3 = 6种.

4. (15分)本题所谓的⾃由交换群都假定为有限秩,也就是同构于 ℤ ⊕ ⋯ ⊕ ℤ (有限项)的交换群. 群运算
写作加法. 注记: 以下结果对⽆穷秩情形也成⽴,但这⾥不要求证明.

(i) 具有下述性质的交换群 𝐴称为可除的: 对任意正整数 𝑚和 𝑥 ∈ 𝐴,存在 𝑦 ∈ 𝐴使得 𝑚𝑦 = 𝑥. 证明
⾮平凡的⾃由交换群不可能是可除群.

(ii) 说明群 (ℚ, +)可除,因而不是⾃由交换群.

(iii) 证 (ℚ, +)的所有有限⽣成⼦群都同构于 (ℤ, +).

�解答. 考虑⾃由交换群 ℤ⊕𝐼 的⾮零元 𝑥 = (𝑥𝑖)𝑖∈𝐼 (按题设假定 𝐼 是有限集). 若 𝑚 > max𝑖∈𝐼 |𝑥𝑖|,则
不存在 𝑦 = (𝑦𝑖)𝑖∈𝐼 使得 𝑚𝑦 = 𝑥. 显然 (ℚ, +)可除;它的有限⽣成⼦群必属于某个 1

𝑛 ℤ ≃ ℤ,因此也同
构于 ℤ.

5. (15分)证明 ℤ [√−2] = {𝑎 + 𝑏√−2 ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ}是欧⼏⾥得环.
�解答. 和 ℤ [√−1]的⼿法完全相同.

6. (20分)定义 𝒞([0, 1])为全体连续函数 𝑓 ∶ [0, 1] → ℝ之集, 它具有交换环的结构: 命 (𝑓 + 𝑔)(𝑥) =
𝑓 (𝑥) + 𝑔(𝑥), (𝑓 𝑔)(𝑥) = 𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥),乘法单位元是常值函数 1.
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(i) 证明 𝑓 ∈ 𝒞([0, 1])是可逆元当且仅当 𝑓 处处⾮零.

(ii) 对每个 𝑥 ∈ [0, 1]定义 𝔪𝑥 ∶= { 𝑓 ∈ 𝒞([0, 1]) ∶ 𝑓 (𝑥) = 0 },说明 𝔪𝑥 是极⼤理想.

(iii) 证明对每个极⼤理想 𝔪 ⊂ 𝒞([0, 1])都存在 𝑥使得 𝔪 = 𝔪𝑥. 提⽰: 可应⽤分析学的常识 — [0, 1]
若能由⼀族开⼦集覆盖,则可以挑出⼀族有限⼦覆盖.

�解答. 对每个 𝑥定义环同态 ev𝑥 ∶ 𝑓 ↦ 𝑓 (𝑥). 第⼀个部分是简单的,第⼆部分是因为

𝔪𝑥 = Ker (ev𝑥 ∶ 𝒞([0, 1]) ↠ ℝ) .

以下讨论第三部分. 我们承认数学分析中关于 [0, 1]的⼏个性质,以下的 “开集”不妨理解为 [0, 1]中
形如 [0, 𝑏), (𝑎, 𝑏)或 (𝑎, 1]的⼦区间:

• 如 [0, 1]由是⼀族开集的并,则它是其中有限多个开集的并;
• 若 𝑓 ∈ 𝒞([0, 1])满⾜ 𝑓 (𝑥) ≠ 0,则 𝑓 在某个包含 𝑥的开集上⾮零.

假定对每个 𝑥 ∈ [0, 1]都存在 𝑓𝑥 ∈ 𝔪使得 𝑓 (𝑥) ≠ 0;取开集𝒰𝑥 ∋ 𝑥使得 𝑓𝑥 在其上恒⾮零. 拣择有限
多个 𝑥1, … , 𝑥𝑛 使得⋃𝑛

𝑖=1 𝒰𝑥𝑖 = [0, 1],则

𝑓 ∶=
𝑛

∑
𝑖=1

𝑓 2
𝑥𝑖 ∈ 𝔪�

并且对每个点 𝑥都存在 𝑖 = 𝑖(𝑥)使得 𝑥 ∈ 𝒰𝑥𝑖 而 𝑓 (𝑥) ≥ 𝑓𝑥𝑖(𝑥)2 > 0,故 𝑓 可逆,从而 𝔪 = 𝒞([0, 1]).
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