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genre rare parmi les propriétaires parisiens. Enfin, je remercie de tout mon coeur ma mère pour
son support constant pendant ces années.

5



6



Résumé

Résumé

Cette thèse se compose de deux parties, quatre chapitres. Dans le Chapitre I, on établit un
formalisme d’endoscopie du groupe métaplectique S̃p(2n). On prouve le transfert d’intégrales
orbitales et le lemme fondamental. Dans le Chapitre II on énonce et prouve le lemme fondamen-
tal pondéré à la Arthur pour le groupe métaplectique sous l’hypothèse du lemme fondamental
pondéré non standard. Dans le Chapitre III, on se propose d’étudier la formule des traces
d’Arthur-Selberg pour une classe assez générale de revêtements des groupes réductifs connexes,
y compris S̃p(2n). On établit la formule des traces grossière et le développement fin géométrique
pour ces revêtements. Dans le Chapitre IV, on aborde le côté spectral de la formule des traces
en étudiant des résultats de l’analyse harmonique locale. En particulier, on établit la formule
des traces locale invariante pour les revêtements.

Mots-clefs groupe métaplectique, endoscopie, transfert, le lemme fondamental, la formule
des traces.

Towards a stable trace formula for the metaplectic group

Abstract

This thesis consists of two parts and four chapters. In Chapter I, we establish a formalism
of endoscopy for the metaplectic group S̃p(2n). We prove the transfer of orbital integrals and
the fundamental lemma. In Chapter II, we state and prove a variant of Arthur’s weighted fun-
damental lemma for metaplectic groups, which is conditional upon the nonstandard weighted
fundamental lemma. In Chapter III, we consider the Arthur-Selberg trace formula for a quite
general class of covers of connected reductive groups, including S̃p(2n). We establish the unre-
fined trace formula and the refined geometric expansion. In Chapter IV, we attack the spectral
side of the trace formula by studying some results of local harmonic analysis. In particular, we
establish the invariant local trace formula for covers.

Keywords metaplectic group, endoscopy, transfer, fundamental lemma, trace formula.
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4.4 La formule via le modèle latticiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
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II Le lemme fondamental pondéré pour le groupe métaplectique 95

1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

2 Notations et conventions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

3 Endoscopie métaplectique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

3.1 Données endoscopiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
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4.2 Théorie sur le groupe : descente semi-simple . . . . . . . . . . . . . . . . . 226

4.3 Distributions admissibles invariantes spécifiques . . . . . . . . . . . . . . . 228

5 La formule des traces locale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230



12
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5.2 Le côté géométrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232
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Présentation générale

Les formes modulaires de poids entier s’interprètent en termes de représentations auto-
morphes de groupes réductifs connexes. Dans ce contexte, le programme de Langlands prédit
des liens profonds entre les représentations automorphes, les représentations galoisiennes et les
motifs. Il relie aussi les représentations entre des groupes différents, ce qui s’appelle le principe
de fonctorialité. L’un des outils essentiels pour ces problèmes est la formule des traces d’Arthur-
Selberg. Afin d’appliquer la formule des traces, un problème central est sa stabilisation.

D’autre part, la théorie classique contient également les formes de poids demi-entier. Elles
s’interprètent en termes de représentations automorphes de certains revêtements des points
adéliques de groupes réductifs connexes. Pour les formes modulaires de Siegel de poids demi-
entier, le revêtement en question est p : S̃p(2n)→ Sp(2n), où S̃p(2n) est le groupe métaplectique
étudié par A. Weil [89]. Malgré son importance, le formalisme de Langlands ne s’appliquait pas

mot à mot à S̃p(2n) car il n’est pas algébrique, et les définitions de L-groupes et stabilité
n’étaient pas claires. Par ailleurs, la formule des traces des revêtements n’est jamais écrite de
façon sérieuse. Vu les progrès récents sur la formule des traces stable, ces problèmes semblent
enfin abordable.

Cette thèse se compose de deux parties, quatre articles en tant que chapitres. La première
partie est consacrée à l’endoscopie du groupe métaplectique, et la deuxième partie aborde la
formule des traces d’Arthur-Selberg pour une classe assez générale de revêtements. Donnons un
survol des contenus de chaque chapitre. Une introduction détaillée se trouve au début de chaque
chapitre.

Partie 1 : Le groupe métaplectique

I. Transfert d’intégrales orbitales pour le groupe métaplectique Dans ce chapitre, on
propose un formalisme de l’endoscopie pour le groupe métaplectique, qui s’inspire beaucoup des
travaux d’Adams [2] et de Renard [71]. On démontre ensuite le transfert d’intégrales orbitales et
le lemme fondamental pour l’unité de l’algèbre de Hecke sphérique anti-spécifique. Grosso modo,
le groupe dual de S̃p(2n) est Sp(2n,C) ; cela suggère que S̃p(2n) est étroitement lié au groupe
SO(2n + 1) déployé, un fait connu depuis longtemps. Cependant, le formalisme proposé ici et
l’étude du lemme fondamental pondéré dans le Chapitre II suggèrent une différence cruciale :
on doit remplacer ZSp(2n,C) = {1,−1} par le groupe trivial dans le formalisme.

La démonstration du transfert et du lemme fondamental sont basées sur la descente de
Harish-Chandra. Cette méthode nous ramène à la situation sur l’algèbre de Lie. On applique
ensuite les résultats de Ngô [67], à savoir l’endoscopie standard et non standard sur l’algèbre de
Lie. Le noyau dur mais élémentaire dans ce chapitre est la descente du facteur de transfert.

II. Le lemme fondamental pondéré pour le groupe métaplectique Pour des applica-
tions arithmétiques, il faudra stabiliser tous les termes de la formule des traces. Donc il faut
une variante du lemme fondamental pondéré d’Arthur [20]. L’énoncé proposé ici est formelle-
ment similaire au cas des groupes réductifs connexes sauf qu’une “torsion” curieuse γ 7→ γ[s]
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intervient dans le côté endoscopique. On reprend les arguments de Waldspurger [85] pour se
ramener à l’algèbre de Lie. La preuve est conditionnelle : il faut le lemme fondamental pondéré
sur l’algèbre de Lie prouvé par Chaudouard et Laumon [29, 30], ainsi que le lemme fondamental
pondéré non standard, qui reste encore conjectural. Néanmoins le lemme fondamental pondéré
non standard est tautologique en rang 1. Le point technique et toujours élémentaire est un
calcul combinatoire inspiré par les travaux d’Arthur [19].

Partie 2 : La formule des traces pour les revêtements de groupes réductifs
connexes

III. Le développement géométrique fin On a déjà parlé de la formule des traces pour
revêtements, au moins pour S̃p(2n). Dans ce chapitre on signale une classe de revêtements à
étudier. Gross modo, ce sont des revêtements finis des groupes topologiques dans le cas local.
Dans le cas global, on exige que (a) le groupe des points rationnels s’immerge dans le revêtement
adélique, et (b) les revêtements locaux induits sont “non ramifiés” en presque toute place ; cela
signifie grossièrement la commutativité de l’algèbre de Hecke sphérique anti-spécifique. Cette
condition est satisfaite pour les revêtements provenant des K2-extensions de Brylinski-Deligne
[27], ce qui incluent tous les revêtements considérés jusqu’à présent.

Pour les revêtements dans notre classe, on établit la formule des traces grossière et le
développement fin de son côté géométrique. Les ingrédients dans ce développement géométrique
sont des intégrales orbitales pondérées le long des bons éléments. Ici, un élément dans le
revêtement est dit bon si son commutant est l’image réciproque du commutant de son image
dans le groupe réductif connexe. L’argument est basé sur celui d’Arthur. La méthode de des-
cente nous ramène au terme unipotent de la formule des traces de groupes réductifs connexes
tordu par un caractère. Puisqu’une telle formule des traces n’est pas encore systématiquement
traitée, on est obligé de faire une analyse détaillée dans ce cadre.

IV. Analyse harmonique locale On étudie les ingrédients locaux du côté spectral de la
formule des traces. Plus précisément, on justifie la formule de Plancherel, la normalisation
des opérateurs d’entrelacement, l’intégrabilité locale des caractères irréductibles admissibles,
le théorème de Paley-Wiener pour les fonctions de Schwartz-Harish-Chandra, et la formule des
traces locale invariante pour les revêtements. Il est tentant de penser que ces théories s’adaptent
aux revêtements sans peine, or il s’avère que les modifications nécessaires ne sont pas toujours
triviales.

Le but de la deuxième partie est la formule des traces invariante d’Arthur. C’est clair que
ce programme est dans un état inachevé puisque l’on n’arrive pas encore au développement fin
spectral. Un obstacle éventuel à surmonter est le théorème de Paley-Wiener pour les fonctions
lisses K̃-finies à support compact [32] sur les revêtements archimédiens. Sa preuve pour les
groupes réels linéaires s’appuie sur certaines propriétés de K-types minimaux [81], qui exige la
commutativité des sous-groupes de Cartan. Néanmoins, cette difficulté ne se pose pas pour le
groupe métaplectique S̃p(2n). Un projet à plus long terme est de stabiliser la formule des traces

pour S̃p(2n).

Signalons que ces quatre chapitres sont effectivement quatre articles indépendants ; des parts
sont déjà mises en ligne ou parues dans le journal, eg. [53, 54, 55]. Pour faciliter la lecture et la
comparaison, on choisit consciemment des notations différentes ; par conséquent chaque chapitre
a son propre index. Plus précisément, dans le Chapitre I, la notation s’inspire de [48, 84]. Dans
le Chapitre II, on choisit les conventions de Waldspurger [85], qui sont compatibles avec celles
d’Arthur pour la plupart. Pour le Chapitre III, on suit systématiquement le formalisme d’Arthur.
Quant au Chapiter IV, on adopte le formalisme de [83] pour la formule de Plancherel, celui de
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Harish-Chandra [40] pour les distributions admissibles, et celui d’Arthur pour la normalisation
des opérateur d’entrelacement et pour la formule des trace locale.



16



Première partie

Le groupe métaplectique

17





Chapitre I

Transfert d’intégrales orbitales pour
le groupe métaplectique

1 Introduction

La formule des traces d’Arthur-Selberg est l’un des outils les plus puissants pour la théorie
moderne des formes automorphes. Cette approche est surtout féconde lorsque l’on compare les
formules des traces de deux groupes réductifs. Pour ce faire, il faut mettre la formule des traces
sous une forme “stable”. La théorie de l’endoscopie, inventée par Langlands et ses collaborateurs,
donne un plan pour résoudre ce problème pour les groupe réductifs.

D’autre part, il existe une famille de revêtements non linéaires S̃p(2n, F ) des groupes sym-
plectiques Sp(2n, F ) sur un corps local F , qui s’appellent les groupes métaplectiques. À un
caractère additif non trivial ψ : F → S1 est associée une représentation admissible ωψ de

S̃p(2n, F ), qui s’appelle la représentation de Weil. Bien que le revêtement métaplectique soit
traditionnellement un revêtement à deux feuillets, pour des raisons techniques nous ferons agran-
dir le revêtement métaplectique de sorte que p : S̃p(2n, F ) → Sp(2n, F ) est un revêtement à
huit feuillets. Autrement dit, Ker (p) = �8 := {z ∈ C× : z8 = 1}. Cela n’affecte pas les résultats
que l’on cherche.

Si l’on envisage d’établir et puis de stabiliser la formule des traces pour S̃p(2n, F ), le pre-
mier pas est d’étudier le transfert local des intégrales orbitales (5.5.2). Cependant, on ne peut

pas adapter littéralement la théorie de l’endoscopie car S̃p(2n, F ) n’est pas un groupe linéaire
algébrique ; en particulier il n’a pas de L-groupe. L’un des objets de cet article est de mettre en
place un tel formalisme.

Les représentations de S̃p(2n, F ) qui nous intéressent sont celles telles que la multiplication
par chaque ε ∈ Ker (p) = �8 agit par ε · id ; ces représentations sont dites spécifiques. Par
exemple, la représentation de Weil ωψ est spécifique. Pour l’étude des représentations spécifiques,
il suffit de considérer les fonctions telles que f(εx̃) = ε−1f(x̃) pour tout ε ∈ �8 ; ces fonctions
sont dites anti-spécifiques. Ces notions se généralisent à tout revêtement. La distinction entre
objets spécifiques et anti-spécifiques est superficielle pour S̃p(2n, F ) (voir 2.1.1).

Notre approche se modèle sur l’endoscopie pour les groupes réductifs. Notons G := Sp(2n),

G̃ := S̃p(2n, F ). Tout d’abord il faut trouver des bonnes définitions pour :

1. les groupes endoscopiques elliptiques H de G̃,

2. la correspondance de classes de conjugaison semi-simples entre H et G,

3. une notion de conjugaison stable sur G̃,

4. le facteur de transfert ∆.
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Une fois que ceci sera fait, on pourra définir l’intégrale orbitale endoscopique

JH,G̃(γ, f) =
∑
δ

∆(γ, δ̃)JG̃(δ̃, f)(I.1)

d’une fonction anti-spécifique f ; les notations sont analogues à celles pour l’endoscopie des
groupes réductifs et on les expliquera dans §5.5. Par la suite, on peut formuler le transfert de
fonctions f 7→ fH qui fait concorder JH,G̃(·, f) et l’intégrale orbitale stable J st

H(·, fH) sur H.
Comme pour l’endoscopie pour les groupes réductifs, le transfert doit être explicite pour les
fonctions sphériques dans le cas non ramifié (5.5.3). De tels énoncés sont connus sous le nom de
“lemme fondamental”.

Esquissons nos réponses aux questions ci-dessus.

1. Soit F une extension finie de Qp, p > 2. Selon un résultat de Savin [72], l’algèbre d’Iwahori-
Hecke spécifique (ou anti-spécifique) de G̃ est isomorphe à l’algèbre d’Iwahori-Hecke de
SO(2n + 1), le groupe orthogonal impair déployé. Cela suggère que l’on doit regarder
Sp(2n,C) comme le groupe dual de G̃ ; de telles évidences existent aussi pour le cas F = R
[3]. En poursuivant cette philosophie, on définit une donnée endoscopique elliptique de

S̃p(2n) comme une paire (n′, n′′) ∈ Z2
≥0 telle que n′ + n′′ = n ; le groupe endoscopique

associé est Hn′,n′′ := SO(2n′ + 1) × SO(2n′′ + 1). Contrairement à l’endoscopie pour
SO(2n+ 1), on distingue les données (n′, n′′) et (n′′, n′).

2. Soit γ = (γ′, γ′′) ∈ Hn′,n′′(F ) semi-simple ayant valeurs propres

a′1, . . . , a
′
n′ , 1, (a

′
n′)
−1, . . . , (a′1)−1︸ ︷︷ ︸

provenant de γ′

, a′′1, . . . , a
′′
n′′ , 1, (a

′′
n′′)
−1, . . . , (a′′1)−1︸ ︷︷ ︸

provenant de γ′′

.

On dit que δ ∈ G(F ) correspond à γ s’il est semi-simple avec valeurs propres

a′1, . . . , a
′
n′ , (a

′
n′)
−1, . . . , (a′1)−1,−a′′1, . . . ,−a′′n′′ ,−(a′′n′′)

−1, . . . ,−(a′′1)−1.

Cela induit une application entre classes de conjugaison semi-simples géométriques.

3. Il y a aussi une définition ad hoc de stabilité : deux éléments semi-simples réguliers dans
G̃ sont stablement conjugués si leurs images dans G(F ) sont stablement conjugués et si
trω+

ψ − trω−ψ prend la même valeur, où ω±ψ sont les deux morceaux irréductibles de la
représentation de Weil. C’est aussi la voie poursuivie dans [2, 41].

4. Le facteur de transfert est plus subtil. Lorsque F = R et n′′ = 0, Adams a défini un
facteur de transfert ∆ sur l’ensemble des éléments semi-simples réguliers dans G̃ et il est
égal à trω+

ψ − trω−ψ . Plus généralement, pour un groupe endoscopique H quelconque, le
facteur de transfert est défini dans cet article comme un produit ∆ = ∆′∆′′∆0, où ∆′,∆′′

sont fabriqués à partir des caractères trω±ψ et ∆0 est un terme relativement simple qui est
stablement invariant. Le facteur ∆0 cöıncide avec le facteur défini par Renard [71]. Il n’y
a pas de facteur ∆IV comme en [52], car nous avons normalisé les intégrales orbitales.

Le facteur de transfert satisfait aux propriétés suivantes.
Spécificité (5.3.4) : on exige cette propriété de sorte que l’intégrale orbitale endoscopique

(I.1) est bien définie.
Propriété de cocycle (5.3.5) : c’est une condition naturelle pour l’endoscopie, qui affecte

des signes aux classes de conjugaison dans une classe de conjugaison semi-simple régulière
stable.

Descente parabolique (5.4.1) : cela réduit le calcul du facteur de transfert aux éléments
elliptiques ; c’est aussi la principale raison pour laquelle on travaille sur le revêtement à
huit feuillets.
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Normalisation (5.3.7) : dans le cas non ramifié, le facteur vaut 1 pour les éléments à
réductions régulières qui se correspondent.

Symétrie (5.3.8) : qui relie les facteurs de transfert pour Hn′,n′′ et Hn′′,n′ . Cette symétrie
est réalisée par la multiplication par une image réciproque canonique dans G̃ de −1 ∈
G(F ), ce que l’on désigne encore par −1. L’usage d’un tel élément est loisible car on
travaille avec le revêtement à huit feuillets.

Formule du produit (5.3.9) : elle servira à stabiliser les termes elliptiques réguliers dans
la formule des traces.

Les quatre premières propriétés et la descente semi-simple caractérisent le facteur de transfert
dans le cas non ramifié (cf. [37]).

Dans le cas F = R, J. Adams [2] a établi le relèvement de caractères entre G̃ et SO(2n+ 1)
et D. Renard [70] a démontré le transfert d’intégrales orbitales. Pour les groupes endoscopiques
Hn′,n′′ en général, le transfert d’intégrales orbitales est établi par Renard dans le cas réel ;
son formalisme parâıt différent, mais il est équivalent au nôtre, pour l’essentiel. Pour F non
archimédien, n′ = 1 et n′′ = 0, J. Schultz a établi le relèvement de caractères entre G̃ et SO(3)
dans sa thèse [74].

Indiquons brièvement notre approche. À la suite de Langlands, Shelstad [50] et Waldspurger,
on applique la méthode de descente semi-simple de Harish-Chandra pour réduire le transfert
à l’algèbre de Lie. Le revêtement disparâıt et on se ramène à des situations composées de
l’endoscopie pour les groupes unitaires et symplectiques, ainsi qu’une situation “non standard”
étudiée dans [84], à savoir le transfert entre les algèbres de Lie de Sp(2n) et SO(2n+ 1). Grâce
aux travaux de Ngô Bao Châu [67], le transfert est maintenant établi dans chaque situation
ci-dessus. Le noyau technique de cet article est donc de prouver que notre facteur ∆ se descend
en les bons facteurs aux algèbres de Lie. On demande de plus que les facteurs ainsi descendus
soient normalisés dans le cas non ramifié.

Récapitulons la structure de cet article.

– Dans §2, on recueille les définitions et propriétés de base du groupe métaplectique. L’usage
de cocycles est minimaliste. Il y a aussi des discussions de revêtements non linéaires en
général.

– Dans §3, on paramètre explicitement les classes de conjugaison dans les groupes clas-
siques. La classification est bien connue. Remarquons que notre convention diffère de
celle de [82] (voir 3.3.6). Faute d’avoir une référence complète, on y reproduit toutes les
démonstrations.

– Dans §4, on rappelle les formules du caractère de la représentation de Weil dues à Maktouf
[59] en suivant l’approche de T. Thomas [79]. Leurs approches reposent sur le modèle de
Schrödinger du groupe métaplectique. Ces formules servent aussi à caractériser le scindage
au-dessus d’un parabolique de Siegel (4.1.7). Pour traiter le cas non ramifié, il faudra aussi
étudier le caractère via le modèle latticiel.

– Dans §5, les fondations de l’endoscopie sont mises en place. On établit aussi des résultats
utiles pour les articles qui feront suite.

– La section §6 traite le transfert archimédien. On réconcilie le formalisme de Renard avec
le nôtre. On prouve que nos facteurs de transfert cöıncident et le transfert archimédien
en résulte.

– La section §7 est consacrée à la descente semi-simple. La descente des termes ∆′, ∆′′

repose sur des formules de Maktouf et le calcul de l’indice de Weil de la forme de Cayley
(4.3.4). D’autre part, la descente du terme ∆0 est une manipulation des symboles locaux
et des formes quadratiques.

– La section §8 reprend les arguments pour l’endoscopie des groupes réductifs (cf. [84]) ;
on établit le transfert non archimédien et le lemme fondamental pour les unités par la
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méthode de descente.

Dans §6-§7, on travaillera avec le revêtement métaplectique à f feuillets avec 8|f . Dans §8, on
supposera f = 8.

Enfin, signalons un autre formalisme de l’endoscopie pour S̃p(2n) proposé par Renard dans
[71] pour le cas F = R. Grosso modo, les données endoscopiques elliptiques sont toujours en
bijection avec les paires (n′, n′′) ∈ Z2

≥0 telles que n′ + n′′ = n, mais les groupes endoscopiques

sont S̃p(2n′) × S̃p(2n′′). Le facteur de transfert est ∆0. Nous étudierons une variante de ce
formalisme en détail dans §6, dont les définitions marchent dans le cas non archimédien sans
modification. En particulier, on peut parler du transfert d’intégrales orbitales à la Renard.

Remarquons que l’on peut déduire le transfert à l’aide du transfert à la Renard composé
avec le transfert de S̃p(2k) vers SO(2k+ 1) (associé à la paire (k, 0)) pour k = n′ et k = n′′. Vu
la définition du facteur de transfert ∆ = ∆′∆′′∆0, cette approche parâıt raisonnable. En effet,
le transfert pour F = R sera démontré de cette façon dans §6. Réciproquement, si l’on peut
montrer que chaque intégrale orbitale stable sur SO(2m+ 1) provient de S̃p(2m) via transfert,
alors le transfert à la Renard résulte de notre formalisme. On espère revenir un jour sur cette
question.

Conventions

On note S1 le groupe {z ∈ C× : |z| = 1}. Si f ∈ Z, on note �f le groupe {z ∈ C× : zf = 1}.
Si A est une algèbre centrale semi-simple de dimension finie sur un corps F , on note la trace et
la norme réduite par trA/F et NA/F respectivement.

Corps locaux Soit F un corps local non archimédien, on note oF l’anneau des entiers, pF
l’idéal maximal de oF et $F une uniformisante choisie. On prend toujours la valuation v sur
F telle que v($F ) = 1. Le conducteur d’un caractère additif ψ : F → S1 non-trivial est le plus
grand sous oF -module a de F tel que ψ|a = 1. Le symbole de Hilbert quadratique pour le corps
local F est noté par (·, ·)F . Le groupe de Galois absolu de F est noté ΓF .

Groupes réductifs Soit F un corps et M un F -groupe réductif. La composante connexe de
M est notée M0. Soit R une F -algèbre commutative, on note l’ensemble de R-points de M par
M(R). Lorsque M est un groupe classique, on confond systématiquement M(F ) et M .

Supposons que M agit algébriquement sur une F -variété X. Pour x ∈ X(F ), on note Mx ⊂
M son fixateur et Mx := (Mx)0. Par exemple, M agit sur lui-même par conjugaison et on
obtient ainsi les commutants.

Supposons M connexe et soit m ∈ M(F ). La classe de conjugaison contenant m est notée
O(m). On dira que m1,m2 ∈ M(F ) sont géométriquement conjugués s’ils sont conjugués par
M(F̄ ). La classe de conjugaison géométrique contenant m ∈ M(F ) est notée par Ogeo(m).
L’ensemble de classes de conjugaison (resp. conjugaison géométrique) semi-simples dans M est

noté par Css(M) (resp. C géo
ss (M)). L’ensemble des éléments semi-simples dans M(F ) est noté

M(F )ss. On dira qu’un élément m ∈ M(F )ss est régulier si Mm est un tore, on dira qu’il est
fortement régulier si de plus Mm = Mm. L’ouvert de Zariski des éléments semi-simples réguliers
dans M est noté Mreg.

Soient m1,m2 ∈ M(F )ss, on dira qu’ils sont stablement conjugués s’il existe x ∈ M(F̄ ) tel
que x−1m1x = m2 et xσ(x)−1 ∈ Mm1(F̄ ) pour tout σ ∈ ΓF . La classe de conjugaison stable
contenant m est notée par Ost(m) ; l’ensemble de classes de conjugaison stable semi-simples
dans M est notée par C st

ss (M). Si m est fortement régulier, alors Ogeo(m) = Ost(m). On dit
qu’une fonction φ est stablement invariante si Ost(x) = Ost(y) implique φ(x) = φ(y).
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Éléments compacts Soit F un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle
p. Soient M un F -groupe réductif connexe et δ ∈ M(F ). On dit que δ est compact si l’en-
semble δZ est d’adhérence compacte dans M(F ). On dit que δ est topologiquement unipotent si
limn→∞ δ

pn = 1. Soit X ∈ m(F ), notons T le plus grand F -tore central dans le commutant de sa
partie semi-simple Xs. On dit que X est topologiquement nilpotent si |x∗(Xs)|F < 1 pour tout
x∗ ∈ X∗(T ). Si p est assez grand (voir [84] 4.4 pour une borne explicite), l’exponentielle fournit
un homéomorphisme de l’ensemble des éléments topologiquement nilpotents sur l’ensemble des
éléments topologiquement unipotents. Tout élément compact δ admet une décomposition de Jor-
dan topologique δ = exp(X)η = η exp(X), où X est topologiquement nilpotent et η est d’ordre
fini premier à p. Cette décomposition est unique, η et exp(X) appartiennent à l’adhérence de
δZ. Les détails se trouvent, par exemple, dans [84] 5.2.

Formes quadratiques Dans ce texte, on ne considère que les formes quadratiques non
dégénérées. Soient A un anneau commutatif avec 1

2 et a1, . . . , am ∈ A×, on note 〈a1, . . . , am〉 la
A-forme quadratique sur Am définie par

(x1, . . . , xm) 7→ a1x
2
1 + . . . amx

2
m.

On note par H la forme hyperbolique de rang 2. On abrège souvent une forme quadratique
(V, q) par q. Si F est un corps local et q est une F -forme quadratique, on note det q le déterminant
de q et s(q) l’invariant de Hasse de q. On note la somme orthogonale des formes q1 et q2 par
q1 ⊕ q2. Pour un caractère additif non-trivial ψ : F → S1 et une F -forme quadratique q, notons
γψ(q) l’indice de Weil défini dans [89]. Il induit un homomorphisme du groupe de Witt W (F )
vers �8.

2 Le groupe métaplectique

2.1 Revêtements de groupes réductifs

Soient F un corps local et m ∈ Z≥1. Soient M un F -groupe algébrique et p : M̃ →M(F ) une
extension centrale de groupes topologiques telle que Ker (p) ' �m ; on l’appelle un revêtement
à m feuillets. Il y a une notion naturelle d’équivalence pour de tels revêtements. Le groupe M̃
est localement compact. De plus, il est totalement discontinu si F est non archimédien. Nous
fixons toujours une identification Ker (p) = �m.

Supposons M réductif. Soit P un sous-groupe parabolique défini sur F dont U est le radical
unipotent. Alors il existe un unique scindage s : U(F ) → M̃ pour p, qui est invariant par
conjugaison par P (F ) ([66], appendice A).

Objets spécifiques Soit C∞c (M̃) l’algèbre des fonctions lisses à support compact sur M̃ ,
munie du produit de convolution. Il y a une décomposition

C∞c (M̃) =
⊕

χ∈Hom(�m,C×)

C∞c,χ(M̃)

selon l’action par translation par �m. Idem pour l’espace des fonctions de Schwartz S(M̃) lorsque
F est archimédien.

Soit χ ∈ Hom(�m,C×). Une fonction dans C∞c,χ(M̃) (resp. Sχ(M̃)) est dite χ-équivariante.

Ceci permet de définir la notion de distributions χ-équivariantes. Une représentation π de M̃
est dite χ-équivariante si π|�m est une somme de χ. Le caractère d’une représentation de M̃ ,
pourvu qu’il soit bien défini, est χ-équivariante si et seulement si sa représentation l’est.
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Notons χ− : �m ↪→ C× le plongement standard. Pour χ = χ− (resp. χ = χ−1
− ), les objets

χ-équivariants sont abrégés comme spécifiques (resp. anti-spécifiques). Les objets spécifiques
(resp. anti-spécifiques) sont affectés de l’indice − (resp. ). Par exemple, on définit les espaces
C∞c,−(M̃) et C∞c, (M̃). Lorsque F est archimédien, on définit de la même manière les espaces

S−(M̃) et S (M̃).

Pousser-en-avant Soit m|m′. On peut pousser-en-avant l’extension centrale 1→ �m → M̃ →
M(F ) → 1 via �m ↪→ �m′ et on obtient ainsi un revêtement à m′-feuillets p′ : M̃ ′ → M(F ).
On le note aussi par M̃ ′ = M̃ ×�m �m′ . La restriction de M̃ ′ à M̃ identifie les objets spécifiques
sur M̃ ′ à ceux sur M̃ (par exemple les fonctions, les représentations etc...). De même pour les
objets anti-spécifiques.

Tout revêtement que l’on rencontrera dans cet article provient d’un revêtement à deux
feuillets. Indiquons un passage entre objets spécifiques et anti-spécifiques dans telles situations.

Proposition 2.1.1. Soient m ∈ 2Z≥1, p : M̃ → M(F ) un revêtement à deux feuillets et
M̃ ′ := M̃ ×�2 �m. Alors il existe un caractère continu ξ : M̃ ′ → �m/2 tel que ξ([m̃, ε]) = ε−2.

L’application π 7→ π⊗ξ est une bijection des représentations spécifiques sur les représentations
anti-spécifiques. L’application f 7→ fξ induit un isomorphisme d’algèbres C∞c,−(M̃ ′)

∼→ C∞c, (M̃ ′) ;

elle induit un isomorphisme S−(M̃ ′)
∼→ S (M̃ ′) si F est archimédien.

Démonstration. On vérifie que ξ est bien défini et continu. Le reste en résulte immédiatement.

Remarque 2.1.2. On aura parfois besoin de considérer M̃ ′ := M̃ ×�m C×, qui est une exten-
sion de M(F ) par C×. Les définitions ci-dessus sont pareilles pour M̃ ′ et on a toujours ladite
équivalence entre objets spécifiques/anti-spécifiques.

Si F est un corps global et A son anneau d’adèles, alors les terminologies précédentes
s’adaptent aux revêtements de M(k) où k est une sous-algèbre de A munie de la topologie
induite.

Nous adoptons systématiquement la convention de désigner un élément dans M̃ par m̃, etc.,
et sa projection dans M(F ) par m, etc.

2.2 La représentation de Weil et le groupe métaplectique local

Soit F un corps local de caractéristique nulle. On fixe un caractère additif non trivial ψ :
F → S1.

Soient n > 0 et (W, 〈·|·〉) un F -espace symplectique de dimension 2n. On supprime souvent
la forme 〈·|·〉 quand on parle d’un tel espace.

Le groupe de Heisenberg H(W ) associé à (W, 〈·|·〉) est l’espace W × F muni du produit

(w, t) · (w′, t′) =

(
w + w′, t+ t′ +

〈w|w′〉
2

)
.

Le centre de H(W ) est {0} × F ' F , on l’identifie à F .
Notons Sp(W ) le groupe symplectique associé à (W, 〈·|·〉). Il agit sur H(W ) par

g · (w, t) = (g(w), t).

Le théorème de Stone-von Neumann affirme qu’il existe une et une seule représentation lisse
irréductible (ρψ, Sψ) de H(W ) de caractère central ψ, à isomorphisme près. De plus, une telle
représentation est admissible et unitarisable.
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Soit g ∈ Sp(W ). La représentation

ρgψ : h 7→ ρψ(g · h)

vérifie encore les propriétés du théorème de Stone-von Neumann, d’où un opérateur d’entrela-
cement M [g] : Sψ :→ Sψ tel que

M [g] ◦ ρψ = ρgψ ◦M [g].

L’opérateur M [g] est unique à une constante multiplicative près, donc g 7→ M [g] est un ho-
momorphisme Sp(W ) → PGL(Sψ). Si l’on remplace (ρψ, Sψ) par sa version unitaire, on peut
supposer que M [g] est une isométrie.

Posons

Spψ(W ) := {(g,M) ∈ Sp(W )×GL(Sψ) : M ◦ ρψ = ρgψ ◦M}.

Cela fournit une extension centrale de Sp(W ) par C× et Spψ(W ) admet une structure naturelle

de groupe localement compact ([89], §35). Notons S̃p
(2)

(W ) le groupe dérivé de Spψ(W ).

Si F = C, le revêtement p : S̃p
(2)

(W ) → Sp(W ) est scindé et on identifie S̃p
(2)

(W ) à
�2 × Sp(W ) ; sinon, p est l’unique revêtement non trivial à deux feuillets de Sp(W ). C’est
pourquoi nous avons supprimé l’indice ψ. La représentation de Weil attachée à ψ est la composée

ωψ : S̃p
(2)

(W ) ↪→ Spψ(W ) → GL(Sψ). Elle se décompose en deux morceaux non-isomorphes
irréductibles, l’un dit pair (+) et l’autre impair (−) :

ωψ = ω+
ψ ⊕ ω

−
ψ ,

où les représentations ω±ψ sont admissibles et unitarisables. Cela permet de définir ses caractères

comme distributions spécifiques sur S̃p
(2)

(W ).

Soit f ∈ 2Z≥1. Posons

S̃p
(f)

(W ) := S̃p
(2)

(W )×�2 �f .

Notons le revêtement S̃p
(f)

(W )→ Sp(W ) par la même lettre p. On obtient ainsi une famille de

revêtements indexée par 2Z≥1 telle que S̃p
(f)

(W ) ⊂ S̃p
(f ′)

(W ) si et seulement si f |f ′. Regardons

ω±ψ comme représentations spécifiques sur les S̃p
(f)

(W ). Idem pour leurs caractères.

Dans le cas F = C, on a un scindage canonique S̃p
(f)

(W ) ' �f × Sp(W ). Dans le cas trivial

W = {0}, nos définitions entrâınent que S̃p
(f)

(W ) = �f .

2.3 Sous-groupes et réseaux hyperspéciaux

Supposons que F est non archimédien de caractéristique résiduelle p > 2. Soit L ⊂ W un
oF -réseau, on définit son réseau dual comme

L∗ := {w ∈W : ∀m ∈ L, 〈w|m〉 ∈ oF }.

Un réseau L dans W est dit autodual si L∗ = L. De tels réseaux existent toujours.

Théorème 2.3.1. Si L est un réseau dans W tel que L∗ = L ou L∗ = pFL, alors KL :=
StabSp(W )(L) est un sous-groupe hyperspécial de Sp(W ). Cela fournit une correspondance bi-
univoque entre les sous-groupes hyperspéciaux et les réseaux L tels que L∗ = L ou L∗ = pFL.
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Un tel réseau L détermine un modèle de Sp(W ) sur oF . On définit le réseau hyperspécial
dans sp(W ) associé à L par kL := sp(W, oF ). Si l’on remplace 〈·|·〉 par $F 〈·|·〉 alors cela a
pour effet d’échanger les réseaux L avec L∗ = L et ceux avec L∗ = $FL, à homothéthie près ;
pourtant Sp(W ) ne change pas.

Observons aussi que Sp(W ) agit transitivement sur les réseaux autoduaux. Nous avons fixé
une forme symplectique 〈·|·〉 sur W , cela a l’effet de distinguer une classe de conjugaison cano-
nique de sous-groupes hyperspéciaux de Sp(W ), à savoir ceux associés aux réseaux autoduaux.
On ne considère que des tels sous-groupes hyperspéciaux dans cet article.

2.4 Modèles de la représentation de Weil

Nous donnerons deux constructions pour la représentation (ρψ, Sψ) et les opérateurs d’en-
trelacement M [g] dans les définitions précédentes. Commençons par une construction générale.

Soit A ⊂W un sous-groupe tel que AF := A× F est un sous-groupe abélien maximal dans
H(W ) ; ceci est équivalent à A = A⊥ où A⊥ := {w ∈ W : ∀a ∈ A, ψ(〈a,w〉) = 1}. Puisque
AF /({0} × Ker (ψ)) est abélien, il existe un caractère ψA : AF → S1 qui prolonge 1 × ψ sur
{0} × F . On définit

(ρA, SA) := Ind
H(W )
AF

(ψA).

Théorème 2.4.1. (ρA, SA) est une représentation lisse irréductible de caractère central ψ.

Le modèle de Schrödinger

Les détails se trouvent dans [78, 79].

Un sous-espace ` ⊂W est dit un lagrangien dans W si ` est totalement isotrope de dimension
maximale pour 〈·|·〉. Notons Lagr(W ) l’ensemble des lagrangiens dans W .

Dans la construction ci-dessus, prenons pour A = ` ∈ Lagr(W ). Dans ce cas-là `F = `× F
comme groupes topologiques, et on peut prendre ψ` = 1 × ψ. Soit (ρ`, S`) la représentation
ainsi obtenue. On fixe une mesure de Haar sur ` et on prend la mesure autoduale sur W par
rapport à ψ(〈·|·〉). La représentation (ρ`, S`) s’identifie à l’espace des vecteurs lisses de l’induite

compacte ind
H(W )
`F

(ψ`).

Soit `′ un autre lagrangien muni d’une mesure de Haar. P. Perrin a défini un opérateur
d’entrelacement canonique

F`′,` : S` → S`′ .

C’est essentiellement une transformation de Fourier partielle convenablement normalisée.

Soit g ∈ Sp(W ), alors on obtient une isométrie par transport de structures :

g∗ : S` → Sg`.

Définissons

M`[g] := F`,g` ◦ g∗ = g∗ ◦Fg−1`,`.

On vérifie que (g,M`[g]) ∈ Spψ(W ). Grosso modo, la représentation ω̃ψ sur Spψ(W ) ne peut
pas être définie sur Sp(W ) car F`′′,`′ ◦F`′,` n’est pas égale à F`′′,`, mais diffère par un nombre
complexe de module 1 (`, `′, `′′ ∈ Lagr(W ) quelconques). Pour expliciter cette obstruction,
récapitulons des propriétés de l’indice de Maslov telle qu’elles sont énoncées par T. Thomas
[78].

Étant donnés `1, . . . , `m ∈ Lagr(W ) (m ≥ 3), On définit une F -forme quadratique τ(`1, . . . , `m).
Elle s’appelle l’indice de Maslov. Soit [τ(`1, . . . , `m)] sa classe dans le groupe de Witt W (F ) ;
cette classe satisfait aux propriétés suivantes.



Section 2 27

1. Invariance symplectique. Pour tout g ∈ Sp(W ),

τ(`1, . . . , `m) ' τ(g`1, . . . , g`m).

2. Additivité symplectique. Soient W1,W2 deux F -espaces quadratiques et W := W1 ⊕
W2. Si `1, . . . , `m ∈ Lagr(W1) et `′1, . . . , `

′
m ∈ Lagr(W2), alors

τ(`1 ⊕ `′1, . . . , `m ⊕ `′m) ' τ(`1, . . . , `m)⊕ τ(`′1, . . . , `
′
m).

3. Symétrie diedrale.

τ(`1, . . . , `m) ' τ(`2, . . . , `m, `1),

[τ(`1, . . . , `m)] = −[τ(`m, . . . , `1)].

4. Condition de châıne. Pour tout 3 ≤ k < m, on a

[τ(`1, . . . , `m)] = [τ(`1, . . . , `k)] + [τ(`1, `k, . . . , `m)].

Dans le cas m = 3, l’espace τ(`1, `2, `3) est Witt équivalent à l’indice de Maslov défini par
Kashiwara [57]. Vu la condition de châıne, cela détermine [τ(`1, . . . , `m)] ∈ W (F ) pour m ≥ 3
quelconque. La dimension de τ est aussi calculée :

Proposition 2.4.2 ([78]). Regardons les lagrangiens `1, . . . , `m comme indexés par Z/mZ.
Alors :

dim τ(`1, . . . , `m) =
(m− 2) dimW

2
−

∑
i∈Z/mZ

dim(`i ∩ `i+1) + 2 dim
⋂

i∈Z/mZ

`i.

Théorème 2.4.3 (G. Lion, P. Perrin). Soient `1, . . . , `m ∈ Lagr(W ) (m ≥ 3). Alors

F`1,`m ◦ · · · ◦F`2,`1 = γψ(−τ(`1, . . . , `m)) · idS`1 .

Corollaire 2.4.4. Soit ` ∈ Lagr(W ), alors pour tout x, y ∈ Sp(W ) on a

M`[x] ·M`[y] = γψ(τ(`, y`, xy`))M`[xy].

On en déduit un scindage au-dessus d’un sous-groupe parabolique de Siegel.

Proposition 2.4.5. Soit ` ∈ Lagr(W ). Notons P` le sous-groupe de Sp(W ) qui stabilise `, alors
σ` : x 7→ (x,M`[x]) fournit un scindage de p : Spψ(W )→ Sp(W ) au-dessus de P`(F ).

Démonstration. Vu la définition de la topologie sur Spψ(W ) ([89], §35), la continuité de σ` est
immédiate. Il suffit que τ(`, x`, xx′`) = 0 pour tous x, x′ ∈ P`(F ). Or dans ce cas τ(`, x`, xx′`) =
τ(`, `, `), et 2.4.2 montre que sa dimension est zéro.

Définition 2.4.6. L’élément σ`(−1) dans Spψ(W ) est central d’ordre 2. Il s’envoie sur −1 dans
Sp(W ). On le note abusivement par −1. Cette convention sera justifiée par le fait qu’elle ne
dépend pas de ` (2.4.7) et qu’elle est compatible avec tout scindage de p dont nous ferons usage
(2.5.3, 4.4.2).

On abrège souvent (−1) · x̃ par −x̃, pour tout x̃ ∈ Spψ(W ). L’indépendance du choix de `
résulte de la proposition suivante.

Proposition 2.4.7. L’élément −1 ∈ Spψ(W ) agit par ±id sur S±ψ .

Démonstration. Fixons ` ∈ Lagr(W ). On se ramène à prouver que M`[−1] agit par ±id sur S±ψ ,
ce qui résulte des formules explicites dans [65] chapitre 2, II.6.

Il sera démontré que −1 vit dans le revêtement S̃p
(f)

(W ) pourvu que 8|f (2.4.13). On
obtiendra aussi une caractérisation de −1 par la valeur du caractère de la représentation de
Weil.
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Le modèle latticiel

Dans cette sous-section, F est supposé non archimédien de caractéristique résiduelle p > 2.
Fixons un oF -réseau L ⊂W tel que L = L⊥ et prenons A = L dans la construction générale de
(ρA, SA). De tels réseaux existent toujours.

Prenons LF = L × F . Puisque p > 2, LF est un sous-groupe de H(W ) et on peut prendre
ψL(a, t) = ψ(t). D’où une représentation lisse (ρL, SL) de H(W ).

On choisit un système de représentants R ⊂ W de l’espace discret W/L. Pour tout r ∈ R,
définissons une fonction localement constante à support compact fr : H(W )→ C par

fr((r
′ + a, t)) =

{
ψ
(
t+ 〈r′|a〉

2

)
, si r′ = r

0, sinon

où r′ ∈ R et a ∈ L. Ces fonctions forment une base de SL. Si l’on munit SL du produit hermitien
(f |g) :=

∑
ẇ∈W/L f(w, 0)g(w, 0) en rappelant que W/L est discret, alors {fr}r∈R est une base

orthonormée.

Proposition 2.4.8. Posons K := StabSp(W )(L). Pour x ∈ K, soit ML[x] : SL → SL l’opérateur
unitaire g(·) 7→ g(x−1(·)). Alors x 7→ (x,ML[x]) est un homomorphisme injectif continu de K

dans Spψ(W ). Ceci fournit un scindage de p : S̃p
(2)

(W )→ Sp(W ) au-dessus de K.

Démonstration. Pour la deuxième assertion, voir [65], Chapitre 2, II.10.

Le sous-groupe ouvert compact K est toujours hyperspécial. Nous identifions désormais K

comme un sous-groupe ouvert compact de S̃p
(2)

(W ).

Proposition 2.4.9. Soient {fr}r∈R les fonctions définies précédemment. Pour r, r′ ∈ R et
x ∈ K, on a

(ML[x]fr)(r
′, 0) =

ψ
(
〈r|x−1(r′)− r〉

2

)
, si x−1(r′)− r ∈ L

0, sinon.

Autrement dit, si r′ ∈ R représente la classe x−1(r) mod L, alors on a

(ML[x]fr) = ψ

(
〈r|x−1(r′)〉

2

)
fr′ .

Remarque 2.4.10. Lorsque ψ est de conducteur oF , on a M⊥ = M∗ pour tout réseau M ⊂W ;
en particulier, L est autodual.

Remarque 2.4.11. Supposons ψ de conducteur oF . Posons

H(L) := L× oF .

C’est un sous-groupe ouvert compact de H(W ). Soit (ρψ, Sψ) une représentation satisfaisant
aux énoncés du théorème de Stone-von Neumann. En utilisant le modèle latticiel associé a un
réseau autodual L, on montre que

dimC S
H(L)
ψ = 1.

En effet, cet espace engendré par la fonction caractéristique de L. Soit sL ∈ SH(L)
ψ , sL 6= 0, alors

ML[x] est caractérisé par ML[x](sL) = sL.
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Montrons une compatibilité entre le modèle de Schrödinger et le modèle latticiel qui sera
utile. Supposons qu’il existe `, `′ ∈ Lagr(W ) tels que W = `⊕ `′ et L = (` ∩ L)⊕ (`′ ∩ L). Soit
x ∈ Sp(W ) tel que x` = ` et x`′ = `′.

Proposition 2.4.12. Conservons les hypothèses ci-dessus. Soit T un F -tore maximal déployé
dans P` ∩ P`′, alors M`[x] = ML[x] pour x ∈ T (F ) ∩K.

Démonstration. Du point de vue du modèle de Schrödinger, S
H(L)
ψ est engendré sL := 1L∩`′

([65] chapitre 2, II. 10). On a ML[x](sL) = sL car x ∈ K. D’après la formule explicite de M`[x]
([65] chapitre 2, II. 6), on a aussi M`[x](sL) = sL, d’où l’assertion.

La construction de Lion-Perrin

Le modèle de Schrödinger conduit à une construction du revêtement à deux feuillets p :

S̃p
(2)

(W )→ Sp(W ), étudiée systématiquement par Lion et Perrin [56].

Pour V un F -espace vectoriel de dimension finie, posons

o(V ) := (

max∧
V \ {0})/F×2.

C’est un torseur sous F×/F×2 ; ici nous adoptons la convention
∧0{0} = F de sorte que

o({0}) = F×/F×2. Un élément dans o(V ) est dit une orientation de V .

Soient `1, `2 ∈ Lagr(W ) et ei ∈ o(`i) (i = 1, 2). Les F -espaces vectoriels `1/(`1 ∩ `2) et
`2/(`1 ∩ `2) sont en dualité par rapport à 〈·|·〉, d’où l’accouplement

〈·|·〉 : o(`1/(`1 ∩ `2))× o(`2/(`1 ∩ `2))→ F×/F×2.

Fixons une orientation e ∈ o(`1∩`2) et choisissons ēi ∈ o(`i/(`1∩`2)) de sorte que ēi∧e = ei
(i = 1, 2). Définissons

A`1,`2 := 〈ē1|ē2〉 ∈ F×/F×2.

C’est indépendant du choix de e.

Fixons maintenant ` ∈ Lagr(W ) et e ∈ o(`). Pour tout g ∈ Sp(W ), munissons g` de l’orien-
tation transportée. On définit

mg(`) := γψ(1)
dimW

2
−dim g`∩`−1γψ(Ag`,`).

Cela ne dépend pas du choix de l’orientation e. On construit S̃p
(2)

(W ) comme l’ensemble des

(g, t), g ∈ Sp(W ), t : Lagr(W )→ C×

tels que

– t(`)2 = mg(`)
2 pour tout ` ;

– t(`′) = γψ(τ(`, g`, g`′, `′))t(`) pour tout `, `′.

La multiplication dans S̃p
(2)

(W ) est définie par (g, t)(g′, t′) = (gg′, tt′ · cg,g′) où

cg,g′(`) = γψ(τ(`, g`, gg′`)).

On définit p : S̃p
(2)

(W ) → Sp(W ) par p(g, t) = g. En utilisant les propriétés de l’indice de
Maslov, on vérifie que la multiplication est bien définie et associative, et que p est un revêtement
à deux feuillets. L’élément neutre est (1,1) où 1 est la fonction constante de valeur 1.
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Soit ` ∈ Lagr(W ), on définit la fonction d’évaluation ev` par

(I.2) ∀(g, t) ∈ S̃p
(2)

(W ), ev`(g, t) = t(`).

Étant fixé un lagrangien ` ∈ Lagr(W ), on a un plongement de S̃p
(2)

(W ) dans Spψ(W ) par
le modèle de Schrödinger :

(g, t) 7→ (g, t(`)M`[g]).

L’image ne dépend pas du choix de ` et cela identifie S̃p
(2)

(W ) au sous-groupe dérivé de Spψ(W ).

Notons P = P` le stabilisateur de ` ; c’est le sous-groupe parabolique de Siegel associé à `.

Le résultat suivant affirme que le revêtement S̃p
(8)

(W ) est suffisamment grand pour réaliser le
modèle de Schrödinger.

Proposition 2.4.13. Le scindage σ` : P (F )→ Spψ(W ) dans 2.4.5 est à valeurs dans S̃p
(8)

(W ).

En particulier, l’élément −1 dans 2.4.6 appartient à S̃p
(8)

(W ).

Démonstration. On a σ`(g) = (g,M`[g]). Il existe t : Lagr(W ) → C× tel que (g, t) ∈ S̃p
(2)

(W ).
On voit que σ`(g) et l’image de (g, t) dans Spψ(W ) diffèrent par t(`) ∈ C×. D’après la construc-
tion de Perrin-Lion, t(`) est un produit des indices de Weil γψ(·), qui appartiennent à �8. D’où
l’assertion.

Remarque 2.4.14. Soit P` = MU une décomposition de Lévi, alors le scindage est unique sur
U(F ) ([65], appendice 1). Nous donnerons une caractérisation de σ`|M en termes du caractère
de ωψ (4.1.8).

2.5 Le cas global

Dans cette section F est un corps de nombres. Notons A l’anneau d’adèles associé à F .

Fixons un caractère non-trivial ψ : A/F → S1, regardé aussi comme un caractère de A avec
décomposition en composantes locales

ψ =
⊗
v

ψv.

Fixons un F -espace symplectique (W, 〈·|·〉) défini sur oF , notons L l’ensemble de oF -points
de W , c’est un oF -réseau dans W . Pour toute place v de F , on construit les objets suivants :

(Wv, 〈·|·〉) := (W, 〈·|·〉)⊗F Fv;
H(Wv) : le groupe de Heisenberg;

(ρv, Sv) : représentation irréductible lisse de caractère central ψv;

Spψ(Wv), S̃p
(f)

(Wv),pv : les revêtements (f ∈ 2Z≥1);

ωψv : la représentation de Weil.

Pour presque toute place finie v, ψv est de conducteur ov et le complété Lv de L est autodual.
Pour une telle v, posons Kv := Stab(Lv) et sv ∈ Sv le vecteur correspondant à la fonction
caractéristique de Lv pour le modèle latticiel (cf. 2.4.11).

On définit (ρψ, Sψ) =
⊗′

v(ρv, Sv), produit restreint par rapport aux vecteurs sv. On définit
le groupe de Heisenberg adélique H(W,A) par rapport à L, alors (ρψ, Sψ) est une représentation
de H(W,A) de caractère central ψ. Le groupe Sp(W,A) agit sur H(W,A) de façon naturelle.
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On sait construire le produit restreint
∏′
vS̃p

(f)
(Wv) par rapport aux Kv. Posons

N :=

{
(εv) ∈

⊕
v

Ker (pv) =
⊕
v

�f :
∏

εv = 1

}
,

S̃p
(f)

(W,A) :=
∏′

v
S̃p

(f)
(Wv)/N.

On écrit une classe dans S̃p
(f)

(W,A) comme [x̃v]v, où x̃v ∈ S̃p
(f)

(Wv) pour toute v.

Les projections locales (pv)v fournissent un revêtement p : S̃p
(f)

(W,A)→ Sp(W,A) et on a
Ker (p) = �f . On définit la représentation de Weil adélique par ωψ :=

⊗′
v ωψv ; elle est spécifique.

On retrouve les avatars locaux pv : S̃p
(f)

(Wv) → Sp(Wv) comme les fibres de p au-dessus des
Sp(Wv).

Par ailleurs, on peut formuler une variante du théorème de Stone-von Neumann pour
H(W,A), ce qui permet de définir

Spψ(W,A) := {(g,M) ∈ Sp(W,A)×GL(Sψ) : ρgψ ◦M = M ◦ ρψ}

comme dans le cas local. C’est une extension centrale de Sp(W,A) par C×. On définit S̃p
(2)

(W,A)
comme le groupe dérivé de Spψ(W,A). La représentation de Weil ωψ provient de la projection
sur GL(Sψ), et on a

Spψ(W,A) = S̃p
(2)

(W,A)×�2 C×.

On définit les S̃p
(f)

(W,A) en posant S̃p
(f)

(W,A) := S̃p
(2)

(W,A)×�2 �f .

Remarque 2.5.1. Les constructions dans cette section ne dépendent pas du choix de L. En
effet, si L, L′ sont deux tels réseaux, alors Lv = L′v pour presque toute place finie v.

Pour formuler la théorie des représentations automorphes, il faudra un scindage canonique
de p au-dessus de Sp(W ). L’existence d’un tel scindage est dû à Weil. C’est unique et à image

dans S̃p
(2)

(W,A) car Sp(W ) est engendré par ses commutateurs. Donnons une construction
explicite. Fixons ` ∈ Lagr(W ), on construit les opérateurs M`v [x] pour tout x ∈ Sp(W ) et toute
place v de F où `v := `⊗F Fv.

Proposition 2.5.2. L’application

i : Sp(W )→ Spψ(W,A)

x 7→ (x,
⊗
v

M`v [x])

est un homomorphisme bien définie.

Démonstration. Prenons `′ ∈ Lagr(W ) tel que W = `⊕`′. Pour presque toute place finie v, on a
Lv = Lv∩`v⊕Lv∩`′v. D’après les formules explicites pour M`v [x] et sv ([65] chapitre 2, II.6, II.10)
avec la décomposition de Bruhat, M`v [x] fixe sv pour presque tout v, donc

⊗
vM`v [x] ∈ GL(Sψ)

et i est bien défini.
Montrons que i est un homomorphisme. Soient x, y ∈ Sp(W ), alors

M`v [x]M`v [y] = γψv(τ(`, x`, xy`))M`v [xy].

L’espace quadratique τ(`, x`, xy`) est défini sur F . Grâce à la réciprocité de Weil ([89] §30,
Proposition 5), le produit

∏
v γψv(τ(`, x`, xy`)) vaut 1, cela permet de conclure.
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Corollaire 2.5.3. Pour toute place v, soit −1v ∈ S̃p
(8)

(Wv) l’élément considéré dans 2.4.6.
Alors i(−1) est égal à [−1v]v.

Démonstration. Si l’on plonge S̃p
(8)

(W,A) dans Spψ(W ), alors [−1v]v s’identifie à

(−1,
⊗
v

M`v [−1]),

qui est égal à i(−1) par ladite proposition.

3 Classes de conjugaison semi-simples dans les groupes clas-
siques

3.1 Formes hermitiennes

Dans cette section, F est un corps parfait de caractéristique 6= 2.

Formes pour les anneaux à involutions Fixons A une F -algèbre et τ une F -involution
de A (i.e. un antiautomorphisme de carré l’identité). On dit qu’une telle paire (A, τ) est une
F -algèbre à involution. Lorsque A est étale, on supprime souvent l’involution et on exprime
l’algèbre à involution par A/A#, où A# est la sous-algèbre fixée par τ . C’est loisible car les
données A,A# déterminent τ .

Soit M un A-module projectif à droite de type fini. Lorsque A est commutatif, les modules
à gauche et à droite se confondent. Une application bi F -additive q : M ×M → A est dite une
forme sesquilinéaire si pour tout m,n ∈M et a, b ∈ A, on a

q(ma|nb) = τ(a)q(m|n)b.

Une telle application q équivaut à un homomorphisme

gq :M →M∗ := HomA(M,A)

m 7→ q(m|−)

où on regarde le dual M∗ comme un A-module à droite par (fa)(m) = τ(a)f(m) pour tout
a ∈ A, m ∈M .

Une forme sesquilinéaire q est dite non-dégénérée si gq est un isomorphisme. Soit ε = ±1, on
dit que q est ε-hermitienne si q est non-dégénérée et q(m|n) = ετ(q(n|m)) pour tout m,n ∈M ;
cela équivaut à la commutativité du diagramme

M
gq //

ε·$
��

M∗

M∗∗
g∗q //M∗

où $ : M →M∗∗ est donnée par $(m)(λ) = 〈λ,m〉 pour tous m ∈M ,λ ∈M∗. Il y a une notion
naturelle d’isométries entre ces formes. Notons la catégorie des (A, τ)-formes ε-hermitienne par
Hermε(A, τ).

Voici quelques cas spéciaux que nous utiliserons plus tard.
– A = F , τ = id, ε = 1 : les F -formes quadratiques.
– Idem, mais ε = −1 : les F -formes symplectiques.
– A = E une extension quadratique de F , τ l’involution associée, ε = 1 : les E/F -formes

hermitiennes.
– Idem, mais ε = −1 : les E/F -formes anti-hermitiennes.



Section 3 33

Pousser-en-avant des formes Supposons donnés une inclusion (A1, τ1) ↪→ (A2, τ2) et un
homomorphisme F -linéaire t : A2 → A1 tel que t ◦ τ2 = τ1 ◦ t. Soit q une (A2, τ2)-forme
ε-hermitienne, on en déduit une (A1, τ1)-forme ε-hermitienne t∗q sur M (regardé comme un
A1-module) définie par

(t∗q)(m|n) = t(q(m|n)).

Formes en catégories Afin de classifier les classes de conjugaison, travaillons dans un cadre
plus abstrait. Une référence possible est [45] II.

Définition 3.1.1 (cf. [45] II 2). Une catégorie F -additive avec dualité est un triplet (C, ∗, $) où
C est une catégorie F -additive, ∗ est un foncteur Cop → C et $ : idC

∼→ ∗∗ est un isomorphisme
de foncteurs.

Une forme ε-hermitienne dans (C, ∗, $) est une paire (M,φ) où M est un objet dans C et φ
est un isomorphisme M

∼→M∗ tel que le diagramme

M
φ //

ε$M
��

M∗

M∗∗
φ∗ //M∗

est commutatif. On dit aussi qu’une forme ε-hermitienne est hermitienne si ε = 1 et anti-
hermitienne si ε = −1. On note la catégorie des formes ε-hermitienne dans C par Hermε(C).

Soient (C1, ∗1, $1), (C2, ∗2, $2) deux catégories F -additives avec dualité. Un morphisme entre
elles est une paire (G, η), où G est un foncteur F -additif C1 → C2 et η est un isomorphisme
G ◦ ∗1

∼→ ∗2 ◦G, tels que

G(M)

$2

��

G($1)// G(M∗∗)

ηM∗

��
G(M)∗∗

(ηM )∗ // G(M∗)∗

est commutatif pour tout M .

On définit aisément la somme orthogonale de formes ε-hermitiennes. Une isométrie entre
deux formes ε-hermitiennes (M1, φ1), (M2, φ2) est un isomorphisme h : M1

∼→ M2 tel que
h∗φ2h = φ1.

Pour une catégorie F -additive (C, ∗, $) et un objet M dans C, on associe la forme ε-
hermitienne hyperbolique comme la forme H(M) := (M ⊕M∗, φ) où φ : M ⊕M∗ →M∗⊕M∗∗
a l’expression matricielle suivante

φ :

 0 idM∗

ε$M 0


Les formes ε-hermitiennes pour les anneaux discutées précédemment sont des exemples de

ce formalisme.

Si (C, ∗, $) est un produit fini
∏r
i=1(Ci, ∗i, $i), alors la catégorie des formes ε-hermitiennes

dans (C, ∗, $) est canoniquement isomorphe au produit des catégories des formes ε-hermitiennes
dans les (Ci, ∗i, $i).
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3.2 Kit de classification

Fixons maintenant ε = ±1 et une F -algèbre à involution (A, τ) de la forme suivante :

– soit A = F , τ = id ;
– soit A = E une extension quadratique de F et τ la F -involution non triviale associée.

Si (M,h) est une (A, τ)-forme ε-hermitienne, on note U(M,h) son groupe d’isométries.

Considérons la catégorie F -additive avec dualité (H, ∗, $) (abrégée comme H dans ce qui
suit) suivante :

– les objets sont les paires (M,x), où M est un A-module de type fini et x ∈ GLA(M) est
semi-simple ;

– un morphisme (M1, x1) → (M2, x2) est un homomorphisme A-linéaire f : M1 → M2 tel
que f ◦ x1 = x2 ◦ f ;

– pour tout objet (M,x), on définit (M,x)∗ = (M∗, (x−1)∗) ;
– l’isomorphisme $ : id

∼→ ∗∗ est l’isomorphisme canonique M
∼→M∗∗, pour tout M .

L’ensemble des classes d’isomorphismes de formes ε-hermitiennes dans H s’identifie à celui
des triplets (M,h, x) où (M,h) est ε-hermitienne et x ∈ U(M,h) est semi-simple, à isométrie
près.

Soit (H0, ∗, $) la catégorie F -additive avec dualité de (A, τ)-formes ε-hermitiennes. On a un
foncteur d’oubli H → H0. Pour classifier les classes de conjugaison semi-simples dans U(M,h),
il suffit de classifier les formes ε-hermitiennes dans H ayant une image dans H0 isomorphe à
(M,h).

Pour ce faire, nous suivons la recette dans [45] II (6.6) qui est essentiellement une variante
de l’équivalence de Morita. Tout d’abord, on vérifie les propriétés suivantes pour H et H0 (cf.
[45] II. (5.2), (6.3)) :

C1 : tout idempotent se scinde ;

C2 : tout objet M admet une décomposition M =
⊕m

i=1Ni où Ni est un objet indécomposable
et End(Ni) est un corps ; si Ni = (Vi, xi) est un objet dans H alors End(Ni) est engendré
par xi sur A ;

C3 : pour tout objet M , le radical de Jacobson de End(M) est nul.

En effet, ces propriétés ne font pas intervenir la dualité ∗, elles résultent de l’algèbre linéaire.
Elles impliquent aussi la propriété de Krull-Schmidt pour H et H0, au sens suivant.

Définition 3.2.1. On dit qu’une catégorie additive vérifie la propriété de Krull-Schmidt si
tout objet M admet une décomposition M =

⊕m
i=1Ni en objets indécomposables, unique à

permutation et isomorphisme près.

Le type d’un objet M dans une telle catégorie est l’ensemble des classes d’isomorphisme de
ses composantes indécomposables Ni.

La classification marchera en trois étapes. Soit (M,x, h) une forme ε-hermitienne dans H.

Étape 1 Puisque H vérifie la propriété de Krull-Schmidt, on peut décomposer (M,x) selon
son type et puis regrouper par dualité de sorte que

(M,x, h) =
m⊕
i=1

(Mi, xi, hi),

où (Mi, xi) est de type Ni (avec Ni ' N∗i ) ou (Ni, N
∗
i ) (avec Ni 6' N∗i ) pour tout i.
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Étape 2a Fixons 1 ≤ i ≤ m. Supposons d’abord (Mi, xi) de type Ni. D’après [45] II (6.5.1)
l’objet Ni admet une structure d’une forme hermitienne ou anti-hermitienne, disons ki : Ni →
N∗i . Posons Ki := End(Ni) = A(xi), c’est un corps et il admet l’involution A-linéaire canonique
d’adjonction ([45] II (3.2)) :

τi : f 7→ k−1
i f∗ki.

On a τi(xi) = x−1
i et τi prolonge τ sur A. Posons K#

i le sous-corps fixé par τi.

Lemme 3.2.2. Si xi 6= ±1, alors τi 6= id.

Démonstration. On a τi = id si et seulement si τi(xi) = xi, c’est-à-dire xi = x−1
i , ce qui contredit

l’hypothèse car Ki est un corps.

Si xi = ±1, alors la classification de tels (Mi, xi, hi) équivaut à la classification de (A, τ)−formes
ε-hermitiennes. Conservons l’hypothèse que xi 6= ±1 dans ce qui suit.

Étape 2b D’autre part, si (Mi, xi) est de type (Ni, N
∗
i ) alors il existe r tel que (Mi, xi) =

(Ni ⊕N∗i )⊕r car (Mi, xi) ' (Mi, xi)
∗ ([45] II (6.4)). On pose

Ki := End(Ni ⊕N∗i ) = End(Ni)× End(N∗i ).

Il est muni de l’involution τi : (a, b) 7→ ($(b∗), a∗). La sous-algèbre K#
i fixée par τi est

isomorphe à End(Ni), donc K#
i est un corps. On a

(Ki, τi) ' (K#
i ×K

#
i , (a, b) 7→ (b, a)).

De plus, xi s’identifie à l’élément (xi|Ni , (xi|
−1
Ni

)∗) ∈ K×i . Montrons que τi(xi) = x−1
i 6= xi.

En effet, si τi(xi) = xi alors xi|Ni = xi|−1
Ni

, d’où xi|Ni = ±1 car End(Ni) est un corps, mais cela
implique que Ni ' N∗i , qui est contradictoire.

Étape 3 Supposons pour l’instant que xi 6= ±1 pour tout 1 ≤ i ≤ m. Pour tout i, posons

Qi :=

{
Ni, si (Mi, xi) est de type (Ni),

Ni ⊕N∗i si (Mi, xi) est de type (Ni, N
∗
i ).

Les objets Ki,K
#
i , τi sont définis comme précédemment. On peut identifier (non canonique-

ment) l’espace sous-jacent de Qi à Ki. Définissons ki : Qi → Q∗i qui correspond à la forme trace
sur le A-espace vectoriel Ki

(q, q′) 7→ trKi/A(τi(q)q
′).

Alors (Qi, ki) est une forme hermitienne dans H car τi(xi) = x−1
i .

Posons maintenant Q :=
⊕m

i=1Qi, muni du morphisme k =
⊕
ki : Q

∼→ Q∗ de sorte que
(Q, k) est une forme hermitienne. On construit les objets suivants :

K :=
⊕
i

Ki = End(Q),

x := (xi)i, K = A[x],

K# :=
⊕
i

K#
i ,

τK :=
⊕

τi.
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Alors K est une A-algèbre étale dont τK est une involution prolongeant τ : A→ A, τK(x) =
x−1 et K# est la sous-algèbre fixée par τ .

Posons H|Q la sous-catégorie pleine de H dont les objets sont facteurs directs des Q⊕r (r ≥ 1).
Elle contient (M,x). Considérons le foncteur G := HomH(Q,−) de H|Q dans la catégorie des
K-modules projectifs de type fini. Il préserve les dualités et induit une équivalence de catégories
F -additives avec dualités ([45] II. §3). Cela induit aussi une équivalence

Hermε(H|Q)
∼→ Hermε(K, τK).

Donnons une forme plus utile de cette correspondance.

Proposition 3.2.3. Il existe une correspondance biunivoque

Hermε(K, τK)
∼→ Hermε(H|Q)

donnée par

(M ′, h′) 7→ (trK/A)∗(M,h),

où M est muni de l’automorphisme qui agit par multiplication par x ∈ Q×.

Démonstration. Puisque la formation de cette application est compatible aux réunions de types
{Ni}, {Ni, N

∗
i }, il suffit de considérer le cas Q = Qi pour un 1 ≤ i ≤ m. Soit M = Q⊕r,

l’isomorphisme

HomH(M,M∗)
∼→ HomK(G(M), G(M)∗)

respecte l’action de EndH(M) = Matr×r(K) des deux côtés. Prenons une (K, τ)-forme ε-
hermitienne (M,h) munie de la multiplication par x, alors trK/A∗(M,h) munie de l’action
de x est une forme ε-hermitienne dans H|Q. En faisant agir les endomorphismes “symétriques”
dans EndH(M), on voit que toute forme ε-hermitienne sur H|Q est de la forme trK/A∗(M,h)
avec la multiplication par x. Cette correspondance est biunivoque.

Remarque 3.2.4. Si Qi = Ni ⊕ N∗i où Ni 6' N∗i , alors toute forme ε-hermitienne dans H|Qi
est hyperbolique([45] II (6.4)).

Conclusion Compte tenu des raisonnements ci-dessus, on a obtenu :

Théorème 3.2.5. Soit (M,h) une (A, τ)-forme ε-hermitienne. Les classes de conjugaison semi-
simples dans U(M,h) sont paramétrées par les données suivantes.

– Une A-algèbre étale de type fini K et une involution τK : K → K. La sous-algèbre fixée
par τK est notée par K#.

– Un élément semi-simple x ∈ K× tel que τ(x) = x−1, x 6= ±1 et K = A[x].
– Une (K, τK)-forme ε-hermitienne (MK , hK). Quitte à rétrécir (K, τK), on peut supposer

que (MK , hK) est fidèle.
– Deux (A, τ)-formes ε-hermitiennes (M+, h+) et (M−, h−).

Ces paramètres sont soumis à la condition

(M,h) ' trK/A∗(MK , hK)⊕ (M+, h+)⊕ (M−, h−).

Il y a une notion évidente d’équivalence pour les paramètres. Les paramètres pour une classe
de conjugaison semi-simple sont uniquement déterminés à équivalence près.
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Précisons cette correspondance. Étant donné un tel paramètre

(K/K#, x, (MK , hK), (M±, h±)),

on fixe un isomorphisme

φ : (M,h)
∼→ (M0, h0) := trK/A∗(MK , hK)⊕ (M+, h+)⊕ (M−, h−).

Il induit φ∗ : U(M0, h0)
∼→ U(M,h). Soit x0 ∈ U(M0, h0) qui agit comme multiplication par

x sur MK et comme ±id sur M±. Alors O(φ∗(x0)) est la classe cherchée ; elle ne dépend pas du
choix de φ. La classe ainsi obtenue est notée O(K/K#, x, (MK , hK), (M±, h±)).

Remarque 3.2.6. Si A = E est une extension quadratique de F , alors K = K# ⊗F E.

Discutons deux opérations sur les paramètres.

Somme directe Soient (M ′, h′), (M ′′, h′′) deux (A, τ)-formes ε-hermitiennes et posons (M,h) :=
(M ′, h′)⊕(M ′′, h′′), alors on dispose d’un homomorphisme ι : U(M ′, h′)×U(M ′′, h′′)→ U(M,h).

Soient (K ′/K ′#, x′, (MK′ , hK′), (M
′
±, h

′
±)) un paramètre pour O(g′) ∈ U(M ′, h′) et

(K ′′/K ′′#, x′′, (MK′′ , hK′′), (M
′′
±, h

′′
±)) un paramètre pour O(g′′) ∈ U(M ′′, h′′). On définit leur

somme directe

(K ′/K ′#, x′, (MK′ , hK′), (M
′
±, h

′
±))⊕ (K ′′/K ′′#, x′′, (MK′′ , hK′′), (M

′′
±, h

′′
±))

comme un paramètre (K/K#, x, (MK , hK), (M±, h±)) où

(K, τK) = (K ′, τK′)× (K ′′, τK′′)

comme F -algèbres à involutions, (MK , hK) = (MK′ , hK′) ⊕ (MK′′ , hK′′) la (K, τK)-forme ε-
hermitienne correspondante, et on définit (M±, h±) := (M ′±, h

′
±) ⊕ (M ′′±, h

′′
±). Alors

(K/K#, x, (MK , hK), (M±, h±)) paramètre la classe O(ι(g′, g′′)) ∈ U(M,h).

Pousser-en-avant Soient L une extension finie de F et B := A⊗F L. Alors (B, id⊗τ) est une
extension finie de (A, τ). Soit (M,h) une (B, id ⊗ τ)-forme ε-hermitienne, alors (M, trB/A∗h)
est une (A, τ)-forme ε-hermitienne. On a une inclusion U(M,h) ⊂ U(M, trB/A∗h).

Soit (K/K#, x, (MK , hK), (M±, h±)) un paramètre pour une classe O(g) dans U(M,h),
toutes les données étant définies par rapport à L, alors (K/K#, x, (MK , hK), (M±, trB/A∗h±))

paramètre la classe O(g) dans U(M, trB/A∗h). Ici on regarde K/K# comme une F -algèbre
étale.

Décomposition

Remarque 3.2.7. Si l’on décompose

(K/K#, x) =
∏
i∈I

(Ki/K
#
i , xi)

de sorte que K#
i est un corps pour tout i, alors il y a un isomorphisme canonique

Hermε(K, τK) '
∏
i∈I

Hermε(Ki, τKi),

(MK , hK) '
∏
i∈I

(MKi , hKi).
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L’étude des (K, τK)-formes ε-hermitiennes se ramène à celle des (Ki, τKi)-formes ε-hermitiennes.
Posons

I∗ := {i ∈ I : Ki est un corps}.
D’après 3.2.4, il suffit de considérer les indices i ∈ I∗.

Remarque 3.2.8. Indiquons deux extensions de ce formalisme. D’abord on peut étendre cette
classification aux restrictions des scalaires de schémas en groupes classiques : cela équivaut à
remplacer F par un sous-corps F0 ⊂ F . Ensuite, on peut aussi considérer des produits de la
forme

∏
i ResFi/F (Ui), où Fi est une extension finie de F et Ui est un groupe classique sur Fi,

pour tout i.

3.3 Paramétrage explicite

Maintenant on peut décrire explicitement les classes de conjugaison dans les groupes clas-
siques et leurs commutants. Par conséquent, on dispose aussi d’une description de la régularité.

Les groupes symplectiques Prenons A = F , ε = −1 dans la classification ci-dessus. Soit
(W, 〈·|·〉) un F -espace symplectique, alors U(W, 〈·|·〉) = Sp(W ). Les classes de conjugaison semi-
simples dans Sp(W ) sont donc paramétrées par les données suivantes.

– Données (K/K#, x) comme dans 3.2.5, K = F [x].
– Une (K, τK)-forme anti-hermitienne (WK , hK) où WK est un K-module fidèle.
– Deux F -espaces symplectiques (W+, 〈·|·〉+) et (W−, 〈·|·〉−).

Les espaces symplectiques sont classifiés par leur dimension, donc les paramètres sont soumis à
une seule condition

dimF WK + dimF W+ + dimF W− = dimF W.

Commutants. Soit g ∈ O(K/K#, x, (WK , hK), (W±, 〈·|·〉±)), alors

Sp(W )g = Sp(W )g = U(WK , hK)× Sp(W+)× Sp(W−).

Décomposons K =
∏
i∈I Ki, τK = (τi), x = (xi), et (WK , hK) = ((Wi, hi))i∈I comme dans

3.2.7. Si i /∈ I∗ alors U(Wi, hi) ' GL
K#
i

(ni) avec ni := 1
2 dim

K#
i
Wi. D’où :

U(WK , hK) =
∏
i∈I∗

UKi,τi(Wi, hi)×
∏
i/∈I∗

GL
K#
i

(ni).

Régularité. La classe ainsi paramétrée est régulière si et seulement si W+ = W− = {0} et
WK ' K. Une classe régulière est forcément fortement régulière.

Les groupes orthogonaux impairs Prenons A = F , ε = 1. Soit (V, q) un F -espace qua-
dratique de dimension impaire, alors U(V, q) = O(V, q). Les classes de conjugaison semi-simples
dans O(V, q) sont paramétrées par les données suivantes

– Données (K/K#, x) comme dans 3.2.5, K = F [x].
– Une (K, τK)-forme hermitienne (VK , hK) où VK est un K-module fidèle.
– Deux F -espaces quadratiques (V+, q+) et (V−, q−).

Les paramètres sont soumis à la condition

(V, q) ' (trK/F )∗(VK , hK)⊕ (V+, q+)⊕ (V−, q−).

Pour que O(K/K#, x, (VK , hK), (V±, q±))) appartienne à SO(V, q), il faut et il suffit que

dimF V+ ≡ 1 mod 2,

dimF V− ≡ 0 mod 2.
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Commutants. Soit g ∈ O(K/K#, x, (VK , hK), (V±, q±)), alors

SO(V, q)g = U(VK , hK)×R
SO(V, q)g = U(VK , hK)× SO(V+, q+)× SO(V−, q−),

où le groupe U(VK , hK) admet une description analogue au cas symplectique, et

R = {(a, b) ∈ O(V+, q+)×O(V−, q−) : det a · det b = 1}.

Donc les composantes connexes de SO(V, q)g sont définies sur F et

(SO(V, q)g : SO(V, q)g) =

{
2, si V− 6= {0},
1, sinon.

Régularité. La classe ainsi paramétrée est régulière si et seulement si

WK ' K,
dimF V+ = 1,

dimF V− = 0 ou 2.

Une classe régulière est fortement régulière si et seulement si dimV− = 0.

Les groupes orthogonaux pairs Soit (V, q) un F -espace quadratique de dimension paire,
alors U(V, q) = O(V, q). Les classes de conjugaison semi-simples dans O(V, q) sont paramétrées
par les mêmes données pour le cas impair, mais la condition sur dimF V± devient

dimF V+ ≡ 0 mod 2,

dimF V− ≡ 0 mod 2.

Une classe de conjugaison O(K/K#, x, (VK , hK), (V±, q±)) dans O(V, q) se décompose en
deux classes O± par SO(V, q). On n’aura pas besoin de les distinguer dans ce texte.

Commutants. La description des commutants est pareille que dans le cas impair.
Régularité. Une classe O(K/K#, x, (VK , hK), (V±, q±)) est régulière si et seulement si

WK ' K,
dimF V± ≤ 2.

Une classe régulière est fortement régulière si et seulement si V+ = {0} ou V− = {0}.

Les groupes unitaires Prenons A = E une extension quadratique de F et τ l’involution de
E associée.

Soit (V, h) une (E, τ)-forme ε-hermitienne. Les classes de conjugaison semi-simples dans
U(V, h) sont paramétrées par les données suivantes

– Données (K/K#, x) comme dans 3.2.5, K = E[x]. On a K = K# ⊗F E et τK = id⊗ τ .
– Une (K, τK)-forme ε-hermitienne (VK , hK) où VK est un K-module fidèle.
– Deux (E, τ)-formes ε-hermitiennes (V+, h+) et (V−, h−).

Les paramètres sont soumis à la condition

(V, h) ' trK/E∗(VK , hK)⊕ (V+, h+)⊕ (V−, h−).

Commutants. Soit g ∈ O(K/K#, x, (VK , hK), (V±, q±)), alors

U(V, h)g = U(V, h)g = U(VK , hK)× U(V+, h+)× U(V−, h−).
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Le groupe U(VK , hK) se décrit comme dans le cas symplectique.
Régularité. La classe ainsi paramétrée est régulière si et seulement si

WK ' K,
dimE V± ≤ 1.

Une classe régulière est automatiquement fortement régulière.

Remarque 3.3.1. La description des commutants admet une paraphrase schématique. Plus
rigoureusement, il faudra remplacer le groupe U(WK , hK) (resp. U(VK , hK)) par la restriction
des scalaires ResK#/FU(WK , hK) (resp. ResK#/FU(VK , hK)).

Remarque 3.3.2. Supposons que F est infini. Si l’on supprime x dans les paramètres des
classes régulières, on arrive à une classification des F -tores maximaux à conjugaison près dans
les groupes classiques.

Sous-groupes de Lévi D’après la classification des classes de conjugaison semi-simples et la
description de commutants, on arrive aussitôt à une classification de sous-groupes de Lévi.

Proposition 3.3.3. Les sous-groupes de Lévi des groupes classiques sont classifiés comme suit.
– Si (W, 〈·|·〉) est une forme symplectique, alors les sous-groupes de Lévi de Sp(W ) sont de

la forme
r∏
i=1

GLF (ni)× Sp(W+),

sousmise à la condition
r∑
i=1

2ni + dimW+ = dimW.

– Si (V, q) est une forme orthogonale, alors les sous-groupes de Lévi de SO(V, q) sont de la
forme

r∏
i=1

GLF (ni)× SO(V+, q+)

soumise à la condition

(

r∑
i=1

ni)H⊕ (V+, q+) ' (V, q).

– Si (V, h) est une E/F -forme hermitienne ou anti-hermitienne, alors les sous-groupes de
Lévi de U(V, h) sont de la forme

r∏
i=1

GLE(ni)× U(V+, h+),

soumise à la condition

(

r∑
i=1

ni)H⊕ (V+, h+) ' (V, q).

où H signifie la E/F -forme hermitienne ou anti-hermitienne hyperbolique de dimension
2.
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Démonstration. Il suffit de considérer les commutants connexes des éléments semi-simples en-
gendrant un F -tore déployé.

Remarque 3.3.4. Nous utiliserons le fait suivant. En tout cas, les composantes GLF (ni) sont
associés à des espaces hyperboliques (en une catégorie convenable), dans lesquelles les éléments
laissent invariant un lagrangien. Cela découle de §3.2.

Classes assez régulières

Définition 3.3.5. On dit qu’une classe de conjugaison semi-simple dans un groupe classique
(symplectique, orthogonal ou unitaire) est assez régulière si :

(cas symplectique) elle est régulière ;
(cas orthogonal impair) elle est régulière et paramétrée par (K/K#, x, (VK , hK), (V±, q±))

avec V− = {0}, dimF V+ = 1 ;
(cas orthogonal pair) elle est régulière et paramétrée par (K/K#, x, (VK , hK), (V±, q±)) avec
V+ = V− = {0} ;

(cas unitaire) elle est régulière et paramétrée par (K/K#, x, (VK , hK), (V±, h±)) avec V+ =
V− = {0}.

Une classe assez régulière est automatiquement fortement régulière. Pour une classe assez
régulière, la forme hK sur WK ' K dans son paramètre est décrite par

∀a, b ∈ K, hK(a|b) = trK/A(cτ(a)b)

où c ∈ K× est tel que τK(c) = εc.
Pour une classe assez régulière dans un groupe orthogonal impair SO(V, q), la donnée

(V+, q+) dans son paramètre est déterminée par (V, q) et l’autre donnée (K/K#, x, c) d’après le
théorème de Witt. En tout cas, on peut simplifier le paramètre d’une classe assez régulière en
la donnée

(K/K#, x, c)

satisfaisant à τK(c) = εc, τK(x) = x−1. Deux données (K/K#, x, c) et (K ′/K ′#, x′, c′) sont
équivalentes si et seulement s’il existe un isomorphisme de F -algèbres à involutions σ : (K, τK)

∼→
(K ′, τK′) tel que

σ(x) = x′

σ(c)c′−1 ∈ NK′/K′#(K ′×)

Remarque 3.3.6. Écrivons les paramètres comme K =
∏
i∈I Ki, K

# =
∏
i∈I K

#
i où K#

i est
un corps, τ = (τi), et c = (ci) pour tout i. Pour le paramétrage dans [82] I.7, la forme est décrite
par

hK((ai)i∈I |(bi)i∈I) =
∑
i∈I

[Ki : A]−1tr
Ki/K

#
i

(τi(ai)bici).

Autrement dit, nos paramètres ci correspondent à ci[Ki : A]−1 selon la convention de [82].

3.4 Le cas de l’algèbre de Lie

On peut décrire les classes de conjugaison semi-simples régulières dans les algèbres de Lie
des groupes classiques au moyen des données (K/K#, x, c) où τK(x) = −x, τK(c) = εc.

– Pour un groupe symplectique Sp(W ), on paramètre tous les éléments réguliers de cette
manière. Les paramètres sont soumis à la condition

dimF K = dimF W.
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– Pour un groupe orthogonal impair SO(V, q), on paramètre tous les éléments réguliers
de cette manière. Les paramètres sont soumis à la condition qu’il existe un F -espace
quadratique (V0, q0) de dimension 1 tel que

(V, q) ' (trK/F )∗((x, y) 7→ τK(x)yc)⊕ (V0, q0),

l’espace (V, q) est uniquement déterminé par le théorème de Witt.
– Pour un groupe orthogonal pair SO(V, q), on obtient seulement les éléments semi-simples

réguliers qui n’ont pas de valeur propre nulle. Le paramètre correspond à deux orbites O±,
mais on n’aura pas besoin de les distinguer. Les paramètres sont soumis à la condition

(V, q) ' (trK/F )∗((x, y) 7→ τK(x)yc).

– Pour un groupe unitaire U(V, h), on paramètre tous les éléments réguliers de cette manière.
Les paramètres sont soumis à la condition

(V, h) ' (trK/E)∗((x, y) 7→ τK(x)yc).

3.5 Conjugaison géométrique, le cas des corps locaux

Fixons un groupe classique U sur F .

Proposition 3.5.1. Soient O(K/K#, x, c) et O(K ′/K ′#, x′, c′) deux classes de conjugaison
semi-simple assez régulières dans U(F ). Elles appartiennent à la même classe de conjugaison
géométrique si et seulement s’il existe un isomorphisme de F -algèbres à involutions

σ : (K, τK)
∼→ (K ′, τK′)

tel que σ(x) = x′.
La même assertion reste valide pour les classes de conjugaison semi-simples régulières dans

l’algèbre de Lie.

Autrement dit, le passage à conjugaison géométrique équivaut à oublier la donnée c.
Supposons que F est un corps local. Décomposons (K/K#, x, c) =

⊕
i∈I(Ki/K

#
i , xi, ci)

comme dans 3.2.7. Posons sgn
Ki/K

#
i

: K#×
i → �2 le caractère associé à l’extension quadratique

Ki/K
#
i si i ∈ I∗, et sgn

Ki/K
#
i

= 1 si i /∈ I∗. En tout cas, on a

sgn
Ki/K

#
i

(a) =

{
1, si a ∈ N

Ki/K
#
i

(K#
i ),

−1, sinon.

On a un isomorphisme

(sgn
Ki/K

#
i

)i∈I∗ : K#×/NK/K#(K×)
∼→ �I

∗
2 .

Posons d’ailleurs
sgnK/K# :=

∏
i∈I

sgn
Ki/K

#
i

: K#× → �2.

Supposons que U est un groupe classique et (K/K#, x, c) paramètre une classe de conju-
gaison assez régulière O(K/K#, x, c) dans U . Soit c′ ∈ K× tel que τ(c′) = εc′, ε = −1 dans le
cas symplectique ou anti-hermitien et sinon ε = 1. On dit que O(K/K#, x, c′) existe dans U si
(K/K#, x, c′) paramètre une classe de conjugaison dans U .
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Proposition 3.5.2 ([82], I.7). Si U est symplectique, alors O(K/K#, x, c′) existe toujours
dans U . Par conséquent les classes de conjugaison dans la classe de conjugaison géométrique
contenant O(K/K#, x, c) sont en bijection avec �I

∗
2 .

Supposons F non archimédien. Si U est orthogonal ou unitaire, alors O(K/K#, x, c′) existe
dans U si et seulement si

sgnK/K#(c−1c′) = 1.

Les classes de conjugaison dans la classe de conjugaison géométrique contenant O(K/K#, x, c)
sont en bijection avec

(�2)I
∗

0 := {(ti) ∈ �I
∗

2 :
∏
i

ti = 1}.

Les mêmes assertions restent valides pour l’algèbre de Lie.

4 Le caractère de la représentation de Weil

Sauf mention expresse du contraire, F est toujours un corps local de caractéristique nulle
dans cette section.

4.1 Formules du caractère

Nous adoptons l’approche de [79] et nous utiliserons systématiquement la construction de
Lion-Perrin dans cette section.

Désignons par W l’espace vectoriel symplectique (W,−〈·|·〉). Si x ∈ Sp(W ), alors le graphe

Γx := {(w, xw) : w ∈W}

est un lagrangien dans W ⊕ W . On a un plongement f : Sp(W ) → Sp(W ⊕ W ) donné par
f(x) = (1, x).

Proposition 4.1.1 ([79] 1.3). Il existe un homomorphisme continu injectif

f̃ : S̃p
(2)

(W )→ S̃p
(2)

(W ⊕W )

donné par f̃(x, t) = ((1, x), fx(t)) dans la construction de Lion-Perrin, où fx(t) est déterminé
par

fx(t)(`⊕ `) = t(`).

De plus, il rend le diagramme ci-dessous commutatif :

S̃p
(2)

(W )
f̃ //

��

S̃p
(2)

(W ⊕W )

��
Sp(W )

f
// Sp(W ⊕W )

.

Définissons des ouverts de Zariski denses dans Sp(W ) :

Sp(W )† := {x ∈ Sp(W ) : det(x− 1) 6= 0},
Sp(W )‡ := {x ∈ Sp(W ) : det(x2 − 1) 6= 0, }.

On vérifie que Sp(W )† ⊃ Sp(W )‡ ⊃ Sp(W )reg. Posons S̃p
(f)

(W )†, S̃p
(f)

(W )‡, Spψ(W )†, Spψ(W )‡

leurs images réciproques dans S̃p
(f)

(W ), Spψ(W ), respectivement, où f ∈ 2Z≥1.
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Fixons une mesure de Haar sur S̃p
(2)

(W ). L’admissibilité de ω±ψ permet de définir le caractère

Θ±ψ = tr (ω±ψ ) comme une distribution sur S̃p
(2)

(W ), d’où la distribution Θψ = tr (ωψ). Énonçons
les formules du caractère de Maktouf.

Théorème 4.1.2 (K. Maktouf [59]). La distribution Θψ est lisse sur S̃p
(2)

(W )†. Si x̃ = (x, t) ∈
S̃p

(2)
(W )†, alors

1. en rappelant la définition de evΓ1(·) (I.2), on a

Θψ(x̃) =
evΓ1(f̃(x̃))

|det(x− 1)|
1
2

;

2. en fixant ` ∈ Lagr(W ), on a aussi

Θψ(x, t) =
t(`)γψ(τ(Γx,Γ1, `⊕ `))

| det(x− 1)|
1
2

;

3. il y a une autre formule avec ambigüıté de signe :

Θψ(x̃) = ±
γψ(1)dimW−1γψ(det(x− 1))

|det(x− 1)|
1
2

.

De plus, |det(x+ 1)|
1
2 Θψ(x̃) est localement constante sur S̃p

(2)
(W )†.

Remarque 4.1.3. Si F = C, on identifie S̃p
(2)

(W ) à �2 × Sp(W ). On a

Θψ(ε, x) =
ε

|det(x− 1)|
1
2
C

;

où la valeur absolue | · |C est définie par |x+ yi|C = x2 + y2 pour tout x, y ∈ R.

Notons par le même symbole Θψ le caractère de ωψ sur la grosse extension Spψ, qui est
bien défini comme une distribution. On en déduit une formule pour Θψ au moyen du modèle
de Schrödinger.

Corollaire 4.1.4. Fixons ` ∈ Lagr(W ). Soit x̄ = (x, zM`[x]) ∈ Spψ(W ) où z ∈ C× et x ∈
Sp(W )†, alors

Θψ(x̄) =
zγψ(τ(Γx,Γ1, `⊕ `))
| det(x− 1)|

1
2

.

Démonstration. Vu la spécificité de ωψ, il suffit de vérifier l’énoncé pour le cas x̄ ∈ S̃p
(2)

(W ).

L’immersion S̃p
(2)

(W ) ↪→ Spψ(W ) est donnée par (x, t) 7→ (x, t(`)M`[x]). Donc il suffit de
vérifier le cas z = t(`) et cela résulte immédiatement dudit théorème.

Corollaire 4.1.5. Supposons que f ∈ 2Z≥1. Si x̃, ỹ ∈ S̃p
(f)

(W )† sont tels que x, y ∈ Sp(W )
sont géométriquement conjugués, alors il existe ε ∈ �f tel que

Θψ(x̃) = ε ·Θψ(ỹ).

Démonstration. Pour f = 2, cela résulte de la troisième formule du théorème. Le cas général en
découle par la spécificité du caractère.
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Corollaire 4.1.6. Soit −1 ∈ S̃p
(8)

(W ) l’élément défini dans 2.4.6. Alors

Θψ(−1) = |2|n.

Démonstration. Vu 4.1.4, il suffit de démontrer que

τ(Γ−1,Γ1, `⊕ `) = 0

pour tout ` ∈ Lagr(W ). D’après 2.4.2, on a

dim τ(Γ−1,Γ1, `⊕ `) =
dimW ⊕W

2
− dim Γ−1 ∩ Γ1 − dim Γ1 ∩ (`⊕ `)− dim(`⊕ `) ∩ Γ−1

+ 2 dim Γ1 ∩ Γ−1 ∩ (`⊕ `)
= dimW − 0− dim `− dim `+ 2 · 0
=0.

D’où l’assertion.

Corollaire 4.1.7. Fixons ` ∈ Lagr(W ), soit P` le stabilisateur de ` et σ` : P`(F ) → S̃p
(8)

(W )
le scindage défini dans 2.4.13. Supposons que x ∈ Sp(W )† et qu’il existe `′ ∈ Lagr(W ) tel que
W = `⊕ `′ et x ∈M(F ) := (P` ∩ P`′)(F ), alors

Θψ(σ`(x)) ∈ R>0.

Démonstration. D’après 4.1.4 et la définition de σ`, il suffit de montrer que τ(Γx,Γ1, `⊕ `) = 0.
En identifiant `′ à `∨, le dual de `, on a x = (y, ty−1) où y = x|`. Donc

Γx ∩ Γ1 = {(w,w) : w ∈W,x(w) = w}
' {v ∈ `, y(v) = v}⊕2,

Γ1 ∩ (`⊕ `) = {(w,w) : w ∈ `} ' `,
(`⊕ `) ∩ Γx = {(w, x(w)) : w ∈ `} ' `,

Γx ∩ Γ1 ∩ (`⊕ `) = {(w,w) : w ∈ `, x(w) = w}
' {v ∈ `, y(v) = v}.

On en déduit que dim τ(Γx,Γ1, `⊕ `) = 0 à l’aide de 2.4.2.

Remarque 4.1.8. L’hypothèse est équivalente à : x ∈ Sp(W )† et x appartient à un facteur

de Lévi M de P`. Ce corollaire caractérise le scindage de p : S̃p
(8)

(W ) → Sp(W ) au-dessus de
M(F ) car Sp(W )† ∩M(F ) est dense dans M(F ).

4.2 Formules pour Θ+
ψ −Θ−ψ , la forme de Cayley

Proposition 4.2.1. La distribution Θ+
ψ − Θ−ψ est lisse sur {x̃ ∈ S̃p

(8)
(W ) : det(x + 1) 6= 0}.

Pour tout x̃ ∈ S̃p
(8)

(W ) tel que det(x+ 1) 6= 0, on a

(Θ+
ψ −Θ−ψ )(x̃) = (Θ+

ψ + Θ−ψ )((−1) · x̃).

Ici −1 est l’élément défini dans 2.4.6.
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Démonstration. Soit Sψ = S+
ψ ⊕ S

−
ψ la décomposition de Sψ selon ωψ = ω+

ψ ⊕ ω
−
ψ . On conclut

par 2.4.7.

Donnons un autre lien entre Θ+
ψ + Θ−ψ et Θ+

ψ − Θ−ψ . Introduisons d’abord des formes qua-
dratiques auxiliaires.

Définition 4.2.2. Pour tout X ∈ sp(W ) inversible, définissons une F -forme quadratique q[X]
sur W par

q[X](w1|w2) = 〈Xw1|w2〉.

Définition 4.2.3. Pour tout x ∈ Sp(W )‡, définissons un élément Cx dans End(W ) par

Cx := 2 · x− 1

x+ 1
.

On vérifie que Cx ∈ sp(W ). Si x est semi-simple régulier alors Cx l’est aussi.

On appelle q[Cx] la forme de Cayley.

Théorème 4.2.4 (T. Thomas [80]). Si x̃ ∈ Spψ(W )‡, alors

Θ+
ψ + Θ−ψ

Θ+
ψ −Θ−ψ

(x̃) = γψ(q[Cx]) ·
∣∣∣∣det(x+ 1)

det(x− 1)

∣∣∣∣ 1
2

.

Démonstration. Par la spécificité de Θ±ψ , il suffit de considérer le casm = 2. Fixons ` ∈ Lagr(W ).

Soit x̃ := (x, t) ∈ S̃p
(2)

(W )‡ une paire dans la construction de Perrin-Lion. Rappelons que l’on
a défini une constante m−1 := m−1(`) dans la construction. On a (x, t)(−1,m−1) = (−x,m−1t)
car τ(`, `, x`) = 0 par 2.4.2. D’après 4.1.2, on a

Θψ(x, t) =
evΓ1(f̃(x, t))

|det(x− 1)|1/2
,

Θψ(−x,m−1t) =
evΓ1(f̃(−x,m−1t))

|det(x+ 1)|1/2
.

Comme f̃ est un homomorphisme, on a

evΓ1(f̃(−x,m−1t)) = evΓ1(f̃(x, t)) · evΓ1(f̃(−1,m−1)) · γψ(τ(Γ1,Γx,Γ−x)).

On sait que

evΓ1(f̃(−1,m−1)) = ev`⊕`(f̃(−1,m−1))γψ(τ(`⊕ `, `⊕ `,Γ−1,Γ1)),

= m−1(`)

car τ(`⊕ `, `⊕ `,Γ−1,Γ1) = 0 par 2.4.2.
Soit −1 ∈ Spψ(W ) l’élément défini dans 2.4.6, alors (−1) · (x, t) = m−1(`)−1 · (−x,m−1t)

comme un élément dans Spψ(W ), d’où Θψ(−x,m−1t) = m−1(`)(Θ+
ψ − Θ−ψ )(x, t) par 4.2.1. En

utilisant les formules ci-dessus, on arrive à

Θ+
ψ + Θ−ψ

Θ+
ψ −Θ−ψ

(x, t) =

∣∣∣∣det(x+ 1)

det(x− 1)

∣∣∣∣ 1
2

γψ(τ(Γ1,Γx,Γ−x)).

Calculons γψ(τ(Γ1,Γx,Γ−x)). En vertu de l’invariance symplectique, on a τ(Γ1,Γx,Γ−x) '
τ(Γx−1 ,Γ1,Γ−1). Posons y := x−1, alors Cy = −Cx et donc q[Cy] ' −q[Cx]. Il reste à prouver
que q[Cy] est isomorphe à τ(Γ−1,Γy,Γ1).
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Puisque Γ1 ∩ Γ−1 = Γ1 ∩ Γy = {0}, on sait d’après [68] 1.4.2 que τ(Γ−1,Γy,Γ1) est Witt
équivalent à la forme quadratique r sur Γy définie par

r(v) = 〈πΓ−1(v)|v〉W⊕W ,

où πΓ−1 est la projection W ⊕W = Γ1 ⊕ Γ−1 → Γ−1. Soit v = (w, y(w)) où w ∈W . Posons

w1 :=
1 + y

2
(w),

w2 :=
1− y

2
(w),

de sorte que (w, y(w)) = (w1, w1) + (w2,−w2). Alors πΓ−1(v) = (w2,−w2), et

r(v) = 〈(w2,−w2)|(w, y(w))〉W⊕W
= −〈w2|w〉 − 〈w2|y(w)〉

=
−1

2
〈(1− y)w|(1 + y)w〉.

Après le changement de variable w′ = 1
2(1 + y)w, la forme r est isomorphe à la forme r1 sur W

définie par :
r1(w′) = 〈2(y − 1)(y + 1)−1w′|w′〉 = q[Cy](w

′),

ce qui fallait démontrer.

4.3 Paramètres et la forme de Cayley

Lemme 4.3.1. Soit K/K# une F -algèbre étale à involution. Pour tout r ∈ K#×, soit (K, q(r))
le F -espace quadratique défini par

q(r) := (trK#/K)∗(rNK/K#(·))

où on regarde (K,NK/K#(·)) comme un K#-espace quadratique. Alors pour tout r, r′ ∈ K#×,

γψ(q(r′)) = γψ(q(r)) sgnK/K#

( r
r′

)
.

Démonstration. Écrivons
K =

∏
i∈I

Ki

tels que les K#
i sont des corps, comme dans 3.2.7. Écrivons aussi r = (ri)i. Alors

sgnK/K# =
∏
i∈I∗

sgn
Ki/K

#
i
.

Posons ψi := ψ ◦ tr
K#
i /F

pour i ∈ I∗. Alors

γψ(q(r)) =
∏
i∈I

γψi(riNKi/K
#
i

(·)),

Effectuons la même décomposition pour q(r′). Il suffira de démontrer que pour tout i ∈ I,

(I.3) γψi(riNKi/K
#
i

(·)) = γψi(r
′
iNKi/K

#
i

(·)) · sgn
Ki/K

#
i

(
ri
r′i

)
.
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Prenons di ∈ K×i tel que Ki = K#
i (
√
di), alors det(riNKi/K

#
i

(·)) = detN
Ki/K

#
i

(·) = −di.
D’autre part, l’invariant de Hasse s(·) satisfait à

s(riNKi/K
#
i

(·)) = (ri,−ridi)K#
i

= (ri,−ri)K#
i

(ri, di)K#
i

= (ri, di)K#
i
.

Les mêmes formules restent valides si ri est remplacé par r′i.
On sait que ([56] 1.3.4) pour tout F -espace quadratique (E,Q), on a

γψ(Q) = γψ(1)dimF E−1γψ(detQ)s(Q).

Cela entrâıne que

γψ(riNKi/K
#
i

(·)) = γψ(r′iNKi/K
#
i

(·)) ·
(
ri
r′i
, di

)
K#
i

.

Or (·, di)K#
i

= sgn
Ki/K

#
i

, cela démontre (I.3).

Soit X ∈ sp(W ) semi-simple régulier tel que X ∈ O(K/K#, a, c). Désignons l’involution de
K par τ , on a τ(a) = −a, τ(c) = −c. Alors on peut identifier q[X] à la F -forme quadratique
q[a] sur K :

q[a] : (x, y) 7→ −trK/F (acτ(x)y).

Lemme 4.3.2. Soit c′ ∈ K× tel que τ(c′) = −c′. Soit X ′ ∈ sp(W ) semi-simple tel que

X ′ ∈ O(K/K#, a, c′).

Alors
γψ(q[X ′]) = γψ(q[X]) · sgnK/K#(c′c−1).

Démonstration. On conclut en appliquant 4.3.1 à r := ac et r′ := ac′.

Corollaire 4.3.3. Soient x, y ∈ Sp(W ) semi-simples réguliers. Si

x ∈ O(K/K#, a, c)

y ∈ O(K/K#, a, c′)

alors
γψ(q[Cx]) = γψ(q[Cy]) · sgnK/K#(c′c−1).

Démonstration. On a

Cx ∈ O
(
K/K#, 2 · a− 1

a+ 1
, c

)
Cy ∈ O

(
K/K#, 2 · a− 1

a+ 1
, c′
)
.

On applique le lemme précédent pour conclure.

Notre but principal est l’assertion suivante.

Théorème 4.3.4. Soient PX le polynôme caractéristique de X ∈ EndF (W ) et ṖX sa dérivée,
alors

γψ(q[X]) = γψ((−1)n−1)γψ(detX) · sgnK/K#(c−1ṖX(a)).
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La démonstration se fait en plusieurs étapes. Traduisons d’abord tous les objets en termes
de paramètres. On a K ' F [T ]/(PX(T )), et PX est égal au polynôme caractéristique Pa de
a ∈ K. Le déterminant detX est égal à NK/F (a). Observons aussi Ṗa(a) ∈ K×. Posons b := a2

et Pb son polynôme caractéristique, alors K# = F [b] et

Pa(T ) = Pb(T
2),

Ṗa(a) = 2Ṗb(b)a.

On a ṖX(X) ∈ sp(W ) et sa classe de conjugaison est paramétrée par (K/K#, Ṗa(a), c). Il
suffira donc de prouver

γψ(q[a]) = γψ((−1)n−1)γψ(NK/F (a))sgnK/K#(2c−1Ṗb(b)a).(I.4)

D’après 4.3.3, les deux côtés de 4.3.4 varient de la même façon par rapport à c, donc il suffit
d’établir (I.4) dans le cas où

(I.5) c = Ṗa(a) = 2Ṗb(b)a.

La forme q[a] est une F -forme quadratique sur le F -espace vectoriel K. On écrit un élément
w ∈ K comme w = x+ ya (x, y ∈ K#), alors q[a] s’écrit comme

w = x+ ya 7→ −trK/F (2bṖb(b)NK/K#(x+ ya))

= −4trK#/F (bṖb(b)(x
2 − by2)).

En posant x′ = 2Ṗb(b)by, y′ = 2Ṗb(b)x, on obtient

q[a] ' (trK#/F )∗〈Ṗb(b)−1,−Ṗb(b)−1b〉.

Les lemmes suivants sur la forme trace concluront la démonstration de (I.4).

Lemme 4.3.5. Définissons

g0 + g1T + · · ·+ gn−1T
n−1 := Pb(T )/(T − b) ∈ K#[T ].

Alors la base duale de {1, . . . , bn−1} par rapport à la forme trace (trK#/F )∗〈1〉 : x 7→ trK#/F (x2)
est

{Ṗb(b)−1g0, . . . , Ṗb(b)
−1gn−1}.

Si l’on écrit Pb(T ) = h0 + h1T + · · ·+ Tn, alors les gk sont donnés par la formule

gk =
n∑

j=k+1

hjb
j−k−1.

Démonstration. L’énoncé est bien connu dans le cas où K# est un corps. Notre démonstration
est aussi une variante de la démonstration traditionnelle. On a

∀s = 0, . . . , n− 1,
∑

β∈F̄ :Pb(β)=0

Pb(T )

T − β
βs

Ṗb(β)
= T s
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car la différence des deux côtés est un polynôme sur F̄ de degré n − 1 qui s’annule en toute
racine de Pb. Cela équivaut

∀s = 0, . . . , n− 1, trK#/F

(
Pb(T )

T − b
bs

Ṗb(b)

)
= T s,

où trK#/F (· · · ) signifie la trace appliquée à chaque coefficient d’un polynôme.
En comparant les coefficients, on obtient

trK#/F (Ṗb(b)
−1gk · bs) = δk,s.

On vérifie la formule des gk par gn−1 = 1 et la récurrence gk−1 − bgk = hk.

Posons m := bn2 c.
Lemme 4.3.6. La F -forme quadratique

q1 := (trK#/F )∗〈Ṗb(b)−1〉

est isomorphe à

1. mH, si n = 2m.

2. mH⊕ 〈1〉, si n = 2m+ 1.

Démonstration. Prenons la base {g0, . . . , gn−1}. Elle est duale à {1, b, . . . , bn−1} par rapport à
q1 d’après 4.3.5. La matrice Q := (q1(gi, gj))i,j est :

h1 h2 · · · hn−1 1

h2 h3 · · · 1 0

h3 h4 · · · 0 0
...

...
...

...
...

1 0 0 · · · 0


.

Notons que detQ = (−1)m et g0, . . . , gm−1 forment un sous-espace totalement isotrope de
dimension m. Si n = 2m, alors q1 ' mH. Si n = 2m + 1, alors il existe a ∈ F× tel que
q1 ' mH⊕ 〈a〉. En comparant les déterminants, on peut prendre a = 1.

Lemme 4.3.7. La F -forme quadratique

q2 := (trK#/F )∗〈b−1Ṗb(b)
−1〉

est isomorphe à

1. (m− 1)H⊕ 〈1,−NK#/F (b)〉, si n = 2m ;

2. mH⊕ 〈NK#/F (b)〉, si n = 2m+ 1.

Démonstration. Prenons la base {bg0, . . . , bgn−1}. Elle est duale à {1, b, . . . , bn−1} par rapport
à q2 d’après 4.3.5. La matrice Q2 := (q2(bgi, bgj))i,j est :

−h0 0 0 · · · 0 0

0 h2 h3 · · · hn−1 1

0 h3 h4 · · · 1 0

0 h4 h5 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...

0 1 0 0 · · · 0


.
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Donc q2 se décompose en q2 = 〈−h0〉 ⊕ q3 selon les blocs.
La forme q3 est déterminée de la même façon qu’en 4.3.6 : q3 ' mH si n = 2m + 1,

q3 ' (m− 1)H⊕ 〈1〉 si n = 2m.
D’autre part −h0 = (−1)n+1NK#/F (b) d’après la description de 4.3.5. Ceci permet de

conclure.

Observons que q2 ' (trE#/F )∗〈bṖb(b)−1〉.

Démonstration du théorème 4.3.4. Avec le choix de c fait en (I.5), on a vu que

q[a] ' q1 ⊕−q2,

où q1, q2 sont définies dans 4.3.6 et 4.3.7. En utilisant 4.3.6, 4.3.7 et le faitNK/F (a) = NK#/F (−b) =
(−1)nNK#/F (b), on arrive à

q[a] ' (n− 1)H⊕ 〈(−1)n−1, NK/F (a)〉.

D’où
γψ(q[a]) = γψ((−1)n−1)γψ(NK/F (a)).

Puisque sgnK/K#(2c−1Ṗb(b)a) = 1 avec notre choix de c, cela établit (I.4), donc finit la démonstration
de 4.3.4.

4.4 La formule via le modèle latticiel

Supposons désormais F non archimédien de caractéristique résiduelle p > 2 et fixons un oF -
réseau L ⊂W tel que L = L⊥. Posons K := StabSp(W )(L). Le modèle latticiel (ρL, SL) permet

d’identifier K à un sous-groupe compact ouvert de S̃p
(2)

(W ). On va étudier le comportement
de Θψ sur K.

Remarquons d’abord que le relèvement de −1 ∈ K à Spψ(W ) est égal à l’élément −1 défini
dans 2.4.6 d’après 2.4.12. Par conséquent, l’équation

Θψ(−x) = Θ+
ψ (x)−Θ−ψ (x), x ∈ Sp(W )‡ ∩K

est vraie en deux sens : on peut considérer −x comme un élément de K, relevé à S̃p
(2)

(W ) au
moyen du modèle latticiel, ou au sens de 4.2.1. Ceci justifie notre abus de notations.

Lemme 4.4.1. Pour x ∈ K ∩ Sp(W )†, on a

Θψ(x) =
∑

ẇ∈W/L
(x−1)w∈L

ψ

(
〈x(w)|w〉

2

)
,

qui est une somme finie si l’on fixe x.

Démonstration. Prenons un système de représentants R ⊂ W de W/L et la base orthonormée
{fr}r∈R de SL dans §2.4. Soit φ ∈ C∞c (K ∩ Sp(W )†) quelconque. Pour r ∈ R, on a

(ωψ(φ)fr)(r, 0) =

∫
K∩Sp(W )†

φ(x)(ωψ(x)fr)(r, 0) dx

=

∫
K∩Sp(W )†

φ(x)1Er(x)ψ

(
〈r|x−1(r)〉

2

)
dx

(Er := {x ∈ K : x−1(r)− r ∈ L}, qui est ouvert.)
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Si x est fixé, la somme sur tout r ∈ R du terme intérieur est finie et bornée par

|φ(x)| ·#((x−1 − 1)−1L/L) = |φ(x)| · | det(x−1 − 1)|−1,

qui est uniformément borné dans K∩Sp(W )†. En utilisant le théorème de convergence dominée,
on obtient

Θψ(φ) =
∑
r∈R

∫
K∩Sp(W )†

φ(x)1Er(x)ψ

(
〈r|x−1(r)〉

2

)
dx

=

∫
K∩Sp(W )†

φ(x)
∑
r∈R

1Er(x)ψ

(
〈r|x−1(r)〉

2

)
dx

=

∫
K∩Sp(W )†

φ(x)
∑
r∈R

(x−1−1)r∈L

ψ

(
〈r|x−1(r)〉

2

)
dx

Le terme dans la somme ne dépend que de la classe de r mod L. On a 〈r|x−1(r)〉 = 〈x(r)|r〉, et
(x−1 − 1)r ∈ L si et seulement si (x− 1)r ∈ L car x ∈ K. D’où le résultat cherché.

Proposition 4.4.2. Soit x ∈ K ∩ Sp(W )†. On a :

1. si (x− 1)(L) = L, alors

Θψ(x) = 1;

la condition est satisfaite lorsque −x est topologiquement unipotent ;

2. si x topologiquement unipotent, alors x ∈ Sp(W )‡ et

Θψ(x) = |det(x− 1)|−1/2 · γψ(q[Cx]).

Démonstration. Montrons la première assertion. Si (x − 1)L = L, la somme dans 4.4.1 porte
seulement sur l’élément 0, donc Θψ(x) = 1.

Supposons que −x est topologiquement unipotent. Soit x̄ l’image de x dans EndFq(L/pFL).
On a (−x̄)q

m
= 1 pourvu que m soit assez grand. Puisque q est impair, il en résulte que −1

n’est pas une valeur propre de −x̄. Autrement dit : (x − 1)L = L. Cela démontre la première
assertion.

Montrons la dernière assertion. Soit x ∈ Sp(W )†∩K topologiquement unipotent. L’argument
pour la première assertion montre que (x + 1)L = L ; en particulier |det(x + 1)| = 1 et donc
x ∈ Sp(W )‡. Par 4.2.4 et 4.2.1, on en déduit

Θψ(x) = γψ(q[Cx])|det(x− 1)|−1/2(Θ+
ψ −Θ−ψ )(−x)

= γψ(q[Cx])|det(x− 1)|−1/2Θψ(−x).

Or Θψ(−x) = 1 par la première assertion. D’où Θψ(x) = | det(x− 1)|−1/2γψ(q[Cx]).

Corollaire 4.4.3. Soit x ∈ K ∩ Sp(W )† tel que sa réduction x̄ ∈ Sp(L/pL) est régulière, alors

Θψ(x) = Θψ(−x) = 1.

Démonstration. Si x̄ est régulière, alors (x± 1)L = L.

Dans ce cas, on dit que x est de réduction régulière par rapport à L.
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4.5 Formules sur l’algèbre de Lie

On peut obtenir une formule pour Θψ sur l’algèbre de Lie, ce qui aura un intérêt indépendant.
Soit X ∈ sp(W ) inversible. On fait l’une des hypothèses suivantes :

1. l’élément X est suffisamment proche de 0,

2. F est non archimédien de caractéristique résiduelle p assez grande par rapport à n ([84]
4.3), p > 2 et X est topologiquement nilpotent.

Alors il est loisible de définir exp(X) et exp(X) ∈ Sp(W )‡.

Lemme 4.5.1. Supposons que X vérifie l’une des hypothèses ci-dessus. Soit x = exp(X) ∈
Sp(W )‡, alors

q[Cx] ' q[X].

Démonstration. Il suffit de considérer le cas X semi-simple ; le cas général en résultera par
continuité. Soit A la sous-algèbre commutative de End(W ) engendrée par X. Pour a ∈ A,
considérons son rayon spectral

‖a‖ := sup{|λ|F : λ est une valeur propre de a}.

C’est une norme sur A car X est semi-simple ; A est complète par rapport à ‖ · ‖.
On cherche une série formelle P (T ) ∈ F [[T ]] dont le rayon de convergence est > ‖X‖ telle que

P (X) est inversible et q[2 · x−1
x+1 ](v|w) = 〈XP (X)v|P (X)w〉 pour tout u, v ∈W . Cela équivaut à

P (X)P (−X)X = 2 · exp(X)− 1

exp(X) + 1
,

ou

P (X)P (−X) =
2

X
· exp(X)− 1

exp(X) + 1
.

Le terme à droite est de la forme 1 + Q(X), où Q(T ) ∈ F [[T 2]] a un rayon de convergence
> ‖X‖ et T |Q(T ). Cela nous permet de définir

P (T ) := exp

(
1

2
log(1 +Q(T ))

)
∈ F [[T 2]]

Cette série formelle a aussi un rayon de convergence > ‖X‖. Donc P (X) est inversible car il
appartient à l’image de l’exponentielle. On a

P (T )P (−T ) = P (T )2 = 1 +Q(T ) =
2

T
· exp(T )− 1

exp(T ) + 1
.

On remplace T par X et cela permet de conclure.

Corollaire 4.5.2. Avec les mêmes hypothèses, il existe une constante c indépendante de X telle
que

Θψ(x̃) =
c · γψ(q[X])

|det(x− 1)|1/2
.

où x̃ := exp(X). Si l’hypothèse (2) est satisfaite, on a c = 1.

Démonstration. D’après 4.2.4, 4.2.1 et le lemme,

Θψ(x̃) =

∣∣∣∣det(x+ 1)

det(x− 1)

∣∣∣∣1/2 γψ(q[Cx])(Θ+
ψ −Θ−ψ )(x̃)

=

∣∣∣∣det(x+ 1)

det(x− 1)

∣∣∣∣1/2 γψ(q[X])Θψ(−x̃).

Posons c := |2|nΘψ(−1). Lorsque X est assez petit, Θψ(−x̃) = | det(x + 1)|−1/2c. Dans le cas
où l’hypothèse (2) est satisfaite, on a c = 1. D’où le corollaire.
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4.6 Décompositions

Fixons f ∈ 2Z≥1. Supposons qu’il y a une décomposition orthogonale d’espaces symplec-
tiques

W = W1 ⊕ · · · ⊕Wr,

Alors il existe un homomorphisme canonique

ι :

r∏
k=k

Sp(Wk)→ Sp(W ).

On en déduit un homomorphisme recouvrant ι,

j :
r∏

k=1

S̃p
(f)

(Wk)→ S̃p
(f)

(W )

telle que j−1(S̃p
(f)

(W )†) =
∏r
k=1 S̃p

(f)
(Wk)

†. Pour 1 ≤ k ≤ r, notons Θ
[k]
ψ le caractère de la

représentation de Weil de S̃p
(f)

(Wk) attachée à ψ ; il est lisse sur S̃p
(f)

(Wk)
†. Le résultat découle

de l’additivité symplectique de l’indice de Maslov.

Proposition 4.6.1. Soient x̃k ∈ S̃p
(f)

(Wk)
† pour 1 ≤ k ≤ r, alors

Θψ(j(x̃1, . . . , x̃r)) =

r∏
k=1

Θ
[k]
ψ (x̃k).

Supposons maintenant F non archimédien de caractéristique résiduelle p > 2. Fixons un
réseau L ⊂ W tel que L = L⊥. Soient Lk := Wk ∩ L. Supposons que L =

⊕r
k=1 Lk, alors

L⊥k = Lk dans Wk. Posons Kk := StabSp(Wk)(Lk).

Soit x ∈ Sp(W )†∩K tel que x(Lk) ⊂ Lk pour tout k. Il existe alors xk ∈ Sp(Wk)
†∩Kk pour

tout k tel que ι(x1, . . . , xr) = x. On regarde x (resp. les xk) comme un élément de S̃p
(2)

(W )

(resp. S̃p
(2)

(Wk)) à l’aide du modèle latticiel associé à L (resp. Lk). La proposition suivant
résulte immédiatement de 4.4.1.

Proposition 4.6.2. Avec les hypothèses ci-dessus, on a

Θψ(x) =

r∏
k=1

Θ
[k]
ψ (xk).

4.7 La formule du produit

Dans cette section on se place dans le cas global. Fixons f ∈ 2Z≥1. Rappelons que l’on a

une immersion canonique i : Sp(W,F ) → S̃p
(2)

(W,A) ⊂ S̃p
(f)

(W,A). On écrit i(x) = [x̃v]v où

x̃v ∈ S̃p
(f)

(Wv).

Définition 4.7.1. On dit que deux éléments x = (xv)v, y = (yv)v dans Sp(W,A) sont localement
géométriquement conjugués si pour toute place v, xv et yv dans Sp(W,Fv) sont géométriquement
conjugués.
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Théorème 4.7.2. Soient x ∈ Sp(W,F ) et ỹ = [ỹv] ∈ S̃p
(f)

(W,A) tels que y est localement
géométriquement conjugué à x. Supposons que det(x− 1) 6= 0. Alors Θψv(ỹv) = 1 pour presque
tout v, et le produit

∏
v Θψv(ỹv) est bien défini et à valeurs dans �f . On a aussi∏

v

Θψv(x̃v) = 1.

De même, si det(x+ 1) 6= 0 alors les assertions ci-dessus restent valables avec (Θ+
ψv
−Θ−ψv)

au lieu de Θψv .

Démonstration. Traitons d’abord le cas det(x − 1) 6= 0. Pour presque toute place finie v on a
Lv = L⊥v , ỹv ∈ Kv et (yv − 1)(Lv) = Lv, alors 4.4.2 entrâıne que Θψv(ỹv) = 1. Puisque les
distributions locales Θψv sont spécifiques, le produit

∏
v Θψv(ỹv) ne dépend pas du choix des ỹv.

Fixons un lagrangien ` ∈ Lagr(W ). On plonge S̃p
(f)

(W,A) dans Spψ(W,A), alors

i(x) = (x,
⊗
v

M`v [x])

d’après 2.5.2. La formule 4.1.4 entrâıne que∏
v

Θψv(x̃v) =
∏
v

γψv(τ(Γx,Γ1, `⊕ `))
|det(x− 1)|1/2v

.

Or
∏
v |det(x− 1)|v = 1, et la réciprocité de Weil entrâıne que∏

v

γψv(τ(Γx,Γ1, `⊕ `)) = 1

car l’espace quadratique τ(Γx,Γ1, `⊕`) est défini sur F . D’où la formule du produit de la première
assertion. Soit ỹ = [ỹv] ∈ Sp(W,A) tel que y est localement géométriquement conjugué à x, on
a Θψv(x̃v)Θψv(ỹv)

−1 ∈ �f pour toute place v d’après 4.1.5, cela démontre le reste.
Le cas det(x+ 1) 6= 0 résulte du cas précédent, de 4.2.1 et de 2.5.3.

5 Endoscopie

Désormais, fixons f ∈ 2Z≥1 et posons S̃p(W ) = S̃p
(f)

(W ) pour W un F -espace symplectique

où F est un corps local. De même, posons S̃p(W,A) = S̃p
(f)

(W,A) si F est un corps global.

5.1 Données endoscopiques elliptiques

Fixons F un corps local ou global de caractéristique 0 et fixons (W, 〈·|·〉) un F -espace sym-
plectique de dimension 2n, n ∈ Z≥0. Soient n′, n′′ ∈ Z≥0, n′ + n′′ = n. Nous étudierons les
groupes

G := Sp(W ),

H = Hn′,n′′ := H ′ ×H ′′, où

H ′ := SO(2n′ + 1),

H ′′ := SO(2n′′ + 1);

G̃ :=

{
S̃p(W ), lorsque F est local,

S̃p(W,A), lorsque F est global.
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Ici SO(2m+ 1) (m = n′ ou n′′) signifie le groupe orthogonal impair déployé associé à la forme
quadratique sur F 2m+1 :

(x−m, . . . , x0, . . . , xm) 7→ 2
m∑
i=1

xix−i + x2
0.

Notons p : G̃ → G(F ) (resp. p : G̃ → G(A)) le revêtement métaplectique si F est local
(resp. global).

Une donnée endoscopique elliptique de G̃ est une paire (n′, n′′) comme ci-dessus. Désormais,
fixons une telle donnée (n′, n′′). Le groupe H := Hn′,n′′ est le groupe endoscopique elliptique as-
socié à (n′, n′′). Spécifions maintenant la correspondance de classes de conjugaison géométriques
semi-simples.

Fixons des F -tores maximaux déployés S′ ⊂ H ′, S′′ ⊂ H ′′ et posons S = S′ × S′′, c’est un
F -tore maximal déployé dans H. Fixons aussi des F -tores maximaux déployés T ′ ⊂ Sp(2n′),
T ′′ ⊂ Sp(2n′′) et T ⊂ Sp(W ). Ces objets sont uniques à F -conjugaison près.

Notons par WH′(S′), WH′′(S′′), W Sp(2n′)(T ′), W Sp(2n′′)(T ′′), WG(T ) les groupes de Weyl
associés à ces tores maximaux, alors WH(S) = WH′(S′)×WH′′(S′′). Il y a des homomorphismes
canoniques

WH′(S′)
∼→W Sp(2n′)(T ′),

WH′′(S′′)
∼→W Sp(2n′′)(T ′′),

W Sp(2n′)(T ′)×W Sp(2n′′)(T ′′) ↪→W Sp(2n)(T ),

et des F -isomorphismes qui respectent les homomorphismes ci-dessus

µ′ :S′
∼→ T ′,

µ′′ :S′′
∼→ T ′′,

ν :T ′ × T ′′ ∼→ T.

On obtient ainsi des F -morphismes, notés par les mêmes lettres :

µ′ :S′/WH′(S′)
∼→ T ′/W Sp(2n′)(T ′),

µ′′ :S′′/WH′′(S′′)
∼→ T ′′/W Sp(2n′′)(T ′′),

ν :T ′/W Sp(2n′)(T ′)× T ′′/W Sp(2n′′)(T ′′)→ T/WG(T ).

Posons

(I.6) µ = µn′,n′′ := ν ◦ (id,−id) ◦ (µ′, µ′′) : S/WH(S)→ T/WG(T ).

Puisque G est simple et simplement connexe, µ donne naissance à une application, notée
encore par µ :

(I.7) µ : C géo
ss (H(F ))→ C géo

ss (G(F )).

Cette application ne dépend pas du choix de F -tores maximaux. De plus, elle est à fibres finies
car µ′, µ′′, ν le sont.

Définition 5.1.1. Si δ ∈ G(F )ss, γ ∈ H(F )ss sont tels que µ(Ogeo(γ)) = Ogeo(δ), on dit que δ
et γ se correspondent.
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Remarque 5.1.2. Lorsque n′ = 0 ou n′′ = 0, µ est bijectif. C’est démontré dans [41] pour F
un corps local, mais l’argument marche aussi sur un corps global.

Explicitons l’application µ en termes de paramètres.

Proposition 5.1.3. Soit γ ∈ H(F )ss = H ′(F )ss ×H ′′(F )ss tel que

γ ∈ O((K ′/K ′#, a′, (VK′ , hK′), (V
′
±, q

′
±))⊕ (K ′′/K ′′#, a′′, (VK′′ , hK′′), (V

′′
± , q

′′
±))),

alors un élément δ ∈ G(F )ss lui correspond si et seulement si O(δ) est paramétré par

O(K/K#, (a′,−a′′), (WK , hK), (W±, 〈·|·〉±))

où K := K ′ × K ′′ comme F -algèbres étales à involution, et les autres données sont soumises
aux conditions

WK ' VK′ ⊕ VK′′ comme K −modules,

dimF W+ + 1 = dimF V
′

+ + dimF V
′′
− ,

dimF W− + 1 = dimF V
′
− + dimF V

′′
+ .

Démonstration. L’application µ′ induit une application C géo
ss (H ′(F )) → C géo

ss (Sp(2n′, F )) qui
envoie une classe de valeurs propres

a′1, . . . , a
′
n′ , 1, (a

′
n′)
−1, . . . , (a′1)−1

sur une classe de valeurs propres

a′1, . . . , a
′
n′ , (a

′
n′)
−1, . . . , (a′1)−1.

Il en est de même pour µ′′ avec n′′ au lieu de n′.

D’autre part ν induit une application C géo
ss (Sp(2n′, F )) × C géo

ss (Sp(2n′′, F )) → C géo
ss (G(F ))

préservant les valeurs propres. L’assertion en résulte par la construction de µ (I.6), (I.7).

Définition 5.1.4. On dit qu’un élément γ ∈ H(F )ss est G-régulier si µ(Ost(γ)) est régulier.
On note l’ouvert de Zariski des éléments G-réguliers par HG−reg.

Si γ = (γ′, γ′′) est G-régulier, alors γ′ et γ′′ sont assez réguliers.

Corollaire 5.1.5. Deux éléments γ = (γ′, γ′′) ∈ HG−reg(F ) et δ ∈ Greg(F ) se correspondent si
et seulement s’ils admettent des paramètres de la forme suivante

γ′ ∈ O(K ′/K ′#, a′, c′)

γ′′ ∈ O(K ′′/K ′′#, a′′, c′′)

δ ∈ O(K/K#, (a′,−a′′), c)

où K = K ′ × K ′′ comme F -algèbres étales à involution. Il n’y a pas de restrictions sur les
données c′, c′′, c.

Enfin, la formation de l’application µ est compatible aux complétions.
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5.2 Une notion de stabilité

Supposons que F est un corps local. Soient δ ∈ Greg(F ) et T l’unique F -tore maximal
contenant δ. Alors D(δ) := Ost(δ)/conj est un torseur sous H1(F, T ). Explicitons cette action.
Si O(δ) est paramétré par (K/K#, a, c), K =

∏
i∈I Ki, alors on a des isomorphismes canoniques

H1(F, T ) ' K#×/NK/K#(K×)
∼−−−−−→

(sgni)i∈I
�I∗2

où sgni := sgn
Ki/K

#
i

. D’autre part Ost(δ)/conj est isomorphe au même ensemble, sur lequel

H1(F, T ) agit par multiplication.

Définition 5.2.1. Soient δ̃1, δ̃2 ∈ G̃reg, on dit qu’ils sont stablement conjugués si leurs images
dans G(F ) sont stablement conjugués et si

(Θ+
ψ −Θ−ψ )(δ̃1) = (Θ+

ψ −Θ−ψ )(δ̃2).

Soit δ̃ ∈ G̃reg, notons Ost(δ̃) l’ensemble d’éléments dans G̃reg stablement conjugués à δ̃. On
définit D(δ̃) := Ost(δ̃)/conj.

Pour F = R, cette notion ad hoc cöıncide avec celle d’Adams ([2] 8.10) si l’on se restreint à

S̃p
(2)

(W ). Pour F = C, on identifie G̃ à Ker (p)×G(C). Deux éléments réguliers (ε1, δ1), (ε2, δ2)
sont stablement conjugués si et seulement si δ1, δ2 le sont et ε1 = ε2, d’après 4.1.3.

Lemme 5.2.2. Soit δ̃ ∈ G̃reg, alors p : G̃→ G(F ) induit une bijection D(δ̃)→ D(δ).

Démonstration. Soit δ1 ∈ Ost(δ) et δ̃1 ∈ p−1(δ1) quelconque. D’après 4.1.5, il existe ε ∈ Ker (p)
tel que

(Θ+
ψ −Θ−ψ )(δ̃1) = ε · (Θ+

ψ −Θ−ψ )(δ̃).

Or Θ+
ψ −Θ−ψ est spécifique, donc il existe un unique δ̃1 ∈ p−1(δ1) stablement conjugué à δ̃.

Cela permet de conclure.

Soient δ̃, δ̃1 stablement conjugués. Notons T le F -tore maximal contenant δ, on pose inv(δ̃, δ̃1) :=
inv(δ, δ1) ; c’est l’unique élément c ∈ H1(F, T ) tel que c · δ = δ1.

Remarque 5.2.3. La notion de stabilité est compatible avec la restriction : si f , f ′ ∈ 2Z≥1, f |f ′

et δ̃, δ̃1 ∈ S̃p
(f)

(W )reg, alors δ̃ et δ̃1 sont stablement conjugués dans S̃p
(f)

(W ) si et seulement

s’ils sont stablement conjugués dans S̃p
(f ′)

(W ).

5.3 Facteur de transfert

Sauf mention expresse du contraire, dans cette section F est toujours un corps local.
Soient δ̃ ∈ G̃reg, γ = (γ′, γ′′) ∈ HG−reg(F ) tels que δ et γ se correspondent. Supposons que

γ′ ∈ O(K ′/K ′#, a′, c′),

γ′′ ∈ O(K ′′/K ′′#, a′′, c′′);

alors on a une unique décomposition orthogonale W = W ′ ⊕W ′′ stable par δ telle que si
l’on pose δ′ := δ|W ′ , δ′′ := δ|W ′′ , alors

δ′ ∈ O(K ′/K ′#, a′, c′)

δ′′ ∈ O(K ′′/K ′′#,−a′′, c′′).
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On a un diagramme commutatif associé à W = W ′ ⊕W ′′ :

S̃p(W ′)× S̃p(W ′′)
j //

(p′,p′′)

��

S̃p(W )

p

��
Sp(W ′)× Sp(W ′′) �

�

ι
// Sp(W )

et il existe δ̃′ ∈ S̃p(W ′), δ̃′′ ∈ S̃p(W ′′) tels que j(δ̃′, δ̃′′) = δ̃, ι(δ′, δ′′) = δ. La paire (δ′, δ′′)
est unique et appartient à Sp(W ′)reg × Sp(W ′′)reg. Par contre la paire (δ̃′, δ̃′′) est unique à
multiplication par {(ε, ε−1) : ε ∈ Ker (p)} près.

Définition 5.3.1. Avec les hypothèses ci-dessus, définissons

∆′(δ̃′) :=
Θ′+ψ −Θ′−ψ

|Θ′+ψ −Θ′−ψ |
(δ̃′),

∆′′(δ̃′′) :=
Θ′′+ψ + Θ′′−ψ

|Θ′′+ψ + Θ′′−ψ |
(δ̃′′),

∆0(δ′, δ′′) := sgnK′′/K′′#(Pa′(a
′′)(−a′′)−n′ det(δ′ + 1)),

où Θ′±ψ (resp. Θ′′±ψ ) sont les caractères définis sur S̃p(W ′) (resp. S̃p(W ′′)), et Pa′(T ) ∈ F [T ] est
le polynôme caractéristique de a′ ∈ K ′× (qui est aussi le celui de δ′ ∈ EndF (W ′)). Remarquons
que Pa′(a

′′)(−a′′)−n′ ∈ K ′′#×. En effet, Pa′(T )(T )−n
′ ∈ F [T + T−1] car τ(a′) = a′−1 où τ est

l’involution de K ′, et la régularité de δ entrâıne que Pa′(a
′′) 6= 0.

Le facteur de transfert est défini par

∆(γ, δ̃) := ∆0(δ′, δ′′)∆′(δ̃′)∆′′(δ̃′′).

Comme ∆′,∆′′ sont des distributions spécifiques, ∆(γ, δ̃) est bien défini. Ce ne dépend que
de Ost(γ) et O(δ̃), et le terme ∆0 ne dépend que de Ost(γ).

Définissons ∆(γ, δ̃) = 0 si γ et δ ne se correspondent pas. Cela définit une fonction ∆ sur
HG−reg(F )× G̃reg.

Remarque 5.3.2. Le terme ∆0 est trivial lorsque n′ = 0 ou n′′ = 0. Lorsque F = R et n′′ = 0,

∆ cöıncide avec le facteur de transfert défini par Adams [2], quitte à se restreindre à S̃p
(2)

(W ).
Lorsque F = C, ∆ est trivial.

Déduisons d’autres formules utiles pour ∆.

Proposition 5.3.3. On a aussi

∆(γ, δ̃) = ∆0(δ′, δ′′) ·
Θ+
ψ −Θ−ψ

|Θ+
ψ −Θ−ψ |

(δ̃) · γψ(q[Cδ′′ ])

= ∆0(δ′, δ′′) ·
Θ+
ψ + Θ−ψ

|Θ+
ψ + Θ−ψ |

(δ̃) · γψ(q[Cδ′ ])
−1.

Démonstration. Cela résulte de 4.2.4 et 4.6.1.

Proposition 5.3.4 (Spécificité). ∆ est spécifique au sens suivant

∀ε ∈ Ker (p), ∆(γ, εδ̃) = ε∆(γ, δ̃).
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Démonstration. On utilise la première formule de 5.3.3. Les termes ∆0(δ′, δ′′) et γψ(q[Cδ′′ ])
ne dépendent que de δ, pourtant le terme (Θ+

ψ − Θ−ψ )(δ̃)/| · · · | est spécifique. Cela permet de
conclure.

Maintenant soit T le F -tore maximal contenant δ, et T = T ′ × T ′′ la décomposition cor-
respondant à δ = i(δ′, δ′′). Décomposons les F -algèbres étales dans les paramètres pour δ′, δ′′

comme

K ′ =
∏
i∈I′

K ′i,

K ′′ =
∏
i∈I′′

K ′′i .

Cela nous permet d’écrire

H1(F, T ′) = �I
′∗

2 ,

H1(F, T ′′) = �I
′′∗

2 .

Comme l’endoscopie pour les groupes réductifs, on dispose de la notion du caractère endo-
scopique κ = κT : H1(F, T )→ �2. Vu l’identification ci-dessus, c’est défini par

κ : �I
′∗

2 × �I
′′∗

2 −→ �2

((t′i)i∈I′∗ , (t
′′
i )i∈I′′∗) 7−→

∏
i∈I′′∗

t′′i .

Proposition 5.3.5 (Propriété de cocycle). Conservons le formalisme ci-dessus. Si δ̃ est sta-
blement conjugué à δ̃1, alors

∆(γ, δ̃1) = 〈κ, inv(δ̃, δ̃1)〉∆(γ, δ̃).

Démonstration. On utilise la première formule de 5.3.3. Le terme ∆0 ne dépend que de (K ′/K ′#, a′)
et (K ′′/K ′′#, a′′), donc la stabilité n’y intervient pas. D’autre part Θ+

ψ −Θ−ψ est constante sur
une classe de conjugaison stable par définition. Il suffit de traiter le terme γψ(q[Cδ′′ ]). L’assertion
résulte immédiatement de 4.3.3.

Remarque 5.3.6. Si F est global, les caractères locaux définis ci-dessus s’assemblent, par la
théorie du corps du classes, en un caractère

κT : H1(A/F, T )→ �2

avec la notation de [49] §1.4. Ceci sera utile pour la stabilisation de la formule des traces.

Considérons la question de la normalisation (cf. [84] 4.6). Pour l’instant, supposons que F
est non archimédien de caractéristique résiduelle p > 2 et ψ est de conducteur oF . Fixons un
réseau autodual L ⊂W et le sous-groupe hyperspécial associé K ⊂ G(F ). Fixons aussi un sous-
groupe hyperspécial KH de H(F ). Supposons qu’il existe γ ∈ KH , δ ∈ K qui se correspondent
tels que γ, δ sont de réductions régulières. De tels choix existent.

Proposition 5.3.7 (Normalisation à la Waldspurger). Pour (γ, δ) comme ci-dessus, on a
∆(γ, δ) = 1.
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Démonstration. Il existe une décomposition L = L′⊕L′′ où L′ = W ′ ∩L, L′′ = W ′′ ∩L par nos
hypothèses. Soient K ′ ⊂ Sp(W ′), K ′′ ⊂ Sp(W ′′) les sous-groupes hyperspéciaux associés, alors
δ′ ∈ K ′, δ′′ ∈ K ′′ et ils sont de réductions régulières.

Montrons que ∆0(δ′, δ′′), ∆′(δ′) et ∆′′(δ′′) sont tous 1. C’est clair pour ∆0 ; pour ∆′ et ∆′′,
on utilise 4.4.3.

Proposition 5.3.8 (Symétrie). Notons ∆n′,n′′ le facteur de transfert associé à la paire (n′, n′′)
et ∆n′′,n′ celui associé à (n′′, n′). Pour tous γ = (γ′, γ′′) ∈ H(F ) et δ ∈ G(F ) qui se corres-
pondent, on a

∆n′,n′′((γ
′, γ′′), δ̃) = ∆n′′,n′((γ

′′, γ′),−δ̃) si 8|f

où −1 ∈ G̃ est celui défini dans 2.4.6. Plus précisément, on a

∆′(n′,n′′)(δ̃
′)∆′′(n′,n′′)(δ̃

′′) = ∆′(n′′,n′)(−δ̃
′′)∆′′(n′′,n′)(−δ̃

′′), si 8|f ;

∆0,(n′,n′′)(δ
′, δ′′) = ∆0,(n′′,n′)(−δ′′,−δ′), f quelconque.

Démonstration. L’assertion pour ∆′∆′′ résulte de 4.2.1. L’assertion pour ∆0 sera démontrée en
7.4.6.

Enfin, on dispose aussi d’une formule du produit. Supposons F global, ψ : A/F → S1 un
caractère non-trivial avec décomposition ψ =

∏
v ψv. On a défini un facteur de transfert ∆v

pour toute place v.

Proposition 5.3.9 (Formule du produit). Soient γ ∈ HG−reg(F ) et δ ∈ G(F ) qui se corres-
pondent. Soit i(δ) = [δ̃v]v, alors :

– pour presque toute place v, on a ∆v(γ, δ̃v) = 1 ;
–
∏
v ∆v(γ, δ̃v) = 1.

Démonstration. Dans ce cas-là, on a une décomposition W = W ′ ⊕W ′′ et des éléments δ′ ∈
Sp(W ′)reg,δ′′ ∈ Sp(W ′′)reg tels que ι(δ′, δ′′) = δ. Tous ces objets sont définis sur F . Vu la formule
du produit pour ∆′,∆′′ (4.7.2), il reste à prouver :

– pour presque toute place v, on a ∆0,v(δ
′, δ′′) = 1 ;

–
∏
v ∆0,v(δ

′, δ′′) = 1.

Supposons que δ′ ∈ O(K ′/K ′#, a′, c′), δ′′ ∈ O(K ′′/K ′′#, a′′, c′′). Posons d’autre part

α′′ := Pa′(a
′′)(−a′′)−n′ det(1 + a′) ∈ K ′′#×.

La formation de α′′ est compatible à complétion. Il s’agit de montrer que∏
v

sgnK′′v /K′′v#(α′′) = 1

où K ′′v est la complétée de K ′′ comme une F -algèbre étale à involution. C’est une conséquence
de la théorie des corps du classes.

5.4 Descente parabolique

Supposons maintenant que 8|f . Rappelons que les sous-groupes de Lévi de H sont de la
forme

(I.8) MH =
∏
i∈I

(GL(n′i)×GL(n′′i ))×H[
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où I est un ensemble fini,H[ = SO(2m′+1)×SO(2m′′+1) avec (m′,m′′) ∈ Z2
≥0, les (n′i, n

′′
i ) ∈ Z2

≥0

sont tels que
∑

i∈I n
′
i +m′ = n′,

∑
i∈I n

′′
i +m′′ = n′′. Le plongement de MH dans H est défini

par
∏
i GL(n′i) × SO(2m′ + 1) ↪→ SO(2n′ + 1) et

∏
i GL(n′′i ) × SO(2m′′ + 1) ↪→ SO(2n′′ + 1).

Posons m = m′ +m′′. On dit qu’un sous-groupe de Lévi M de G correspond à (MH , H) s’il est
de la forme

(I.9) M =
∏
i∈I

GL(ni)×G[,

où G[ := Sp(W [) avec W [ un F -espace symplectique de dimension 2m tel que n′i + n′′i = ni
pour tout i ∈ I.

Fixons MH et supposons M associé à (MH , H). À l’aide des décompositions ci-dessus, on
écrit les éléments de M(F ) comme ((δi)i∈I , δ

[) et on écrit les éléments de MH(F ) comme
((γi)i∈I , γ

[). Notons G̃[ la fibre de p : G̃ → G(F ) au-dessus de G[(F ), alors p : G̃[ → G[(F )
est le revêtement métaplectique et H[ est un groupe endoscopique elliptique de G̃[ déterminé
par la paire (m′,m′′). Le revêtement p se scinde canoniquement sur les composantes GL(ni) par
3.3.4,2.4.13 et 4.1.8, il y a donc un isomorphisme canonique

j :
∏
i

GL(ni)× G̃[
∼→ p−1(M(F )).

Pour δ̃ ∈ p−1(δ), notons δ̃[ ∈ G̃[ l’élément tel qu’il existe (δi) avec j((δi), δ̃
[) = δ̃.

Un élément dans M(F )ss est dit G-régulier s’il est régulier dans G. On note MG−reg l’ouvert
de Zariski des éléments G-réguliers. Un élément γ ∈ MH(F )ss est dit G-régulier s’il existe
δ ∈MG−reg(F ) qui lui correspond.

Proposition 5.4.1 (Descente parabolique du facteur de transfert). Soient MH un sous-groupe
de Lévi de H et M un sous-groupe de Lévi de G qui correspond à (MH , H). Soient γ ∈MH(F )
et δ ∈ MG−reg(F ) qui se correspondent comme éléments dans H(F ) et G(F ). Alors γ[ et δ[ se
correspondent. Notons ∆H,G̃ et ∆H[,G̃[ les facteurs de transfert associés à (G,H) et (G[, H[),
alors

∆H,G̃(γ, δ̃) = ∆H[,G̃[(γ
[, δ̃[)

pour tout δ̃ ∈ p−1(δ). Plus précisément, cette propriété est satisfaite pour tous les deux facteurs
∆′∆′′ et ∆0.

Démonstration. Pour le terme ∆′∆′′, observons que, d’après 4.6.1, 3.3.4 et 4.1.7, on a

Θψ(j((δi), δ̃
[)) = Θψ(δ̃[)

où le terme à gauche est défini par rapport à G̃[. Par 5.3.3, on voit que

∆′(δ̃′)∆′′(δ̃′′) =
Θψ(δ̃[)

|Θψ(δ̃[)|
γψ(q[Cδ′′ ]).

Or les classes de conjugaison des composantes δi donnent des formes hyperboliques comme
facteurs directs de q[Cδ′′ ], qui n’affectent pas γψ(q[Cδ′′ ]). On obtient la descente du facteur
∆′∆′′ en appliquant 5.3.3 encore une fois.

Pour le terme ∆0, observons que O(δ) est paramétré par une donnée

(K/K#, a, c) =
⊕
i

(Ki/K
#
i , ai, ci)⊕ (E/E#, α, γ)
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où O(δ[) = O(E/E#, α, γ) et Ki ' K#
i × K#

i pour tout i. Les données ont de plus les

décompositions Ki/K
#
i = K ′i/K

′
i
# ⊕K ′′i /K ′′i

#, etc.

Il s’agit de démontrer que l’on peut enlever (K ′i/K
′
i
#, a′i, c

′
i) et (K ′′i /K

′′
i

#, a′′i , c
′′
i ) dans la

définition de ∆0. C’est clair pour (K ′′i /K
′′
i

#, a′′i , c
′′
i ) car le caractère sgnK′′/K′′#(·) se factorise

par K#× → E#×. Pour (K ′i/K
′
i
#, a′i, c

′
i), observons que la symétrie 7.4.6 pour ∆0 échange les

rôles de δ′ et δ′′ quitte à les multiplier par −1. Un argument de va-et-vient permet de se ramener
au cas précédent.

5.5 Énoncés du transfert et du lemme fondamental

Dans cette section, F est un corps local.

Intégrales orbitales Soit M un F -groupe réductif connexe et soit m ∈Mreg(F ). Posons

DM (m) := det(1−Ad (m)|m/mm).

Soit f ∈ C∞c (M(F )). Fixons des mesures de Haar sur M(F ) et Mm(F ). L’intégrale orbitale
de f en m est définie comme suit

JM (m, f) := |DM (m)|1/2 ·
∫

Mm(F )\M(F )

f(x−1mx) dẋ.

Si m ∈M(F ) est fortement régulier, l’intégrale orbitale stable est définie comme

J st
M (m, f) :=

∑
m1

JM (m1, f)

où m1 parcourt des représentants de Ost(m)/conj.

Les mêmes définitions s’adaptent à l’algèbre de Lie. Soit X ∈ mreg(F ). Posons

DM (X) := det(ad (X)|m/mX).

Soit f ∈ C∞c (m(F )). Fixons les mesures comme précédemment et définissons

JM (X, f) := |DM (X)|1/2 ·
∫

Mm(F )\M(F )

f(x−1Xx) dẋ,(I.10)

J st
M (X, f) :=

∑
X1

JM (X1, f)(I.11)

où X1 parcourt des représentants de Ost(X)/conj.

On considère aussi les intégrales orbitales sur un revêtement. Soit p : M̃ → M(F ) un
revêtement d’un F -groupe réductif connexe satisfaisant à la condition simplificatrice suivante.

Hypothèse 5.5.1. On suppose que x̃, ỹ ∈ M̃ commutent si x, y ∈M(F ) commutent.

Définissons les sous-ensembles M̃reg et M̃ss comme les images réciproques de leurs avatars
sur M(F ). Fixons les mesures comme précédemment et définissons

(I.12) JM̃ (m̃, f) := |DM (m)|1/2
∫

Mm(F )\M(F )

f(x̃−1m̃x̃) dẋ
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où x̃ est une image réciproque quelconque de x. Si F est archimédien, alors on peut définir les
intégrales orbitales d’une fonction f dans l’espace de Schwartz S(M(F )) ou S(M̃).

Revenons au cas du groupe métaplectique pour lequel l’hypothèse 5.5.1 est satisfaite. Soient
γ ∈ HG−reg(F ), f ∈ C∞c, (G̃). Définissons l’intégrale orbitale endoscopique par

JH,G̃(γ, f) :=
∑
δ

∆(γ, δ̃)JG̃(δ̃, f)

où :
– les δ parcourent les représentants des classes de conjugaison dans G(F ) qui se corres-

pondent à γ ;
– δ̃ ∈ G̃ est une image réciproque quelconque de δ, le choix n’affecte pas la définition car ∆

est spécifique (5.3.4) et f est anti-spécifique.
Si F est archimédien, on peut aussi définir JH,G̃(·, f) pour f ∈ S (G̃).

La conjecture de transfert Soient γ ∈ HG−reg(F ) et δ ∈ Greg(F ) qui se correspondent.
D’après la description des commutants via paramètres dans §3.3, on a un isomorphisme entre
F -tores Hγ

∼→ Gδ. On en déduit une correspondance entre les mesures de Haar sur Hγ(F ) et
Gδ(F ).

Le résultat que nous établirons est le suivant.

Théorème 5.5.2 (Transfert d’intégrales orbitales). Fixons des mesures de Haar sur G(F ) et
H(F ). Soit f ∈ C∞c, (G̃), alors il existe fH ∈ C∞c (H(F )) tel que

JH,G̃(γ, f) = Jst(γ, fH)

pour tout γ ∈ HG−reg(F ), où on utilise les mesures de Haar qui se correspondent sur les com-
mutants. On dit que fH est un transfert de f .

Si F est archimédien et f ∈ S (G̃), alors on peut prendre fH ∈ S(H(F )) satisfaisant à
l’égalité ci-dessus.

La fonction fH n’est pas unique, mais ses intégrales orbitales stables sont caractérisées par
f .

Le cas non ramifié : le lemme fondamental pour les unités de l’algèbre de Hecke

Hypothèse 5.5.3. On fait les hypothèses ci-dessous.
– F est non archimédien de caractéristique résiduelle p > 2 et |oF /pF | > 3.
– p est assez grand par rapport à n. Une minoration possible de p est celle dans [84] 4.4,

appliquée aux groupes G et H.
– ψ est de conducteur oF .

Définition 5.5.4. Soit M un F -groupe réductif non ramifié. On dit qu’une mesure de Haar
sur M(F ) est non ramifiée si mes(K) = 1 pour tout sous-groupe hyperspécial K de M .

Remarquons que les sous-groupes hyperspéciaux sont conjugués par Mad(F ), et la conjugai-
son préserve les mesures de Haar, il suffit donc de considérer un choix de K.

Prenons un réseau autodual L ⊂W et notons K = StabG(L) le sous-groupe hyperspécial de
G(F ) associé. Fixons aussi un sous-groupe hyperspécial KH de H(F ). Le lemme fondamental
pour les unités concerne le transfert de la fonction anti-spécifique

fK(x̃) =

{
ε−1, si x̃ ∈ εK, ε ∈ Ker (p),

0, si x̃ /∈ p−1(K).
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Théorème 5.5.5 (Le lemme fondamental pour les unités de l’algèbre de Hecke sphérique an-
ti-spécifique). Soit KH un sous-groupe hyperspécial H(F ), alors 1KH est un transfert de fK si
l’on utilise les mesures non ramifiées sur G(F ) et H(F ).

La démonstration occupera les sections suivantes. Nous obtiendrons aussi des résultats plus
forts sur le transfert pour le cas archimédien.

Remarques sur le choix de revêtements Les seuls résultats qui fait intervenir l’hypothèse
8|f sont les suivants :

– la symétrie pour ∆′∆′′ (5.3.8), qui fait intervenir l’élément −1 ∈ G̃ ;
– la descente parabolique §5.4.

En particulier, on peut formuler la conjecture de transfert et le lemme fondamental pour
chaque choix de f . Montrons qu’elles sont équivalentes. Soient f , f ′ ∈ 2Z≥1 et supposons que

f |f ′. Posons G̃′ := S̃p
(f ′)

(W ), G̃ := S̃p
(f)

(W ). Alors G̃ ↪→ G̃′. Le résultat suivant découle
immédiatement.

Lemme 5.5.6. Soient f ′ ∈ C∞c, (G̃′) et f ∈ C∞c, (G̃) sa restriction. Pour tout δ̃ ∈ G̃, on a

JG̃′(δ̃, f
′) = JG̃(δ̃, f),

où on utilise les mêmes mesures de Haar sur G(F ) et Gδ(F ).

Proposition 5.5.7. Les énoncés de transfert (cf. 5.5.2) pour G̃ et G̃′ sont équivalents.

Dans le cas non ramifié, les énoncés du lemme fondamental pour les unités (cf. 5.5.5) pour
G̃ et G̃′ sont équivalents.

Démonstration. Soient f ′, f comme ci-dessus. Dans la définition de l’intégrale orbitale endosco-
pique JH,G̃′(γ, f

′), on peut choisir les δ̃ dans G̃. Vu la compatibilité de la notion de stabilité
(par 5.2.3) et du facteur de transfert (par sa spécificité) par rapport à restriction, on déduit par
ledit lemme que

JH,G̃′(γ, f
′) = JH,G̃(γ, f).

Le cas des fonctions de Schwartz dans le cas réel est analogue.

6 Transfert : le cas archimédien

Les résultats ici sont valables pour le transfert des fonctions à support compact ainsi que
les fonctions de Schwartz. Nous traitons principalement le premier cas et nous signalerons à la
fin les modifications nécessaires pour les fonctions de Schwartz (6.2.5).

Puisque la restriction des scalaires ne s’applique pas au groupe métaplectique, il faut traiter
le cas complexe séparément. Pour la plupart, nous nous occupons du cas F = R ; le cas F = C
est beaucoup plus simple. Nous rajouterons quelques remarques à la fin.

D’après 5.5.7, il suffit d’établir le transfert pour f = 8. Notons S̃p(W ) := S̃p
(8)

(W ) pour
tout F -espace symplectique W .
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6.1 L’endoscopie chez Renard

Posons F = R et n′ + n′′ = n. Soient W un F -espace symplectique de dimension 2n et
W = W ′ ⊕W ′′, dimW ′ = 2n′, dimW ′′ = 2n′′. À la paire (n′, n′′) et à un F -tore maximal T
dans G est associé l’objet κ dans 5.3.5.

Afin de réconcilier avec le formalisme de [71], posons

G := Sp(W ),

G̃ := S̃p(W ),

G� := Sp(W ′)× Sp(W ′′),

G̃� := S̃p(W ′)× S̃p(W ′′),

p� : G̃� → G�,

ι : G� ↪→ G,

j : G̃� → G̃.

Dans [71], Renard travaille avec les revêtements à deux feuillets et il considère le groupe
Im (j) au lieu de G̃�. Mais peu importe.

Définition 6.1.1. On dit qu’une fonction f ∈ C∞c (G̃�) est spécifique (resp. anti-spécifique) si
f est spécifique (resp. anti-spécifique) en les deux coordonnées. L’espace de telles fonctions est
noté par C∞c,−(G̃�) (resp. C∞c, (G̃�)).

On dit qu’un élément (δ′, δ′′) ∈ G� est G-régulier si ι(δ′, δ′′) est semi-simple régulier. L’en-
semble des éléments G-réguliers est noté G�G−reg, et son image réciproque G̃�G−reg.

Nous utiliserons systématiquement l’application

τ :G̃� → G̃�

(x̃′, x̃′′) 7→ (x̃′,−x̃′′),

où x̃′′ 7→ −x̃′′ est l’opération définie par 2.4.6. On a τ2 = id.
Conservons les conventions de [71] pour les mesures et les intégrales orbitales. Identifions

donc une intégrale orbitale sur G̃ à une certaine fonction invariante φ ∈ C∞(G̃reg) ; la même
convention s’applique à G̃�. Dans ce qui suit, nous ne considérons que les fonctions anti-
spécifiques.

Définition 6.1.2. On dit qu’une fonction φ ∈ C∞(G̃reg) est une intégrale orbitale anti-
spécifique s’il existe f ∈ C∞c, (G̃) telle que φ = JG̃(·, f). L’espace des intégrales orbitales

anti-spécifiques est notée I (G̃). De même, définissons l’espace I (G̃�).
En utilisant la notion de stabilité introduite en §5.2, qui cöıncide avec celle de [71], nous

définissons les espaces d’intégrales orbitales stables anti-spécifiques :

Ist(G̃), Ist(G̃�).

On dit qu’une fonction φ ∈ C∞(G̃reg) est une intégrale κ-orbitale anti-spécifique si τ∗φ est
une intégrale orbitale stable anti-spécifique. L’espace des intégrales κ-orbitales anti-spécifiques
est noté Iκ, (G̃�).

Notre définition des intégrales κ-orbitales cöıncide avec celle de Renard d’après [71] §3
p.1226. L’espace Iκ, (G̃�) est une limite inductive d’espaces de Fréchet.

La démonstration du transfert archimédien repose sur trois ingrédients : le transfert de G̃
vers G̃�, le transfert de G̃� vers le groupe endoscopique H, et la comparaison des facteurs de
transfert. La comparaison sera fait dans la sous-section suivante ; les deux théorèmes de transfert
se trouvent dans [70] et [71], mais il faut les mettre sous une forme convenable.
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Théorème 6.1.3 (cf. [71] 4.7). On sait définir un facteur de transfert

∆R : G�G−reg → �2

de sorte qu’il existe une application linéaire continue

Trans :I (G̃)→ Iκ, (G̃�)

φ 7→ φ�

définie de la façon suivante : φ� est déterminée sur le sous-ensemble dense G̃�G−reg par

δ̃0 := j(δ̃′, δ̃′′),

φ�(δ̃′, δ̃′′) = ∆R(δ′, δ′′)
∑

δ̃∈Ost(δ̃0)/conj

〈κ, inv(δ, δ0)〉φ(δ̃).

Observons en passant que j identifie Ost(δ̃′)/conj×Ost(δ̃′′)/conj à Ost(δ̃0)/conj.
Nous donnerons une expression explicite de ∆R dans la section suivante.

Démonstration. Dans [71], ce théorème est énoncé pour les revêtements à deux feuillets, le
groupe Im (j) au lieu de G̃� et les intégrales orbitales spécifiques. Notre énoncé s’obtient en
trois étapes.

– Le théorème [71] 4.7 est valide si l’on remplace Im (j) par G̃�. Ceci est clair.
– Il reste valide pour les intégrales orbitales anti-spécifiques ; ceci est trivial car les objets

spécifiques et anti-spécifiques cöıncident pour les revêtements à deux feuillets.
– Finalement, on étend le théorème [71] 4.7 à tout revêtement de G(F ). Cela se fait comme

dans 5.5.7.

Théorème 6.1.4 (cf. [70] 6.7). Posons H := SO(2n′ + 1)× SO(2n′′ + 1), alors on peut définir
une application linéaire

T : Ist (G̃�) −→ Ist(H(F ))

caractérisée par
T (φ)(γ′, γ′′) = ∆′(δ̃′)∆′(δ̃′′)φ(δ̃′, δ̃′′)

où γ′ et δ′ ∈ S̃p(W ′)reg se correspondent par rapport à la donnée endoscopique (S̃p(W ′),SO(2n′+

1)×{1}), γ′′ et δ′′ ∈ S̃p(W ′′)reg se correspondent par rapport à (S̃p(W ′′),SO(2n′′+ 1)×{1}), et

∆′ :=
Θ+
ψ −Θ−ψ

|Θ+
ψ −Θ−ψ |

.

Démonstration. Cet énoncé est pour l’essentiel celui de Renard. L’énoncé dans [70] ne concerne
que le cas n′′ = 0, mais on l’étend sans difficulté aux produits directs. On procède comme dans
la démonstration de 6.1.3 et obtient la version énoncée ci-dessus.

6.2 Comparaison de facteurs de transfert

Les tores maximaux dans G sont isomorphes à des tores “standards” de la forme

Tm,r,s := (C×)m × (S1)r × (R×)s,

2m+ r + s = n.

Cela décrit tous les tores maximaux dans G à conjugaison stable près.
On utilise les coordonnées z = (zi)

m
i=1, w = (wj)

r
j=1, a = (ak)

s
k=1 pour Tm,r,s. Soient ẑi, ŵj , âk

les caractères correspondants.
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Proposition 6.2.1. Soit (δ′, δ′′) ∈ G� qui est G-régulier. Supposons que le tore maximal T ′×T ′′
contenant (δ′, δ′′) est de la forme Tm

′,r′,s′×Tm′′,r′′,s′′. On paramètre (δ′, δ′′) par ses coordonnées
(z′, w′, a′, z′′, w′′, a′′). Alors

∆R(δ′, δ′′) =
∏
j′,j′′

sgn(Re(w′j′)− Re(w′′j′′)).

Démonstration. C’est essentiellement [71] (4.8) et les discussions qui suivent.

Corollaire 6.2.2. Le facteur ∆R est constant sur une classe de conjugaison stable.

Proposition 6.2.3. On a ∆0 = ∆R.

Démonstration. Tous les deux facteurs ∆R et ∆0 satisfont à la descente parabolique 5.4.1. Il
suffit donc de les comparer sur tores de la forme Tm

′,r′,0 × Tm′′,r′′,0. Soient (K ′/K ′#, b′, c′) et
(K ′′/K ′′#, b′′, c′′) les paramètres de O(δ′) et O(δ′′), respectivement.

Calculons d’abord le polynôme Pb′(T )(−T )−n
′
. On a

Pb′(T )(−T )−n
′

=
∏
i

(T − z′i)(T − z′i
−1)(T − z′i)(T − z′i

−1
)

(−T )2
·

·
∏
j

T 2 − 2Re(w′j) + 1

−T

=
∏
i

((T + T−1)− (zi + z−1
i ))((T + T−1)− (z′i + z′i

−1))·

·
∏
j

(2Re(w′j)− (T + T−1)).

Les termes dans le produit sur i sont non négatifs si T est remplacé par un élément dans
S1. D’autre part,

det(1 + δ′) =
∏
i

(1 + z′i)(1 + z′i
−1

)(1 + z′i)(1 + z′i
−1

)·

·
∏
j

(1 + w′j)(1 + w′j),

qui est un réel positif, d’où

sgn(Pb′(w
′′
j′′)(−w′′j′′)−n

′
det(1 + δ′)) =

∏
j′

sgn(Re(w′j′)− Re(w′′j′′)).

On conclut en le comparant avec 6.2.1.

Conservons maintenant les notations de §5.1.

Théorème 6.2.4. Soit f ∈ C∞c, (G̃), alors il existe fH ∈ C∞c (H(F )) telle que pour tout
γ = (γ′, γ′′) ∈ HG−reg(F ),

J st
H(γ, fH) =

∑
δ

∆(ε, δ̃)JG̃(δ̃, f)

où la somme parcourt les classes de conjugaison des δ ∈ G(F ) qui correspondent à γ et δ̃ ∈ G̃
est une image réciproque quelconque de δ.

De plus, l’application linéaire φ 7→ φH de I (G̃) dans Ist(H(F )) induite par f 7→ fH est
continue.
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Démonstration. Fixons δ̃0 tel que δ0 et γ se correspondent. Prenons (δ̃′0, δ̃
′′
0) ∈ G̃� comme dans

§5.3, alors j(δ̃′0, δ̃
′′
0) = δ̃0. On peut supposer que les δ̃ dans la somme parcourent Ost(δ̃0)/conj.

Posons φ := JG̃(·, f) ∈ I (G̃). D’après 5.3.5, le terme à droite vaut

∆′(δ̃′0)∆′′(δ̃′′0)∆0(δ′0, δ
′′
0)
∑
δ̃

〈κ, inv(δ0, δ)〉φ(δ̃).

Or 6.2.3 et 6.1.3 entrâınent qu’il est égal à

∆′(δ̃′0)∆′′(δ̃′′0)φ�(δ̃′0, δ̃
′′
0),

ou
∆′(δ̃′0)∆′(−δ̃′′0) · (τ∗φ�)(δ̃′0,−δ̃′′0).

Maintenant, δ′0 correspond à γ′ pour la donnée endoscopique (S̃p(W ′),SO(2n′ + 1) × {1})
et −δ′′0 correspond à γ′′ pour (S̃p(W ′′),SO(2n′′ + 1) × {1}). D’autre part τ∗φ� ∈ Ist(G̃�). En
appliquant 6.1.4, on voit que la fonction φH ∈ C∞(HG−reg(F )) définie par

γ 7−→ ∆′(δ̃′0)∆′(−δ̃′′0) · (τ∗φ�)(δ̃′0,−δ̃′′0)

appartient à Ist(H(F )). Ceci démontre l’existence de fH . L’application Trans de 6.1.3 et l’ap-
plication T de 6.1.4 sont continues, d’où l’assertion sur la continuité.

Ce théorème établit le transfert 5.5.2 pour F = R et pour les fonctions à support compacts.

Remarque 6.2.5. On peut démontrer une variante du théorème ci-dessus où f ∈ S (G̃) et
fH ∈ S(H). Il faut adapter nos arguments, ainsi que ceux de [70, 71], aux intégrales orbitales de
fonctions de Schwartz. Des résultats de Harish-Chandra et Shelstad permettent de caractériser
ces espaces. Par exemple, les conditions les plus subtiles (Ist

2 ), (Iκ3 ) dans [71] ne changent pas
pour les fonctions de Schwartz, donc les mêmes arguments marchent toujours.

Remarque 6.2.6. C’est aussi possible d’établir le transfert par la descente parabolique et la
descente semi-simple, qui sera établie dans la section suivante. Il suffit de reprendre les arguments
de [75] et utiliser la caractérisation des intégrales orbitales énoncée dans [71].

6.3 Le cas complexe

Supposons maintenant que F = C. On confond les C-groupes et leurs points complexes.
Dans ce cas :

– G̃ = �f×G, et ∆(γ, (t, δ)) = t pour tout t ∈ �f et tous γ ∈ H, δ ∈ G qui se correspondent ;
– on peut identifier C∞c, (G̃) à C∞c (G) via f 7→ f(1, ·) ;
– la conjugaison se confond avec la conjugaison géométrique ;
– les tores maximaux sont conjugués ;
– les intégrales orbitales stables se confondent avec les intégrales orbitales.
On peut toujours définir les espaces vectoriels topologiques d’intégrales orbitales I(G) et

I(H).
L’existence de transfert est équivalente à

Théorème 6.3.1. Soit f ∈ C∞c (G), alors il existe fH ∈ C∞c (H) telle que pour tout γ =
(γ′, γ′′) ∈ HG−reg,

JH(γ, fH) = JG(δ, f)

pour tout δ qui correspond à γ.
De plus, l’application linéaire φ 7→ φH de I(G) dans I(H) induite par f 7→ fH est continue.
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Esquisse d’une démonstration. La caractérisation des intégrales orbitales se simplifie énormément
pour les groupes complexes : il n’y a plus de “conditions de sauts” (eg. les conditions Ist

2 et
Iκ3 pour le groupe métaplectique réel). En effet, les singularités éventuelles sont associées aux
racines ; localement elles forment des murs de codimension réelle 2. D’après un principe de
Harish-Chandra, on peut outrepasser ces murs.

Fixons des tores maximaux S ⊂ H et T ⊂ G. On sait qu’il existe un isomorphisme S
∼→ T ,

équivariant par rapport au homomorphisme des groupes de Weyl WH → WG. Les classes de
conjugaison semi-simples dans G (resp. H) sont paramétrées par T/WG (resp. S/WH). Le
transfert en découle immédiatement en appliquant la caractérisation des intégrales orbitales
mentionnée précédemment.

Remarque 6.3.2. Comme le cas réel, il y a aussi une variante de ce théorème pour les fonctions
de Schwartz.

7 Descente semi-simple du facteur de transfert

Fixons f tel que 8|f . Les revêtements métaplectiques dans cette section désignent les revêtements
à f feuillets.

7.1 Le formalisme de descente

Fixons F un corps local, (W, 〈·|·〉) un F -espace symplectique de dimension 2n, (n′, n′′) ∈ Z2
≥0

tel que n′ + n′′ = n. On en déduit les objets suivants.

G̃ := S̃p(W ),

G := Sp(W ),

H ′ := SO(2n′ + 1) déployé,

H ′′ := SO(2n′′ + 1) déployé,

H := H ′ ×H ′′.

Fixons ε = (ε′, ε′′) ∈ H(F )ss et η̃ ∈ G̃ tels que η ∈ G(F )ss et ε se correspondent. Pour
simplifier la vie, supposons aussi que η̃ = ±1 lorsque η = ±1 (où −1 ∈ G̃ est celui défini dans
2.4.6). Écrivons les paramètres de leurs classes de conjugaison comme

η ∈ O(K/K#, v, (WK , hK), (W±, 〈·|·〉±)),

ε′ ∈ O(K ′/K ′#, v′, (V ′K , h
′
K), (V ′±, q

′
±)),

ε′′ ∈ O(K ′′/K ′′#, v′′, (V ′′K , h
′′
K), (V ′′± , q

′′
±));

où hK est anti-hermitienne et h′K , h′′K sont hermitiennes.

La correspondance de classes exige que

(K/K#, v) = (K ′/K ′#, v′)⊕ (K ′′/K ′′#,−v′′),
WK ' V ′K′ ⊕ V ′′K′′ comme K −modules,

dimF W+ + 1 = dimF V
′

+ + dimF V
′′
− ,

dimF W− + 1 = dimF V
′
− + dimF V

′′
+ .

On décompose K en produit de F -algèbres à involution L pour lesquelles L# sont des corps.
Si l’on pose u := v|L alors L = F (u). Adoptons la convention d’indexer l’ensemble des paires
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(L, u) par u. Idem pour K ′,K ′′. Alors

(K/K#, · · · ) =
⊕
u

(L/L#, u, (Wu, hu))⊕ (W+, 〈·|·〉+)⊕ (W−, 〈·|·〉−),

(K ′/K ′#, · · · ) =
⊕
u

)(L/L#, u, (V ′u, h
′
u))⊕ (V ′+, q

′
+)⊕ (V ′−, q

′
−),

(K ′′/K ′′#, · · · ) =
⊕
u

(L/L#,−u, (V ′′u , h′′u))⊕ (V ′′+ , q
′′
+)⊕ (V ′′− , q

′′
−);

où

– on permet que pour tout u, au plus l’un de V ′u et V ′′u est trivial ;
– les paires (L, u) sont deux à deux inéquivalentes ;
– pour tout u, Wu ' V ′u ⊕ V ′′u comme L-modules.

D’après §3.3,

Gη =
∏
u

U(Wu, hu)× Sp(W+)× Sp(W−),

H ′ε′ =
∏
u

U(V ′u, h
′
u)× SO(V ′+, q

′
+)× SO(V ′−, q

′
−),

H ′′ε′′ =
∏
u

U(V ′′u , h
′′
u)× SO(V ′′+ , q

′′
+)× SO(V ′′− , q

′′
−),

Hε = H ′ε′ ×H ′′ε′′ .

On note abusivement la restriction de η sur U(Wu, hu) par u, celle de ε′ sur U(V ′u, h
′
u) par

u′ et celle de −ε′′ sur U(V ′′u , h
′′
u) par u′′.

Rappelons que U(Wu, hu) ' GLL#(1
2 dimL# Wu) si L ' L# × L#. On a des immersions

canoniques

U(Wu, hu) ↪→ Sp(Wu, 〈·|·〉u)

U(V ′u, h
′
u) ↪→ SO(V ′u, (tr L/L#)∗h

′
u)

U(V ′′u , h
′′
u) ↪→ SO(V ′′u , (tr L/L#)∗h

′′
u)

où 〈·|·〉u := (tr L/L#)∗hu).

Lemme 7.1.1. Si Hε est quasi-déployé, alors SO(V ′+, q
′
+) et SO(V ′′+ , q

′′
+) sont déployés.

Démonstration. Si Hε est quasi-déployé, d’après la description des commutants dans §3.3 on
déduit que SO(V ′+, q

′
+) et SO(V ′′+ , q

′′
+) sont aussi quasi-déployés. Or un groupe orthogonal impair

quasi-déployé est forcément déployé.

Soient

X = ((Xu)u, X+, X−) ∈ gη(F ),

Y ′ = ((Y ′u)u, Y
′

+, Y
′
−) ∈ h′ε′(F ),

Y ′′ = ((Y ′′u )u, Y
′′

+ , Y
′′
−) ∈ h′′ε′′(F )

Y = (Y ′, Y ′′) ∈ hε(F ).

Hypothèse 7.1.2. On suppose X,Y semi-simples réguliers et assez petits.

Supposons de plus que δ := exp(X)η et γ := exp(Y )ε se correspondent.
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Définition 7.1.3. Soient m1,m2 des algèbres de Lie de produits de restrictions des scalaires
de groupes classiques. On dit que deux éléments Zi ∈ mi (i = 1, 2) semi-simples assez réguliers
sont en correspondance par valeurs propres s’ils admettent des paramètres de la forme

Zi ∈ O(K/K#, a, ci)

pour ci ∈ K× convenables (i = 1, 2). On note cette relation par

Z1
VP←→ Z2.

Lemme 7.1.4. Avec ces hypothèses, on a

∀u, Xu
VP←→ (Y ′u, Y

′′
u ), ,

X+
VP←→ (Y ′+, Y

′′
−),

X−
VP←→ (Y ′−, Y

′′
+).

Démonstration. Si X,Y sont assez petits, on peut écarter les valeurs propres provenant de u
différents. Cela permet de conclure.

La correspondance ci-dessus fournit aussi des décompositions orthogonales Wu = W ′u ⊕W ′′u
pour tout u et W± = W ′±⊕W ′′± selon les valeurs propres. Les éléments Xu, X± se décomposent
ainsi en

∀u, Xu = (X ′u, X
′′
u),

X+ = (X ′+, X
′′
+),

X− = (X ′−, X
′′
−),

tels que

∀u, X ′u
VP←→ Y ′u, X

′′
u

VP←→ Y ′′u ,

X ′+
VP←→ Y ′+, X

′′
+

VP←→ Y ′′− ,

X ′−
VP←→ Y ′−, X

′′
−

VP←→ Y ′′+ .

Enfin, posons
δ̃ := exp(X)η̃.

Pour tout u, prenons ũ ∈ S̃p(Wu) au-dessus de u tel que l’image de ((ũ)u, 1,−1) par l’ho-
momorphisme ∏

u

S̃p(Wu)× S̃p(W+)× S̃p(W−)→ S̃p(W )

est η̃. C’est possible grâce à l’hypothèse que η̃ = ±1 lorsque η = ±1. Ensuite, prenons (ũ′, ũ′′) ∈
S̃p(W ′u) × S̃p(W ′′u ) qui s’envoie sur ũ ∈ S̃p(Wu). Posons η̃′ (resp. η̃′′) l’image de ((ũ′)u, 1,−1)
(resp. ((ũ′′)u, 1,−1)) par ∏

u

S̃p(W ′u)× S̃p(W ′+)× S̃p(W ′−)→ S̃p(W ′)

(resp.
∏
u

S̃p(W ′′u )× S̃p(W ′′+)× S̃p(W ′′−)→ S̃p(W ′′)).

Décrivons le comportement du facteur de transfert ∆ = ∆0∆′∆′′.



Section 7 73

Proposition 7.1.5. Par rapport à ces décompositions, le facteur ∆′ satisfait à

∆′(exp(X ′)η̃′) =
∏
u

∆′(exp(X ′u)ũ′) ·∆′(exp(X ′+))∆′(− exp(X ′−)).

De même,

∆′′(exp(X ′′)η̃′′) =
∏
u

∆′′(exp(X ′′u)ũ′′) ·∆′′(exp(X ′′+))∆′′(− exp(X ′′−)).

Le produit ∆′∆′′ ne dépend pas de choix de η̃′, η̃′′ et ũ′, ũ′′

Il est sous-entendu que les termes ∆′, ∆′′ à droite sont pris par rapport à des espaces
symplectiques convenables (eg. W ′u,W

′′
u etc.)

Démonstration. Cela résulte de 4.6.1.

Autrement dit, ∆′∆′′ est “additif” par rapport aux sommes directes de paramètres. Le
comportement du terme ∆0 est plus pénible à écrire : il est “bi-additif”.

Proposition 7.1.6. Le facteur ∆0(exp(X ′)η′, exp(X ′′)η′′) est produit des termes suivants

∆0(exp(X ′+), exp(X ′′+)),

∆0(− exp(X ′−),− exp(X ′′−)),∏
u

∆0(exp(X ′u)u, exp(X ′′u)u),∏
u′ 6=u′′

∆0(exp(X ′u′)u
′, exp(X ′′u′′)u

′′),

∏
u

∆0(exp(X ′u)u, exp(X ′′+)),∏
u

∆0(exp(X ′u)u,− exp(X ′′−)),∏
u

∆0(exp(X ′+), exp(X ′′u)u),∏
u

∆0(− exp(X ′−), exp(X ′′u)u),

∆0(exp(X ′+),− exp(X ′′−)),

∆0(− exp(X ′−), exp(X ′′+)).

Démonstration. D’une part, le caractère sgnK′′/K′′#(·) est additif par rapport aux sommes di-

rectes des paramètres K ′′/K ′′#. D’autre part, si K ′′/K ′′# est fixé, alors

Pa′(a
′′)(−a′′)−n′ et det(δ′ + 1)

sont tous additifs par rapport aux sommes directes de paramètres (K ′/K ′#, a′). D’où l’assertion.

On démontrera que seuls les trois premiers termes survivent après descente.
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7.2 Le cas non ramifié

Afin d’établir le lemme fondamental, on aura besoin de considérer la version non ramifiée de
la descente. Nous conservons la plupart du formalisme précédent et précisons les modifications
ci-dessous.

Conservons l’hypothèse 5.5.3 ; en particulier, F est un corps local non archimédien de ca-
ractéristique résiduelle p > 2. Fixons un réseau autodual L ⊂ W . Soit K = StabG(L) le
sous-groupe hyperspécial de G(F ) associé. Cela permet d’identifier K comme un sous-groupe
de G̃.

Hypothèse 7.2.1. Supposons que
– η et ε sont d’ordres finis premiers à p ;
– δ, γ sont des éléments compacts avec décompositions de Jordan topologiques

δ = exp(X)η,

γ = exp(Y )ε,

X, Y : topologiquement nilpotents ;

– δ, γ se correspondent ;
– η ∈ K, η = η̃ ;
– Hε est non ramifié.

Dans ce cas, c’est loisible de supposer que (V ′±, q
′
±), (V ′′± , q

′′
±), (V ′u, h

′
u), (V ′′u , h

′′
u), (Wu, hu)

admettent des réseaux autoduaux ([84] 5.3). La nilpotence topologique de X,Y dans le cas non
ramifié remplace la condition précédente que X,Y soient assez petits.

On décompose Gη et Hε comme dans la section précédente. Les éléments u sont d’ordre fini
premier à p. En particulier, L est une extension non ramifiée ; lorsque L ' L#×L#, cela signifie
que L est une extension non ramifiée.

Lemme 7.2.2. Avec ces hypothèses, on a

∀u, Xu
VP←→ (Y ′u, Y

′′
u ),

X+
VP←→ (Y ′+, Y

′′
−),

X−
VP←→ (Y ′−, Y

′′
+).

Démonstration. Cela résulte de l’unicité de la décomposition de Jordan topologique.

7.3 Énoncé de résultats

Sauf mention expresse du contraire, F est un corps local de caractéristique nulle. Conservons
aussi les formalismes précédents.

Pour simplifier la vie, introduisons des conventions.

Notation 7.3.1. On dit qu’une expression est une bonne constante si
– elle ne dépend que de Ost(ε) et O(η̃) ;
– elle vaut 1 dans le cas non ramifié.
Soient a, b deux éléments inversibles dans une F -algèbre étale K. On dit que a ≈ b si

sup
σ∈HomF−alg(K,F̄ )

∣∣∣σ (a
b

)
− 1
∣∣∣
F̄

est assez petit,

où | · |F̄ est l’unique valeur absolue sur F̄ qui prolonge | · |F . La borne exacte dépendra du
contexte.

Dans le cas non ramifié, on dit que a ≈ b si a
b est topologiquement unipotent.
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Théorème 7.3.2. Posons

∆[(Y,X) := ∆(exp(Y )ε, exp(X)η̃),

alors il existe une bonne constante c telle que

∆[(Y,X) = c
∏
u

∆u((Y ′u, Y
′′
u ), Xu)·

·∆+((Y ′+, Y
′′
−), X+) ·∆−((Y ′−, Y

′′
+), X−).

Les termes ∆u,∆± sont définis de la façon suivante. Avec la convention • ∈ {+,−, u}, sup-
posons que X• ∈ O(K/K#, a, c) et (K ′/K ′#, a′, c′) ⊕ (K ′′/K ′′#, a′′, c′′) est la décomposition
correspondant à X• = (X ′•, X

′′
• ). Définissons

∆u((Y ′u, Y
′′
u ), Xu) := sgnK′′/K′′#(γuc

′′−1ṖXu|L(a′′)), pour tout u

∆+((Y ′+, Y
′′
−), X+) := sgnK′′/K′′#(c′′−1ṖX+(a′′)),

∆−((Y ′−, Y
′′

+), X−) := sgnK′/K′#(c′−1ṖX−(a′));

où PX± ∈ F [T ] est le polynôme caractéristique de X± ∈ EndF (W±) et PXu|L ∈ L[T ] est celui

de Xu ∈ EndL(Wu). Pour tout u, la constante γu ∈ L× satisfait à τ(γu) = (−1)dimLWuγu et
γu ∈ o×L dans le cas non ramifié.

Observons que PXu|L est bien défini même si L ' L# × L# ; de plus, dans ce cas-là ∆u = 1

car K ′′ = K ′′# ⊗L# L ' K ′′# ×K ′′#.

Démonstration. Ce théorème s’obtient en multipliant les formules dans 7.5.1, 7.5.2, 7.5.3, 7.6.1
et 7.6.2.

Corollaire 7.3.3. Pour tout λ ∈ F×, on a

∆[(Y,X) = ∆[(λ2Y, λ2X).

Cela nous permet de prolonger ∆[ en une fonction définie sur toute paire

(Y,X) ∈ (hε)G−reg(F )× (gη)reg(F ).

Démonstration. Vu le théorème, il suffit de constater que pour tout • ∈ {+,−, u}, le facteur
∆• vérifie la même propriété, qui est immédiat.

7.4 Des lemmes techniques

Les lemmes suivants seront les seuls ingrédients non-triviaux dans la démonstration de 7.3.2.
On établit d’abord une formule de réciprocité pour sgn(·). Commençons par une observation
élémentaire. Soit z un élément dans une F -algèbre étale, Pz désigne toujours son polynôme
minimal sur F .

Lemme 7.4.1. Fixons un corps L. Soient K une L-algèbre étale et z ∈ K× tels que K = F [z].
Soient a b

c d

 ∈ PGL(2, L), cz + d 6= 0,

w :=
az + b

cz + d
.
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Soient Pz ∈ L[T ] le polynôme caractéristique de z et Pw ∈ L[T ] celui de w. Posons m :=
degPz = degPw = dimF K, alors

(cT + d)mPw

(
aT + b

cT + d

)
= cmPw

(a
c

)
Pz(T ),

(ad− bc)(cz + d)m−2Ṗw(w) = cmPw

(a
c

)
Ṗz(z).

Démonstration. Il suffit de démontrer la première formule. Observons que w 6= a
c , sinon ad−bc =

0. On se ramène au cas où K est un corps. Le polynôme à gauche s’annule en z et a degré m,
donc il est égal à Pz(T ) multiplié par une constante non nulle. On calcule son coefficient de Tm

et on arrive aisément au terme cmPw(ac ).

Lemme 7.4.2. Supposons qu’il y a une décomposition orthogonale W = W ′ ⊕ W ′′, n′ :=
1
2 dimW ′, n′′ := 1

2 dimW ′′. Soit X ∈ sp(W ) semi-simple régulier tel que X = (X ′, X ′′) où
X ′ ∈ sp(W ′) et X ′′ ∈ sp(W ′′). Supposons que X ∈ O(K/K#, a, c) et

(K/K#, a, c) = (K ′/K ′#, a′, c′)⊕ (K ′′/K ′′#, a′′, c′′)

par rapport à la décomposition X = (X ′, X ′′). Alors

sgnK′/K′#(PX′′(a
′)) · sgnK′′/K′′#(PX′(a

′′)) = (−1,−1)n
′n′′
F (detX ′, detX ′′)F .

Démonstration. Appliquons 4.3.4 à X ∈ sp(W ), X ′ ∈ sp(W ′) et X ′′ ∈ sp(W ′′). On voit que

γψ(q[X]) = γψ((−1)n−1)γψ(detX) · sgnK/K#(c−1ṖX(a)),(I.13)

γψ(q[X ′]) = γψ((−1)n
′−1)γψ(detX ′) · sgnK′/K′#(c′−1ṖX′(a

′)),(I.14)

γψ(q[X ′′]) = γψ((−1)n
′′−1)γψ(detX ′′) · sgnK′′/K′′#(c′′−1ṖX′′(a

′′)).(I.15)

On a aussi PX = PX′PX′′ et q[X] = q[X ′]⊕ q[X ′′]. En prenant (I.13) ÷ ((I.14) × (I.15)), on
obtient

(I.16) sgnK′/K′#(PX′′(a
′)) · sgnK′′/K′′#(PX′(a

′′)) =

γψ(detX)γψ(1)

γψ(detX ′)γψ(detX ′′)
·

γψ((−1)n−1)

γψ(1)γψ(−1)n′−1)γψ((−1)n′′−1))
.

En discutant les parités de n′, n′′ et en rappelant que γψ(−1) = γψ(1)−1, on déduit

γψ((−1)n−1)

γψ(1)γψ((−1)n′−1)γψ((−1)n′′−1)
=

{
γψ(1)−4, si n′, n′′ sont impairs;

1, sinon.

On utilise le fait suivant ([89], §25 prop. 3 et §28 prop. 4) : pour tout a, b ∈ F×, on a

γψ(ab)γψ(1)

γψ(a)γψ(b)
= (a, b)F .

D’une part, en prenant a = b = −1, il en résulte que γψ(1)4 = (−1,−1)F = ((−1)n
′n′′ ,−1)F

si n′, n′′ sont impairs ; en tout cas :

γψ((−1)n−1)

γψ(1)γψ((−1)n′−1)γψ((−1)n′′−1)
= (−1,−1)n

′n′′
F .

D’autre part, en prenant a = detX ′ et b = detX ′′, il en résulte que

γψ(detX)γψ(1)

γψ(detX ′)γψ(detX ′′)
= (detX ′, detX ′′)F .

Cela achève la démonstration.
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On en déduit une version au niveau du groupe à l’aide de la transformation de Cayley.

Lemme 7.4.3. Soit δ ∈ Sp(W )reg tel que δ = (δ′, δ′′) où W = W ′ ⊕ W ′′, δ′ ∈ Sp(W ′) et
δ′′ ∈ Sp(W ′′). Supposons que δ ∈ O(K/K#, a, c) et

(K/K#, a, c) = (K ′/K ′#, a′, c′)⊕ (K ′′/K ′′#, a′′, c′′)

par rapport à la décomposition δ = (δ′, δ′′). Alors

(I.17) sgnK′′/K′′#(Pa′(a
′′)(−a′′)−n′ det(δ′ − 1)) · sgnK′/K′#(Pa′′(a

′)(−a′)−n′′ det(δ′′ − 1))

= (−1,−1)n
′n′′
F

(
det

δ′ + 1

δ′ − 1
,det

δ′′ + 1

δ′′ − 1

)
F

.

Démonstration. Posons z′ = a′+ 1
a′ ∈ K

′#, z′′ = a′′+ 1
a′′ ∈ K

′′# ; posons d’autre part b′ = z′+2
z′−2 ,

et idem pour b′′. Alors 7.4.1 affirme que

Pz′(T )Pb′(1) = (T − 2)n
′
Pb′

(
T + 2

T − 2

)
,

et idem pour z′′ et b′′, ce qui entrâıne

Pz′(z
′′)Pb′(1) = (z′′ − 2)n

′
Pb′(b

′′),(I.18)

Pz′′(z
′)Pb′′(1) = (z′ − 2)n

′′
Pb′′(b

′).(I.19)

On a
(
a′+1
a′−1

)2
= b′ (idem pour a′′) ; on déduit du fait τ(a

′′+1
a′′−1) = −a′′+1

a′′−1 (idem pour a′) que

P a′′+1
a′′−1

(T ) = Pb′′(T
2), d’où

Pb′′(b
′) = P a′′+1

a′′−1

(
a′ + 1

a′ − 1

)
,

et idem si l’on échange a′ et a′′. Observons aussi que Pz′(z
′′) = Pa′(a

′′)(a′′)−n
′

et Pz′′(z
′) =

Pa′′(a
′)(a′)−n

′′
. Assemblons toutes ces égalités dans (I.18), (I.19) et prenons sgnK′′/K′′#(·),

sgnK′/K′#(·). Pour (I.18), cela donne

sgnK′′/K′′#(Pa′(a
′′)(a′′)−n

′
P a′+1
a′−1

(1)) = sgnK′′/K′′#

(
(z′′ − 2)n

′′
P a′+1
a′−1

(
a′′ + 1

a′′ − 1

))
.

Or z′′ − 2 = −(1 − a′′)(1 − 1
a′′ ) ∈ (−1)NK′′/K′′#(K ′′×) et P a′+1

a′−1

(1) = (−2)2n′ det(δ′ − 1)−1,

d’où

sgnK′′/K′′#(Pa′(a
′′)(−a′′)−n′ det(δ′ − 1)) = sgnK′′/K′′#

(
P a′+1
a′−1

(
a′′ + 1

a′′ − 1

))
.

Appliquons le même argument à (I.19) et multiplions les formules qui en résultent. Une appli-
cation de 7.4.2 donne le résultat cherché.

Considérons maintenant une situation différente. On aura besoin de deux lemmes concernant
les classes de conjugaison semi-simples de groupes orthogonaux pairs.

Lemme 7.4.4. Soit (V, q) un F -espace quadratique de dimension paire. Soit K/K# une F -
algèbre étale à involution. Soit t ∈ F×. S’il existe a, c ∈ K# tels que τ(a) = −a, τ(c) = c et
O(K/K#, a, c) existe dans SO(V, q), alors

sgnK/K#(t) = (t, (−1)
1
2

dimF V det q)F .
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Démonstration. Supposons que O(K/K#, a, c) existe dans SO(V, q), alors

(V, q) ' (K, (trK/F )∗(cNK/K#(·))),
(V, tq) ' (K, (trK/F )∗(tcNK/K#(·))),

où NK/K# est la (K, τK)-forme hermitienne w 7→ NK/K#(w).

On a γψ(tq)/γψ(q) = sgnK/K#(t) d’après 4.3.1. D’autre part la formule de γψ en termes du
déterminant et de l’invariant de Hasse s(·) ([56] 1.3.4) entrâıne

γψ(tq)

γψ(q)
= s(tq) · s(q)

car dimF V est paire. Posons m = 1
2 dimF V . Prenons une diagonalisation q ' 〈d1, . . . , d2m〉

quelconque. Alors

s(tq)s(q) =
∏
i<j

((tai, taj)F (ai, aj)F )

=
∏
i<j

((t, t)F (t, aj)F (ai, t)F )

= (t, t)mF (t,det q)F , car

(
2m

2

)
≡ m mod 2

= (t,−1)mF (t,det q)F , car (t, t)F = (t,−1)F

= (t, (−1)m det q)F ,

ce qu’il fallait démontrer.

Lemme 7.4.5. Soit (V, q) un F -espace quadratique de dimension paire. Si Y ∈ so(V, q) est
inversible, alors detY ∈ det q · F×2.

Démonstration. Fixons une base de V de sorte que q = 〈a1, . . . , a2m〉 et regardons Y comme
une matrice. Soit Q la matrice diagonale diag(a1, . . . , a2m), alors Y ∈ so(V, q) équivaut à ce que
Y Q soit une matrice anti-symétrique. Notons Pf(Y Q) ∈ F× son pfaffien, alors

detY = detY Q · (detQ)−1 = Pf(Y Q)2 · (detQ)−1.

Or detQ = a1 · · · a2m = det q, d’où l’assertion.

Établissons maintenant la réciprocité du facteur ∆0.

Corollaire 7.4.6. Sous les hypothèses de 7.4.3, on a

∆0(δ′, δ′′) = ∆0(−δ′′,−δ′),

où ∆0(−δ′′,−δ′) est défini par rapport au groupe endoscopique transposé H ′′ ×H ′.

Démonstration. D’après 7.4.3, on a

∆0(δ′, δ′′)∆0(−δ′′,−δ′) = sgnK′′/K′′#

(
det

δ′ + 1

δ′ − 1

)
sgnK′/K′#((−1)n

′′
)

· (−1,−1)n
′n′′
F

(
det

δ′ + 1

δ′ − 1
,det

δ′′ + 1

δ′′ − 1

)
F

.
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La classe de conjugaison contenant δ′+1
δ′−1 ∈ sp(W ′) est paramétrée par (K ′/K ′#, a

′+1
a′−1 , c

′) ;
prenons q′ la F -forme quadratique sur K ′ définie par (trK′#/F )∗(c

′NK′/K′#(·)). Il existe c′0 ∈
K ′#× et Y ′ ∈ so(K ′, q′) tels que O(Y ′) est paramétré par (K ′/K ′#, a

′+1
a′−1 , c

′
0). Appliquons la

même construction à a′′ pour obtenir une F -forme quadratique q′′ sur K ′′. Par 7.4.4, on a alors

sgnK′′/K′′#

(
det

δ′ + 1

δ′ − 1

)
=

(
det

δ′ + 1

δ′ − 1
, (−1)n

′′
det q′′

)
F

,

sgnK′/K′#((−1)n
′′
) = ((−1)n

′′
, (−1)n

′
det q′)F .

Par 7.4.5, appliqué à Y ′ ∈ so(K ′, q′) et Y ′′ ∈ so(K ′′, q′′), on a

sgnK′′/K′′#

(
det

δ′ + 1

δ′ − 1

)
=

(
det

δ′ + 1

δ′ − 1
, (−1)n

′′
det

δ′′ − 1

δ′′ + 1

)
F

,

sgnK′/K′#((−1)n
′′
) =

(
(−1)n

′′
, (−1)n

′
det

δ′ + 1

δ′ − 1

)
F

.

On en déduit que ∆0(δ′, δ′′)∆0(−δ′′,−δ′) = (−1,−1)n
′n′′
F ((−1)n

′
, (−1)n

′′
)F = 1. Cela achève

la démonstration.

7.5 Descente des termes ∆′, ∆′′

Proposition 7.5.1. Supposons que X+ ∈ O(K/K#, a, c), soient X+ = (X ′+, X
′′
+) et

(K/K#, a, c) = (K ′/K ′#, a′, c′)⊕ (K ′′/K ′′#, a′′, c′′)

la décomposition de paramètres correspondante. Il existe alors une bonne constante c+ telle que

∆′(exp(X ′+))∆′′(exp(X ′′+)) = c+sgnK′′/K′′#(c′′−1ṖX′′+(a′′)).

Proposition 7.5.2. Supposons que X− ∈ O(K/K#, a, c), X− = (X ′−, X
′′
−) et (K/K#, a, c) =

(K ′/K ′#, a′, c′)⊕ (K ′′/K ′′#, a′′, c′′) la décomposition de paramètres correspondante.
Il existe alors une bonne constante c− telle que

∆′(− exp(X ′−))∆′′(− exp(X ′′−)) = c−sgnK′/K′#(c′−1ṖX′+(a′)).

Les assertions 7.5.1, 7.5.2 sont équivalentes. En effet, d’après 4.2.1,

∆′(exp(X ′+))∆′′(exp(X ′′+)) = ∆′(− exp(X ′′+))∆′′(− exp(X ′+))

∆′(− exp(X ′−))∆′′(− exp(X ′′−)) = ∆′(exp(X ′′−))∆′′(exp(X ′−)).

Par conséquent, il suffit d’établir 7.5.1.

Démonstration de 7.5.1. On a ∆′(exp(X ′+)) = 1 par 4.2.1, 4.1.6 et la lissité de Θψ ; dans le cas
non ramifié, on utilise 4.4.2. D’après 4.5.2, il existe une bonne constante c telle que

∆′(exp(X ′+))∆′′(exp(X ′′+)) = c · γψ(q[X ′′+]).

Vu 4.3.4, on a

γψ(q[X ′′+]) = γψ((−1)n
′′−1)γψ(detX ′′+) · sgnK′′/K′′#(c′′−1ṖX′′+(a′′)).

Le terme γψ((−1)n
′′−1) étant une bonne constante, il suffit de montrer que γψ(detX ′′+) l’est aussi.

Rappelons que X ′′+
VP←→ Y ′′− et Y ′′− ∈ so(V ′′− , q

′′
−), V ′′− est de dimension paire. D’où γψ(detX ′′+) =

γψ(det q′′−) par 7.4.5, qui est une bonne constante car det q′′− ∈ o×F dans le cas non ramifié.
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Proposition 7.5.3. Fixons la donnée u et posons L = F [u]. Supposons que Xu ∈ O(K/K#, a, c),
soient Xu = (X ′u, X

′′
u) et (K/K#, a, c) = (K ′/K ′#, a′, c′) ⊕ (K ′′/K ′′#, a′′, c′′) la décomposition

de paramètres correspondante.
Il existe alors une bonne constante cu et une constante αu ∈ L×, αu ∈ o×L dans le cas non

ramifié, τ(αu) = (−1)dimLW
′′
u αu, telles que

∆′(exp(X ′u)ũ′)∆′′(exp(X ′′u)ũ′′) = cusgnK′′/K′′#(αuc
′′−1ṖX′′u |L(a′′)).

Démonstration. D’après 5.3.3,

∆′(exp(X ′u)ũ′)∆′′(exp(X ′′u)ũ′′) = ∆′(exp(Xu)ũ)γψ(q[Cexp(X′′u )u′′ ]).

Puisque det(u2 − 1) 6= 0, le terme ∆′(exp(Xu)ũ) = ∆′(ũ) est une bonne constante d’après
4.2.1 ; dans le cas non ramifié, il faut aussi 4.4.2. Il reste à traiter γψ(q[Cexp(X′′u )u′′ ]).

On a K ′′ = K ′′# ⊗#
L L. Si L ' L# × L#, alors la forme q[Cexp(X′′u )u′′ ] est hyperbolique

d’après 3.2.4, donc γψ(q[Cexp(X′′u )u′′ ]) = 1. D’autre part sgnK′′/K′′#(·) = 1 dans ce cas-là et
la proposition est prouvée. Supposons désormais que L est un corps. Fixons un plongement
L ↪→ F̄ ; la formule finale sera indépendante du plongement.

Posons

m′′ := dimLW
′′
u ,

A′′ := exp(a′′),

C ′′ :=
uA′′ − 1

uA′′ + 1
.

On voit que A′′ ≈ 1 et C ′′ ≈ u−1
u+1 6= 0. Grâce à 4.3.4,

γψ(q[Cexp(X′′u )u′′ ]) = γψ((−1)[L:F ]m′′−1)γψ(NK′′/F (2C ′′))·
· sgnK′′/K′′#(c′′−1Ṗ2C′′(2C

′′)).
(I.20)

Le terme γψ((−1)[L:F ]m′′−1) est une bonne constante, le terme γψ(NK′′/F (2C ′′)) est égal à

γψ

(
NK′′/F

(
2 · u− 1

u+ 1

))
= γψ(det

F
(2(u+ 1)(u− 1)−1|W ′′u )),

ce qui est aussi une bonne constante. Il reste donc à traiter le terme sgnK′′/K′′#(· · · ).
Enfin, sgnK′′/K′′#(c′′−1Ṗ2C′′(2C

′′)) = sgnK′′/K′′#(2c′′−1ṖC′′(C
′′)). Posons

ΣL/F := HomF−alg(L, F̄ )

et posons σ0 ∈ ΣL/F l’unique élément fixant u.
Observons que

PC′′ =
∏

σ∈ΣL/F

P σC′′|L

où la notation P•|L signifie le polynôme caractéristique de • sur L, l’action de ΣL/F sur L[T ]
provient de l’action sur les coefficients. On a aussi degPC′′|L = m′′. Il en résulte que

ṖC′′(C
′′) = ṖC′′|L(C ′′) ·

∏
σ∈ΣL/F ,
σ 6=σ0

P σC′′|L(C ′′)

= kuṖC′′|L(C ′′),

(I.21)
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où ku ∈ L× est une constante ; ku ∈ o×L dans le cas non ramifié.

D’après 7.4.1, on a

2u(uA′′ + 1)m
′′−2ṖC′′|L(C ′′) = um

′′
PC′′|L(1)ṖA′′|L(A′′),

d’où

ṖC′′|L(C ′′) =
1

2
um
′′−1(uA′′ + 1)2−m′′PC′′|L(1)ṖA′′|L(A′′)

≈ 1

2
um
′′−1(u+ 1)2−m′′ det

L
(1− (u− 1)(u+ 1)−1|W ′′u )ṖA′′|L(A′′)

≈ huṖa′′|L(a′′),

(I.22)

où hu ∈ L× est une constante ; hu ∈ o×L dans le cas non ramifié.

En combinant (I.20),(I.21),(I.22), on voit qu’il existe une bonne constante cu et une constante
αu ∈ L×, αu ∈ o×L dans le cas non ramifié, telles que

γψ(q[Cexp(X′′u )u′′ ]) = cu · sgnK′′/K′′#(αuc
′′−1Ṗa′′|L(a′′)).

Pour que le terme dans sgnK′′/K′′# appartienne à K ′′#, il faut que τ(αu) ∈ (−1)m
′′
αu. Cela

achève la démonstration.

7.6 Descente du terme ∆0

Nous considérons d’abord les trois premiers termes des dix termes dans 7.1.6.

Proposition 7.6.1. Soit • ∈ {+,−, u}. Supposons que

X ′• ∈ O(K ′/K ′#, a′, c′),

X ′′• ∈ O(K ′′/K ′′#, a′′, c′′);

alors il existe des bonnes constantes d• telles que

1. ∆0(exp(X ′+), exp(X ′′+)) = d+ · sgnK′′/K′′#(PX′+(a′′)),

2. ∆0(− exp(X ′−),− exp(X ′′−)) = d− · sgnK′/K′#(PX′′−(a′)),

3. ∆0(exp(X ′u)u, exp(X ′′u)u) = du·sgn(βuPX′u|L(a′′)), où PX′u|L est le polynôme caractéristique

de X ′u sur L, et βu ∈ L× est une constante, τ(βu) = (−1)dimLW
′
uβu ; βu ∈ o×L dans le cas

non ramifié.

Dans les démonstrations ci-dessous, nous donnerons des formes explicites pour d+, d−, du et
βu. Vu 7.4.6, il suffit d’établir le cas • = + et • = u.

Démonstration pour • = +. Posons

m′ :=
1

2
dimF W

′
+,

m′′ :=
1

2
dimF W

′′
+,

A′ := exp(a′),

A′′ := exp(a′′).
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Vu la définition de ∆0, on a

∆0(exp(X ′+), exp(X ′′+)) = sgnK′′/K′′#(PA′(A
′′)(−A′′)−m′22m′)

= sgnK′′/K′′#(−1)m
′
sgnK′′/K′′#(Pa′(a

′′)),

où on a utilisé le fait PA′(A
′′) ≈ Pa′(a′′).

Montrons que sgnK′′/K′′#(−1) est une bonne constante. Il y a une correspondance X ′′+
VP←→

Y ′′− ∈ so(V ′′− , q
′′
−). D’après 7.4.4,

sgnK′′/K′′#(−1) = (−1, (−1)m
′′

det q′′−)F .

Prenons d+ = ((−1)m
′
, (−1)m

′′
det q′′−)F , c’est une bonne constante.

Démonstration pour • = u. La démonstration est analogue à celle de ∆′,∆′′. Si L = F [u] '
L# × L#, alors les deux côtés valent 1 et on peut prendre du = 1, βu quelconque. Supposons
désormais que L est un corps et fixons un plongement L ↪→ F̄ .

Posons

m′ := dimLW
′
u,

m′′ := dimLW
′′
u ,

A′ := exp(a′),

A′′ := exp(a′′),

ΣL/K := HomF−alg(L, F̄ ).

Regardons L comme un sous-corps de F̄ . Notons σ0 ∈ ΣL/K l’unique élément fixant u, alors

Pexp(X′u)u = PA′u =
∏

σ∈ΣL/K

P σA′u|L,

où PA′u|L est le polynôme caractéristique de A′u sur L, on a degPA′u|L = m′.
Si σ ∈ ΣL/F , σ 6= σ0, alors

P σA′u|L(uA′′) ≈ (u− σ(u))m
′ 6= 0

D’autre part

P σ0

A′u|L(uA′′) = PA′u|L(uA′′) ≈ um′PA′|L(A′′)

≈ um′Pa′|L(a′′).

Posons
δ(u) :=

∏
σ∈ΣL/F
σ 6=σ0

(u− σ(u)) ∈ L×.

On vérifie que
βu := ((−u)−[L:F ]uδ(u))m

′ ∈ L×

satisfait à τ(βu) = (−1)m
′
βu ; il en est de même pour PX′u|L(a′′). On a aussi βu ∈ o×L dans le cas

non ramifié. D’où

∆0(exp(X ′u)u, exp(X ′′u)u) = sgnK′′/K′′#(βuPX′u|L(a′′) det
F

(u+ 1|W ′u))

= sgnK′′/K′′#(βuPX′u|L(a′′))sgnK′′/K′′#(NL/F (u+ 1)).
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Soit q′′u la F -forme quadratique sur K ′′ définie par (tr L/F )∗(h
′′
u). Il y a une correspondance

X ′′u
VP←→ Y ′′u ∈ u(V ′′u , h

′′
u), donc

sgnK′′/K′′#(NL/F (u+ 1)) = (NL/F (u+ 1), (−1)m
′′[L#:F ] det q′′u)F

d’après 7.4.4 ; notons-le du. C’est une bonne constante et on arrive à

∆0(exp(X ′u)u, exp(X ′′u)u) = du · sgnK′′/K′′#(βuPX′u|L(a′′)).

Remarquons que les définitions de du, βu ont aussi un sens dans le cas L = L# × L#.

Traitons maintenant les sept autres termes dans 7.1.6.

Proposition 7.6.2. Il existe des bonnes constantes cu′,u′′ (pour tous u′ 6= u′′), cu,+, cu,−, c+,u,
c−,u, c+,−, c−,+ telles que

∆0(exp(X ′u′)u
′, exp(X ′′u′′)u

′′) = cu′,u′′ ,

∆0(exp(X ′u)u, exp(X ′′+)) = cu,+,

∆0(exp(X ′u)u,− exp(X ′′−)) = cu,−,

∆0(exp(X ′+), exp(X ′′u)u) = c+,u,

∆0(− exp(X ′−), exp(X ′′u)u) = c−,u,

∆0(exp(X ′+),− exp(X ′′−)) = c+,−,

∆0(− exp(X ′−), exp(X ′′+)) = c−,+.

Démonstration. Pour tout • ∈ {u′, u′′,+,−}, on suppose que X ′• ∈ O(K ′/K ′#, a′, c′), X ′′• ∈
O(K ′′/K ′′#, a′′, c′′). Vu 7.4.6, il suffit d’établir les cas (u′, u′′), (u,+), , (+, u) et (+,−).

Le cas (u′,u′′). Posons

m′ :=
1

2
dimF W

′
u′ ,

m′′ :=
1

2
dimF W

′′
u′′ ,

L′′ := F [u′′].

Alors

Pexp(a′)u′(exp(a′′)u′′)(− exp(a′′)u′′)−m
′ ≈ Pu′(u′′)(−u′)−m

′
,

où Pu′ est le polynôme caractéristique de u′ ∈ EndF (W ′u′). On vérifie que Pu′(u
′′)(−u′′)−m′ ∈

L#×. On en déduit que

∆0(exp(X ′u′)u
′, exp(X ′′u′′)u

′′) = sgnK′′/K′′#(Pu′(u
′′)(−u′′)−m′)·

· sgnK′′/K′′#(det
F

(u′ + 1|W ′u′)).

Soit q′′ := (tr L′′/L′′#)∗(h
′′
u′′). Il y a une correspondance X ′′u′′

VP←→ Y ′′u′′ ∈ so(V ′′u′′ , q
′′). On

déduit par 7.4.4 que

sgnK′′/K′′#(Pu′(u
′′)(−u′′)−m′) = (Pu′(u

′′)(−u′′)−m′ , (−1)
m′′

[L′′#:F ] det q′′)L′′#

=: c1.
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Toujours par 7.4.4, on a aussi

sgnK′′/K′′#(det
F

(u′ + 1|W ′u′)) = (det
F

(u′ + 1|W ′u′), (−1)m
′′

det((tr L′′#/F )∗q
′′))F

= (NL′/F (u′ + 1), (−1)m
′′

det((tr L′′#/F )∗q
′′))F

=: c2.

Prenons cu′,u′′ := c1c2, c’est une bonne constante car c1 et c2 le sont.

Le cas (u,+). Posonsm′ := 1
2 dimF W

′
u,m′′ := 1

2 dimF W
′′
+. On a Pexp(a′)u(exp(a′′)) ≈ Pu(1) ∈

F×. D’où

∆0(exp(X ′u)u,X ′′+) = sgnK′′/K′′#(Pu(1)(−1)−m
′
)sgnK′′/K′′#(det

F
(u+ 1|W ′u))

= sgnK′′/K′′#(Pu(1)(−1)−m
′
)sgnK′′/K′′#(NL/F (u+ 1))

= sgnK′′/K′′#(det
F

(1− u|W ′u)(−1)−m
′
)sgnK′′/K′′#(NL/F (u+ 1)).

Il y a une correspondance X ′′+
VP←→ Y ′′− ∈ so(V ′′− , q

′′
−). On déduit par 7.4.4 que

sgnK′′/K′′#(det
F

(1− u|W ′u)(−1)−m
′
) = (det

F
(1− u|W ′u)(−1)−m

′
, (−1)m

′′
det q′′−)F

=: c1,

qui est une bonne constante.

De même, on a

sgnK′′/K′′#(NL/F (u+ 1)) = (NL/F (u+ 1), (−1)m
′′

det q′′−)F

=: c2,

c’est aussi une bonne constante. Prenons cu,+ := c1c2.

Le cas (+,u). Posons

m′ :=
1

2
dimF W

′
+,

m′′ :=
1

2
dimF W

′′
u ,

L := F [u].

Comme dans le cas (u,+), on arrive à

∆0(exp(X ′+), exp(X ′′u)u) = sgnK′′/K′′#(P1(u)(−u)−m
′
22m′)

= sgnK′′/K′′#(P1(u)(−u)−m
′
),

où P1(T ) = (T − 1)2m′ est le polynôme caractéristique de 1 ∈ EndF (W ′+).

Soit q′′ := (tr L′′/L′′#)∗(h
′′
u′′). Comme dans le cas (u′, u′′), on conclut par 7.4.4 que

sgnK′′/K′′#(P1(u)(−u)−m
′
) = ((u− 1)2m′(−u)−m

′
, (−1)

m′′
[L:F ] det q′′)L# .

Prenons-le comme la bonne constante c+,u.
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Le cas (+,−). Posons m′ := 1
2 dimF W

′
+. Alors

∆0(exp(X ′+),− exp(X ′′−)) = sgnK′′/K′′#(P1(−1)22m′)

= sgnK′′/K′′#((−2) · 2)2m′ = 1.

Prenons donc c+,− = 1.

7.7 Comparaison avec les facteurs de transfert des groupes classiques

Supposons F non archimédien. Les facteurs de transfert pour les algèbres de Lie des groupes
classiques quasi-déployés sont décrits dans [82], Chapitre X. Comme dans [82], la correspondance
de points est la correspondance par valeurs propres.

Relions maintenant 7.3.2 et les facteurs de transfert pour les groupes classiques.

Théorème 7.7.1. Supposons que Hε est quasi-déployé. Les facteurs dans 7.3.2 satisfont à :

– pour tout u, ∆u((Y ′u, Y
′′
u ), Xu) est le facteur de transfert pour le groupe endoscopique

U(V ′u, h
′
u)× U(V ′′u , h

′′
u) de U(Wu, hu) ;

– ∆+((Y ′+, Y
′′
−), X+) est le facteur de transfert pour le groupe endoscopique

Sp(W ′+)× SO(V ′′− , q
′′
−) de Sp(W+) évalué en ((X ′+, Y

′′
−), X+) ;

– ∆−((Y ′−, Y
′′

+), X−) est le facteur de transfert pour le groupe endoscopique SO(V ′−, q
′
−) ×

Sp(W ′′−) de Sp(W−) évalué en ((Y ′−, X
′′
−), X−).

De plus, ce sont les facteurs de transfert normalisés au sens de [84] §4.7 dans le cas non
ramifié.

Démonstration. Prenons garde (cf. 3.3.6) que notre paramétrage de classes de conjugaison est
différent que celui de [82] (cf. 3.3.6). Il faut aussi les observations ci-dessous.

– Il s’agira de groupes classiques sur les corps L := F [u]. Cela ne gène pas car le formalisme
de l’endoscopie est compatible avec la restriction des scalaires.

– Nos formes (Wu, hu) sont anti-hermitiennes, pourtant celles de [82] sont hermitiennes ;
cela n’affecte pas le groupe unitaire, mais cela change le choix de paramètres (τ(c) = −c
au lieu de τ(c) = c) et la description de formes dans [82] X.3.

– Afin d’étendre les formules pour le facteur de transfert de [82] aux groupes classiques non
quasi-déployés, on utilise [52] (4.2) (il faut l’adapter à l’algèbre de Lie). Soit M un groupe
unitaire ou orthogonal sur F , fixons une forme intérieure quasi-déployée M∗ et un torseur
intérieur ψ : M ×F F̄

∼→ M∗ ×F F̄ . Il faut calculer un invariant défini comme dans [52]
(3.4), avec des notations évidentes :

inv

(
Y,X

Y ′, X ′

)
.

Pour des tels groupes, on peut choisir (M∗, ψ) dont la classe de cohomologie provient de
H1(F,M) au lieu de H1(F,Mad). Cela permet d’éviter les constructions de doublements
de [52]. Un calcul explicite analogue à celui dans [82] X permet de conclure.

– Les cas où SO(V ′−, q
′
−) ou SO(V ′′− , q

′′
−) est isomorphe à Gm sont exclus dans [82] car ils

rendent l’endoscopie non elliptique ; pour la même raison, on ne considère pas le cas
L ' L# × L# (qui revient à l’endoscopie pour GL.) Or les formules de Waldspurger
restent valables dans ces cas-là : elles valent la constante 1, et il en est de même pour nos
formules.

– A cause de notre définition d’intégrales orbitales, nous avons supprimé le facteur ∆IV

dans le facteur de transfert de [82].
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Après des modifications, l’identification de ∆± résultent immédiatement. Quant à ∆u, il
suffit de considérer le cas où L = F [u] est un corps et U(Wu, hu) est quasi-déployé. Posons
d := dimLWu, on peut choisir γ ∈ L× et une base de {ej : 1 ≤ j ≤ d} de Wu, de sorte que

τ(γ) = (−1)dγ,

hu(ej , ek) =

{
0, si j + k 6= d+ 1,

2γ(−1)j+1, si j + k = d+ 1.

On peut prendre γ ∈ o×L dans le cas non ramifié.
Supposons que Xu ∈ O(K/K#, a, c), Xu = (X ′u, X

′′
u) et (K/K#, a, c) = (K ′/K ′#, a′, c′) ⊕

(K ′′/K ′′#, a′′, c′′) la décomposition de paramètres correspondante. Alors le facteur de transfert
pour le groupe endoscopique U(V ′u, h

′
u)×U(V ′′u , h

′′
u) de U(Wu, hu) est, à une constante multipli-

cative près,

sgnK′′/K′′#(γc′′−1ṖXu(a′′)).

D’autre part, il existe γu ∈ L×, γu ∈ o×L dans le cas non ramifié tel que τ(γu) = (−1)dγu et
∆u((Y ′u, Y

′′
u ), Xu) est égal à

(bonne constante) · sgnK′′/K′′#(γuc
′′−1ṖXu(a′′)).

Il suffit de montrer que sgnK′′/K′′#( γγu ) est une bonne constante. Cela résulte de 7.4.4 car

X ′′u
VP←→ Y ′′u et U(V ′′u , h

′′
u) ⊂ SO(V ′′u , (tr L/L#)∗h

′′
u).

Quant à la normalisation, voir la remarque à la fin de [82] X.

8 Transfert : le cas non archimédien

Dans cette section, F est toujours un corps local non archimédien de caractéristique nulle,

S̃p(W ) désigne le revêtement métaplectique à huit feuillets S̃p
(8)

(W ) de Sp(W ).

8.1 Voisinages d’un élément semi-simple

Soit M un F -groupe réductif connexe ou un revêtement d’un tel groupe vérifiant 5.5.1.
Dans le cas d’un revêtement p : M → M(F ), si η ∈ Mss, posons Mη := p−1(Mp(η)(F )) et
Mη := p−1(Mp(η)(F )). Dans le cas d’un groupe réductif, on confond systématiquement M et
M(F ).

Pour tout η ∈ Mss et tout ouvert Mη-invariant U′ ⊂ mη contenant 0, il existe un ouvert
Mη-invariant U ⊂ U′ tel que

1. exp : U → Mη est défini et est un homéomorphisme sur son image, qui est ouvert dans
Mη ;

2. l’application (X,x) 7→ x−1 exp(X)ηx de U×M sur M est partout submersive, son image
U\ est un ouvert Mη-invariant de M ;

3. si x ∈M et s’il existe X ∈ U tel que x−1 exp(X)ηx ∈ exp(U)η, alors x ∈Mη.

De plus, tout ouvert M -invariant dans M contenant η contient un ouvert de la forme U\.
Lorsque M est un F -groupe réductif et U′ est invariant par conjugaison géométrique, on peut
supposer de plus que

– U est invariant par conjugaison géométrique sous Mη ;
– si x ∈M(F̄ ) et s’il existe X ∈ U tel que x−1 exp(X)ηx ∈ exp(U)η, alors x ∈Mη(F̄ ).
Posons Ureg := U ∩mη,reg.
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Proposition 8.1.1 (Descente d’intégrales orbitales). Soit U un ouvert comme ci-dessus. Sup-
posons U suffisamment petit.

– Soit f \ ∈ C∞c (U\), alors il existe f ∈ C∞c (U) tel que

JMη(X, f) = JM (exp(X)η, f \)

pour tout X ∈ Ureg.
– Inversement, soit f ∈ C∞c (U) tel que X 7→ JMη(X, f) est invariant par Mη(F ), alors il

existe f \ ∈ C∞c (U\) qui satisfait à l’égalité ci-dessus.
Supposons que M est un F -groupe réductif connexe et l’ouvert U est invariant par conjugai-

son géométrique sous Mη, alors les énoncés précédents restent vrais pour l’égalité

J st
Mη

(X, f) = J st
M (exp(X)η, f \),

et la condition sur f pour l’existence de f \ est que X 7→ JMη(X, f) soit invariant par conjugaison
géométrique par Mη.

Ces propriétés sont bien connues, voir par exemple [84] 2.3.

8.2 Un triplet endoscopique non standard

Rappelons la définition d’un triplet endoscopique non standard (G1, G2, j∗) dans [84] 1.7. Ici
G1, G2 sont des groupes semi-simples connexes et simplement connexes, quasi-déployés sur F .
Fixons des tores maximaux Ti ⊂ Gi qui font partie d’une paire de Borel définie sur F . Posons
Xi,∗ := X∗(Ti), X

∗
i := X∗(Ti) et posons Xi,∗,Q := Xi,∗⊗ZQ, X∗i,Q := X∗i ⊗ZQ. Notons Σi ⊂ X∗i

les racines et Σ̌i ⊂ X∗i les coracines. La donnée j∗ est un isomorphisme

j∗ : X1,∗,Q
∼→ X2,∗,Q.

Notons j∗ : X∗2,Q
∼→ X∗1,Q l’isomorphisme transposé. Ces données sont soumises aux condi-

tions suivantes :
– il existe des bijections τ̌ : Σ̌1 → Σ̌2, τ : Σ2 → Σ1 et des applications b̌ : Σ̌1 → Q>0,
b : Σ2 → Q>0 telles que j∗(α̌1) = b̌(α̌1)τ̌(α̌1) et j∗(α2) = b(α2)τ(α2) pour tous α̌1 ∈ Σ̌1,
α2 ∈ Σ2. De plus, le diagramme suivant est commutatif

Σ1

��

Σ2

��

τ
oo

Σ̌1
τ̌ // Σ̌2

où Σi → Σ̌i (i = 1, 2) sont les bijections naturelles de données radicielles.
– j∗ et j∗ sont équivariants pour les actions de ΓF .
Observons que la définition est symétrique en G1 et G2.
L’application τ̌ induit un isomorphisme de groupes de Weyl WG1

∼→ WG2 . On vérifie que
ces données donnent naissance à un F -isomorphisme naturel

t1/W
G1 → t2/W

G2 ,

ce qui permet de définir la correspondance de classes de conjugaison semi-simples dans les
algèbres de Lie pour l’endoscopie non standard. Soient Xi ∈ ti,reg(F ) qui se correspondent et
notons Ti le commutant de Xi dans Gi (i = 1, 2), comme pour l’endoscopie standard, il y a
aussi une correspondance de mesures de Haar sur T1(F ) et T2(F ).
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Théorème 8.2.1 (Transfert non standard, [84] 1.8). Soit (G1, G2, j∗) un triplet endoscopique
non standard. Fixons des mesures de Haar sur G1(F ), G2(F ). Si Xi ∈ gi,reg (i = 1, 2) se
correspondent, alors pour tout f2 ∈ C∞c (g2(F )) il existe f1 ∈ C∞c (g1(F )) telle que

J st
G1

(X1, f1) = J st
G2

(X2, f2),

où les intégrales orbitales sont définies par rapport à des mesures compatibles sur les commu-
tants. On dit que f1 est un transfert de f2.

On a aussi une version non standard du lemme fondamental.

Définition 8.2.2. On dit qu’un triplet (G1, G2, j∗) est non ramifié si
– G1, G2 sont non ramifiés,
– les fonctions b, b̌ prennent valeurs dans Q>0 ∩ Z×p .

Théorème 8.2.3 (Lemme fondamental non standard, [84] 4.10). Supposons que (G1, G2, j∗) est
un triplet endoscopique non standard non ramifié. Soient k1 ⊂ g1(F ) et k2 ⊂ g2(F ) des réseaux
hyperspéciaux. Alors 1k1 est un transfert de 1k2 si l’on utilise des mesures non ramifiées sur
G1(F ) et G2(F ).

Remarque 8.2.4. Les intégrales orbitales dans [84] ne sont pas normalisées. Cependant on
voit aisément qu’il existe une constante c ∈ F× telle que DG1(X1) = cDG2(X2) si X1 et X2

se correspondent ; de plus, c ∈ o×F si (G1, G2, j∗) est non ramifié. Donc notre formulation est
équivalente à celle de [84].

Le transfert et le lemme fondamental sont énoncés pour les groupes simplement connexes.
En pratique, on utilise une variante de ce théorème dans laquelle G2 (ou G1) est remplacé par
un quotient.

Lemme 8.2.5. Soit σ : G2 → G2 une F -isogénie. Il existe une constante c > 0 dépendant de
mesures de Haar sur G2(F ), G2(F ), telle que pour tous X2 ∈ g2,reg(F ), f2 ∈ C∞c (g2)(F ), on a

Jst
G2

(X2, f2) = cJst
G2

(X2, f2)

où X2 := σ∗(X2), f2 = (σ∗)−1(f2).

Démonstration. Les intégrales orbitales stables J st
G2

(X2, f2) et J st
G2

(X2, f2) sont prises sur le

même espace ((G2)X2\G2)(F ) = ((G2)X2\G2)(F ), l’identification respectant les mesures.

Proposition 8.2.6. Soient (G1, G2, j∗) un triplet endoscopique non standard et σ : G2 → G2

une F -isogénie. Identifions g2, g2
et C∞c (g2), C∞c (g

2
) à l’aide de σ, alors l’assertion de 8.2.1

reste valable pour G1 et G2.
Supposons (G1, G2, j∗) non ramifié. Soient k1 ⊂ g1(F ), k2 ⊂ g2(F ) et k2 ⊂ g

2
(F ) des réseaux

hyperspéciaux, qui correspondent aux modèles G1, G2 et G2 définis sur oF . Si σ provient d’une
oF -isogénie G2 → G2, alors l’assertion de 8.2.3 reste valable pour G1 et G2 si l’on utilise des
mesures non ramifiées.

Démonstration. La première assertion résulte de 8.2.1 et 8.2.5. Pour la deuxième, 8.2.3 et 8.2.5
fournit une constante c > 0 telle que

(I.23) JG1(X1,1k2) = c · JG2
(X2,1k2)

si X1 ∈ g1,reg(F ) et X2 ∈ g2,reg(F ) qui se correspondent et si l’on pose X2 = σ∗(X2).
On peut prendre X1 ∈ k1, X2 ∈ k2 de réductions régulières, alors X2 ∈ k2 l’est aussi.

Un résultat de Kottwitz adapté aux algèbres de Lie ([47] 7.3) montre que les deux intégrales
orbitales stables dans (I.23) valent 1 avec les mesures non ramifiées. D’où c = 1, ce qu’il fallait
démontrer.
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Nous ne considérons qu’une seule famille de triplets endoscopiques non standards. Prenons
G1 = Sp(2n), G2 = Spin(2n + 1). Identifions X1,∗ à Zn avec la base standard {e1, . . . , en}. La
base duale pour X∗1 est notée par {f1, . . . , fn}. Identifions X2,∗ au groupe des (x1, . . . , xn) ∈ Zn
tels que x1 + . . .+ xn ∈ 2Z. Alors

Σ1 = {±fi ± fj : 1 ≤ i 6= j ≤ n} ∪ {±2fi : 1 ≤ i ≤ n},
Σ̌1 = {±ei ± ej : 1 ≤ i 6= j ≤ n} ∪ {±ei : 1 ≤ i ≤ n},
Σ2 = {±fi ± fj : 1 ≤ i 6= j ≤ n} ∪ {±fi : 1 ≤ i ≤ n},
Σ̌2 = {±ei ± ej : 1 ≤ i 6= j ≤ n} ∪ {±2ei : 1 ≤ i ≤ n}.

On a X2,∗ ⊂ X1,∗, X2,∗,Q = X1,∗,Q et j∗ = id. Prenons des bijections

τ :Σ2 → Σ1

± fi ± fj 7→ ±fi ± fj ,
± fi 7→ ±2fi;

τ̌ :Σ̌1 → Σ̌2

± ei ± ej 7→ ±ei ± ej ,
± ei 7→ ±2ei.

Définissons b : Σ2 → Q>0 par b(±fi ± fj) = 1, b(±fi) = 1
2 ; définissons b̌ : Σ̌1 → Q>0 par

b̌(±ei ± ej) = 1, b̌(±ei) = 1
2 . Ces données fournissent un triplet endoscopique non standard

(G1, G2, j∗). La correspondance de classes de conjugaison est la suivante : X ∈ sp(2n)reg(F ) et

Y ∈ spin(2n + 1)reg(F ) = so(2n + 1)reg(F ) se correspondent si et seulement si X
VP←→ Y (la

notation dans 7.1.3).
Remarquons que ce triplet est non ramifié lorsque p > 2. Les groupes Sp(2n), Spin(2n+ 1)

et SO(2n + 1) sont tous définis sur Z et Spin(2n + 1) → SO(2n + 1) est une isogénie sur Z[1
2 ].

Cela permet d’appliquer 8.2.6 dans le cas non ramifié.

8.3 Démonstration du transfert

Soient ε = (ε′, ε′′) ∈ H(F )ss. On commence par établir le transfert local en ε.

Lemme 8.3.1. Supposons Hε quasi-déployé. Il existe un voisinage U ⊂ hε(F ) vérifiant les
propriétés du paragraphe 8.1 tel que si f ∈ C∞c, (G̃), alors il existe fHε ∈ C∞c (U\) telle que

JH,G̃(γ, f) = J st
H(γ, fHε )

pour tout γ ∈ U\ ∩HG−reg(F ).

Démonstration. Soit U ∈ hε(F ) un voisinage vérifiant les propriétés du paragraphe 8.1. Mon-
trons d’abord qu’il existe gHε ∈ C∞c (U) telle que

(I.24) JH,G̃(exp(Y )ε, f) = J st
Hε(Y, g

H
ε )

pour tout Y ∈ U tel que exp(Y )ε ∈ U\ ∩HG−reg(F ).
Soient η1, . . . , ηm des représentants des classes de conjugaison semi-simples qui correspondent

à ε. Quitte à rétrécir U, on peut supposer qu’il existe des voisinages Vi ⊂ gηi vérifiant les
propriétés du paragraphe 8.1, tels que l’ensemble des éléments correspondant à des éléments
dans U\ est inclus dans V\

1 t · · · tV\
m. Alors

JH,G̃(γ, f) =
m∑
i=1

J
(i)

H,G̃
(γ, f)
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pour tout γ ∈ U\ ∩HG−reg(F ) et tout f ∈ C∞c, (G̃), où J
(i)

H,G̃
(γ, f) est défini de la même façon

que (I.12) sauf que la somme est restreinte aux δ ∈ Vi. Écrivons γ = exp(Y )ε. On se ramène à

démontrer que pour tout 1 ≤ i ≤ m, il existe g
H,(i)
ε ∈ C∞c (U) tel que

J
(i)

H,G̃
(γ, f) = J st

Hε(Y, g
H,(i)
ε ).

Fixons un 1 ≤ i ≤ m. Conservons le formalisme de §7.1 et paramétrons O(ε) et O(ηi) par

ηi ∈ O(
⊕
u

(L/L#, u, (Wu, hu))⊕ (W+, 〈·|·〉+)⊕ (W−, 〈·|·〉−)),

ε′ ∈ O(
⊕
u

(L/L#, u, (V ′u, h
′
u))⊕ (V ′+, q

′
+)⊕ (V ′−, q

′
−)),

ε′′ ∈ O(
⊕
u

(L/L#,−u, (V ′′u , h′′u))⊕ (V ′′+ , q
′′
+)⊕ (V ′′− , q

′′
−)).

Alors

Gηi =
∏
u

U(Wu, hu)× Sp(W+)× Sp(W−),

H ′ε′ =
∏
u

U(V ′u, h
′
u)× SO(V ′+, q

′
+)× SO(V ′−, q

′
−),

H ′′ε′′ =
∏
u

U(V ′′u , h
′′
u)× SO(V ′′+ , q

′′
+)× SO(V ′′− , q

′′
−),

Hε = H ′ε′ ×H ′′ε′′ .

Prenons des images réciproques η̃i ∈ p−1(η̃i) telles que η̃i = ±1 lorsque ηi = ±1. Par la
descente des intégrales orbitales 8.1.1, il existe une fonction f [i ∈ C∞c (Vi) telle que

(I.25) J
(i)

H,G̃
(γ, f) =

∑
X

∆(exp(Y )ε, exp(X)η̃i)JGηi (X, f
[
i ),

où X parcourt les représentants des classes de conjugaison dans gηi(F ) telles que exp(X)ηi

corresponde à γ, ou ce qui revient au même, X
VP←→ Y .

Effectuons les décompositions dans §7.1

X = ((Xu)u, X+, X+),

Y = ((Yu)u, Y+, Y−),

X• = (X ′•, X
′′
• ) ∈ u(Wu, hu),

Yu = (Y ′u, Y
′′
u ) ∈ u(V ′u, h

′
u)× u(V ′′u , h

′′
u),

Y± = (Y ′±, Y
′′
∓) ∈ so(V ′±, q

′
±)× so(V ′′∓ , q

′′
∓)

où • ∈ {u,+,−} comme d’habitude.
Il suffit de considérer le cas f [i = (

∏
u fu) · f+ · f− dont fu ∈ C∞c (u(Wu, hu)), f± ∈

C∞c (sp(W±)). D’après la descente du facteur de transfert 7.3.2, quitte à rétrécir U le côté à
droite de (I.25) s’exprime comme le produit (

∏
u Ju) · J+ · J−, où

Ju = Ju(Yu) :=
∑
Xu

∆u(Yu, Xu)JU(Wu,hu)(Xu, fu),

J+ = J+(Y+) :=
∑
X+

∆+(Y+, X+)JSp(W+)(X+, f+),

J− = J−(Y−) :=
∑
X−

∆−(Y−, X−)JSp(W−)(X−, f−),
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où les éléments X• parcourent les représentants de classes de conjugaison telles que X•
VP←→ Y•.

On se ramène à démontrer que Y• 7→ J•(Y•) est une intégrale orbitale stable. Pour Ju, cela
découle de 7.7.1 et du transfert sur l’algèbre de Lie ([84] 1.6) pour l’endoscopie des groupes
unitaires. Pour J+, fixons un X+ dans la somme. Le transfert pour le groupe endoscopique
Sp(W ′+)× SO(V ′′− , q

′′
−) de Sp(W+) fournit une fonction

g+ ∈ C∞c (sp(W ′+)× so(V ′′− , q
′′
−))

telle que
J+(Y+) = J st

Sp(W ′+)×SO(V ′′− ,q
′′
−)((X

′
+, Y

′′
−), g+).

En décomposant g+ =
∑
g′+ · g′′+ où g′+ ∈ C∞c (sp(W ′+)), g′′+ ∈ C∞c (so(V ′′− , q

′′
−)) et en appli-

quant le transfert non standard 8.2.1, 8.2.6 au triplet (Sp(W ′+),Spin(V ′+, q
′
+), . . .) et à l’isogénie

Spin(V ′+, q
′
+) → SO(V ′+, q

′
+), on déduit que Y+ 7→ J+(Y+) est une intégrale orbitale stable. Le

même argument montre que Y− 7→ J−(Y−) l’est aussi. Cela établit (I.25).
Déduisons maintenant ce lemme de (I.24) en remontant les intégrales orbitales. En effet, Y 7→

J st
Hε

(Y, gHε ) est invariante par conjugaison géométrique par Hε car JH,G̃(·, f) l’est. D’après 8.1.1,

il existe fHε ∈ C∞c (U\) tel que J st
Hε

(Y, gHε ) = J st
H(exp(Y )ε, fHε ). Cela achève la démonstration.

Pour démontrer 5.5.2, nous ferons usage d’une caractérisation locale des intégrales orbitales
stables due à Langlands et Shelstad. Adoptons la convention de [52] concernant les mesures de
Haar.

Théorème 8.3.2 ([50] 2.2A). Soit M un F -groupe réductif quasi-déployé. Soit J une fonction
sur Mreg(F ). Supposons que :

– J est stablement invariante ;
– il existe un ouvert compact C ⊂ M(F ) tel que J est à support dans

⋃
m∈M(F )mCm

−1 ∩
Mreg(F ) ; on dit que J est à support compact modulo conjugaison ;

– pour tout ε ∈M(F )ss, il existe un ouvert W contenant ε et fε ∈ C∞c (M(F )) tels que

J(γ) = J st
M (γ, fε)

pour tout γ ∈W ∩Mreg(F ) ; on dit que J est une intégrale orbitale stable locale en ε.
Alors il existe f ∈ C∞c (M(F )) tel que J(γ) = Jst

M (γ, f) pour tout γ ∈Mreg(F ).

Démonstration de 5.5.2. On veut appliquer le théorème de caractérisation à JH,G̃(·, f) sur
H(F ). A priori, cette fonction stablement invariante est définie sur HG−reg(F ). Or le trans-
fert local 8.3.1 appliqué aux éléments réguliers permet de la prolonger sur Hreg(F ). Comme
dans l’endoscopie pour les groupes réductifs, on montre que JH,G̃ est à support compact mo-
dulo conjugaison. Soit ε ∈ H(F )ss. Pour étudier le comportement local en ε, on peut supposer
Hε quasi-déployé d’après les arguments dans [50] 1.3. Maintenant 8.3.1 montre que JH,G̃ est une
intégrale orbitale stable locale en ε. Cela permet de conclure.

8.4 Démonstration du lemme fondamental pour les unités

Nous nous plaçons dans le cas non ramifié 5.5.3. Notons p la caractéristique résiduelle de F .
Fixons G = Sp(W ) et H = Hn′,n′′ un groupe endoscopique de G̃. Fixons un réseau autodual
L ⊂W et posons K = StabG(L). Identifions K à un sous-groupe compact ouvert de G̃ à l’aide
du modèle latticiel.

Conservons les notations de 5.5.5. Cette section est consacrée à la démonstration de l’égalité

(I.26) JH,G̃(γ, fK) = J st
H(γ,1KH )
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pour tout γ ∈ HG−reg(F ), où on utilise les mesures non ramifiées sur G̃,H(F ) et des mesures
compatibles sur les commutants.

Comme le transfert, ce lemme fondamental sera démontré par la méthode de descente. Pour
ce faire, effectuons des réductions.

Lemme 8.4.1. Si γ n’est pas un élément compact, alors JH,G̃(γ, fK) = Jst
H(γ,1KH ) = 0.

Démonstration. La compacité ne dépend que de la classe de conjugaison géométrique ([84] 5.2).
Supposons que γ n’est pas compact, on a alors Ost(γ)∩KH = ∅, d’où J st

H(γ,1KH ) = 0. D’autre
part, si δ ∈ G(F ) qui correspond à γ n’est pas compact, alors O(δ)∩K = ∅, d’où JG̃(δ, fK) = 0.
Or la correspondance de classes de conjugaison semi-simples de §5.1 préserve la compacité. On
en déduit que JH,G̃(γ, fK) = 0.

Supposons dès maintenant que γ = (γ′, γ′′) est compact, alors on a la décomposition de
Jordan topologique

γ = exp(Y )ε,(I.27)

ε = (ε′, ε′′),(I.28)

Y = (Y ′, Y ′′),(I.29)

telle que ε est d’ordre fini premier à p.

Lemme 8.4.2. Avec les hypothèses ci-dessus, il existe γ1 ∈ HG−reg(F ) tel que

– γ, γ1 sont stablement conjugués ;
– soit γ1 = exp(Y1)ε1 la décomposition de Jordan topologique, alors Hε1 est quasi-déployé.

De plus, supposons Hε quasi-déployé, alors ε est stablement conjugué à un élément de KH

si et seulement si Hε est non ramifié.

Les mêmes assertions restent valides pour un élément compact δ ∈ Greg(F ) et sa décomposition
de Jordan topologique.

Démonstration. Voir [84], 5.13 (2) et 5.3 (v).

Lemme 8.4.3. Supposons que γ ∈ HG−reg(F ) est compact avec ε ∈ KH , alors il existe δ ∈ G(F )
qui correspond à γ avec la décomposition de Jordan topologique δ = exp(X)η telle que η ∈ K.

Démonstration. Cf. [84] 5.7 (ii).

Traitons maintenant la descente d’une intégrale orbitale sur G̃.

Lemme 8.4.4. Soit η ∈ K d’ordre fini premier à p, alors Gη est non ramifié et Kη := K∩Gη(F )
est encore un sous-groupe hyperspécial de Gη(F ). Notons kη ⊂ gη(F ) le sous-réseau hyperspécial
associé. Pour tout X ∈ gη(F ), on a

JG̃(exp(X)η, fK) = JGη(X,1kη)

= JGη(exp(X),1Kη),

si l’on utilise les mesures non ramifiées.

Démonstration. D’après [84] 5.3 (iii), Gη est non ramifié et Kη := K∩Gη(F ) est un sous-groupe
hyperspécial de Gη(F ).
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Posons T [ := (Gη)X . Les arguments dans [84] 5.11 montrent que

(I.30)

∫
Gexp(X)η(F )\G(F )

fK(x̃−1 exp(Xj)ηx̃) dẋ =

∑
ẋ∈T [(F )\Gη(F )/Kη

mes(T [(F )\T [(F )xKη)fK(x̃−1 exp(X)ηx̃),

où x̃ est une image réciproque quelconque de x. Montrons que

(I.31) ∀x̃ ∈ p−1(Gη(F )), fK(x̃−1 exp(X)ηx̃) = 1K(x−1 exp(X)ηx).

En effet, si x−1 exp(X)ηx /∈ K, alors les deux côtés valent 0. S’il appartient à K, le côté à
droite vaut 1. Supposons donc x̃−1 exp(X)ηx̃ ∈ εK où ε ∈ Ker (p). En prenant la limite des
(pnk)-ièmes puissances avec nk → +∞ une suite convenable, on obtient x̃−1ηx̃ ∈ εK. Or x̃
centralise η, d’où ε = 1.

Maintenant on peut reprendre les arguments dans [84] 5.11 et on arrive à

JG̃(exp(X)η, fK) = JGη(X,1kη).

Démonstration de 5.5.5. Vu les résultats précédents, on peut supposer que γ est compact avec
les décompositions (I.27)-(I.29) et que Hε est quasi-déployé. Soit δ ∈ G(F ) qui correspond à
γ, alors δ est compact avec la décomposition de Jordan topologique δ = exp(X)η. S’il n’existe
pas δ comme ci-dessus satisfaisant à η ∈ K, alors JH,G̃(γ, fK) = 0, et Hε n’est pas non ramifié

d’après 8.4.3. Dans ce cas-là Ost(γ) ne coupe aucun sous-groupe hyperspécial de H(F ) ([84] 5.3
(v)), d’où J st

H(γ,1KH ) = 0 et 5.5.5 est vérifié.
Supposons donc η ∈ K, alors Gη est non ramifié et Kη := K ∩ Gη(F ) est encore un sous-

groupe hyperspécial de Gη(F ) par 8.4.4.
Prenons un ensemble de représentants {δj}j∈J de Ost(δ)/conj. Soit J0 l’ensemble des j ∈ J

tel que O(δj) ∩K 6= ∅. D’après [84] 5.11, on peut prendre les δj (j ∈ J0) avec décompositions
de Jordan topologiques de la forme

δj = exp(Xj)η,

où {Xj}j∈J0 forment un ensemble de représentants des classes de conjugaison dans gη coupant
kη dans Ost(X). On a

(I.32) JH,G̃(γ, fK) =
∑
j∈J0

∆(exp(Xj)η, exp(Y )ε)JG̃(exp(Xj)η, fK).

Notons comme précédemment kη ⊂ gη(F ) le sous-réseau hyperspécial associé à Kη. Grâce à
8.4.4, pour tout j ∈ J0 on a

JG̃(exp(Xj)η, fK) = JGη(Xj ,1kη).

Prenons des paramètres pour O(η) et O(ε) comme dans la preuve de 8.3.1. On a

Gη =
∏
u

U(Wu, hu)× Sp(W+)× Sp(W−),

H ′ε′ =
∏
u

U(V ′u, h
′
u)× SO(V ′+, q

′
+)× SO(V ′−, q

′
−),

H ′′ε′′ =
∏
u

U(V ′′u , h
′′
u)× SO(V ′′+ , q

′′
+)× SO(V ′′− , q

′′
−),

Hε = H ′ε′ ×H ′′ε′′ .
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Introduisons aussi les objets X±, Xu, Y±, Yu, etc... dans §7.1. Les mêmes arguments qu’en
8.3.1 permettent d’exprimer JH,G̃(γ, fK) comme un produit (

∏
u Ju)J+J− avec

Ju = Ju(Yu) :=
∑
Xu

∆u(Yu, Xu)JU(Wu,hu)(Xu, fu),

J+ = J+(Y+) :=
∑
X+

∆+(Y+, X+)JSp(W+)(X+, f+),

J− = J−(Y−) :=
∑
X−

∆−(Y−, X−)JSp(W−)(X−, f−).

Ces expressions sont, pour l’essentiel, composées des intégrales endoscopiques pour les groupes
classiques et des intégrales orbitales stables auxquels le transfert non standard s’applique (cf.
la démonstration de 8.3.1).

Supposons que Hε n’est pas non ramifié. On a vu que J st
H(γ,1KH ) = 0 dans ce cas. D’autre

part, un résultat de Kottwitz ([47] 7.5) adapté aux algèbres de Lie montre qu’au moins l’un des
Ju, J+, J− s’annule, d’où JH,G̃(γ, fK) = 0 et 5.5.5 est vérifié.

Supposons désormais Hε non ramifié. C’est loisible de supposer ε ∈ KH et dans ce cas
KH,ε := KH ∩ Hε(F ) est un sous-groupe hyperspécial de Hε(F ) ([84] 5.3 (iii),(v)). Notons
kε ⊂ hε(F ) le sous-réseau hyperspécial associé. On le décompose en des réseaux hyperspéciaux :

kH,ε =
⊕
u

kH,u ⊕ kH,+ ⊕ kH,−,

kH,u ⊂ u(V ′u, h
′
u)⊕ u(V ′′u , h

′′
u),

kH,± ⊂ so(V ′±, q
′
±)⊕ so(V ′∓, q

′
∓).

Alors la descente des intégrales orbitales stables ([84] 5.11) donne

J st
H(γ,1KH ) = JHε(Y,1kH )

=
∏
u

JH,u · JH,+ · JH,−,

où

JH,u := J st
U(V ′u,h

′
u)×U(V ′′u ,h

′′
u)(Yu,1kH,u),

JH,+ := J st
SO(V ′+,q

′
+)×SO(V ′′− ,q

′′
−)(Y+,1kH,+),

JH,− := J st
SO(V ′−,q

′
−)×SO(V ′′+ ,q

′′
+)(Y−,1kH,−).

Comme les hypothèses dans §7.2 sont satisfaites, les facteurs de transfert ∆• (• ∈ {u,+,−})
sont normalisés au sens de [84] §4.7 d’après 7.7.1. Les arguments qui restent sont analogues
à ceux pour 8.3.1, sauf que l’on utilise le lemme fondamental sur les algèbres de Lie pour les
groupes classiques et le lemme fondamental non standard sous la forme de 8.2.6. Le bilan est
que Ju = JH,u, J+ = JH,+ et JH,−, ce qui achève la démonstration.



Chapitre II

Le lemme fondamental pondéré pour
le groupe métaplectique

1 Introduction

Cet article s’inscrit dans un programme consistant à stabiliser la formule des traces d’Arthur-
Selberg pour le groupe métaplectique de Weil, qui est un revêtement non algébrique p :
S̃p(W ) → Sp(W ) du groupe symplectique d’un espace symplectique (W, 〈|〉). Le formalisme
de l’endoscopie elliptique est déjà adapté à ce revêtement dans [Chapitre I], et les conjectures à
la Langlands-Shelstad, à savoir le transfert et le lemme fondamental pour les unités, sont aussi
prouvées. Néanmoins, pour stabiliser toute la formule des traces, Arthur [20] a aussi besoin d’une
généralisation sophistiquée du lemme fondamental en presque toute place non archimédienne,
dite le lemme fondamental pondéré. L’objectif de cet article est de formuler puis prouver une
variante du lemme fondamental pondéré pour les groupes métaplectiques. La preuve est condi-
tionnelle lorsque dimW > 2 : on admet le lemme fondamental pondéré non standard sur les
algèbres de Lie 5.3.1.

Fixons un corps local F de caractéristique nulle et un caractère unitaire non trivial ψ : F →
C×. Soient G = Sp(W ) et p : G̃ = S̃p(W ) → G(F ) le revêtement métaplectique déterminé
par ψ. Tout d’abord, il faut étudier les sous-groupes de Lévi de G̃, ou plus précisément les
fibres de p au-dessus des sous-groupes de Lévi de G. Dans [Chapitre I], on a choisi de travailler
avec les revêtements métaplectiques tels que Ker (p) = �8 := {ε ∈ C× : ε8 = 1}. Grâce à

ce choix, les Lévi ont une forme très simple comme suit : M̃ =
∏
i∈I GL(ni) × S̃p(W [), et

cela introduit une structure de récurrence pour l’étude des groupes métaplectiques. De tels
revêtements p : M̃ → M(F ) s’appellent les groupes de type métaplectique. On définit les
données endoscopiques elliptiques de M̃ par composantes, de la façon évidente : en la composante
S̃p(W [), on l’a déjà défini en [Chapitre I] ; en les composantes GL(ni) elles sont tautologiques.
Ensuite, on peut définir les données endoscopiques pour G̃ comme les données endoscopiques
elliptiques d’un Lévi, pour l’essentiel (voir 3.1.8), comme dans le cas de groupes réductifs.

En fait, on définira les données endoscopiques de G̃ en termes du groupe dual
̂̃
G := Sp(2n,C)

muni de l’action galoisienne triviale, où 2n = dimF W , à l’instar de Langlands-Shelstad [52].
Or le rôle du centre Z ̂̃

G
, qui fournit des symétries de données endoscopiques dans le cas de

groupes réductifs, est remplacé par Z0̂̃
G

:= {1}. On conserve ce symbole non trivial pour {1}
afin de signaler l’analogie et d’indiquer la généralisation aux groupes de type métaplectique : si
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M̃ =
∏
i∈I GL(ni)× S̃p(W [), 2m = dimF W

[, alors on pose

̂̃
M :=

∏
i∈I

GL(ni,C)× Sp(2m,C),

Z0̂̃
M

=
∏
i∈I

C× × {1}.

Maintenant, supposons que F est non archimédien de caractéristique résiduelle p suffisam-
ment grande par rapport à G, et que ψ est de conducteur oF . Pour G̃, M̃ comme ci-dessus,
fixons une donnée endoscopique elliptique s0 pour M̃ , qui donne un groupe endoscopique M ! et
une correspondance de classes de conjugaison géométriques semi-simples. On sait aussi définir le
facteur de transfert ∆ dans ce cadre. Soit K un sous-groupe hyperspécial de G(F ) associé à un
réseau autodual dans (W, 〈|〉) en bonne position relativement à M , alors ∆ et K sont adaptés
au sens de [Chapitre I, 5.15]. On sait définir les intégrales orbitales pondérées non ramifiées

rG̃
M̃,K

(·) en les éléments réguliers de G̃. L’intégrale orbitale pondérée endoscopique est définie

de façon habituelle

rG̃M !,K(γ) :=
∑

δ∈M(F )/conj

∆(γ, δ̃)rG̃
M̃,K

(δ̃), γ ∈M !
G−reg(F ).

Suivant Arthur, on définit un ensemble fini EM !(G̃) qui indexe des données endoscopiques
elliptiques pour G̃ “couvrant” s0, avec des multiplicités. Soit s ∈ EM !(G̃), on note le groupe
endoscopique par G[s]. On récapitule la situation par le diagramme

G[s]
endo.ell.

s G̃

M ! endo.ell.
s0

?�
Lévi

OO

M̃
?�

Lévi

OO

où les plongements de sous-groupes de Lévi sont uniques à conjugaison près.

C’est une partie du lemme fondamental pondéré pour les groupes réductifs connexes, prouvé
par Chaudouard et Laumon [29, 30] en étendant la méthode de Ngô, que l’on peut définir les

“fonctions stabilisées” s
G[s]

M ! : M !
G[s]−reg(F )→ C×, qui généralisent les intégrales orbitales stables

de la fonction caractéristique d’un hyperspécial. En reprenant le formalisme d’Arthur [20], le
lemme fondamental pondéré métaplectique 4.2.1 est l’égalité

rG̃M !,K(γ) =
∑

s∈E
M ! (G̃)

iM !(G̃,G[s])s
G[s]

M ! (γ[s]),

où

– iM !(G̃,G[s]) sont des coefficients définis dans (II.4) ;
– γ[s] := γ · z[s], où z[s] est un élément d’ordre deux et central dans M !(F ) défini dans

3.3.3.

L’apparition de la “torsion” γ 7→ γ[s] est plus curieuse. On peut penser qu’elle reflète la
différence entre la correspondance de classes par “Lévi d’un groupe endoscopique” et celle par
“groupe endoscopique d’un Lévi” (voir 3.3.4). D’ailleurs, la démonstration ne marche pas sans
cette torsion car elle rend des commutants corrects dans la procédure de descente.
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Méthodologie L’idée de base est la méthode de descente de Harish-Chandra : on prouve
l’égalité cherchée pour γ au voisinage d’un élément semi-simple ε ∈M !(F ) tel que M !

ε est quasi-
déployé. La méthode est modelée sur la démonstration du lemme fondamental pondéré tordu
par Waldspurger [85]. Ainsi, on transforme rG̃

M !,K
(γ) en une combinaison linéaire des intégrales

orbitales pondérées endoscopiques sur les algèbres de Lie. L’autre côté est transformé en une
combinaison linéaire des fonctions stabilisées sur les algèbres de Lie. On compare les deux à
l’aide de

– le lemme fondamental pondéré sur les algèbres de Lie, ce qui est prouvé par Chaudouard
et Laumon [29, 30] dans le cas de caractéristique positive, auquel le cas de caractéristique
nulle se réduit d’après [86].

– le lemme fondamental pondéré non standard, qui reste conjectural à l’heure où cet article
est écrit ; or on s’attend à ce que la méthode de Chaudouard et Laumon s’y applique
également.

Deux autres ingrédients sont aussi cruciaux : l’identification des commutants et la descente
du facteur de transfert. Heureusement les résultats dans [Chapitre I] sont encore applicables.
Enfin, on se ramène à une comparaison des coefficients. Cela fait l’objet du yoga du §8.2, dont
la preuve s’inspire de celle d’Arthur [19].

Remarquons en passant que notre résultat n’est pas conditionnel si dimW = 2 : le lemme
fondamental pondéré non standard qui y intervient peut être vérifié à la main.

Organisation de cet article Après un court rappel de conventions et notations dans le §2,
nous définirons les données endoscopiques dans le §3. Les cas qui nous occupent sont (1) G̃
un groupe métaplectique et s une donnée endoscopique quelconque pour G̃ ; (2) M̃ de type
métaplectique et s0 une donnée endoscopique elliptique pour M̃ . On peut aussi considérer le
cas le plus général ; on peut même déduire le transfert et le lemme fondamental non pondéré
pour les données endoscopiques non elliptiques. Comme ceux-là ne sont pas les propos de cet
article, tous sont laissés au lecteur.

Signalons aussi que le corps F et le caractère ψ n’interviennent pas dans les définitions
de données endoscopiques et d’ellipticité. Ces notions ont donc un sens pour tout F local de
caractéristique nulle ou un corps de nombres. Les facteurs de transfert peuvent être définis pour
tout F local de caractéristique nulle.

Dans le §4, nous commençons à supposer que F est non archimédien de caractéristique
résiduelle suffisamment grande par rapport à G et ψ est de conducteur oF . Le lemme fonda-
mental pondéré y est énoncé. Là encore, c’est possible de le généraliser au cas de groupes de
type métaplectique. Dans le §5, nous rappellerons les définitions de l’endoscopie et le lemme
fondamental pondéré (standard et non standard) sur les algèbres de Lie. Il y aura aussi des
calculs du coefficient qui apparaissent dans le lemme fondamental pondéré non standard.

Dans le §6, nous étudierons la situation après la descente. Il faut identifier des commutants
connexes à certains groupes endoscopiques, à l’opération 6.1.1 près qui remplace les facteurs SO
impairs par Sp. On l’a traité dans [Chapitre I], mais ici la situation se complique à cause d’une
construction d’Arthur.

L’argument dans [85] est repris dans le §7. Grâce à la descente et aux divers lemmes fon-
damentaux pondérés sur les algèbres de Lie, les deux côtés de l’égalité du lemme fondamental
pondéré sont transformés en des combinaisons linéraires des fonctions stabilisées sur les algèbres
de Lie. On en introduira un ensemble d’indices E\. Dans le §8, il sera démontré que les coeffi-
cients pour les deux côtés cöıncident comme fonctions définies sur E\, d’où le lemme fondamental
pondéré.
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2 Notations et conventions

Les groupes métaplectiques Soient F un corps local de caractéristique nulle et ψ : F → C×
un caractère unitaire non trivial. Nous conservons les notations de [Chapitre I]. En particu-
lier, soit (W, 〈|〉) un F -espace symplectique de dimension 2n, notons G := Sp(W ) le groupe

symplectique et p : G̃ = S̃p(W ) → G(F ) le revêtement métaplectique à huit feuillets, i.e.
Ker (p) = �8 = {ε ∈ C× : ε8 = 1}. Si M ⊂ G est un sous-groupe de Lévi, nous noterons
M̃ := p−1(M(F )) et p : M̃ → M(F ) le revêtement ainsi induit. Toute construction des objets
dits métaplectiques dans cet article dépendra du choix ψ.

Soit n ∈ Z≥0, le symbole SO(2n + 1) désigne toujours le groupe orthogonal spécial impair
déployé.

Groupes réductifs Soient S un schéma et M un S-schéma en groupes raisonnable (voir [1,
Exposé VIB §3]), on note M0 sa composante neutre. Soient F un corps et M un F -groupe
réductif connexe. Les normalisateurs (resp. commutants, commutants connexes) dans M sont
notés NM (·) (resp. ZM (·), ZM (·)0). Le centre (resp. centre connexe) de M est noté ZM (resp.
Z0
M ). Si m ∈M(F ), on écrit aussi Mm := ZM (m) et Mm := ZM (m)0. La classe de conjugaison

de m dans M(F ) est notée OM (m). L’ensemble des classes de conjugaison géométriques semi-

simples dans M rencontrant M(F ) est noté C géo
ss (M(F )).

Soit T un F -tore, notons X∗(T ) := Hom(Gm, T ) ; il est en dualité avec X∗(T ). Lorsqu’il y
en a besoin d’indiquer le corps de base, on les notera X∗(T )F et X∗(T )F .. Notons X∗(M) :=
Hom(M,Gm) et aM := Hom(X∗(M),R). Il y en a une autre interprétation : notons AM le plus
grand F -tore déployé dans ZM , alors la restriction X∗(M)→ X∗(AM ) induit un isomorphisme
X∗(AM )⊗Z R ∼→ aM .

Soient G un F -groupe réductif connexe et M un sous-groupe de Lévi. L’ensemble des sous-
groupes de Lévi de G contenant M est désigné par LG(M). On désigne par PG(M) l’ensemble
des sous-groupes paraboliques de G ayant M comme composante de Lévi. On pose WG(M) :=
NG(M)(F )/M(F ).

On a la restriction X∗(G)→ X∗(M) ainsi que l’inclusion AG ↪→ AM . Ces deux applications
induisent une suite exacte courte WG(M)-équivariante, scindée canoniquement

0→ aG → aM � aGM → 0.

Le revêtement simplement connexe du groupe dérivé de G est noté π : GSC → G ; on note
Msc := π−1(M).

Soit E une F -algèbre commutative de dimension finie. Soit G un E-groupe. Par abus de
notation, on omet la restriction des scalaires relativement à E/F et on regarde G comme un
F -groupe.

Corps locaux, la décomposition de Jordan topologique Soit F un corps local, le groupe
de Galois absolu est noté ΓF et le groupe de Weil absolu est noté WF . Si F est non archimédien,
le sous-groupe d’inertie de WF est noté IF ; on note oF l’anneau des entiers de F et pF son idéal
maximal.

Supposons F non archimédien de caractéristique résiduelle p. Soit G un F -groupe réductif
connexe. On dira que p est suffisamment grand par rapport à G si la minoration [84, 4.4 (H1)]
est satisfaite et p > 2. Dans ce cas-là, on peut définir les éléments topologiquement unipotents
(resp. nilpotents) dans G(F ) (resp. dans g(F )). L’exponentielle définit un homéomorphisme
de l’espace des éléments topologiquement nilpotents sur celui des éléments topologiquement
unipotents (voir [84, 4.3 et appendice B]).
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Un élément x ∈ G(F ) est dit compact si le sous-groupe engendré par x est d’adhérence
compacte. Un tel élément x ∈ G(F ) admet une unique décomposition de Jordan x = xtuxp′ =
xp′xtu, où xp′ est d’ordre fini premier à p et xtu est topologiquement unipotent. Il existe un
unique X ∈ g(F ), qui est topologiquement nilpotent, tel que exp(X) = xtu. De plus, xtu et xp′

appartiennent à l’adhérence du sous-groupe engendré par x.

L-groupes Pour les groupes algébriques complexes, on confond systématiquement le schéma
en groupe et la variété formée de ses C-points. Une donnée de L-groupe pour un F -groupe
réductif connexe M signifie les données suivantes

– un torseur intérieur φ : M ×F F̄
∼→ M∗ ×F F̄ , où M∗ est un F -groupe réductif quasi-

déployé ;
– une paire de Borel (T ∗, B∗) de M∗ définie sur F ;
– un C-groupe réductif M̂ muni d’une paire de Borel (T̂ , B̂) ;
– une action ρ de ΓF sur M̂ qui laisse (T̂ , B̂) invariante.
– un isomorphisme ΓF -équivariant entre les données radicielles basées Ψ(M∗, T ∗, B∗)∨

∼→
Ψ(M̂, T̂ , B̂), où Ψ(· · · )∨ désigne le dual.

C’est possible de rigidifier certains de ces choix en fixant des F -épinglages ; nous ne le faisons
pas dans cet article. Il existe toujours une donnée de L-groupe pour M , ce que l’on fixe. On
introduit ainsi le L-groupe LM := M̂ oWF .

Supposons maintenant que M est un sous-groupe de Lévi de G. Fixons P0 ∈ PG(M). On
dira que les données de L-groupes pour G et M sont compatibles si elles vérifient les conditions
suivantes :

– le torseur intérieur φ : G → G∗ se restreint en celui pour M , disons φ|M : M → M∗, tel
que P ∗0 := φ(P0) est défini sur F ;

– notons (T ∗, (BM )∗) la paire de Borel pour M∗, la paire de Borel pour G∗ est (T ∗, B∗) où
B∗ est l’unique sous-groupe de Borel tel que (BM )∗ ⊂ B∗ ⊂ P ∗0 ;

– M̂ ⊂ Ĝ, les actions galoisiennes étant compatibles ;
– notons (T̂ , B̂M ) la paire de Borel pour M̂ , la paire de Borel pour Ĝ est de la forme (T̂ , B̂) ;
– à P ∗0 est associé l’ensemble de ses racines simples ∆P ∗0

qui correspond par dualité à l’en-

semble ∆P̂0
, où P̂0 ∈ PĜ(M̂), tel que B̂M ⊂ B̂ ⊂ P̂0 ;

– les isomorphismes Ψ(M∗, T ∗, (BM )∗)∨
∼→ Ψ(M̂, T̂ , B̂M ) et Ψ(G∗, T ∗, B∗)∨

∼→ Ψ(Ĝ, T̂ , B̂)
sont compatibles.

De tels choix sont possibles. Ces choix induisent une inclusion canonique LM ↪→ LG. Cela

permet aussi de définir une application injective LG(M) → LĜ(M̂). Son image consiste des

L̂ ∈ LĜ(M̂) tels qu’il existe P̂ ∈ PĜ(L̂) tels que L̂ et P̂ sont tous ΓF -stables. Cf. [19, §1].

3 Endoscopie métaplectique

Le corps local F et le caractère ψ : F → C× sont fixés dans cette section.

3.1 Données endoscopiques

Soit (W, 〈|〉) un F -espace symplectique de dimension 2n, n ∈ Z≥0. Posons G := Sp(W ). Un
sous-groupe de Lévi M correspond à des sous-espaces de W

(`i, `i)i∈I ,W
[

où

– I est un ensemble fini ;
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– pour tout i, (`i ⊕ `i, 〈|〉) est un F -espace symplectique dont `i et `i sont des lagrangiens ;
– (W [, 〈|〉) est un F -espace symplectique ;
– on a une somme directe orthogonale W =

⊕
i∈I(`

i ⊕ `i)⊕W [.
Posons ni := dim `i, alors

M =
∏
i∈I

GL(ni)× Sp(W [).

Les sous-groupes de Lévi de G sont ainsi paramétrés, à conjugaison par G(F ) près, par les
données (I, (ni)i∈I) où

– I est un ensemble fini,
– (ni)i∈I ∈ ZI≥1 à permutation près,

telles que m := n−
∑

i∈I ni ≥ 0.
Fixons un sous-groupe de Lévi M associé à la suite de sous-espaces comme précédemment.

Soit p : G̃→ G(F ) le revêtement métaplectique, alors (voir [Chapitre I, §5.4]) p : M̃ → M(F )
est canoniquement isomorphe au revêtement

M̃ =
∏
i∈I

GL(ni)× S̃p(W [)
(id,p)−−−→

∏
i∈I

GL(ni)× Sp(W [),(II.1)

où la restriction de p à la composante S̃p(W [) est encore notée par p. Remarquons que, tandis
que le choix des espaces symplectiques (W [, 〈|〉), (W, 〈|〉) n’affecte pas les groupes à isomorphisme
près pourvu qu’ils aient les bonnes dimensions, il affecte les plongements M ↪→ G et M̃ ↪→ G̃.
Par ailleurs, selon [Chapitre I], les candidats de sous-groupes hyperspéciaux et de facteurs de
transfert dépendent aussi de la forme symplectique. S’il n’y a pas de telles dépendances à
craindre, on écrira G = Sp(2n) et G̃ = S̃p(2n), idem pour M,M̃ .

Définition 3.1.1. Les revêtements p : M̃ → M(F ) de la forme (II.1) sont dits de type
métaplectique. Par abus de notation, on dit aussi que M̃ est un groupe de type métaplectique.
Ici c’est sous-entendu que l’on a choisi (W [, 〈|〉).

Si p : L̃ → L(F ) est de type métaplectique et M ⊂ L est un sous-groupe de Lévi, alors

la restriction p : M̃ → M(F ) est aussi de type métaplectique de façon évidente. On dit aussi
que M̃ est un sous-groupe de Lévi de L̃. Les notions de distributions spécifiques et de fonctions
anti-spécifiques (cf. [Chapitre I, §2.1]) s’adaptent à ce cadre sans difficulté.

Rappelons que le dual de Langlands de GL(n) est le groupe complexe GL(n,C) et celui de
SO(2n + 1) est Sp(2n,C), tous munis de l’action galoisienne triviale. La définition ci-dessous

reflète l’analogie entre S̃p(W ) et SO(2n+ 1).

Définition 3.1.2. Soit M̃ =
∏
i∈I GL(ni) × S̃p(W [) un groupe de type métaplectique avec

dimW [ = 2m. Posons ̂̃
M :=

∏
i∈I

GL(ni,C)× Sp(2m,C),

Z0̂̃
M

=
∏
i∈I

C× × {1},

où on identifie C× au centre de GL(ni,C) pour chaque i ∈ I. Il y a une bijection naturelle

entre les classes de conjugaison des sous-groupes de Lévi de
̂̃
M et celles de M . Munissons

̂̃
M de

l’action triviale de ΓF .

Donnons une définition ad hoc des données endoscopiques de M̃ ; une interprétation plus
naturelle sera donnée dans 3.1.8.
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Définition 3.1.3. Avec les notations précédentes, une donnée endoscopique de M̃ est une classe
dans

E(M̃) := Z0̂̃
M
\{s ∈ ̂̃M : s est semi-simple}/conj.

Écrivons s = ((si)i∈I , s
[). Chaque si détermine une donnée endoscopique de GL(ni), à

laquelle est associé le groupe endoscopique M !
i . Supposons que les valeurs propres de s[ sont

a±1
1︸︷︷︸

k1 fois

, . . . , a±1
r︸︷︷︸

kr fois

, +1︸︷︷︸
2m′ fois

, −1︸︷︷︸
2m′′ fois

où a1, . . . , ar 6= ±1 et ai 6= a±1
j si i 6= j. Définissons le groupe endoscopique associé comme

M ! :=
∏
i∈I

M !
i ×

r∏
j=1

GL(kj)× SO(2m′ + 1)× SO(2m′′ + 1).

Remarque 3.1.4. Si M̃ =
∏
i∈I GL(ni)×�8, i.e. s’il n’y a pas de revêtement, alors la définition

ci-dessus se réduit à l’endoscopie pour le groupe réductif connexe M =
∏
i∈I GL(ni). En général,

on se ramène aussitôt à l’étude de l’endoscopie pour GL et de l’endoscopie pour S̃p.

Définition 3.1.5. On dit que s ∈ E(M̃) est elliptique si Ẑ̃
M

(s) (bien défini à conjugaison près)

n’appartient à aucun sous-groupe de Lévi propre de
̂̃
M . L’ensemble des données endoscopiques

elliptiques pour M̃ est noté Eell(M̃).

Le résultat suivant est immédiat.

Proposition 3.1.6. Soient M̃ =
∏
i∈I GL(ni)× S̃p(W ) et s = ((si)i∈I , s

[) ∈ E(M̃), alors s est

elliptique si et seulement si si est central dans GL(ni,C) pour chaque i ∈ I et (s[)2 = 1. Dans
ce cas-là, on a

M ! =
∏
i∈I

GL(ni)× SO(2m′ + 1)× SO(2m′′ + 1), m′ +m′′ = m.(II.2)

Par conséquent, Eell(M̃) est en bijection avec {(m′,m′′) ∈ Z2
≥0 : m′ + m′′ = m} : la multi-

plicité de 1 (resp. −1) dans les valeurs propres de s[ est égale à 2m′ (resp. 2m′′).

Remarque 3.1.7. Pour le cas M̃ = S̃p(W ), on se ramène au formalisme posé dans [Chapitre
I].

Proposition 3.1.8. Soient L̃ un groupe de type métaplectique et s ∈ E(L̃). Alors il existe un

sous-groupe de Lévi M̃ et sM ∈
̂̃
M tels que

– sM détermine une donnée endoscopique elliptique pour M̃ dont le groupe endoscopique
M ! est isomorphe à L! ;

– via l’inclusion
̂̃
M ↪→ ̂̃

L, sM détermine la donnée endoscopique s pour L̃.

Le Lévi M̃ est unique à conjugaison près. La donnée endoscopique elliptique pour M̃ déterminée
par sM est unique. On en déduit une application surjective

E(L̃)→
⊔

M/conj

Eell(M̃).(II.3)
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Démonstration. On se ramène aussitôt aux cas L = GL(n) ou L = Sp(2n). Il suffit de traiter le

deuxième cas. Soit s ∈ E(L̃) ; on en prend un représentant dans
̂̃
L, noté encore par s. Il existe

un Lévi de
̂̃
L, noté

̂̃
M , tel que l’on peut écrirễ

M =
∏
i∈I

GL(ni,C)× Sp(2m,C),

s = ((si)i∈I , s
[) ∈ ̂̃M,

où
– les valeurs propres de s[ ∈ Sp(2m,C) sont ±1 ;
– si ∈ C× = ZGL(ni,C) et si 6= ±1 pour tout i ;

– si 6= s±1
j si i 6= j.

Alors
̂̃
M est unique à conjugaison près. On prend M̃ un Lévi de L̃ dual de

̂̃
M et on prend

sM := s. La donnée endoscopique pour M̃ déterminée par sM est elliptique et M ! = L! d’après
3.1.6. Un tel élément dans Eell(M̃) est déterminé par la multiplicité de +1 (resp. −1) dans les
valeurs propres de la composante en Sp(2m,C) de sM . Or c’est égal à la multiplicité de 1 (resp.
−1) dans les valeurs propres de s, d’où l’unicité.

Montrons la surjectivité de (II.3). Fixons une donnée endoscopique dans Eell(M̃) déterminée

par un élément sM ∈
̂̃
M . On peut prendre s = sM t où t ∈ Z0̂̃

M
est en position générale de sorte

que s vérifie les conditions précédentes relativement à M̃ . La surjectivité s’ensuit.

Remarquons que
̂̃
M admet la description comme le commutant dans

̂̃
L du centre connexe

de Ẑ̃
L

(s). La théorie que nous élaborerons ne dépend que de l’image de s sous (II.3), pour

l’essentiel.
Soient L̃, M̃ ,M ! comme ci-dessus. Comme dans l’endoscopie de groupes réductifs connexes,

on a
aL ↪→ aM

∼→ aM ! = aL! .

Une donnée endoscopique pour L̃ est elliptique si et seulement si aL!
∼→ aL via ces applications.

Parallèlement, on a des inclusions

Z0̂̃
L
↪→ Z0̂̃

M
↪→ ZΓF

M̂ !
= ZΓF

L̂!
.

3.2 Correspondance des classes géométriques semi-simples

Fixons L̃ un groupe de type métaplectique. Soient s ∈ E(L̃) et L! le groupe endoscopique
associé. Notre but est de définir une application

µ : C géo
ss (L!(F ))→ C géo

ss (L(F )).

D’après 3.1.8, il existe un sous-groupe de Lévi M̃ tel que s induit une donnée endoscopique
elliptique de M̃ et M ! = L!. On sait définir une application C géo

ss (M !(F )) → C géo
ss (M(F )) ;

en effet, selon (II.2), l’endoscopie est tautologique en les composantes GL et c’est la situation
considérée dans [Chapitre I] en la composante Sp, pour laquelle une application µ des classes
géométriques semi-simples est déjà définie. Rappelons-la brièvement.

Supposons momentanément que M̃ := S̃p(W [), le groupe endoscopique elliptique de M̃
associé à la paire (m′,m′′) est M ! = SO(2m′ + 1) × SO(2m′′ + 1). Soit γ = (γ′, γ′′) ∈ M !(F )
semi-simple ayant valeurs propres

a′1, . . . , a
′
n′ , 1, (a

′
n′)
−1, . . . , (a′1)−1︸ ︷︷ ︸

provenant de γ′

, a′′1, . . . , a
′′
n′′ , 1, (a

′′
n′′)
−1, . . . , (a′′1)−1︸ ︷︷ ︸

provenant de γ′′

.
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On dit que δ ∈M(F ) correspond à γ s’il est semi-simple avec valeurs propres

a′1, . . . , a
′
n′ , (a

′
n′)
−1, . . . , (a′1)−1,−a′′1, . . . ,−a′′n′′ ,−(a′′n′′)

−1, . . . ,−(a′′1)−1.

On en déduit une application C géo
ss (M !(F ))→ C géo

ss (M(F )). Le cas où M̃ est de type métaplectique
s’ensuit.

Composons C géo
ss (M !(F ))→ C géo

ss (M(F )) avec l’application canonique C géo
ss (M(F ))→ C géo

ss (L(F )),
on obtient µ. On récapitule la situation par le diagramme suivant.

L̃

M ! endo.ell.
M̃
?�

Lévi

OO

On dit que γ ∈ L!(F )ss et δ ∈ L(F )ss se correspondent si leurs classes géométriques se
correspondent via µ.

Proposition 3.2.1. Supposons que δ ∈ L(F )ss et γ ∈ L!(F )ss se correspondent. Si δ est
régulier, alors δ et γ sont tous fortement réguliers et on a

L!
γ ' Lδ.

Démonstration. Dans L, régulier implique fortement régulier et on se ramène au cas où L! est
un groupe endoscopique elliptique pour L̃. On se ramène ensuite au cas L métaplectique qui est
traité dans [Chapitre I].

Remarque 3.2.2. Jusqu’à maintenant, nos définitions ont peu à faire avec le corps F et le
revêtement n’y intervient pas. Donc on peut aussi définir les données endoscopiques, la no-
tion d’ellipticité et la correspondance ci-dessus dans le cas où F est un corps global. Nous ne
l’utiliserons pas dans cet article.

Supposons maintenant M̃ de type métaplectique, s ∈ Eell(M̃) et M ! est le groupe endosco-
pique elliptique associé. Nous allons définir le facteur de transfert. Écrivons

M̃ =
∏
i∈I

GL(ni)× S̃p(W [),

M ! =
∏
i∈I

GL(ni)× SO(2m′ + 1)× SO(2m′′ + 1).

Soient γ ∈M !(F )M-reg, δ ∈M(F )reg qui se correspondent. On isole les composantes dans GL(ni)
en les écrivant comme γ = ((γi)i∈I , γ

′, γ′′) et δ = ((δi)i∈I , δ
[). Alors γ[ := (γ′, γ′′) et δ[ sont

réguliers et ils se correspondent pour l’endoscopie elliptique associée à la paire (m′,m′′). On
applique la théorie de [Chapitre I].

Définition 3.2.3. Soient δ, γ comme ci-dessus. Soit δ̃ = ((δi)i∈I , δ̃
[) ∈ p−1(δ), on définit le

facteur de transfert par

∆(γ, δ̃) = ∆M !,M̃ (γ, δ̃) := ∆(γ[, δ̃[).

Si δ ∈ M(F ) et γ ∈ M !(F ) ne se correspondent pas, on pose ∆(γ, δ̃) = 0 pour tout
δ̃[) ∈ p−1(δ).
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Ce facteur vérifie toutes les propriétés énumérées dans [Chapitre I, §1]. En particulier, il ne
dépend que de la classe de conjugaison géométrique de γ et la classe de conjugaison de δ̃ ; on a
aussi ∆(γ, εδ̃) = ε∆(γ, δ̃) pour tout ε ∈ �8.

On dit que γ ∈M !(F )ss est L-régulier s’il correspond à un élément δ ∈M(F ) qui est régulier
dans L(F ). On note la sous-variété ouverte des éléments L-réguliers par M !

L−reg, c’est inclus

dans M !
M−reg.

Remarque 3.2.4. On peut étendre 3.2.3 au cas des données endoscopiques non elliptiques d’un
groupe métaplectique. Soit γ ∈M !

L−reg(F ). Notons ΞM [γ] l’ensemble des classes de conjugaison

dans M(F ) qui correspondent à γ, et ΞL[γ] la variante pour L au lieu de M . C’est bien connu
(eg. [85, 5.4 (4)]) que l’application naturelle ΞM [γ] → ΞL[γ] est bijective. Pour tout δ̃ ∈ G̃ tel
que δ correspondant à γ, on peut choisir un conjugué δM ∈ M(F ) ; alors δ̃ est conjugué à un
élément δ̃M ∈ M̃ . Posons

∆(γ, δ̃) := ∆(γ, δ̃M )

en utilisant le cas elliptique 3.2.3. Montrons qu’il est bien défini. Soient δ̃1
M , δ̃2

M deux choix
comme ci-dessus. Il existe alors x, y ∈ L(F ) tels que xδ̃x−1 = δ̃1

M , yδ̃y−1 = δ̃2
M . On sait aussi

qu’il existe m ∈M(F ) tel que mδ1
Mm

−1 = δ2
M . Donc l’action adjointe par m−1yx−1 préserve δ1

M .
Rappelons que deux éléments dans un groupe de type métaplectique commutent si et seulement
si leurs images par le revêtement commutent. Il en résulte que m−1yx−1 centralise δ̃1

M , d’où
mδ̃1

Mm
−1 = δ̃2

M et

∆(γ, δ̃1
M ) = ∆(γ, δ̃2

M ).

3.3 L’ensemble EM !(G̃)

Prenons désormais G̃ = S̃p(W ) et M̃ un sous-groupe de Lévi de la forme M̃ =
∏
i∈I GL(ni)×

S̃p(W [). Supposons choisis P0 ∈ P(M), des paires de Borel (T,BM ) et (T,B) définies sur F
pour M et G, respectivement, telles que BM ⊂ B ⊂ P0 (cf. §2). En particulier, M est un Lévi
standard de G pour ces choix.

Fixons toujours s0 ∈ Eell(M̃) et le groupe endoscopique elliptique associé M !. On prend un

représentant dans
̂̃
M de la classe s0 et on le note abusivement par le même symbole s0. Écrivons

s0 = ((s0,i)i∈I , s
[
0) selon la décomposition

̂̃
M =

∏
i∈I GL(ni,C)× Sp(2m,C).

Définition 3.3.1. Posons

EM !(G̃) := {s ∈ s0Z
0̂̃
M
/Z0̂̃

G
: (la classe de s) ∈ Eell(G̃)}.

C’est sous-entendu que cet ensemble dépend de s0, non seulement du groupe M !.

Lemme 3.3.2. On a |EM !(G̃)| = 2|I|.

Démonstration. La donnée endoscopique étant elliptique, on a s0,i ∈ C× pour tout i ∈ I. On
peut prendre un représentant de s0 tel que s0,i = 1 pour tout i ∈ I. Alors

EM !(G̃) = {((si)i∈I , s[0) ∈ ̂̃M : si = ±1}

d’après 3.1.6, d’où l’assertion.
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Soit s ∈ EM !(G̃), il fournit un groupe endoscopique elliptique pour G̃, noté G[s] dans ce
contexte. Écrivons s = ((si)i, s

[
0) avec si = ±1 comme dans la preuve de 3.3.2 et posons

I ′ := {i ∈ I : si = +1},
I ′′ := {i ∈ I : si = −1},

n′ := m′ +
∑
i∈I′

ni,

n′′ := m′′ +
∑
i∈I′′

ni.

Alors n′ + n′′ = n et s est la donnée endoscopique elliptique de G̃ associée à la paire (n′, n′′).
Donc on a G[s] = SO(2n′ + 1) × SO(2n′′ + 1). D’autre part, on peut plonger M ! dans G[s] de
la façon suivante :

∏
i∈I′ GL(ni)× SO(2m′ + 1) (resp.

∏
i∈I′′ GL(ni)× SO(2m′′ + 1)) se plonge

dans SO(2n′+1) (resp. SO(2n′′+1)) comme un sous-groupe de Lévi. Ce plongement est unique
à conjugaison près par G[s](F ). On récapitule la situation par le diagramme suivant.

G[s]
endo.ell.

G̃

M !
?�

Lévi

OO

endo.ell.
M̃
?�

Lévi

OO

Dans cette situation, le Lévi M de G correspond à la paire (G[s],M !) au sens de [Chapitre
I, §5.4]. On peut regarder M ! de deux manières : un groupe endoscopique elliptique du Lévi M̃
de G̃, ou un Lévi du groupe endoscopique elliptique G[s] de G̃. Au contraire du cas des groupes
réductifs, il y une différence comme suit.

Définition 3.3.3. Soit s ∈ EM !(G̃). Posons z[s] := ((zi)i∈I , 1) ∈ ZM !(F ) où zi = +1 (resp.
−1) si i ∈ I ′ (resp. si i ∈ I ′′). C’est contenu dans tout sous-groupe hyperspécial de M !(F ).
Soit γ ∈ M !(F ) , posons γ[s] := z[s]γ. Signalons aussi que l’on peut translater une classe de
conjugaison dans M !(F ) par l’élément central z[s].

Cette définition se généralise immédiatement au cas G̃ de type métaplectique et s ∈ EM !(G̃) :
les facteurs GL supplémentaires de G̃ n’y interviennent pas.

Plus généralement, soit s ∈ s0Z
0̂̃
M
/Z0̂̃

G
. Alors il existe un sous-groupe de Lévi L̃ de G̃ conte-

nant M̃ , tel que s ∈ EM !(L̃). On définit z[s] ∈ ZM !(F ) et l’application γ 7→ γ[s] = z[s]γ sur
M !(F ) par référence à L̃.

Proposition 3.3.4. Notons µ1 : C géo
ss (M !(F )) → C géo

ss (G(F )) le composé de Css(M
!(F )) →

Css(G[s](F )) (induit par l’inclusion) avec µ : Css(G[s](F ))→ Css(G(F )) (induit par l’endoscopie
déterminée par s). Alors

µ1(O) = µ(z[s] · O)

pour tout O ∈ C géo
ss (M !(F )).

Démonstration. C’est clair d’après la définition de µ.

Notons qu’il y a une inclusion canonique WG[s](M !) ↪→ WG(M). En effet, notons S±(I)
le produit semi-direct S(I) n (Z/2Z)I , où S(I) est le groupe symétrique opérant sur I. Alors
WG(M) s’identifie à S±(I), tandis que WG[s](M !) s’identifie à S±(I ′)×S±(I ′′).

Le résultat suivant est alors immédiat.

Proposition 3.3.5. L’isomorphisme aM !
∼→ aM est équivariante par rapport à WG[s](M !) ↪→

WG(M).
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Proposition 3.3.6. Désignons par ∆M !,M̃ et ∆G[s],G̃ les facteurs de transfert associés aux

données s0 et s, respectivement. Soient γ ∈M !(F )G−reg et δ ∈M(F )G−reg qui se correspondent.
Pour tout δ̃ ∈ p−1(δ), on a

∆M !,M̃ (γ, δ̃) = ∆G[s],G̃(γ[s], δ̃).

Démonstration. Adoptons la notation dans 3.2.3. D’après la descente parabolique de ∆G[s],G̃

[Chapitre I, 5.18], appliquée en (γ[s], δ̃), on a

∆G[s],G̃(γ[s], δ̃) = ∆
SO(2m′+1)×SO(2m′′+1),S̃p(W [)

(γ[, δ̃[).

Or c’est exactement la définition de ∆M !,M̃ (γ, δ̃).

Remarque 3.3.7. Cette propriété et 3.3.4 permettent d’étendre le transfert (vrai pour tout
corps local F de caractéristique nulle) et le lemme fondamental non pondéré aux données en-
doscopiques non elliptiques de G̃ ; le facteur de transfert étant celui défini dans 3.2.4. En effet,
on le réduit de façon usuelle au transfert (resp. au lemme fondamental) elliptique suivi par une
descente parabolique des intégrales orbitales. Les détails sont laissés au lecteur.

4 Intégrales orbitales pondérées endoscopiques et les fonctions
stabilisées

Dans cette section, F est une extension finie de Qp. Posons toujours G̃ := S̃p(W ). Supposons
que

– ψ|oF = 1, ψ|p−1
F

non trivial ;

– p est suffisamment grand par rapport à G.
Fixons aussi un Lévi M̃ de G̃ associé à la donnée de sous-espaces ((`i, `

i)i∈I ,W
[), posons ni :=

dim `i pour tout i ∈ I, alors M est de la forme

M̃ =
∏
i∈I

GL(ni)× S̃p(W [).

Posons 2m = dimF W
[.

4.1 Intégrales orbitales pondérées non ramifiées anti-spécifiques

Fixons un réseau autodual L ⊂ W par rapport à 〈|〉 et posons K := StabG(F )(L) ⊂ G(F ),
c’est un sous-groupe hyperspécial de G(F ). Supposons que L est en bonne position relativement
à ((`i, `

i)i∈I ,W
[), c’est-à-dire

L =
⊕
i∈I

(
(`i ∩ L)⊕ (`i ∩ L)

)
⊕ (W [ ∩ L).

Cela entrâıne que KM := K ∩M(F ) est aussi hyperspécial dans M(F ). Écrivons KM =∏
i∈I K

M
i × K[. Le modèle latticiel de la représentation de Weil induit un scindage K[ ↪→

S̃p(W [), d’où le scindageKM ↪→ M̃ . Idem,K ↪→ S̃p(W ). Bien entendu, il faut une compatibilité.

Proposition 4.1.1. Le diagramme suivant est commutatif.

K // G̃

KM

OO

// M̃

OO
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Démonstration. On se ramène aussitôt au cas M = GL(n). D’après [Chapitre I, 2.13], on a la
compatibilité cherchée sur un F -tore maximal déployé dans M . D’autre part la compatibilité
sur des sous-groupes unipotents est automatique. On en déduit la compatibilité sur la grosse
cellule de M par la décomposition de Bruhat, et le cas général en résulte par densité.

Prenons la mesure de Haar sur G(F ) de sorte que mes(K) = 1 ; cette mesure ne dépend
pas du choix de K. Le scindage du revêtement p au-dessus de K permet de définir la fonction
fK ∈ C∞c, (G̃) telle que

fK(x̃) =

{
ε−1, si x̃ ∈ εK, ε ∈ �8;

0, sinon.

Fixons s0 ∈ Eell(M̃), auquel est associé le groupe endoscopique

M ! =
∏
i∈I

GL(ni)× SO(2m′ + 1)× SO(2m′′ + 1).

tel que m′ +m′′ = m.
On sait définir la fonction poids d’Arthur vM : M(F )\G(F )/K → R≥0 (voir [12]). Elle

dépend du choix de K et de la mesure de Haar sur aM induite du choix d’une forme quadratique
définie positive sur aM , invariante par WG(M), ce que l’on fixe dorénavant.

Soit δ ∈ Greg(F ). On normalise la mesure de Haar pour le tore T (F ) := Gδ(F ) comme
suit. D’après [26, 4.4], il existe un oF -schéma en groupes canonique T, qui est lisse et de fibre
générique T . Alors T0(oF ) s’identifie à un sous-groupe ouvert de T (F ). Prenons la mesure de
Haar sur T (F ) telle que mes(T0(oF )) = 1. La même convention s’applique aux commutants
des éléments fortement réguliers dans n’importe quel F -groupe réductif connexe. Puisque la
construction ne dépend que du tore T , c’est compatible avec la correspondance des mesures
utilisée pour l’endoscopie [85, 2.8], ainsi que sa variante métaplectique [Chapitre I, §5.5].

Définition 4.1.2. Soit δ̃ ∈ G̃reg. Fixons la mesure de Haar sur Gδ(F ) comme ci-dessus et
posons

rG̃
M̃,K

(δ̃) := |DG(δ)|
1
2

∫
Gδ(F )\G(F )

fK(x−1δ̃x)vM (x) dx,

où DG(δ) := det(1−Ad (δ)|g/gδ).
Définition 4.1.3. Soit γ ∈ M !

G−reg(F ). L’intégrale pondérée endoscopique non ramifiée en γ
est définie comme

rG̃M !,K(γ) :=
∑

δ∈M(F )/conj

∆(γ, δ̃)rG̃
M̃,K

(δ̃),

où δ̃ ∈ p−1(δ) est quelconque ; le produit ∆(γ, δ̃)rG̃
M̃,K

(δ̃) ne dépend que de γ et δ. C’est une

somme finie, en fait la somme porte sur les classes de conjugaison dans µ(Ost(γ)).

Rappelons brièvement les fonctions stabilisées définies par Arthur. Pour l’instant, soient L
un F -groupe réductif connexe non ramifié et R un sous-groupe de Lévi de L. Supposons aussi
fixée une forme quadratique définie positive sur aR, invariante par WL(R). Imposons les mêmes
choix de mesures de Haar sur L(F ) et sur les F -tores que précédemment.

On dit que γ ∈ R(F )ss est L-régulier s’il est régulier comme un élément dans L(F )ss. La
sous-variété ouverte des éléments L-réguliers est notée RL−reg. On définit (voir [20, 5.1]) la
fonction stabilisée

sLR : RL−reg(F )→ C.
Si γ1, γ2 ∈ RL−reg(F ) sont stablement conjugués, on a sLR(γ1) = sLR(γ2). Ces fonctions ne

dépendent que de la mesure sur aR induite par le choix de la forme quadratique.
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4.2 Énoncé du lemme fondamental pondéré

Conservons les mêmes notations. On a l’inclusion Z0̂̃
M
↪→ Z

M̂ ! . Soit s ∈ EM !(G̃). On a aussi

Z0̂̃
G
↪→ Z

Ĝ[s]
. Ces inclusions ont des conoyaux finis, donc c’est loisible de poser

iM !(G̃,G[s]) :=
[Z
M̂ ! : Z0̂̃

M
]

[Z
Ĝ[s]

: Z0̂̃
G

]
.(II.4)

Prenons les formes quadratiques positives définies invariantes sur aM ! et sur aM qui se
correspondent par l’identification aM ! ' aM , qui est équivariante pour WG[s](M !) ↪→ WG(M).

Soit γ ∈ M !
G−reg(F ), alors γ[s] est aussi G[s]-régulier. Ainsi, γ 7→ s

G[s]

M ! (γ[s]) est bien défini et
il ne dépend que de la classe de conjugaison stable de γ. Le principal résultat de cet article
s’énonce comme suit.

Théorème 4.2.1 (Cf. [20, 5.1] ). Supposons vérifié le lemme fondamental pondéré non standard
sur les algèbres de Lie 5.3.1. Pour tout γ ∈M !

G−reg(F ), on a

rG̃M !,K(γ) =
∑

s∈E
M ! (G̃)

iM !(G̃,G[s]) · sG[s]

M ! (γ[s]).

Le lemme fondamental pondéré non standard sera rappelé dans le §5.3. La démonstration
du théorème occupera le reste de cet article.

Remarque 4.2.2. Lorsque M = G, on a EG!(G̃) = {s0}, γ[s0] = γ et G[s0] = G!. On a aussi

iG!(G̃,G!) = 1. Dans ce cas-là rG̃
G!,K

(γ) est l’intégrale orbitale endoscopique de la fonction fK , et

sG
!

G!(γ) est l’intégrale orbitale stable de la fonction caractéristique d’un hyperspécial quelconque

de G!(F ). Donc 4.2.1 se réduit au lemme fondamental pour l’unité [Chapitre I, 5.23].

Les définitions des intégrales orbitales pondérées endoscopiques et les fonctions stabilisées
correspondantes se généralisent sans peine au cas G̃ de type métaplectique : il suffit de combiner
la théorie pour les groupes GL(·) avec le résultat pour S̃p(W ).

Corollaire 4.2.3. L’assertion 4.2.1 demeure valable dans le cas plus général où G̃ est de type
métaplectique.

5 Endoscopie : standard et non standard

5.1 Endoscopie standard

Données endoscopiques Soit R un F -groupe réductif muni d’une donnée de L-groupe
(T̂ , B̂, . . .). On appelle donnée endoscopique pour R un quadruplet (R!,R!, s, ξ̂) tel que

– R! est un F -groupe réductif connexe quasi-déployé, muni d’une donnée de L-groupe ;
– R! s’inscrit dans une extension topologique scindée

1→ R̂! → R! →WF → 1

telle que l’action de WF sur R̂! cöıncide avec ρ! ;
– s ∈ R̂ est semi-simple ;
– ξ̂ : R! → LR est un L-homomorphisme, i.e. il commute aux projections sur WF , tel que :



Section 5 109

– il existe un 1-cocycle a : WF → ZR̂, dont la classe cohomologique est triviale, tel que

Ad (s) ◦ ξ̂(x) = a(w(x))ξ̂(x) pour tout x ∈ R!, où w(x) désigne sa projection dans WF ;

– ξ̂ induit un isomorphisme R̂! ∼→ ZR̂(s)0.

On dit aussi que R! est un groupe endoscopique pour R associés à s. Un isomorphisme
entre deux données endoscopiques (R!,R!, s, ξ̂) et (R′!,R′!, s′, ξ̂′) de R est un élément r̂ ∈ R̂
tel que Ad (r̂)ξ̂(R!) = ξ̂′(R′!) et Ad (r̂)(s) = s′ mod ZR̂. On dit qu’une donnée endoscopique

(R!,R!, s, ξ̂) est elliptique si ξ̂(ZΓF

R̂!
)0 ⊂ ZR̂. On dit que cette donnée est non ramifiée si

– la caractéristique résiduelle p de F est suffisamment grande par rapport à R ;
– R est non ramifié et le torseur intérieur fixé est l’identité ;
– R! est non ramifié et ξ̂(R!) ⊃ ZR̂(s)0 o IF .

À isomorphisme près, on peut supposer que s ∈ T̂ et (ξ̂−1(T̂ ), ξ̂−1(B̂)) est la paire de Borel

ΓF -invariante de R̂!. L’endoscopie fournit une inclusion ΓF -équivariante ZR̂ ↪→ Z
R̂! . D’autre

part, en dualisant ξ̂|ξ̂−1(T̂ ), on obtient une inclusion aR ↪→ aR! . La donnée endoscopique est

elliptique si et seulement si aR
∼→ aR! .

Une construction d’Arthur Supposons que R est un sous-groupe de Lévi d’un F -groupe
réductif non ramifié L. Choisissons P0 ∈ LL(R), qui fait partie du choix des données de L-
groupes compatibles pour L et R, ce que l’on fixe, dont les torseurs intérieurs sont id.

La construction suivante est due à Arthur [19]. Soit (R!,R!, s0, ξ̂) une donnée endoscopique
elliptique non ramifiée pour R. Soit s ∈ s0Z

ΓF
R̂
/ZΓF

L̂
. Posons

L̂[s] := ZL̂(s)0,

L[s] := L̂[s]ξ̂(R!),

ξ̂[s] : L[s]→ LL est l’inclusion.

Cela fournit une donnée endoscopique (L[s],L[s], s, ξ̂[s]) pour L qui est encore non ramifiée.
Posons

ER!(L) := {s ∈ s0Z
ΓF
R̂
/ZΓF

L̂
: (L[s],L[s], s, ξ̂[s]) est elliptique}.

C’est un ensemble fini d’après [18, §4]. Soit s ∈ ER!(L), alors on peut regarder R! comme
un sous-groupe de Lévi de L[s]. L’endoscopie elliptique fournit l’homomorphisme WL[s](R!) ↪→
WL(R), pour lequel l’isomorphisme aR

∼→ aR! est équivariant. On sait aussi définir le coefficient

iR!(L,L[s]) :=
[ZΓF

R̂!
: ZΓF

R̂
]

[ZΓF

L̂[s]
: ZΓF

L̂
]
.

Le lemme fondamental pondéré sur les algèbres de Lie Plaçons-nous dans la construc-
tion d’Arthur. Fixons une donnée endoscopique elliptique non ramifiée (R!,R!, s0, ξ̂) pour R.
À cette donnée est associée une correspondance de classes de conjugaison géométriques semi-
simples entre les algèbres de Lie r(F ) et r!(F ). On définit ainsi la sous-variété ouverte des
éléments L-régulières r!L−reg de façon usuelle.

Fixons un sous-groupe hyperspécial K de L(F ) en bonne position relativement à R, ce qui
détermine un réseau hyperspécial k ⊂ l(F ). Fixons aussi une forme quadratique définie positive
WL(R)-invariante sur aR ; on obtient ainsi une forme quadratique définie positive sur aR! qui
est WL[s](R!)-invariante pour tout s ∈ ER!(L). Notons 1k la fonction caractéristique de k. Ces
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choix permettent de définir les intégrales orbitales pondérées de 1k

rLR,K(X) := |DL(X)|
1
2

∫
LX(F )\L(F )

1k(x
−1Xx)vR(x) dx, X ∈ rreg(F ),

où DL(X) := det(ad (X)|l/lX). Les mesures de Haar sont choisies comme dans le §4.2.
On définit le facteur de transfert

∆ : r!R−reg(F )× rreg(F )→ C

qui est adapté à K, cf. [84, 4.7]. On définit les intégrales orbitales pondérées endoscopiques

rLR!,K(Y ) =
∑

X∈r(F )/conj

∆(Y,X)rLR,K(X),

ainsi que les fonctions stabilisées s
L[s]

R! (Y ), pour tout Y ∈ r!L−reg(F ) et tout s ∈ ER!(L) (voir [85]

ou §4). Énonçons le lemme fondamental pondéré comme suit.

Théorème 5.1.1 (Chaudouard, Laumon [29, 30], Waldspurger [86]). Pour tout Y ∈ r!R−reg(F ),
on a

rLR!,K(Y ) =
∑

s∈E
R! (L)

iR!(L,L[s])s
L[s]

R! (Y ).

5.2 Exemples

Nous allons considérer l’endoscopie elliptique des groupes linéaires généraux, symplectiques
et unitaires. Nous en donnerons les conditions pour que la donnée endoscopique soit non ramifiée
et la construction d’Arthur sera explicitement décrite. Le cas non elliptique sera traité dans 5.2.4.

Exemple 5.2.1. Soient m ∈ Z≥0, R := GL(m). La seule donnée endoscopique elliptique pour
GL(m) à isomorphisme près est la donnée tautologique (R, LR, 1, id).

Exemple 5.2.2. Soit R := Sp(2m). Alors R̂ = SO(2m + 1,C). Soit (R!,R!, s, ξ̂) une donnée
endoscopique elliptique pour R. Les valeurs propres de s sont forcément ±1 d’après l’ellipticité.
Notons 2m′ + 1 la multiplicité de +1 et 2m′′ celle de −1. On a

R̂! = SO(2m′ + 1,C)× SO(2m′′,C).

Donc
R! = Sp(2m′)× SO(V ′′, q′′)

où (V ′′, q′′) est un F -espace quadratique de dimension 2m′′ ayant noyau anisotrope de dimension
≤ 2 car R! est quasi-déployé. On exclut le cas dimV ′′ = 2 et (V ′′, q′′) hyperbolique, pour lequel
la donnée endoscopique n’est plus elliptique. De plus, SO(V ′′, q′′) détermine H!.

Inversement, toutes données m′ et (V ′′, q′′) comme ci-dessus proviennent d’une donnée en-
doscopique elliptique, unique à isomorphisme près. La donnée endoscopique est non ramifiée si
et seulement si (V ′′, q′′) admet un réseau autodual à homothétie près.

Supposons R! de la forme ci-dessus. Soient X ∈ rreg(F ), Y = (Y ′, Y ′′) ∈ r!reg(F ), alors X et
Y se correspondent si et seulement s’ils se correspondent par valeurs propres, c’est-à-dire

– les valeurs propres de Y ′ sont ±a′1, . . . ,±a′m′ ;
– celles de Y ′′ sont ±a′′1, . . . ,±a′m′′ , 0 ;
– celles de X sont ±a′1, . . . ,±a′m′ ,±a′′1, . . . ,±a′′m′′ .
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Prenons maintenant un ensemble fini I, (ni)i∈I ∈ ZI≥1, et

L = Sp(2n),

R =
∏
i∈I

GL(ni)× Sp(2m),

R! =
∏
i∈I

GL(ni)× Sp(2m′)× SO(V ′′, q′′),

tels que m +
∑

i∈I ni = n, où m, m′ et (V ′′, q′′) vérifient les conditions précédentes, qui font
de R! un groupe endoscopique elliptique non ramifiée de R (tautologique en les composantes
GL(ni)). À isomorphisme près, l’élément s0 correspondant dans la donnée endoscopique est de
la forme

s0 = ((1)i∈I , s
[
0) ∈

∏
i∈I

C× × SO(2m+ 1,C) ⊂ R̂.

Les éléments s ∈ ER!(L) sont en bijection avec les décompositions I = I ′ t I ′′ : à une telle
décomposition est associée s = ((si)i∈I , s

[
0) avec si = 1 (resp. si = −1) si i ∈ I ′ (resp. si i ∈ I ′′).

Soit s ∈ ER!(L), on introduit le groupe endoscopique elliptique L[s] de L ; écrivons-le comme

L[s] = Sp(2n′)× SO(U ′′, r′′)

d’après ce qui précède. On a des inclusions uniques à conjugaison près :∏
i∈I′

GL(ni)× Sp(2m′) ↪→ Sp(2n′),∏
i∈I′′

GL(ni)× SO(V ′′, q′′) ↪→ SO(U ′′, r′′).

Ces flèches font de R! un sous-groupe de Lévi de L[s]. Ainsi, SO(U ′′, r′′) est aussi déterminé : à
homothétie près, (U ′′, r′′) et (V ′′, q′′) ont le même noyau anisotrope.

Inversement, tout (U ′′, r′′) ayant le même noyau anisotrope que (V ′′, q′′), pris à homothétie
près, provient d’un unique s ∈ ER!(L).

Exemple 5.2.3. Soient E/F une extension quadratique et R := UE/F (m), le groupe unitaire

quasi-déployé qui est isomorphe à GL(m) sur E. On a R̂ = GL(m,C). Il est muni de l’action
du groupe ΓE/F := ΓF /ΓE : l’élément non trivial dans ΓE/F opère, modulo automorphismes

intérieurs, en renversant le diagramme de Dynkin Am−1. On introduit ainsi le L-groupe LR.
Décrivons les données endoscopiques elliptiques (R!,R!, s, ξ̂) pour R. Les valeurs propres de

s sont ±1 ; notons m′ la multiplicité de 1 et m′′ celle de −1. Alors

R̂! = GL(m′,C)×GL(m′′,C).

Étant donné (m′,m′′), il n’y a qu’une seule possibilité de R! et de R! :

R! = UE/F (m′)×UE/F (m′′).

Inversement, toute donnée endoscopique elliptique de R s’obtient d’une paire (m′,m′′) telle
que m′ +m′′ = m, unique à la symétrie (m′,m′′) 7→ (m′′,m′) près. La donnée endoscopique est
non ramifiée si et seulement si E/F l’est.

La correspondance des classes de conjugaison est similaire au cas du groupe symplectique,
c’est-à-dire la correspondance par valeurs propres des applications E-linéaires. Nous ne la
répétons pas.
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Supposons maintenant que E/F est non ramifiée. Prenons I, (ni)i∈I comme dans 5.2.2 et
posons

L = UE/F (n),

R =
∏
i∈I

GLE(ni)×UE/F (m),

R! =
∏
i∈I

GLE(ni)×UE/F (m′)×UE/F (m′′),

qui font de R! un groupe endoscopique elliptique non ramifiée de R. On peut supposer que
l’élément s0 de cette donnée endoscopique s’écrit

s0 = ((1)i∈I , s
[
0) ∈

∏
i∈I

C× ×GL(m,C).

Comme dans 5.2.2, les éléments s ∈ ER!(L) sont en bijection avec les décompositions I =
I ′ t I ′′ ; le groupe endoscopique elliptique associé est de la forme

L[s] = UE/F (n′)×UE/F (n′′).

On a des inclusions bien déterminées à conjugaison près :∏
i∈I′

GLE(ni)×UE/F (m′) ↪→ UE/F (n′),∏
i∈I′′

GLE(ni)×UE/F (m′′) ↪→ UE/F (n′′).

Cela détermine aussi (n′, n′′). Remarquons que des différents choix de s peuvent induire la même
donnée endoscopique pour L.

Remarque 5.2.4. En général, une donnée endoscopique (L!,L!, s, ξ̂) s’interprète comme une
donnée endoscopique elliptique d’un sous-groupe de Lévi R de L. Le sous-groupe R est unique
à conjugaison près par L(F ), tandis que la donnée endoscopique elliptique pour R est unique à
l’action de WL(R) près.

5.3 Endoscopie non standard

Définitions Rappelons la définition dans [85, 3.7]. Soient G1, G2 deux F -groupes réductifs
connexes et simplement connexes. Supposons qu’ils sont non ramifiés et p est suffisamment
grand par rapport à G1 et G2. Pour i = 1, 2, fixons une paire de Borel (Ti, Bi) définie sur
F pour Gi ; notons Σi, Σ̌i les ensembles de racines et coracines, respectivement. Une donnée
endoscopique non standard non ramifiée est un triplet (G1, G2, j∗) où

– G1, G2 sont comme ci-dessus, munis de paires de Borel définies sur F ;
– j∗ : X∗(T1)F̄ ⊗Q ∼→ X∗(T2)F̄ ⊗Q, son transposé est noté j∗ ;
– il existe des bijections τ̌ : Σ̌1 → Σ̌2, τ : Σ2 → Σ1 et des fonctions b̌ : Σ̌1 → Q>0 ∩ Z×p ,
b : Σ2 → Q>0 ∩ Z×p , telles que

– τ s’identifie à τ̌−1 via les bijections naturelles Σi ' Σ̌i, i = 1, 2 ;
– j∗ et j∗ sont ΓF -équivariants ;
– on a j∗(α̌1) = b̌(α̌1)τ̌(α̌1) et j∗(α2) = b(α2)τ(α2) pour tout α̌1 ∈ Σ̌1 et tout α2 ∈ Σ2.

À l’instar du cas standard, ces données définissent

– une correspondance de classes de conjugaison géométriques entre g1,reg(F ) et g2,reg(F ) ;
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– les bijections de racines induisent une correspondance de sous-groupes de Lévi semi-
standards de G1 et G2.

Soient M1 ⊂ G1, M2 ⊂ G2 des sous-groupes de Lévi semi-standards qui se correspondent,
alors WG1(M1) = WG2(M2) et on a un isomorphisme équivariant aM1

∼→ aM2 .
Notons R1 (resp. R2) le sous-groupe engendré par Σ̌1 (resp. Σ̌2). La même définition s’ap-

plique à M1, M2 et leurs coracines. On définit ainsi les groupes RM1 , RM2 .
Soient H1, H2 deux sous-groupes commensurables dans un groupe fixé, adoptons la conven-

tion [H1 : H2] := [H1 : H1 ∩H2][H2 : H1 ∩H2]−1. D’après [85, 3.7] et l’erratum [87], on définit
le coefficient

cG1,G2

M1,M2
:=

[RΓF
2 : j∗(R

ΓF
1 )]

[RM2,ΓF : j∗(RM1,ΓF )]
.(II.5)

Signalons que ce coefficient dépend de j∗. Énonçons le lemme fondamental pondéré non
standard comme une conjecture.

Conjecture 5.3.1 ([85]). Soient Y1 ∈ m1,G1−reg(F ) et Y2 ∈ m2,G2−reg(F ) qui se correspondent.
Alors

sG1
M1

(Y1) = cG1,G2

M1,M2
sG2
M2

(Y2)

où les fonctions stabilisées sGiMi
(i = 1, 2) sont définies à l’aide des formes quadratiques invariantes

sur aM1 et aM2 qui se correspondent via aM1

∼→ aM2 .

Passage au quotient Pour i = 1, 2, soit πi : Gi → Gi une isogénie centrale ; notons
M i := πi(Mi). Cela n’affecte pas les algèbres de Lie, les espaces aMi et les groupes de Weyl. La
correspondance de classes marche pour Gi,M i au lieu de Gi,Mi.

Corollaire 5.3.2. Supposons vérifiée 5.3.1. Soient Y 1 ∈ m1,G1−reg(F ) et Y 2 ∈ m2,G2−reg(F )
qui se correspondent. Alors

s
G1
M1

(Y 1) = cG1,G2

M1,M2
s
G2
M2

(Y 2).

Démonstration. Pour i = 1, 2, soit Yi ∈ mi(F ) l’élément qui s’envoie sur Y i, alors il suffit de

noter que sGiMi
(Yi) = s

Gi
M i

(Y i), ce qui résulte de [85, 5.7].

La convention suivante sera commode. Soient Gi,Mi (i = 1, 2) tels que Mi est un Lévi de Gi
et que les groupes Gi,SC,Mi,sc sont comme dans le lemme fondamental pondéré non standard
5.3.1. Nous noterons

cG1,G2

M1,M2
= c

G1,SC,G2,SC

M1,sc,M2,sc
.(II.6)

Un exemple Supposons n ≥ 1. Fixons un ensemble fini I, (ni)i∈I ∈ ZI≥1, m ∈ Z≥0 et posons
n := m+

∑
i∈I ni. Posons

G1 := Sp(2n), G2 := SO(2n+ 1),

M1 :=
∏
i∈I

GL(ni)× Sp(2m), M2 :=
∏
i∈I

GL(ni)× SO(2m+ 1),

Regardons M1 comme un sous-groupe de Lévi de G1 en choisissant un plongement, qui est
unique à conjugaison près par G1(F ). Idem pour G2 et M2. Notons π : G2 → G2 le revêtement
simplement connexe, c’est-à-dire G2 = Spin(2n+ 1), et posons M2 := π−1(M2), alors M2 et un
sous-groupe de Lévi de G2.
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Comme indiqué dans [Chapitre I, §8.2], on peut choisir des F -tores maximaux déployés T1,
T2 dans M1, M2 respectivement, avec T 2 := π(T2), de sorte qu’il existe une base {e1, . . . , en}
de X∗(T1) telle que l’on a des identifications

X∗(T1) =

n⊕
k=1

Zek,

X∗(T2) =

{
n∑
k=1

rkek :

n∑
k=1

rk ≡ 0 mod 2

}
,

X∗(T 2) =
n⊕
k=1

Zek.

En choisissant des sous-groupes de Borel convenables, les coracines se décrivent comme suit.

Σ̌1 = {±ei ± ej : 1 ≤ i 6= j ≤ n} t {±ei : 1 ≤ i ≤ n},
Σ̌2 = {±ei ± ej : 1 ≤ i 6= j ≤ n} t {±2ei : 1 ≤ i ≤ n}.

Alors l’inclusion X∗(T2) ↪→ X∗(T 2) correspond à l’isogénie π : G2 → G2.

On prend j∗ := id : X∗(T1) ⊗ Q ∼→ X∗(T2) ⊗ Q. On prend les fonctions τ , τ̌ , b, b̌ qui
fournissent un triplet non standard non ramifié (G1, G2, j∗), pour laquelle M1 et M2 sont des
sous-groupes de Lévi semi-standards qui se correspondent.

Remarquons que le choix des divers identifications peut affecter j∗, mais la correspondance
de classes et la correspondance de mesures de Haar sur aM1 et aM2 ne changent pas.

C’est plus pratique de travailler avec G2 et M2. La correspondance des classes géométriques
entre g1,reg(F ) et g

2,reg
(F ) est la correspondance par valeurs propres. Pour m1 et m2, c’est la

même correspondance pour les facteurs sp(2m) et so(2m + 1) ; pour les facteurs gl(·), c’est la
correspondance tautologique.

Le coefficient de cette donnée endoscopique non standard se calculent comme suit.

Proposition 5.3.3. Pour cette donnée,

c
G1,G2
M1,M2

= cG1,G2

M1,M2
:=

{
1, si m 6= 0,
1
2 , si m = 0.

Démonstration. Les coracines dans Σ̌1 et Σ̌2 engendrent respectivement les réseaux X∗(T1) et
X∗(T2). Vu les identifications ci-dessus et le choix j∗ = id, on voit que [RΓF

2 : j∗(R
ΓF
1 )] = 1

2 .
Soient M1,M2 des sous-groupes de Lévi semi-standards qui se correspondent. Alors il en est
de même pour [RM2,ΓF : j∗(R

M1,ΓF )] sauf si le facteur Sp (resp. SO) n’apparâıt plus dans M1

(resp. M2) i.e. sauf si m = 0, auquel cas on a trivialement [RM2,ΓF : j∗(R
M1,ΓF )] = 1. Cela

permet de conclure.

Remarque 5.3.4. Explicitons l’isomorphisme aM1

∼→ aM2 = aM2
induit par j∗. On peut se

limiter au cas M1 = T1 et M2 = T2. On a identifié T1 et T 2 dans la description de X∗(Ti)
(i = 1, 2). Comme j∗ = id, il induit l’application id : aT1

∼→ aT 2
. Le cas général en découle :

si l’on identifie les composantes
∏
i∈I GL(ni) dans M1 et M2, alors aM1

∼→ aM2
est encore

l’identité.
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6 Descente des données endoscopiques

Le formalisme est celui du §4, mais ici les revêtements métaplectiques ne nous concernent
pas. Désormais, fixons des éléments η ∈ M(F )ss, ε ∈ M !(F )ss qui se correspondent. Supposons
de plus que η et ε sont d’ordre finis premiers à p. Nous nous placerons sous l’une des deux
hypothèses suivantes.

(A) M !
ε est quasi-déployé.

(B) Mη et M !
ε sont non ramifiés.

L’hypothèse (B) est plus forte que (A). En tout cas, écrivons η = ((ηi)i∈I , η
[) et ε =

((εi)i∈I , ε
[). Quitte à conjuguer η et ε, on peut supposer que ηi = εi pour tout i ∈ I.

6.1 Paramétrage

Plaçons-nous sous l’hypothèse (A). Rappelons la paramétrisation des classes de conjugaison
semi-simples dans [Chapitre I, §3 et §7.1]. À la classe OM (η) sont associées (OGL(ni)(ηi))i∈I et
les données

– K : une F -algèbre étale de dimension finie ;
– τ : une involution non triviale de K, qui est déterminée par la sous-algèbre fixée K# :=
Kτ=id ;

– a ∈ K× est tel que NK/K#(a) := aτ(a) = 1 ;

– (WK , hK) : une (K,K#)-forme anti-hermitienne, où on suppose que WK est un K-module
fidèle ;

– (W±, 〈|〉±) : deux F -espaces symplectiques.
Ces données sont soumises à la condition dimF WK + dimF W+ + dimF W− = 2m. Elles sont
uniques modulo la notion d’équivalence évidente. L’élément η se réalise comme l’opérateur
(w 7→ aw,+id,−id) dans l’espace WK ⊕W+ ⊕W−.

Écrivons SO(2m′+1) = SO(V ′, q′) et SO(2m′′+1) = SO(V ′′, q′′) en choisissant des F -espaces

quadratiques convenables. À OM !
(ε) sont associées (OGL(ni)(εi))i∈I et les données

– K ′,K ′# : F -algèbres étales comme précédemment ;
– a′ ∈ K ′× est tel que NK′/K′#(a) = 1 ;

– (V ′K , h
′
K) : une (K ′,K ′#)-forme hermitienne, où on suppose que V ′K est un K ′-module

fidèle ;
– (V ′±, q

′
±) : deux F -espaces quadratiques ;

– des objets similaires (K ′′,K ′′#), a′′, (V ′′K , h
′′
K), (V ′′± , q

′′
±).

Ces données sont soumises aux conditions

(trK′/F )∗(V
′
K , h

′
K)⊕ (V ′+, q

′
+)⊕ (V ′−, q

′
−) ' (V ′, q′),

(trK′′/F )∗(V
′′
K , h

′′
K)⊕ (V ′′+ , q

′′
+)⊕ (V ′′− , q

′′
−) ' (V ′′, q′′),

dimV ′+ ≡ dimV ′′+ ≡ 1 mod 2,

dimV ′− ≡ dimV ′′− ≡ 0 mod 2.

Elles sont uniques modulo la notion d’équivalence évidente. Si l’on note η = (η′, η′′), alors η′

se réalise comme l’opérateur (v′ 7→ a′v′,+id,−id) dans l’espace V ′K ⊕ V ′+ ⊕ V ′−, et η′′ comme
(v′′ 7→ a′′v′′,+id,−id) dans V ′′K ⊕ V ′′+ ⊕ V ′′− . La correspondance entre η et ε entrâıne que

(K ′,K ′#, a′)× (K ′′,K ′′#,−a′′) ' (K,K#, a),

WK ' V ′K ⊕ V ′′K comme K −modules,

dimF W+ + 1 = dimF V
′

+ + dimF V
′′
− ,

dimF W− + 1 = dimF V
′
− + dimF V

′′
+ ,
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où le produit de triplets dans la première condition est pris au sens évident.
On sait aussi décrire les commutants connexes.

Mη =
∏
i∈I

GL(ni)ηi ×UK/K#(WK , hK)× Sp(W+)× Sp(W−),

M !
ε =

∏
i∈I

GL(ni)εi

×UK′/K′#(V ′K , h
′
K)×UK′′/K′′#(V ′′K , h

′′
K)

× SO(V ′+, q
′
+)× SO(V ′′− , q

′′
−)

× SO(V ′′+ , q
′′
+)× SO(V ′−, q

′
−).

D’après nos hypothèses, SO(V ′+, q
′
+) et SO(V ′′+ , q

′′
+) sont déployés.

Définition 6.1.1. Soit L un F -groupe réductif admettant une décomposition

L = L0 ×
∏
a

SO(2a+ 1),

où a parcourt des entiers positifs et L0 ne contient aucun facteur direct de type SO impair
déployé. On notera

L̄ := L0 ×
∏
a

Sp(2a).

Les groupes que l’on rencontrera dans cette section sont tous de ce type. Remarquons aussi
que ZΓF

L̂
↪→ ZΓF

L̂
, ZΓF ,0

L̂

∼→ ZΓF ,0

L̂
, et aL = aL̄.

Avec cette convention, on a

M !
ε =

∏
i∈I

GL(ni)εi

×UK′/K′#(V ′K , h
′
K)×UK′′/K′′#(V ′′K , h

′′
K)

× Sp(V ′+)× SO(V ′′− , q
′′
−)

× Sp(V ′′+)× SO(V ′−, q
′
−),

où V ′+, V ′′+ ont les bonnes dimensions et sont munis de formes symplectiques.

6.2 Des nouvelles données endoscopiques

Conservons toujours l’hypothèse (A) et les notations précédentes. On munitMη d’une donnée

de L-groupe de sorte que le tore maximal T̂ dans M̂η est ce que l’on a fixé dans la donnée de

L-groupe pour M . Les actions galoisiennes sur T̂ héritées de M̂η et de M̂ peuvent différer
par un 1-cocycle ΓF → NM̂ (T̂ ). Toutefois l’inclusion ZM̂ ↪→ Z

M̂η
est ΓF -équivariante et est

indépendante de tout choix. On a aussi aM ↪→ aMη .

Vu 5.2.2, 5.2.3 et 5.2.4, M !
ε est un sous-groupe endoscopique de Mη, ce qui détermine la

donnée endoscopique (M !
ε,M

!
ε, s̄0, ξ̂) à isomorphisme près. La donnée endoscopique (M !

ε,M
!
ε, s̄0, ξ̂)

est non ramifiée sous l’hypothèse (B).

Lemme 6.2.1. Soient X ∈ mη,reg(F ), Y ∈ m!
ε,reg(F ). Soit Ȳ ∈ m!

ε,reg(F ) tel que Y et Ȳ se
correspondent par valeurs propres.

Si δ = exp(X)η ∈ M(F ) et γ = exp(Y )ε ∈ M !(F ) sont des décompositions de Jordan
topologiques, et si δ correspond à γ, alors X et Ȳ se correspondent via l’endoscopie décrite
ci-dessus.
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Démonstration. Lorsque I = ∅, cela est démontré dans [Chapitre I]. Le cas général en découle
car l’endoscopie est tautologique en la composante GL(ni)εi = GL(ni)ηi , pour tout i ∈ I.

D’après 5.2.4, il existe un Lévi R de Mη, unique à conjugaison près par Mη(F ), tel que M !
ε

est un groupe endoscopique elliptique de R. Rappelons que R̂ et M̂η partagent le même tore
maximal T̂ . À isomorphisme près on peut supposer s̄0 ∈ T̂ , et s̄0 fait encore partie de cette
donnée endoscopique elliptique pour R.

On a R 6= Mη si et seulement si UK′/K′#(V ′K , h
′
K), UK′′/K′′#(V ′′K , h

′′
K), SO(V ′′− , q

′′
−) ou

SO(V ′−, q
′
−) contiennent des facteurs GLE(·), où E est une certaine extension finie de F . On

absorbe ces GLE(·) supplémentaires en introduisant les objets Ī ⊃ I, K̄ ⊂ K, K̄ ′ ⊂ K ′, etc., et
on écrit

R =
∏
i∈Ī

GLFi(ni)ηi ×UK̄/K̄#(W̄K , h̄K)× Sp(W̄+)× Sp(W̄−),

M !
ε =

∏
i∈Ī

GL(ni)εi

×UK̄′/K̄′#(V ′K̄ , h
′
K̄)×UK̄′′/K̄′′#(V ′′K̄ , h

′′
K̄)

× Sp(V ′+)× SO(V̄ ′′− , q̄
′′
−)

× Sp(V ′′+)× SO(V̄ ′−, q̄
′
−),

Ici Fi est une extension finie de F pour tout i ∈ Ī, (K̄, K̄#) est une F -algèbre étale à
involution qui est un facteur direct de (K,K#), et (W̄K , h̄K) est le facteur direct correspondant
de (WK , hK) ; idem pour (K̄ ′, K̄ ′#), (K̄ ′′, K̄ ′′#) etc. D’autre part (V̄ ′′− , q̄

′′
−) = ({0}, 0) si (V ′′− , q

′′
−)

est de dimension 2 hyperbolique ; sinon (V̄ ′′− , q̄
′′
−) = (V ′′− , q

′′
−). Idem pour (V̄ ′−, q̄

′
−). Supposons

comme d’habitude que ηi = εi pour tout i ∈ Ī.

Rappelons que s̄0 ∈ T̂ est l’élément faisant partie de la donnée endoscopique (M !
ε,M

!
ε, s̄0, ξ̂)

pour Mη. Décrivons-le. Soit i ∈ Ī, écrivons

GLFi(ni)ηi =
∏
j∈Ji

GLFij (nij)

où Ji est un ensemble fini ; pour tout j ∈ Ji, Fij est une extension finie de Fi. Écrivons

Ji = JUi t J+
i t J

−
i

tel que j ∈ J±i si et seulement si la composante dans GLFij (nij) de ηi est ±1, sinon j ∈ JUi .

En regardant les descriptions de R et de M !
ε, il s’ensuit que l’on peut écrire

s̄0 =

(
(s̄ij0 ) i∈Ī

j∈Ji
, s̄U0 , s̄0

+, s̄0
−
)
∈ R̂

où

s̄U0 ↔le groupe endoscopique UK̄′/K̄′#(V ′K̄ , h
′
K̄)×UK̄′′/K̄′′#(V ′′K̄ , h

′′
K̄)

pour UK̄/K̄#(W̄K , h̄K),

s̄+
0 ↔le groupe endoscopique Sp(V ′+)× SO(V̄ ′′− , q̄

′′
−)

pour Sp(W̄+),

s̄−0 ↔le groupe endoscopique Sp(V ′′+)× SO(V̄ ′−, q̄
′
−)

pour Sp(W̄−).

Il y a aussi des restrictions sur s̄ij0 où i ∈ Ī \ I : joints avec (s̄U0 , s̄
+
0 , s̄

−
0 ), ils sont tels que
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– UK′/K′#(V ′K , h
′
K)×UK′′/K′′#(V ′′K , h

′′
K) est un groupe endoscopique pour UK/K#(WK , hK),

– Sp(V ′+)× SO(V ′′− , q
′′
−) est un groupe endoscopique pour Sp(W+),

– Sp(V ′′+)× SO(V ′−, q
′
−) est un groupe endoscopique pour Sp(W−).

Il reste à traiter les composantes s̄ij0 où i ∈ I et j ∈ Ji. La seule condition est que s̄ij0
appartient au centre du dual de GLFij (nij). Faisons désormais le choix suivant

s̄ij0 =


1, si j ∈ J+

i ,

−1, si j ∈ J−i ,
1, si j ∈ JUi .

(II.7)

Le symbole “−1” a un sens car Fij = F lorsque j ∈ J±i , auquel cas le dual de GLFij (nij) est

GL(nij ,C). Ce choix des s̄ij0 sera justifié dans 6.3.1

6.3 Rapport avec EM !(G̃)

Dans cette sous-section, nous nous plaçons sous l’hypothèse (B). Les groupes M !
ε et Mη sont

tous non ramifiés, donc les données endoscopiques décrites dans le §6.2 sont non ramifiées.

Rappelons s0 est un élément dans
̂̃
M qui détermine l’endoscopie elliptique pour M̃ , dont

M ! est le groupe endoscopique associé. On peut supposer que

s0 = ((1)i∈I , s
[
0) ∈

∏
i∈I

GL(ni,C)× Sp(2m,C).

Fixons maintenant s = s0t ∈ EM !(G̃), où t ∈ Z0̂̃
M
/Z0̂̃

G
est de la forme

t = ((ti)i∈I , 1) ∈
∏
i∈I
{±1} × Sp(2m,C),

comme dans 3.3.2, auquel est associée une décomposition I = I ′ t I ′′ telle que i ∈ I ′ (resp.
i ∈ I ′′) si ti = +1 (resp. ti = −1).

La recette du §6.1 marche aussi pour η ∈ G(F ). Nous nous contentons de décrire Gη :

Gη = UK/K#(WK, hK)× Sp(W+)× Sp(W−)

avec des notations compréhensibles. Il contient Mη comme un sous-groupe de Lévi.

D’autre part, introduisons ε[s] ∈ M !(F ), c’est encore d’ordre fini premier à p et on a M !
ε =

M !
ε[s]. D’après 3.3.4, ε[s] et η se correspondent pour la donnée endoscopique déterminée par s.

Reprenons la recette du §6.1 pour écrire

G[s]ε[s] = UK′/K′#(V ′K, h
′
K)×UK′′/K′′#(V ′′K , h

′′
K)

× SO(V ′+,Q′+)× SO(V ′′−,Q′′−)

× SO(V ′′+,Q′′+)× SO(V ′−,Q′−).

Et aussi

G[s]ε[s] = UK′/K′#(V ′K, h
′
K)×UK′′/K′′#(V ′′K , h

′′
K)

× Sp(V ′+)× SO(V ′′−,Q′′−)

× Sp(V ′′+)× SO(V ′−,Q′−).
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C’est un groupe endoscopique non ramifié de Gη et il contient M !
ε comme un sous-groupe de Lévi,

l’inclusion étant bien déterminée à conjugaison près. Il fait partie d’une donnée endoscopique
non ramifiée (G[s]ε[s],G[s]ε[s], s̄, ξ̂) qui est unique à isomorphisme près. Indiquons que la condition
(II.7) sur s̄ est vide dans ce cas.

On a déjà décrit s̄ et s̄0 dans le §6.2. Nous nous proposons d’exprimer s̄ en termes de t et
s̄0. Rappelons que les données de L-groupes pour M et Mη sont choisies de sorte que M̂ et

M̂η partagent le même tore maximal T̂ , qui fait partie de la paire de Borel ΓF -stable dans les
données de L-groupe. L’inclusion ZM̂ ↪→ Z

M̂η
est bien définie et ΓF -équivariante. Faisons la

même construction pour G et Gη par rapport au même tore maximal T̂ de façon compatible.
On a

s̄0, s̄ ∈ T̂ .(II.8)

On obtient ainsi l’homomorphisme

τ : Z0̂̃
M
/Z0̂̃

G
→ ZM̂/ZĜ → ZΓF

M̂η
/ZΓF

Ĝη
.(II.9)

Lemme 6.3.1. Quitte à changer s̄ par un isomorphisme des données endoscopiques, on a
s̄ = s̄0τ(t).

Démonstration. La torsion ε 7→ ε[s] n’affecte que les composantes GL(ni) de M !. En comparant

la paramétrisation de ε[s] dans M ! et dans G[s], on voit que l’inclusion M !
ε ↪→ G[s]ε[s] est de la

forme

UK′/K′#(V ′K , h
′
K) ↪→ UK′/K′#(V ′K, h

′
K),

UK′′/K′′#(V ′′K , h
′′
K) ↪→ UK′′/K′′#(V ′′K , h

′′
K),

Sp(V ′+) ↪→ Sp(V ′+),

SO(V ′′− , q
′′
−) ↪→ SO(V ′′−,Q′′−),

Sp(V ′′+) ↪→ Sp(V ′′+),

SO(V ′−, q
′
−) ↪→ SO(V ′−,Q′−).

Pour tout i ∈ Ī \ I, ces flèches déterminent aussi les inclusions des composantes GLFij (nij) dans

G[s]ε[s] . Décomposons T̂ et s̄ selon la décomposition de R

T̂ =
∏
i∈Ī,
j∈Ji

T̂ ij × T̂U × T̂+ × T̂−;

s̄ = ((s̄ij)i,j , s̄
U , s̄+, s̄−).

Les inclusions précédentes affirment que l’on peut supposer que, quitte à changer la donnée
endoscopique de Gη par un isomorphisme, on a

s̄U = s̄U0 , s̄
+ = s̄+

0 , s̄
− = s̄−0 ,

s̄ij = s̄ij0 , si i ∈ Ī \ I.

Ce sont exactement les composantes correspondantes de s̄0τ(t). Il reste donc à considérer
les composantes dans T̂ ij où i ∈ I. Écrivons τ(t) = ((τ(t)ij)i,j , 1, 1, 1) suivant la décomposition
ci-dessus de T̂ .

Pour tout (i, j), GLFij (nij) se plonge dans un unique facteur dans la décomposition de

G[s]ε[s] selon i et la restriction de ε[s] sur GLFij (nij). Soit i ∈ I ′ , alors τ(t)ij = 1 pour tout
j ∈ Ji. Rappelons aussi la définition (II.7). Sur le facteur GLFij (nij), on a :
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j ε ε[s] s̄ij0 inclusion s̄ij

J+
i 1 1 1 GLFij (nij) ↪→ Sp(V ′+) 1

J−i −1 −1 −1 GLFij (nij) ↪→ SO(V ′−,Q′−) −1

JUi 6= ±1 6= ±1 1 GLFij (nij) ↪→ UK′/K′#(V ′K, h
′
K) 1

Soit i ∈ I ′′, alors τ(t)ij = −1 pour tout j ∈ Ji. Sur le facteur GLFij (nij), on a :

j ε ε[s] s̄ij0 inclusion s̄ij

J+
i 1 −1 1 GLFij (nij) ↪→ SO(V ′′−,Q′′−) −1

J−i −1 1 −1 GLFij (nij) ↪→ Sp(V ′′+) 1

JUi 6= ±1 6= ∓1 1 GLFij (nij) ↪→ UK′′/K′′#(V ′′K , h
′′
K) −1

où la colonne s̄ij signifie un choix loisible des s̄ij ∈ T̂ ij , ce que l’on fixe.
On voit ainsi qu’en tout cas, on a s̄ij0 τ(t)ij = s̄ij .

On peut aussi regarder τ(t) comme un élément dans ZΓF
R̂
/ZΓF

Ĝη
. Ledit lemme permet d’ap-

pliquer la construction d’Arthur dans la situation

Gη

M !
ε

endo.ell
R
?�

OO

avec s̄ = s̄0τ(t) ∈ s̄0Z
ΓF
R̂
/ZΓF

Ĝη
. On construit ainsi une donnée endoscopique non ramifiée pour

Gη déterminée par le groupe endoscopique Gη[s̄], qui est éventuellement non elliptique.

Lemme 6.3.2. La construction d’Arthur utilisant s̄ et la descente en (ε, η) fournissent la même
donnée endoscopique pour Gη : on a Gη[s̄] ' G[s]ε[s].

Démonstration. Les groupes en question sont des groupes endoscopiques non ramifiés pour Gη,
un produit direct des groupes considérés dans le §5.2 à restriction des scalaires près. De plus,
6.3.1 entrâıne qu’ils sont associés au même élément s̄ ∈ T̂ . Or tous les deux contiennent le même
Lévi M !

ε, donc sont isomorphes d’après la remarque sur les noyaux anisotropes dans 5.2.2.

6.4 Une généralisation

On aura aussi besoin de considérer le cas général s ∈ s0Z
0̂̃
M
/Z0̂̃

G
. Montrons comment le

ramener au cas s ∈ EM !(G̃).
Rappelons que l’application γ 7→ γ[s] sur M !(F ) est définie dans le cas général où G̃ est de

type métaplectique et s = s0t ∈ s0Z
0̂̃
M
/Z0̂̃

G
(voir 3.3.3). On définit ainsi les éléments s̄, s̄0 ∈ T̂

en combinant les résultats dans le §6.2 et la descente des données endoscopiques pour GL(·),
qui est simple.

On dispose encore de l’homomorphisme

τ : Z0̂̃
M
/Z0̂̃

G
→ ZΓF

M̂η
/ZΓF

Ĝη
.

Ainsi, on formule les analogues de 6.3.1 et 6.3.2 dans ce cadre, avec les mêmes notations. Le
bilan est que les assertions de 6.3.1 et 6.3.2 sont encore valables dans cette situation.
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Proposition 6.4.1. Quitte à changer s̄ par un isomorphisme de données endoscopiques pour
Gη, on a s̄ = s̄0τ(t). De plus, la construction d’Arthur utilisant s̄ et la descente fournissent la

même donnée endoscopique pour Gη : on a Gη[s̄] ' G[s]ε[s].

Démonstration. Procédons pas à pas. Il convient de remarquer que l’élément z[s] est défini dans
3.3.3 suivant le même schéma.

1. Supposons G̃ de type métaplectique et s ∈ EM !(G̃). Alors on se ramène au cas G̃ = S̃p(W ),
qui est déjà traité, et au cas G̃ = GL(n)× �8, qui est simple.

2. Supposons G̃ = S̃p(W ) mais s ∈ s0Z
0̂̃
M
/Z0̂̃

G
est quelconque. Alors 3.1.8 affirme qu’il existe

G1 ∈ LG(M) tel que G[s] = G1[s] et s ∈ EM !(G̃1). On peut aussi supposer que η ∈ G1(F ).
L’étape précédente est alors applicable à G̃1.

Posons s̄ := s̄0τ(t). Après descente en (ε, η), on s’est ramené à la situation

G[s]ε[s] Gη

G1[s]ε[s]
∼ // G1,η[s̄]

endo.

s̄=s̄0τ(t)
G1,η
?�

Lévi

OO

M !
ε

?�
Lévi

OO

endo.ell.

s̄0
R
?�

Lévi

OO

.(II.10)

Montrons que

Z
Ĝη

(s̄) ⊂ Ĝ1,η.(II.11)

Écrivons

G = Sp(W ),

G1 =
∏
k∈I\

GL(n\k)× Sp(W \),

M =
∏
i∈I

GL(ni)× Sp(W [),

M ! =
∏
i∈I

GL(ni)× SO(2m′ + 1)× SO(2m′′ + 1).

Posons 2n := dimF W , 2m\ := dimF W
\ et 2m := dimF W

[. Soient i ∈ I et k ∈ I\,

écrivons i 7→ k si GL(ni) ↪→ GL(n\k). Exprimons t selon la décomposition de
̂̃
G1 :

t = ((ak)k∈I\ , t
\
0) ∈

∏
k∈I\

GL(n\k,C)× Sp(2m\,C)

où ak ∈ C× ⊂ GL(n\k,C), ak 6= ±1 pour tout k ∈ I\ et ak 6= a±1
k′ si k 6= k′.

Rappelons que s̄ij0 ∈ {±1} pour tous i ∈ I, j ∈ Ji. Vu la description des commutants
des éléments semi-simples dans les groupes classiques, il suffit de montrer que, pour tous
i, i′ ∈ I, j ∈ Ji, j′ ∈ Ji′ tels que
– dans la décomposition de Gη selon les valeurs propres de η, GLFij (nij) et GLFi′j′ (ni′j′)

se plongent dans le même facteur direct,
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– i 7→ k, i′ 7→ k′,

on a s̄ij0 ak =
(
s̄i
′j′

0 ak′
)±1

si et seulement si k = k′.

En effet, GLFij (nij) et GLFi′j′ (ni′j′) se plongent dans le même facteur seulement s’il existe

• ∈ {+,−, U} tel que j ∈ J•i et j′ ∈ J•i′ . Cela entrâıne que s̄ij0 = s̄i
′j′

0 d’après (II.7). Donc

s̄ij0 ak =
(
s̄i
′j′

0 ak′
)±1

si et seulement si ak = a±1
k′ , si et seulement si k = k′. On en déduit

(II.11).

Vu (II.10) et (II.11), le groupe endoscopique G[s]ε[s] = G1[s]ε[s] ' G1,η[s̄] pour Gη est

associé à s̄ = s̄0τ(t), d’où l’analogue de 6.3.1. Montrons que Gη[s̄] ' G[s]ε[s]. En effet, ces

deux groupes endoscopiques de Gη sont tous associés à s̄ et ils partagent le Lévi M !
ε, donc

sont isomorphes (cf. la démonstration de 6.3.2). D’où l’analogue de 6.3.2.

3. Le cas général : supposons G̃ de type métaplectique et s ∈ s0Z
0̂̃
M
/Z0̂̃

G
quelconque. Écrivons

G̃ =
∏
k∈K GL(nk) × S̃p(W ) où (nk)k∈K ∈ ZK≥1. Pour achever la preuve, il suffit de

combiner l’étape précédente pour S̃p(W ) avec la descente des données endoscopiques pour
GL(nk) pour chaque k ∈ K.

7 Descente des intégrales orbitales

7.1 Les fonctions combinatoires

Pour l’instant, soit G un F -groupe réductif connexe quelconque. Soit M un sous-groupe
de Lévi. Fixons une forme quadratique définie positive WG(M)-invariante sur aM telle que
aM = aGM ⊕ aG est une décomposition orthogonale.

Soit η ∈ M(F )ss. Posons G := Gη et M := Mη. Fixons un sous-groupe de Lévi R de G qui
est inclus dans M . Il existe une inclusion aM ↪→ aR induite par AM ↪→ AR. On peut prolonger
la forme quadratique choisie sur aM en une forme quadratique définie positive sur aR, invariante
par WG(R), etc.

Notons aMR le complément orthogonal de aM dans aR. Idem, on définit l’espace aGR. Tous ces
espaces héritent des formes quadratiques définies positives invariantes.

Soit L ∈ LG(R). On a une application linéaire canonique Σ : aMR ⊕ a
L
R → aGR ; ces espaces

sont munis de mesures de Haar grâce aux formes quadratiques choisies précédemment. Suivant
Arthur, on définit

dGR(M,L) :=


la mesure sur aGR

Σ∗

(
la mesure sur aMR ⊕ a

L
R

) , si aMR ⊕ a
L
R = aGR,

0, sinon.

Remarquons que aMR ⊕a
L
R = aGR si et seulement si aGM ⊕aGL = aGR. En effet, il suffit de prendre

les compléments orthogonaux dans aGR.

7.2 Descente de l’intégrale orbitale pondérée endoscopique

Conservons les notations introduites dans le §6.

Proposition 7.2.1. Soit γ ∈M !
G-reg(F ). Si γ n’est pas compact, alors rG̃

M !,K
(γ) = 0.
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Démonstration. La correspondance des classes de conjugaison préserve la compacité, et une
classe de conjugaison dans G(F ) ne coupe pas K si elle n’est pas compacte. Donc l’assertion

découle de la définition de rG̃
M !,K

(γ).

Supposons maintenant γ ∈M !
G-reg(F ) compact avec la décomposition de Jordan topologique

γ = exp(Y )ε, Y ∈ m!
ε,reg(F ).

Comme γ 7→ rG̃
M !,K

(γ) est invariante par conjugaison géométrique, on peut supposer que M !
ε

est quasi-déployé d’après [46].
D’après la correspondance des classes de conjugaison géométriques régulières dans l’endo-

scopie non standard §5.3 et la définition de M !
ε dans 6.1.1, on déduit une correspondance de

classes de conjugaison géométriques entre m!
ε,reg(F ) et m!

ε,reg(F ).

Proposition 7.2.2 (cf. [85, 5.4] ). Soit ε comme ci-dessus.

1. Si M !
ε n’est pas non ramifié, alors rG̃

M !,K
(γ) = 0.

2. Si M !
ε est non ramifié, alors il existe η ∈ KM qui lui correspond tel que l’on peut choisir

R ⊂Mη comme dans le §6.2 qui est non ramifié et

rG̃M !,K(γ) =
∑

L∈LGη (R)

dGR(M,L)rL
M !
ε
(Ȳ ),

où Ȳ ∈ m!
ε,reg(F ) correspond à Y .

Démonstration. Supposons d’abord que M !
ε n’est pas non ramifié. Si pour chaque δ ∈ M(F )

correspondant à γ, la classe OG(δ) ne coupe pas K, alors rG̃
M !,K

(γ) = 0 et l’assertion est vérifiée
dans ce cas.

Supposons maintenant qu’il existe δ0 ∈ M(F ) correspondant à γ tel que OG(δ0) ∩K 6= ∅.
Montrons que OM (δ0) ∩ KM 6= ∅. Il existe g ∈ G(F ) tel que gδ0g

−1 ∈ K. Prenons P =
MU ∈ PG(M), la décomposition d’Iwasawa permet d’écrire g = kum avec k ∈ K, u ∈ U(F ) et
m ∈ M(F ). Alors umδ0m

−1u−1 ∈ K. Il existe u′ ∈ U(F ) tel que umδ0m
−1u−1 = u′mδ0m

−1.
Comme M est en bonne position relativement à K, on a u′ ∈ K et mδ0m

−1 ∈ KM .
On peut donc supposer que δ0 ∈ KM . Notons δ0 = exp(X0)η la décomposition de Jordan

topologique, alors η ∈ K et Kη := Gη(F ) ∩K est un sous-groupe hyperspécial de Gη d’après
[85, 5.3]. En particulier, Gη est non ramifié. Désignons kη le sous-réseau hyperspécial dans gη(F )
associé à Kη. Idem, on obtient KM

η ⊂Mη(F ), kMη ⊂ mη(F ) jouissant des mêmes propriétés.

Posons ΞMη [Ȳ ] l’ensemble des classes de conjugaison dans mη,reg(F ) qui correspondent à

Ȳ ; posons ΞMη ,KM
η [Ȳ ] son sous-ensemble des classes coupant KM

η . Prenons un ensemble de

représentants Ξ̇Mη ,KM
η [Ȳ ] dans mη(F ). Comme dans la démonstration de [Chapitre I, 5.23],

l’ensemble des classes de conjugaison dans M(F ) qui correspondent à γ et coupent KM a pour
ensemble de représentants {

exp(X)η : X ∈ Ξ̇Mη ,KM
η [Ȳ ]

}
.

Rappelons que le Lévi R ⊂Mη choisi dans le §6.2 n’est unique qu’à conjugaison par Mη(F )
près. Comme Kη ⊂ Gη(F ) est encore en bonne position relativement à Mη, on peut prendre un
F -tore déployé maximal T0 de Gη tel que T0 ⊂Mη et Kη correspond à un sommet hyperspécial
dans l’appartement associé à T0 dans l’immeuble de Bruhat-Tits de Gη. Quitte à conjuguer R
par Mη(F ), on peut supposer que T0 ⊂ R. Avec ce choix, KR := K ∩R(F ) est un sous-groupe
hyperspécial de R(F ).
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On définit l’ensemble ΞR[Ȳ ] en remplaçant Mη par R dans la définition ci-dessus. L’appli-
cation naturelle ΞR[Ȳ ]→ ΞMη [Ȳ ] est bijective d’après [85, p.154 (4)]. Prenons un ensemble de
représentants Ξ̇R[Ȳ ] dans r(F ). Le bilan est

rG̃M !,K(exp(Y )ε) =
∑

X∈Ξ̇R[Ȳ ]

∆(exp(Y )ε, exp(X)η) rG̃
M̃,K

(exp(X)η),

où on regarde η comme un élément dans M̃ à l’aide du scindage de p au-dessus de KM .
La descente semi-simple de facteur de transfert [Chapitre I, 7.23] affirme que

∆(exp(Y )ε, exp(X)η) = ∆
M !
ε,R

(Ȳ , X)

où le terme à gauche signifie un facteur de transfert pour la donnée endoscopique elliptique pour
R construite dans le §6.2, qui n’est pas forcément non ramifiée.

D’autre part, la descente d’intégrales orbitales pondérées non ramifiées [85, 4.4] s’adapte au
cas métaplectique (cf. la preuve de [Chapitre I, 8.10]). Cela affirme que

rG̃
M̃,K

(exp(X)η) =
∑

L∈LGη (R)

dGR(M,L)rLR,KL(X)

où KL := Kη ∩ L(F ), qui est hyperspécial dans L(F ). Donc

rG̃M !,K(γ) =
∑

L∈LGη (R)

dGR(M,L)

 ∑
X∈Ξ̇R[Ȳ ]

∆
M !
ε,R

(Ȳ , X)rLR,KL(Ȳ )

 .(II.12)

Si M !
ε n’est pas non ramifié, M !

ε ne l’est pas non plus, et le terme dans la parenthèse est
nul d’après une variante d’un résultat de Kottwitz (voir [85, pp.154-155]). Alors l’assertion est
vérifiée dans ce cas-là.

Il reste à traiter le cas M !
ε non ramifié. Fixons un sous-groupe hyperspécial K ! de M !. Dans

ce cas-là, quitte à remplacer γ par un conjugué géométrique, on peut supposer de plus que
ε ∈ K ! d’après [84, 5.3] et [46]. Vu [Chapitre I, 8.9], il existe toujours δ ∈M(F ) qui correspond
à γ avec la décomposition de Jordan δ = exp(X)η tel que η ∈ KM . Donc la formule (II.12) est

valable. L’hypothèse (B) du §6 est valable et la donnée endoscopique elliptique (M !
ε, . . .) pour

R est donc non ramifiée. Le facteur de transfert descendu ∆
M !
ε,R

est normalisé par rapport à

KR, toujours d’après [Chapitre I, 7.23]. D’où∑
X∈Ξ̇R[Ȳ ]

∆
M !
ε,R

(Ȳ , X)rLR,KL(Ȳ ) = rL
M !
ε,K

L
(Ȳ ), L ∈ LGη(R).

L’assertion en résulte en le mettant dans (II.12).

Supposons que M !
ε est non ramifié et η ∈ KM est l’élément fourni par 7.2.2 tel que η

correspond à ε et Mη est non ramifié. Avec ce choix de (ε, η), posons

Einst := {(L, s̄) : L ∈ LGη(R), dGR(M,L) 6= 0, s̄ ∈ E
M !
ε
(L)}.(II.13)

Corollaire 7.2.3. Avec les hypothèses précédentes, on a

rG̃M !,K(γ) =
∑

(L,s̄)∈Einst

dGR(M,L)i
M !
ε
(L,L[s̄])s

L[s̄]

M !
ε

(Ȳ )

où Ȳ ∈ m!
ε,reg(F ) correspond à Y .

Démonstration. Cela résulte aussitôt de 7.2.2 et du lemme fondamental pondéré sur les algèbres
de Lie 5.1.1.
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7.3 Descente des fonctions stabilisées

Cette sous-section est parallèle à la précédente. Nous ne répétons plus les notations et
hypothèses.

Lemme 7.3.1. Si γ ∈M !
G−reg(F ) n’est pas compact, alors∑

s∈E
M ! (G̃)

iM !(G̃,G[s]) · sG[s]

M ! (γ[s]) = 0.

Démonstration. En fait, s
G[s]

M ! (γ[s]) = 0 pour tout s car γ[s] n’est pas compact : cela est prouvé
dans [85, 6.1].

Supposons désormais que γ = exp(Y )ε est compact. Comme remarqué plus haut, on peut
supposerM !

ε quasi-déployé. Soit s ∈ EM !(G̃), alors γ[s] = exp(Y )ε[s] est encore une décomposition
de Jordan topologique.

Pour tout Lε ∈ LG[s]ε[s](M !
ε), supposé muni d’une donnée de L-groupe , posons

e
G[s]

M !
ε

(M !, Lε) :=

[ZΓF

M̂ !
∩ ZΓF

L̂ε
: ZΓF

Ĝ[s]
]−1d

G[s]

M !
ε

(M !, Lε), si d
G[s]

M !
ε

(M !, Lε) 6= 0,

0, sinon.

Posons

Est := {(Lε, s) : s ∈ EM !(G̃), Lε ∈ LG[s]ε[s](M !
ε), d

G[s]

M !
ε

(M !, Lε) 6= 0}.(II.14)

Proposition 7.3.2. Conservons les hypothèses précédentes.

1. Si M !
ε n’est pas non ramifié, alors∑

s∈E
M ! (G̃)

iM !(G̃,G[s]) · sG[s]

M ! (γ[s]) = 0.

2. Si M !
ε est non ramifié, alors∑
s∈E

M ! (G̃)

iM !(G̃,G[s]) · sG[s]

M ! (γ[s]) =
∑

(Lε,s)∈Est

iM !(G̃,G[s])e
G[s]

M !
ε

(M !, Lε) · sLεM !
ε
(Y ).

Démonstration. Il suffit d’appliquer [85, 6.4] aux groupes M ! ↪→ G[s], à l’élément exp(Y )ε[s],
pour tout s, et noter que M !

ε = M !
ε[s].

7.4 Un ensemble d’indices

Plaçons-nous sous l’hypothèse (B) du §6 pour η et ε. Soit s = s0t ∈ s0Z
0̂̃
M
/Z0̂̃

G
. Prenons

s̄ = s̄0τ(t) comme dans 6.4.1. Soit L ∈ LGη(R). Par abus de notation, on désigne l’image de s̄
dans s̄0Z

ΓF
R̂
/ZΓF

L̄
par le même symbole s̄.

Soit L ∈ LGη(R), la construction d’Arthur donne un groupe endoscopique L[s̄] de L ; si

L = R alors L[s̄] = M !
ε. Supposons fixé un plongement M !

ε ↪→ Gη[s̄], alors la construction
d’Arthur est compatible aux sous-groupes de Lévi au sens que l’on peut regarder L 7→ L[s̄]

comme une application LGη(R) → LGη [s̄](M !
ε) : le dual de L[s̄] s’identifie au commutant dans

Ĝη[s̄] de l’image de ZΓF ,0

L̂
dans ZΓF ,0

M̂ !
ε

. D’après 6.4.1, on obtient

LGη(R)→ LG[s]ε[s](M !
ε).
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Cette application admet une section canonique, donc est surjective : soit Lε ∈ LG[s]ε[s](M !
ε),

on définit L ∈ LGη(R) tel que L̂ est le commutant dans Ĝη de l’image de ZΓF ,0

L̂ε
dans ZΓF ,0

R̂
(cf.

[85, p.162 (7)]). Par construction, Lε est un groupe endoscopique elliptique de L, d’où aL = aLε
pour cette section Lε 7→ L.

Signalons que G[s]ε[s] est un groupe du type obtenu par la construction 6.1.1. Idem pour ses
sous-groupes de Lévi. En inversant cette construction-là, on a une bijection canonique

LG[s]ε[s](M !
ε)
∼→ LG[s]ε[s](M !

ε).

Le composé est noté

LGη(R) // LG[s]ε[s](M !
ε)

∼ // LG[s]ε[s](M !
ε)

L � // L[s̄] � // Lε.

(II.15)

qui admet la section Lε 7→ Lε 7→ L décrite précédemment.

On a le diagramme suivant, dont toute flèche est injective et ΓF -équivariante.

Z0̂̃
G

~~

��

//Z
Ĝ[s]

��

{{
Z0̂̃
M

��

//Z
M̂ !

��

Z
Ĝη

//

~~

Z
Ĝ[s]ε[s]

//

{{

Z
Ĝ[s]ε[s]

{{
Z
M̂η

//

��

Z
M̂ !
ε

//Z
M̂ !
ε

ZR̂
//Z
M̂ !
ε

(II.16)

Montrons qu’il est commutatif. En effet, la commutativité est claire sauf pour les deux
grandes faces. Pour prouver que Z0̂̃

M
→ Z

M̂η
→ Z

M̂ !
ε

→ Z
M̂ !
ε

cöıncide avec Z0̂̃
M
→ Z

M̂ ! → Z
M̂ !
ε
,

il suffit de noter que le facteur Sp(2m) de M ne contribue pas à Z0̂̃
M

; donc on se ramène au cas

M =
∏
i∈I GL(ni), pour lequel l’assertion devient évidente. Idem pour la grande face contenant

Z0̂̃
G

. Désormais, regardons tous ces centres comme des sous-groupes de Z
M̂ !
ε

.

On a un diagramme commutatif similaire

aG

zz

��

//aG[s]

��

xx
aM

��

∼ //aM !

��

aGη //

||

a
G[s]ε[s]

∼ //

zz

aG[s]ε[s]

zz
aMη

//

��

a
M !
ε

∼ //aM !
ε

aR
∼ //a

M !
ε

(II.17)
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Rappelons qu’une forme quadratique définie positive WG(M)-invariante sur aM est fixée
au début ; on la transfère vers aM ! , puis on le prolonge en une forme sur aM !

ε
vérifiant des

propriétés similaires. Ainsi, on peut supposer que les formes quadratiques sur chaque espace ci-
dessus s’obtiennent par ces flèches. Désormais, regardons tous ces espaces comme sous-espaces
de aM !

ε
.

Pour tout L ∈ LGη(R), désignons par τL le composé

τL : Z0̂̃
M
/Z0̂̃

G

τ−→ ZΓF
M̂η
/ZΓF

Ĝη
−→ ZΓF

R̂
/ZΓF

L̂
.(II.18)

Posons E\ l’ensemble des paires (t, L) ∈
(
Z0̂̃
M
/Z0̂̃

G

)
× LGη(R) vérifiant les conditions sui-

vantes :

(E1) s := s0t ∈ EM !(G̃) ;

(E2) s̄ := s̄0τL(t) ∈ E
M !
ε
(L) ;

(E3) dGR(M,L) 6= 0 ;

(E4) d
G[s]

M !
ε

(M !, Lε) 6= 0.

Avec ces notations, on définit deux applications

est :E\ −→ Est,

(t, L) 7−→ (Lε, s);

einst :E\ −→ Einst,

(t, L) 7−→ (L, s̄).

Lemme 7.4.1. L’application est est bijective.

Démonstration. Soit (Lε, s) dans l’image de est. Par (E2), on a aL = aL[s̄] = aLε , ce qui détermine

le sous-espace aL, donc détermine L ∈ LGη(R). D’autre part, l’égalité s = s0t détermine t. D’où
l’injectivité.

Soit (Lε, s) ∈ Est. Notons t l’élément tel que s = s0t et L l’image de Lε par la section de la
suite (II.15) associée à s. Montrons que (t, L) ∈ E\. En effet, la définition de Est entrâıne que

s ∈ EM !(G̃),

aM
!

M !
ε
⊕ aL

ε

M !
ε

= a
G[s]

M !
ε
.

qui ne sont que (E1) et (E4), respectivement.
Comme aL = aLε pour la section Lε 7→ L de (II.15), on voit que (E2) est vérifié. Enfin,

(II.17) donne un diagramme commutatif

aGM

��

+ aGL

��

//aGR

��
a
G[s]

M ! + a
G[s]
Lε

//a
G[s]

M !
ε
.

Les flèches verticales sont des isomorphismes par ellipticité. (E4) équivaut à ce que la somme
de la ligne inférieure est directe et la flèche horizontale inférieure est un isomorphisme, donc il
en est de même pour la ligne supérieure, ce qui équivaut à (E3). D’où la surjectivité de est.
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Lemme 7.4.2. L’application einst est surjective, chaque fibre a [ZΓF
L̂
∩ Z0̂̃

M
: Z0̂̃

G
] éléments.

Démonstration. Soit (L, s̄) ∈ Einst. On a s̄ ∈ s̄0Z
ΓF
R̂
/ZΓF

L̂
car ZΓF

M̂η
⊂ ZΓF

R̂
. On a un homomor-

phisme canonique
τ0
L : Z0̂̃

M
/Z0̂̃

G
→ ZΓF ,0

R̂
/ZΓF ,0

L̂
.

Comme aMR ⊕ aLR = aGR, ou ce qui revient au même, aGM ⊕ aGL = aGR, on déduit par dualité

que ZΓF ,0

R̂
= Z0̂̃

M
ZΓF ,0

L̂
, d’où la surjectivité de τ0

L. Signalons aussi que τL est le composé de τ0
L

et ZΓF ,0

R̂
/ZΓF ,0

L̂
→ ZΓF

R̂
/ZΓF

L̂
.

D’après [19, Lemma 1.1], l’homomorphisme ZΓF ,0

R̂
/ZΓF ,0

L̂
→ ZΓF

R̂
/ZΓF

L̂
est surjectif. Écrivons

s̄ = s̄0t̄ où t̄ ∈ ZΓF
R̂
/ZΓF

L̂
, alors il existe t ∈ Z0̂̃

M
/Z0̂̃

G
tel que t̄ = τL(t). Le nombre de choix de t

est égal à |Ker (τL)| = [ZΓF
L̂
∩ Z0̂̃

M
: Z0̂̃

G
]. Il reste à montrer que (t, L) ∈ E\.

Comme (L, s̄) ∈ Einst, les conditions (E2) et (E3) sont automatiquement satisfaites. Posons
s = s0t. Cet élément définit une donnée endoscopique pour G̃, éventuellement non elliptique.
Contemplons le diagramme (II.17). Montrons que

aGG[s] ⊂ aGM ∩ aGL .(II.19)

Pour prouver aGG[s] ⊂ aGM , on utilise aG[s] ⊂ aM ! = aM . Pour prouver aGG[s] ⊂ aGL , rappelons

que aL = aL[s̄] par (E2) ; or L[s̄] est un Lévi de G[s]ε[s] et a
G[s]ε[s]

= aG[s]ε[s] ⊃ aG[s], d’où

l’inclusion cherchée.
On a aussi aGG[s] ⊂ aGR. Vu (E3), on déduit aGG[s] = {0} de (II.19), donc (E1) est vérifié. En

utilisant l’argument dans la dernière étape de la preuve de 7.4.1, on en déduit (E4).

8 Comparaison des coefficients

8.1 Réduction

Soit γ ∈M !
G−reg(F ).

Lemme 8.1.1. On a rG̃
M !,K

(γ) =
∑

s∈E
M ! (G̃) iM !(G̃,G[s])s

G[s]

M ! (γ[s]) = 0 sauf si, à conjugaison

géométrique près, γ vérifie les conditions suivantes :
– γ est compact avec la décomposition de Jordan topologique γ = exp(Y )ε,
– M !

ε est non ramifié.
En particulier, 4.2.1 est vérifié si γ ne vérifie pas les conditions ci-dessus.

Démonstration. Cela résulte de 7.2.1, 7.3.1, 7.2.2 et 7.3.2.

Désormais, supposons que γ est compact avec la décomposition de Jordan topologique γ =
exp(Y )ε telle que M !

ε est non ramifié. D’après 7.2.2, on peut choisir η ∈ KM correspondant à
ε tel que Mη est non ramifié. On s’est ainsi ramené à la situation dans le §7.4. Conservons le
formalisme-là et posons, pour (t, L) ∈ E\,

(L, s̄) := einst(t, L),

(Lε, s) := est(t, L),

cinst(t, L) := dGR(M,L)i
M !
ε
(L,L[s̄])[ZΓF

L̂
∩ Z0̂̃

M
: Z0̂̃

G
]−1,

cst(t, L) := e
G[s]

M !
ε

(M !, Lε)iM !(G̃,G[s])

= d
G[s]

M !
ε

(M !, Lε)[ZΓF

M̂ !
∩ ZΓF

L̂ε
: ZΓF

Ĝ[s]
]−1iM !(G̃,G[s]).
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Indiquons que les intersections des groupes complexes sont prises à l’aide du diagramme (II.16).

Lemme 8.1.2. Supposons vérifié le lemme fondamental pondéré non standard 5.3.1. Soit γ =
exp(Y )ε et η comme ci-dessus, où Y ∈ m!

ε(F ). Alors

rG̃M !,K(γ) =
∑

(t,L)∈E\
cinst(t, L)c

L[s̄],Lε

M !
ε,M

!
ε

sL
ε

M !
ε
(Y ),

∑
s∈E

M ! (G̃)

iM !(G̃,G[s])s
G[s]

M ! (γ[s]) =
∑

(t,L)∈E\
cst(t, L) sL

ε

M !
ε
(Y ).

Ici nous utilisons la convention (II.6) pour le coefficient c
L[s̄],Lε

M !
ε,M

!
ε

, qui sera justifiée dans la
preuve.

Démonstration. On combine 7.2.2, 7.3.2, 7.4.1, 7.4.2 et le fait, noté dans [Chapitre I, §8], que
L[s̄]SC et LεSC font partie d’un triplet non standard. Ce triplet est un produit direct de triplets
tautologiques (avec j∗ = id) ou des triplets de type (Sp(2a),Spin(2a + 1), j∗), où j∗ est choisi

comme dans le §5.3, par lequel (M !
ε)sc correspond à (M !

ε)sc.

De plus, l’application a
L[s̄]

M !
ε

∼→ aL
ε

M !
ε

induit par j∗ cöıncide avec celle obtenue par (II.17)

(ou plutôt (II.23)). En effet, il suffit de comparer 5.3.4 et 6.1.1. Cela permet de conclure en
appliquant le lemme fondamental pondéré non standard 5.3.2.

Lemme 8.1.3. Pour tout (t, L) ∈ E\, on a l’égalité

cinst(t, L)cst(t, L)−1 = [ZΓF
L̂ε
∩ ZΓF ,0

M̂ !
ε

: ZΓF

L̂[s̄]
∩ ZΓF ,0

M̂ !
ε

].

On démontrera ce résultat combinatoire dans le §8.2. En admettant 8.1.3 pour l’instant,
montrons notre théorème principal.

Démonstration de 4.2.1. D’après 8.1.1 et 8.1.2, il suffit de fixer (ε, η) comme ce que l’on a fait
dans cette section, et prouver que

cinst(t, L)−1cst(t, L) = c
L[s̄],Lε

M !
ε,M

!
ε

(II.20)

pour tout (t, L) ∈ E\. D’après 8.1.3,

cinst(t, L)−1cst(t, L) = [ZΓF
L̂ε
∩ ZΓF ,0

M̂ !
ε

: ZΓF

L̂[s̄]
∩ ZΓF ,0

M̂ !
ε

]−1.

Rappelons que L[s̄] ∈ LG[s]ε[s](M !
ε) s’écrit sous la forme

L[s̄] L0 × Sp(2a) × Sp(2b)

M !
ε

?�
Lévi

OO

M0
?�

OO

×
∏

GL(·)× Sp(2a[)
?�

OO

×
∏

GL(·)× Sp(2b[)
?�

Lévi

OO

où a, b, a[, b[ ∈ Z≥0, et L0, M0 n’ont aucun facteur direct de type SO impair déployé, cf. la

description de M !
ε. Selon la définition 6.1.1, on en déduit

Lε L0 × SO(2a+ 1) × SO(2b+ 1)

M !
ε

?�
Lévi

OO

M0
?�

OO

×
∏

GL(·)× SO(2a[ + 1)
?�

OO

×
∏

GL(·)× SO(2b[ + 1).
?�

Lévi

OO
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D’où

[ZΓF
L̂ε
∩ ZΓF ,0

M̂ !
ε

: ZΓF

L̂[s̄]
∩ ZΓF ,0

M̂ !
ε

]−1 =

=
∣∣∣ZSp(2a,C) ∩ (

∏
ZGL(·,C) × {1})

∣∣∣−1
·
∣∣∣ZSp(2b,C) ∩ (

∏
ZGL(·,C) × {1})

∣∣∣−1
.

Ces expressions s’évaluent sans difficulté :∣∣∣ZSp(2a,C) ∩ (
∏

ZGL(·,C) × {1})
∣∣∣−1

=

{
1
2 , si a > 0, a[ = 0,

1, sinon.
(II.21)

Idem pour b, b[ au lieu de a, a[. D’autre part, c
L[s̄],Lε

M !
ε,M

!
ε

est égal au produit cGa,Ga
Ma,Ma

· cGb,Gb
Mb,Mb

, où

Ga = SO(2a+ 1), Ma =
∏

GL(·)× SO(2a[ + 1) ⊂ Ga, et Ga, Ma sont définies selon 6.1.1. Idem

pour b, b[ au lieu de a, a[. Vu 5.3.3, cGa,Ga
Ma,Ma

admet la même description ci-dessus que (II.21), et

idem pour cGb,Gb
Mb,Mb

. On conclut que

[ZΓF
L̂ε
∩ ZΓF ,0

M̂ !
ε

: ZΓF

L̂[s̄]
∩ ZΓF ,0

M̂ !
ε

]−1 = c
L[s̄],Lε

M !
ε,M

!
ε

,

ce qui fallait démontrer.

8.2 Yoga de centres

Nous nous proposons d’établir 8.1.3. Fixons (t, L) ∈ E\ et conservons les notations précédentes.
On a les variantes suivantes des diagrammes (II.16), (II.17) :

Z0̂̃
G

��

��

//Z
Ĝ[s]

��

}}
Z0̂̃
M

��

//Z
M̂ !

��

Z
L̂

//

��

Z
L̂[s̄]

//

||

Z
L̂ε

||
Z
R̂

//Z
M̂ !
ε

//Z
M̂ !
ε

(II.22)

dont toute flèche est injective et ΓF -équivariante, et

aG

||

��

//aG[s]

��

zz
aM

��

//aM !

��

aL //

}}

aL[s]
//

{{

aLε

{{
aR //a

M !
ε

//aM !
ε

(II.23)

dont toute flèche est injective et toute flèche horizontale est un isomorphisme, car les données
endoscopiques en vue sont toutes elliptiques.

Lemme 8.2.1. On a l’égalité

dGR(M,L) = d
G[s]

M !
ε

(M !, Lε).
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Démonstration. Contemplons (II.23). La définition de E\ fournit le diagramme commutatif

aGM ⊕ aGL
∼ //aGR

a
G[s]

M ! ⊕ a
G[s]
Lε

∼ //a
G[s]

M !
ε
.

Les égalités verticales préservent les formes quadratiques choisies (rappelons (II.17) et la re-
marque qui le suit). Les facteurs d∗∗(·, ·) sont les rapports des mesures relativement aux flèches
horizontales, donc sont égaux.

Les preuves suivantes reposeront sur (II.22) et deux faits.

1. Soient H un F -groupe réductif connexe et S un sous-groupe de Lévi de H. Supposons
qu’ils sont munis de données de L-groupes compatibles. Alors

ZΓF
Ŝ

= ZΓF
Ĥ
ZΓF ,0

Ŝ
.

2. Soient a,A,B des sous-groupes dans un groupe commutatif tels que a ⊂ A. Alors

A ∩ (Ba) = (A ∩B)a.

Le premier est [19, Lemma 1.1] et le deuxième est élémentaire.

Lemme 8.2.2. On a l’égalité

cinst(t, L)

dGR(M,L)
= [ZΓF

L̂[s̄]
∩ ZΓF ,0

M̂ !
: Z0̂̃

G
]−1.

Démonstration. Notons c1 le terme à gauche dans l’assertion. En déroulant les définitions, on
voit que

c1 = [ZΓF

M̂ !
ε

: ZΓF
R̂

][ZΓF

L̂[s̄]
: ZΓF

L̂
]−1[ZΓF

L̂
∩ Z0̂̃

M
: Z0̂̃

G
]−1.

Comme ZΓF

M̂ !
ε

= ZΓF

L̂[s̄]
ZΓF ,0

M̂ !
ε

et ZΓF ,0

M̂ !
ε

= ZΓF ,0

R̂
, on a la suite exacte

1→
ZΓF

L̂[s̄]
∩ ZΓF

R̂

ZΓF
L̂

→
ZΓF

L̂[s̄]

ZΓF
L̂

→
ZΓF

M̂ !
ε

ZΓF
R̂

→ 1.

Donc

c1 = [ZΓF

L̂[s̄]
∩ ZΓF

R̂
: ZΓF

L̂
]−1[ZΓF

L̂
∩ Z0̂̃

M
: Z0̂̃

G
]−1.

On a aussi

ZΓF
R̂

= ZΓF
L̂
ZΓF ,0

R̂
,

ZΓF ,0

R̂
= ZΓF ,0

L̂
Z0̂̃
M

où la dernière égalité découle de l’hypothèse dGR(M,L) 6= 0 et dualité. D’où ZΓF
R̂

= ZΓF
L̂
Z0̂̃
M

,

donc

ZΓF

L̂[s̄]
∩ ZΓF

R̂
= ZΓF

L̂[s̄]
∩
(
Z0̂̃
M
ZΓF
L̂

)
= (ZΓF

L̂[s̄]
∩ Z0̂̃

M
)ZΓF

L̂
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car ZΓF
L̂
⊂ ZΓF

L̂[s̄]
. On en déduit

ZΓF

L̂[s̄]
∩ Z0̂̃

M

ZΓF
L̂
∩ Z0̂̃

M

∼→
ZΓF

L̂[s̄]
∩ ZΓF

R̂

ZΓF
L̂

.

Donc

c1 = [ZΓF

L̂[s̄]
∩ Z0̂̃

M
: ZΓF

L̂
∩ Z0̂̃

M
]−1[ZΓF

L̂
∩ Z0̂̃

M
: Z0̂̃

G
]−1

= [ZΓF

L̂[s̄]
∩ Z0̂̃

M
: Z0̂̃

G
]−1.

Il reste à observer que Z0̂̃
M

= ZΓF ,0

M̂ !
.

Lemme 8.2.3. On a l’égalité

cst(t, L)

d
G[s]

M !
ε

(M !, Lε)
= [ZΓF

L̂ε
∩ ZΓF ,0

M̂ !
: Z0̂̃

G
]−1

Démonstration. Notons c2 le terme à gauche dans l’assertion. Déroulons les définitions : c2 est
égal à

[ZΓF

M̂ !
∩ ZΓF

L̂ε
: ZΓF

Ĝ[s]
]−1[ZΓF

M̂ !
: Z0̂̃

M
][ZΓF

Ĝ[s]
: Z0̂̃

G
]−1 = [ZΓF

M̂ !
: Z0̂̃

M
][ZΓF

M̂ !
∩ ZΓF

L̂ε
: Z0̂̃

G
]−1.

On a ZΓF ,0

M̂ !
= Z0̂̃

M
, donc

c2 = [ZΓF

M̂ !
: ZΓF ,0

M̂ !
][ZΓF

M̂ !
∩ ZΓF

L̂ε
: Z0̂̃

G
]−1

= [ZΓF

M̂ !
: ZΓF ,0

M̂ !
][ZΓF

M̂ !
∩ ZΓF

L̂ε
: ZΓF ,0

M̂ !
∩ ZΓF ,0

L̂ε
]−1

· [ZΓF ,0

M̂ !
∩ ZΓF ,0

L̂ε
: Z0̂̃

G
]−1.

Montrons que

[ZΓF

M̂ !
: ZΓF ,0

M̂ !
][ZΓF

M̂ !
∩ ZΓF

L̂ε
: ZΓF ,0

M̂ !
∩ ZΓF ,0

L̂ε
]−1 = [ZΓF ,0

M̂ !
∩ ZΓF

L̂ε
: ZΓF ,0

M̂ !
∩ ZΓF ,0

L̂ε
]−1.(II.24)

On a

ZΓF

M̂ !
ε

= ZΓF
L̂ε
ZΓF ,0

M̂ !
ε

,

ZΓF ,0

M̂ !
ε

= ZΓF ,0

M̂ !
ZΓF ,0

L̂ε

où la dernière égalité résulte de l’hypothèse d
G[s]

M !
ε

(M,Lε) 6= 0. Par conséquent ZΓF

M̂ !
ε

= ZΓF
L̂ε
ZΓF ,0

M̂ !
,

donc
ZΓF

M̂ !
= ZΓF

M̂ !
∩ ZΓF

M̂ !
ε

= ZΓF

M̂ !
∩
(
ZΓF
L̂ε
ZΓF ,0

M̂ !

)
=
(
ZΓF

M̂ !
∩ ZΓF

L̂ε

)
ZΓF ,0

M̂ !
.

D’où la suite exacte

1→
ZΓF
L̂ε
∩ ZΓF ,0

M̂ !

ZΓF ,0

L̂ε
∩ ZΓF ,0

M̂ !

→
ZΓF
L̂ε
∩ ZΓF

M̂ !

ZΓF ,0

L̂ε
∩ ZΓF ,0

M̂ !

→
ZΓF

M̂ !

ZΓF ,0

M̂ !

→ 1.

On déduit (II.24) de cette suite. En mettant (II.24) dans la dernière expression de c2, on
obtient l’égalité cherchée.
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Démonstration de 8.1.3. Vu 8.2.1, 8.2.2 et 8.2.3, on a

cinst(t, L)cst(t, L)−1 = [ZΓF
L̂ε
∩ ZΓF ,0

M̂ !
: ZΓF

L̂[s̄]
∩ ZΓF ,0

M̂ !
].

Posons

A := ZΓF
L̂ε
∩ ZΓF ,0

M̂ !
,

B := ZΓF

L̂[s̄]
∩ ZΓF ,0

M̂ !
,

C := ZΓF ,0

L̂[s̄]
= ZΓF ,0

L̂ε
.

Rappelons que d
G[s]

M !
ε

(M !, Lε) entrâıne que ZΓF ,0

M̃ !
ε

= ZΓF ,0

M̂ !
C. On a donc

ZΓF
L̂ε
∩ ZΓF ,0

M̂ !
ε

= ZΓF
L̂ε
∩
(
ZΓF ,0

M̂ !
C
)

=
(
ZΓF
L̂ε
∩ ZΓF ,0

M̂ !

)
C = AC,

ZΓF

L̂[s̄]
∩ ZΓF ,0

M̂ !
ε

= ZΓF

L̂[s̄]
∩
(
ZΓF ,0

M̂ !
C
)

=

(
ZΓF

L̂[s̄]
∩ ZΓF ,0

M̂ !

)
C = BC.

D’après ce qui précède et l’inclusion ZΓF

L̂[s̄]
↪→ ZΓF

L̂ε
,

A ∩BC =
(
ZΓF
L̂ε
∩ ZΓF ,0

M̂ !

)
∩
(
ZΓF

L̂[s̄]
∩ ZΓF ,0

M̂ !
ε

)
= ZΓF

L̂[s̄]
∩ ZΓF ,0

M̂ !
= B.

Donc A/B ' AC/BC. Il en résulte que

cinst(t, L)cst(t, L)−1 = [A : B] = [AC : BC] = [ZΓF
L̂ε
∩ ZΓF ,0

M̂ !
ε

: ZΓF

L̂[s̄]
∩ ZΓF ,0

M̂ !
ε

],

ce qu’il fallait démontrer.
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Chapitre III

Le développement géométrique fin

1 Introduction

Motivation La théorie des représentations automorphes des groupes réductifs connexes a
depuis longtemps été l’objet de travaux intensifs, et la formule des traces d’Arthur-Selberg s’est
avérée un outil indispensable. Or certaines questions arithmétiques nous obligent à considérer
non seulement les groupes réductifs connexes, mais aussi leurs revêtements finis qui ne sont pas
algébriques. Cet article fait partie d’un projet consistant à étendre les travaux d’Arthur aux
revêtements.

Historiquement, Flicker et Kazhdan [34, 35] ont déjà utilisé une forme simple de la formule
des traces sur les revêtements métaplectiques de GL(n). Mezo [64, 63] reprenait leur travail à
l’aide de la formule des traces invariante d’Arthur. Malheureusement ils ne considèrent pas les
autres revêtements. De plus, vu la profondeur des travaux d’Arthur sur la formule des traces
invariante [10, 11], les justifications données dans [64] ne sont peut-être pas suffisantes.

Passons en revue le cas des groupes réductifs connexes. Soient F un corps de nombres et
G un F -groupe réductif connexe. Désignons A = AF l’anneau des adèles de F . On sait définir
le sous-groupe G(A)1 ⊂ G(A) (voir §3.4). Fixons un sous-groupe de Lévi minimal M0 et un
sous-groupe compact maximal K de G(A) en bonne position relativement à M0. Grosso modo,
la formule des traces “grossière” d’Arthur [5, 6] est une égalité des fonctionnelles linéaires sur
C∞c (G(A)1) (que l’on appelle aussi “distributions”, par abus de terminologie)

J :=
∑
o

Jo =
∑
χ

Jχ,

où o (resp. χ) indexe des données géométriques (resp. spectrales). Les données o sont faciles
à décrire : elles correspondent aux classes de conjugaison semi-simples dans G(F ). Le terme
correspondant à la classe {1} est noté Junip et s’appelle le terme unipotent. Les données χ
correspondent, en gros, aux représentations automorphes cuspidales sur les sous-groupes de Lévi
semi-standards modulo l’action du groupe de Weyl deG. Cette formule grossière est relativement
facile à adapter aux revêtements (voir §6.1).

Avant d’obtenir la formule des traces invariante, il faut d’abord développer les distribu-
tions Jo (resp. Jχ) en termes des intégrales orbitales pondérées (resp. caractères pondérés),
et le résultat s’appelle le développement géométrique (resp. spectral) fin. En sommant les
développements fins pour chaque Jo, le développement géométrique fin prend la forme (cf.
[9])

J(f) =
∑
M

|WM
0 ||WG

0 |−1
∑

γ∈(M(F ))M,S

aM (S, γ̇)JM (γ̇, f), f ∈ C∞c (G(A)1),

où
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– M parcourt les sous-groupes de Lévi semi-standards de G ;
– WM

0 est le groupe de Weyl de M ;
– S est un ensemble fini de places de F suffisamment grand relativement à f ;
– (M(F ))M,S est l’ensemble des classes de (M,S)-équivalence (voir 6.5.1) ;
– le symbole pointé γ̇ signifie que l’on choisit une mesure invariante sur la classe de conju-

gaison de γ dans M(FS) ;
– aM (S, γ̇) s’appelle le coefficient de ce développement en γ̇, qui est un objet global ;
– JM (γ̇, f) est l’intégrale orbitale pondérée de f en γ̇, qui est un objet local.
C’est ce qui est problématique pour les revêtements. Le principal but de cet article est

un développement géométrique fin pour les revêtements. Quoique le résultat 6.5.9 a l’air très
similaire, sa formulation ainsi que sa démonstration nécessitent des modifications inattendues.
Précisons.

Revêtements Avant d’entamer ce projet, il faut bien sûr signaler une classe convenable de
revêtements. Soit F un corps local ou global, toujours supposé de caractéristique nulle dans cet
article. Soit G un F -groupe réductif connexe. Notons A := F si F est local et A := A si F est
global, alors G(A) est muni d’une topologie déduite de celle de A. En premier lieu, on considère
des extensions centrales finies topologiques de G(A), à savoir

1→ N → G̃
p→ G(A)→ 1

où N est un groupe abélien fini. Les représentations de G̃ se décomposent selon les caractères
de N . On fixe un tel caractère ξ : N → �m, où m ∈ Z≥1 et �m := {ε ∈ C× : εm = 1}. On
pousse l’extension centrale en avant via ξ. On s’est ainsi ramené aux revêtements avec N = �m,
ce que l’on suppose dorénavant, et les représentations sur lesquelles �m (regardé comme un
sous-groupe de G̃) opère par ε 7→ ε · id. De telles représentations sont dites spécifiques. Pour
l’étude des représentations spécifiques, il suffit de considérer les fonctions f sur G̃ telles que
f(εx̃) = ε−1f(x̃) pour tout ε ∈ �m, x̃ ∈ G̃ ; de telles fonctions sont dites anti-spécifiques.

On montrera qu’un revêtement se scinde de façon canonique au-dessus des sous-groupes
unipotents. Lorsque F est global, on suppose de plus qu’un scindage au-dessus de G(F ) est fixé.
Tel est le formalisme posé dans [66] ; on dispose alors de la théorie de décomposition spectrale
et des séries d’Eisenstein. Mentionnons aussi que d’un revêtement de G(A) se déduisent des
revêtements de G(Fv), où v est une place de F , en prenant la fibre de p au-dessus de G(Fv).

Or ces hypothèses ne suffisent pas dans le cas adélique. Par exemple, pour avoir un théorème
de décomposition tensorielle des représentations lisses irréductibles spécifiques, il faut définir les
algèbres de Hecke sphériques anti-spécifiques en presque toute place et montrer qu’elles sont
commutatives. On posera des conditions (dites “non ramifiées”) dans §3.1 qui doivent être
vérifiées en dehors d’un ensemble fini de places Vram contenant les places archimédiennes. Notre
traitement de tels revêtements s’inspire beaucoup de [72, 73, 62].

D’après une philosophie bien connue, il faut considérer non seulement un revêtement p :
G̃ → G(A), mais aussi ses fibres au-dessus des sous-groupes de Lévi ; on appelle ces fibres les
sous-groupes de Lévi de G̃. Nos hypothèses pour un revêtement local, non ramifié ou adélique
sont préservées par passage aux sous-groupes de Lévi de G. De plus, si l’on exige que l’algèbre de
Hecke sphérique anti-spécifique d’un revêtement non ramifié est commutative, et idem pour tous
les sous-groupes de Lévi, alors les conditions posées dans §3.1 sont bien minimales. Par ailleurs,
nos hypothèses sont aussi préservées par pousser-en-avant le groupe �m par un homomorphisme.

En pratique les revêtements sont souvent dotés de structures supplémentaires. On démontrera
dans §3.5 que les K2-torseurs multiplicatifs de Brylinski-Deligne [27], qui généralisent la construc-
tion de Steinberg, Moore et Matsumoto [60], fournissent des revêtements vérifiant nos hy-
pothèses. La démonstration est basé sur un résultat de Weissman [90].
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La formule des traces grossière Soit p : G̃ → G(A) un revêtement au sens ci-dessus.
Fixons un sous-groupe de Lévi minimal M0 et un sous-groupe compact maximal K ⊂ G(A)
en bonne position relativement à M0. Notons G̃1 := p−1(G(A)1) et C∞c, (G̃1) l’ensemble des

fonctions anti-spécifiques dans C∞c (G̃1). Comme dans le cas des groupes réductifs connexes, on
a la formule des traces grossière

J(f) =
∑
o

Jo(f) =
∑
χ

Jχ(f), f ∈ C∞c, (G̃1)

où les indices o correspondent aux classes de conjugaison semi-simples dans G(F ) comme
précédemment, et les indices χ correspondent, en gros, aux représentations automorphes cuspi-
dales spécifiques sur les sous-groupes de Lévi semi-standards de G̃ modulo l’action de WG

0 .

Ici on observe une asymétrie : le côté géométrique est indexé par toutes les classes de
conjugaison semi-simples dans G(F ), tandis que le côté spectral ne fait intervenir que les
représentations spécifiques. Nous y remédierons lors du raffinement.

Raffinement géométrique Pour un groupe réductif connexe G, le raffinement géométrique
d’un terme Jo repose sur la descente au terme JGσunip dans la formule des traces grossière associé

au commutant connexe Gσ de σ, où σ ∈ o. On exprime JGσunip en termes des intégrales orbitales
pondérées unipotentes définies dans [12]. Les intégrales orbitales pondérées satisfont aussi à
une formule de descente. En comparant ces formules de descente, on exprime Jo en termes des
intégrales orbitales pondérées sur le même groupe.

Le procédé pour un revêtement p : G̃→ G(A) est analogue sauf que le revêtement disparâıt
après la descente, et le résultat n’est plus JGσunip, mais tordu par un certain caractère de Gσ(A)

à cause du fait qu’un élément dans p−1(Gσ(A)) ne commute pas forcément avec le relèvement
de σ dans G̃. Mentionnons que la partie elliptique de la formule des traces “avec un caractère”
est beaucoup étudiée (eg. [49]), cependant il nous faut l’autre extrême, la partie unipotente.

De même, nous définissons les intégrales orbitales pondérées sur les revêtements et leurs
propriétés se déduisent par descente aux intégrales orbitales pondérées unipotentes sur un groupe
réductif connexe, et là encore un caractère intervient.

Notre méthode du raffinement est, pour l’essentiel, celle d’Arthur [8, 9]. Or d’une part
l’adaptation au cas avec caractère n’est pas toujours triviale, et d’autre part nous avons besoin
de renseignements plus précis sur les coefficients dans le développement géométrique fin avec
caractère. Cela nécessite la longue section §5. Une fois que le formalisme avec un caractère
est mis en place, la théorie sur les revêtements en découle par descente. L’un des nouveaux
ingrédients dans le développement géométrique fin sur les revêtements 6.5.9 est la notion des
bons éléments (voir 2.6.1) ; pourtant c’est difficile de les caractériser pour les revêtements en
général. Le résultat 6.5.9 s’écrit

J(f) =
∑

M∈L(M0)

|WM
0 ||WG

0 |−1
∑

γ∈(M(F ))K,bon
M,S

γ γ̃S

aM̃ (S, ˙̃γS)JM̃ ( ˙̃γS , f),

où

– M , WM
0 et S sont pareils que dans le cas des groupes réductifs connexes ;

– (M(F ))K,bon
M,S est le sous-ensemble de (M(F ))M,S défini dans 6.5.2 ; notons que la seule

nouveauté est la bonté, les autres conditions sont implicites dans les travaux d’Arthur (cf.
[20, Lemma 2.1]) ;

– la correspondance γ  γ̃S ∈ M̃S est définie 6.5.3, où on suppose que γ est un représentant
admissible de la classe de (M,S)-équivalence ;
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– aM̃ (S, ˙̃γS) est le coefficient de ce développement en γ̃S ;
– JM̃ ( ˙̃γS , f) est l’intégrale orbitale pondérée anti-spécifique en ˙̃γS .

Nous démontrerons que le produit aM̃ (S, ˙̃γS)JM̃ ( ˙̃γS , f) ne dépend que de la classe de (M,S)-
équivalence et de f . Donc cette expression est loisible.

Notons en passant que la démonstration sera beaucoup plus simple si l’on considère un
revêtement tel que deux éléments dans G̃ commutent si et seulement si leurs images par p
commutent. Tel est le cas du revêtement métaplectique de Weil.

Remarquons que notre méthode permet aussi de raffiner le côté géométrique de la formule des
traces avec caractère pour un groupe réductif connexe (voir l’exemple 5.7.2). Une généralisation
aux groupes tordus aura un intérêt arithmétique.

Structure de cet article Dans §2, nous définissons les revêtements dans le cas local, mettons
en place le formalisme de base de l’analyse harmonique et fixons les notations. Le traitement
n’est nullement original, mais nous essayons de travailler dans un cadre général : il n’y a aucune
hypothèse sur le déploiement, la connexité simple du groupe ou sur les racines d’unité du corps
en question.

Dans §3, nous étudions les revêtements “non ramifiés”, établissons un isomorphisme de
Satake et puis définissons les revêtements adéliques. Afin de supporter nos hypothèses, nous
démontrons que les K2-torseurs multiplicatifs de Brylinski-Deligne [27] fournissent de tels revêtements
adéliques.

La section §4 ne sert qu’à fixer les notations sur les fonctions combinatoires de Langlands
et les (G,M)-familles.

Dans §5, nous étudions le côté géométrique de la formule des traces grossière avec un
caractère. Après l’étude des intégrales orbitales pondérées avec caractère, nous obtenons le
développement géométrique fin dans ce contexte. Enfin, nous étudions diverses propriétés des
coefficients dans le développement fin, qui serviront à remonter ce développement au revêtement.

Dans §6, nous mettons en place d’abord la formule des traces grossière pour les revêtements.
Puisque des structures analogues sont déjà présentes dans §6.1, nous procédons rapidement.
Ensuite, nous définissons les intégrales orbitales pondérées anti-spécifiques. Le développement
géométrique fin découle d’une réduction au cas unipotent. Nous donnons aussi des formules
pour les coefficients similaires à celles d’Arthur.

Une grande partie de ce travail consiste en des paraphrases des travaux d’Arthur. Vu
l’épaisseur des ses articles, on se contentera souvent d’indiquer les modifications nécessaires.

Conventions Les schémas en groupes sur une base S sont désignés par les symboles G,
M etc. Leurs algèbres de Lie sont désignées par g, m etc. Le centre de G est noté ZG, le
centralisateur d’un sous-schéma en groupes H (resp. d’un S-point x) est noté ZG(H) (resp.
ZG(x)) ; le normalisateur de H est noté NG(H). Soit T un S-schéma, l’ensemble des T -points
d’un S-schéma X est désigné par X(T ). Lorsque T = SpecA où A est une algèbre, on écrit
aussi X(A) au lieu de X(T ). Si A est muni d’une topologie, on munit X(A) de la topologie
induite.

Soit F un corps, on fixe une clôture algébrique F̄ de F . Soit G un F -groupe algébrique.
On désigne l’ensemble des éléments semi-simples dans G(F ) par G(F )ss. Soit x ∈ G(F ), on
pose Gx := ZG(x) le commutant de x dans G, et Gx désigne la composante neutre de Gx.
On dit que x ∈ G(F )ss est régulier (resp. fortement régulier) si Gx (resp. Gx) est un tore. On
désigne la sous-variété des éléments semi-simples réguliers par Greg. La sous-variété des éléments
unipotents dans G est désignée par Gunip. De même, pour l’algèbre de Lie g, on a la sous-variété
greg des éléments réguliers semi-simples et le cône nilpotent gnil.
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On désigne le sous-groupe dérivé (schématique) de G par Gder et le groupe adjoint par
GAD. Si G est réductif et connexe, on désigne le revêtement simplement connexe de Gder par
π : GSC → Gder.

On dit que deux éléments x, y ∈ G(F ) sont géométriquement conjugués s’ils sont conjugués
par un élément dans G(F̄ ). On définit ainsi les classes de conjugaison géométriques dans G(F ).

Soit F un corps complet à valuation discrète. On utilise toujours la valuation normalisée v
de sorte que v(F ) = Z. L’anneau des entiers est noté oF et l’idéal maximal est noté par pF . Soit
F un corps global, on prend les valeurs absolues | · |v de façon usuelle en chaque place v de telle
sorte que

∏
v |x|v = 1 pour tout x ∈ F×.

Pour deux éléments u, v dans un groupe quelconque, leur commutateur est défini comme

[u, v] := u−1v−1uv.

On désigne la fonction modulaire d’un groupe topologique A par δA(·). On désigne la mesure
d’un espace mesurable E par mes(E).

2 Revêtements locaux

2.1 Généralités

Soient F un corps local de caractéristique nulle et M un F -groupe algébrique affine. Un
revêtement de M(F ) à m feuillets (où m ∈ Z \ {0}) est une extension centrale de groupes
topologiques

1→ �m → M̃
p−→M(F )→ 1,

où �m := {ε ∈ C× : εm = 1}. Alors M̃ est unimodulaire si M(F ) l’est. Si F est archimédien,
alors M̃ appartient à la classe de Harish-Chandra. De plus, si F = C alors p provient d’un
revêtement étale de C-groupes algébriques affines ([36] Exp XII, 5.1). Si F est non archimédien,
alors M̃ est un groupe localement profini. Cela permet de parler de représentation lisses, ad-
missibles etc. On dit que p est modéré si F est non archimédien de caractéristique résiduelle q
première à m. Nous adoptons la convention de doter les éléments dans M̃ d’un ∼, par exemple
x̃, et désignons son image dans M(F ) par le symbole sans ∼, par exemple x = p(x̃).

Remarquons que M(F ) agit sur M̃ par conjugaison : de chaque x ∈ M(F ) se déduit un
homomorphisme m̃ 7→ x−1m̃x de M̃ . Sauf mention expresse du contraire, un revêtement signifie
un revêtement d’un groupe réductif connexe.

Notons

�̂m := Hom(�m,C×).

Pour un revêtement à m feuillets p : M̃ →M(F ), on peut définir les objets spécifiques et anti-
spécifiques selon l’action de �m, dotés de l’indice − et respectivement, ou plus généralement les
objets équivariants par rapport à certain élément dans �̂m. Plus précisément, soit χ− l’inclusion
�m ↪→ C× ; pour tout χ ∈ �̂m, posons

C∞c,χ(M̃) := {f ∈ C∞c (M̃) : ∀ε ∈ �m, ∀x̃ ∈ M̃, f(εx̃) = χ(ε)f(x̃)},
C∞c,−(M̃) := C∞c,χ− ,

C∞c, (M̃) := C∞
c,χ−1
−
.

Notons Π(M̃) l’ensemble de classes d’équivalences de représentations admissibles irréductibles
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de M̃ , posons

Πχ(M̃) := {π ∈ Π(M̃) : ∀ε ∈ �m, π(ε) = χ(ε)id},
Π−(M̃) := Πχ−(M̃),

Π (M̃) := Πχ−1
−

(M̃).

De même, on définit l’ensemble Π2(M̃) (resp. Πtemp(M̃), Πunit(M̃)) de représentations de la
série discrète (resp. tempérées, unitaires) de M̃ , et on rajoute les indices −, ou χ ∈ �̂m pour
signifier l’équivariance.

On a une décomposition canonique C∞c (M̃) =
⊕

χ∈�̂m C
∞
c,χ(M̃). Cela permet aussi de parler

de l’équivariance de distributions de sorte qu’une fonction χ-équivariante localement intégrable
fournit une distribution χ-équivariante. L’étude des représentations sur les revêtements se
ramène, pour l’essentiel, à l’étude des représentations spécifiques.

Remarque 2.1.1. Pour l’étude de représentations χ-équivariantes sur M̃ , il suffit de considérer
les fonctions test χ̄-équivariantes. En effet, supposons fixée une mesure de Haar sur M̃ . Soient
χ, ξ ∈ �̂m. Pour tout π ∈ Πχ(M̃) et f ∈ C∞c,ξ(M̃), l’opérateur

π(f) =

∫
M̃

f(m̃)π(m̃) dm̃

est nul sauf si ξ = χ̄.

2.2 Scindage unipotent

Conservons les notations précédentes.

Proposition 2.2.1. Il existe une seule section continue s : Munip(F )→ M̃ de p telle que
– pour tout sous-groupe unipotent U de M défini sur F , s|U(F ) est un homomorphisme ;
– s est invariant par conjugaison.

Démonstration. C’est contenu dans [66, A.1]. Donnons une preuve directe pour le cas de ca-
ractéristique nulle. L’exponentielle fournit un F -isomorphisme de variétés algébriques

exp : mnil →Munip.

Pour tout x = exp(X) dans Munip(F ), prenons x̃′ un relèvement quelconque de exp
(
X
m

)
. Alors

s(x) := (x̃′)m ∈ p−1(x) est canoniquement défini ; en particulier s est invariant par conjugaison.
On vérifie aisément la continuité de s.

Soit U un sous-groupe unipotent de M , alors U(F ) est divisible et sans torsion. D’après la
construction ci-dessus, p se scinde au-dessus de U(F ) si et seulement si s|U(F ) est un homomor-
phisme ; de plus, dans ce cas-là s|U(F ) est l’unique scindage.

Montrons que p se scinde au-dessus de U(F ). Si U est commutatif, alors s est un homomor-
phisme d’après la construction, d’où le scindage. En général, les revêtements à m feuillets de
U(F ) sont classifiés par H2(U(F ),�m) (la cohomologie continue) et il suffit de montrer que ce
H2 est trivial. Supposons que dimU ≥ 1. Il existe un sous-groupe algébrique distingué U1 / U
tel que dimU1 < dimU et U/U1 est commutatif. Rappelons que U(F )/U1(F ) = (U/U1)(F ) car
H1(F,U1) = 0. Pour tout F -groupe unipotent U ′, on a H1(U ′(F ),�m) = 0. D’où la suite exacte
de restriction-inflation

0→ H2((U/U1)(F ),�m)→ H2(U(F ),�m)→ H2(U1(F ),�m),

ce qui entrâıne que H2(U(F ),�m) = 0 par récurrence. Par conséquent s|U(F ) est un homomor-
phisme. Comme Munip(F ) est la réunion des U(F ), cela caractérise s.
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Ce scindage canonique s’appelle le scindage unipotent. Identifions désormaisMunip(F ) comme
un sous-ensemble de M̃ via s. Cela permet de généraliser la décomposition de Jordan.

Proposition 2.2.2. Pour tout x̃ ∈ M̃ , il existe σ̃ ∈ M̃ et u ∈ Munip(F ) tels que σ est semi-
simple et x̃ = σ̃u = uσ̃. Cette décomposition est unique.

On dit que σ̃ (resp. u) est la partie semi-simple (resp. unipotente) de x̃.

Démonstration. Soit x = σu = uσ la décomposition de Jordan dans M(F ) avec σ ∈M(F )ss et
u ∈ Munip(F ). Prenons l’unique σ̃ ∈ p−1(σ) de sorte que x̃ = σ̃u. L’unicité de (σ̃, u) provient
de celle de (σ, u). De plus, on a σ̃u = uσ̃ par l’invariance du scindage unipotent, d’où le résultat
cherché.

Corollaire 2.2.3. Soit x̃ = σ̃u la décomposition de Jordan. Soit ỹ ∈ M̃ , alors ỹ commute à x̃
si et seulement si ỹσ̃ = σ̃ỹ et yu = uy.

Démonstration. Cela résulte de l’unicité de la décomposition de Jordan et l’invariance du scin-
dage unipotent.

2.3 Sous-groupes de Lévi et paraboliques

Passons en revue la description des sous-groupes paraboliques. Les détails se trouvent dans
[22, §5]. Soit F un corps quelconque et G un F -groupe réductif connexe. Fixons un sous-groupe
de Lévi minimal M0 de G : c’est le centralisateur d’un F -tore déployé maximal A0. Un sous-
groupe de Lévi M est dit semi-standard si M ⊃M0, un sous-groupe parabolique P est dit semi-
standard si P ⊃ A0. Tout sous-groupe parabolique semi-standard P admet une décomposition
de Lévi canonique P = MPUP avec MP semi-standard et UP le radical unipotent de P . Notons
P = MPUP le sous-groupe parabolique opposé de P .

Pour un sous-groupe de Lévi semi-standard M , définissons les ensembles finis suivants

L(M) := {les Lévis contenant M},
P(M) := {les paraboliques dont M est un facteur de Lévi},
F(M) := {les paraboliques contenant M}.

Nous indiquons le groupe ambiant G en exposant dans ces notations : LG(M), PG(M),
FG(M) lorsqu’il y a crainte de confusion.

Notons AM le F -tore central déployé maximal dans M . Si P ∈ P(M), notons AP := AM .
Posons aussi X∗(M) := Homalg(M,Gm) et aP = aM := Hom(X∗(M),R). Relativisons ces
constructions. Pour tous L,M semi-standards tels que L ⊃ M , on sait définir les R-espaces
vectoriels de dimension finie aLM avec une suite exacte courte scindée canonique

0→ aL → aM � aLM → 0.

Ainsi, on regarde aLM comme sous-espace de a0. En dualisant, on en déduit des suites exactes
courtes scindées pour (aLM )∗, a∗M etc. Les complexifiés des espaces sont notés par aLM,C, (a

L
M,C)∗,

etc.
Pour tout M ∈ L(M0), notons WM

0 le groupe de Weyl de M . Si M = G, on le note aussi W0.
Pour deux sous-groupes paraboliques semi-standards P, P ′, “l’ensemble de Weyl” W (aP , aP ′)
est l’ensemble des isomorphismes linéaires aP → aP ′ obtenus en restreignant les isomorphismes
a0 → a0 induits par WG

0 . En particulier, on peut définir les groupes W (aP ) := W (aP , aP ). Deux
sous-groupes paraboliques semi-standards P, P ′ sont dits associés si W (aP , aP ′) 6= ∅.

Fixons P0 ∈ P(M0). Un sous-groupe parabolique P est dit standard si P ⊃ P0. Un sous-
groupe de Lévi M est dit standard s’il existe un sous-groupe parabolique standard P avec
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décomposition de Lévi canonique P = MU . Soit P un sous-groupe parabolique. Il existe un
sous-ensemble fini ΣP ⊂ X∗(AP ) ⊂ a∗P paramétrisant la décomposition

uP := Lie (UP ) =
⊕
α∈ΣP

uα

en espaces propres pour l’action adjointe de AP . Par abus de notation, on dit aussi que ΣP est
l’ensemble des racines pour (AP , P ), bien qu’il ne forme pas un système de racines en général.
Notons Σred

P le sous-ensemble de ΣP des racines réduites, i.e. indivisibles. Posons

ρP :=
1

2

∑
α∈ΣP

(dim uα)α.

Soit ∆0 = ∆G
0 l’ensemble des racines simples de (A0, P0), c’est une base pour (aG0 )∗. Les pa-

raboliques standards sont en correspondance biunivoque P ↔ ∆P
0 avec les sous-ensembles de ∆0

préservant l’ordre. Plus précisément, supposons que P ⊃ P0 et soit P = MU la décomposition
de Lévi canonique ; posons ∆P := ∆0 \ ∆P

0 . On peut identifier ∆P à un sous-ensemble de
Σred
P par restriction. Tout élément dans ΣP admet une unique écriture en combinaison linéaire

d’éléments de ∆P à coefficients dans Z≥0.
On obtient ainsi les bases

∆0 ⊂ (aG0 )∗ : racines simples,

∆∨0 ⊂ aG0 : coracines simples,

∆̂0 ⊂ (aG0 )∗ : la base duale de ∆∨0 ,

∆̂∨0 ⊂ aG0 : la base duale de ∆0.

On peut aussi relativiser cette situation : étant donnés sous-groupes paraboliques standards
P ⊃ Q, on obtient les bases

∆P
Q ⊂ (aPQ)∗,

∆P
Q
∨ ⊂ aPQ,

∆̂P
Q ⊂ (aPQ)∗,

∆̂P
Q
∨ ⊂ aPQ.

2.4 L’application de Harish-Chandra : le cas local

On se donne F un corps local, G un F -groupe réductif dont M est un sous-groupe de Lévi.
On définit l’homomorphisme de Harish-Chandra local HM : M(F )→ aM par

∀χ ∈ X∗(M), 〈χ,HM (x)〉 = log |χ(x)|.

Définition 2.4.1. On dit qu’un sous-groupe compact maximal K ⊂ G(F ) est en bonne position
relativement à M (et réciproquement) si

– dans le cas F archimédien, les algèbres de Lie de K et de AM (F ) sont orthogonales par
rapport à la forme de Killing de G ;

– dans le cas F non archimédien, K est associé à un sommet spécial dans l’immeuble de
Bruhat-Tits élargi deG, noté I (G), qui appartient à l’image d’une immersion équivariante
I (M) ↪→ I (G).

Arthur l’appelle admissible dans [7].
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Notons M(F )1 := Ker (HM ). Si P ∈ P(M) et K est un sous-groupe compact maximal en
bonne position relativement à M , alors la décomposition d’Iwasawa G(F ) = P (F )K permet de
prolonger HM en une fonction HP : G(F )→ aM en posant

HP (umk) = HM (m), u ∈ U(F ),m ∈M(F ), k ∈ K.

Pour tout x ∈ G(F ), HP (x) est déterminé par la classe de x dans U(F )\G(F )/K. La fonction
modulaire δP de P (F ) s’exprime comme δP (x) = e〈2ρP ,HP (p)〉.

Nous adoptons la convention suivante : soit x ∈ G(F ), écrivons-le comme

x = uP (x)mP (x)kP (x) ∈ G(F ),

uP (x) ∈ UP (F ),mP (x) ∈MP (F ), kP (x) ∈ K;

à l’aide de la décomposition d’Iwasawa ; l’élémentmP (x) (resp. kP (x)) est uniquement déterminé
comme une classe dans M(F )/M(F ) ∩K (resp. dans P (F ) ∩K\K).

Posons

aM,F := HM (M(F )),

ãM,F := HM (AM (F )).

Ils cöıncident avec aM si F est archimédien ; sinon ils sont des réseaux dans aG. Définissons
leurs réseaux duaux dans ia∗M

a∨M,F := Hom(aM,F , 2πiZ),

ã∨M,F := Hom(ãM,F , 2πiZ).

Ils se réduisent à {0} si F est archimédien ; sinon ia∗M/a
∨
M,F et ia∗M/ã

∨
M,F sont des tores réels

compacts.

Considérons un revêtement à m feuillets p : G̃ → G(F ). On prend les images réciproques
M̃ (resp. P̃ ) par p des sous-groupes de Lévi M (resp. sous-groupes paraboliques P ) de G. Soit
M ∈ L(M0). En composant HM avec p, on obtient HM : M̃ → aM ; en particulier on sait définir

M̃1 := Ker (HM ) = p−1(M(F )1).

2.5 Mesures et intégrales

Soient F un corps local de caractéristique nulle et G un groupe F -réductif connexe. Sup-
posons fixées des mesures de Haar sur M(F ) pour tout sous-groupe de Lévi M . Imposons les
règles suivantes

– un sous-groupe compact maximal fixé de G(F ) est de masse totale 1 ;
– un groupe discret est muni de la mesure de comptage.

Fixons des mesures de Haar sur aM pour tout sous-groupe de Lévi M de G, d’où les mesures
de Haar duales sur ia∗M au sens que∫∫

ia∗M×aM

φ(H)e−〈λ,H〉 dH dλ = φ(0)

pour tout h ∈ Cc(aM ). Si F est non archimédien, nous demandons que

mes(ia∗M/ã
∨
M,F ) = 1.
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Comme ãM,F est soit discret, soit égal à aM , et Ker (HM |AM (F )) est compact, on normalise
ainsi la mesure de Haar sur AM (F ). De même, une mesure de Haar sur M(F ) induit une mesure
de Haar sur M(F )1.

Fixons désormais une forme quadratique définie positive W0-invariante sur a0. Soient L ⊃M
deux sous-groupes de Lévi de G, on vérifie que la décomposition canonique

aM = aLM ⊕ aL

est orthogonale par rapport à la forme quadratique W0-invariante. Puisque les mesures de Haar
sur aM et aL sont déjà fixées, on en déduit une mesure canonique sur aLM . En dualisant, on
normalise la mesure de Haar sur (aLM )∗.

Soient P = MU ∈ P(M) et K un sous-groupe compact maximal en bonne position relati-
vement à M , alors on dispose de la décomposition d’Iwasawa G(F ) = U(F )M(F )K. Il existe
une mesure de Haar sur U(F ) de sorte que pour tout f ∈ Cc(G(F )),∫

G(F )

f(x) dx =

∫∫∫
U(F )×M(F )×K

f(umk)δP (m)−1 dk dmdu.(III.1)

Dans le cas F non archimédien et G non ramifié, la compatibilité des mesures est simple.
Prenons K hyperspécial. Prenons la mesure de Haar sur G(F ) (resp. M(F ), U(F )) telle que
G(F ) ∩K (resp. M(F ) ∩K, U(F ) ∩K) a masse totale 1. Alors ces mesures vérifient (III.1).

Considérons maintenant les revêtements. Conservons les conventions précédentes pour les
groupes réductifs et leurs sous-groupes. Imposons la règle suivante pour les mesures sur les
revêtements :

– supposons que p : A → B est un revêtement fini de groupes topologiques localement
compacts, et B est muni d’une mesure de Haar, alors A est muni de la mesure de Haar
telle que mesB(E) = mesA(p−1(E)) pour tout E ⊂ A mesurable.

Montrons qu’avec nos définitions, appliquées au revêtements deG(F ), les formules d’intégration
habituelles restent valables. Soit p : G̃ → G(F ) un revêtement à m feuillets. En prenant les
images réciproques par p et en utilisant le scindage unipotent, on a G̃ = U(F )M̃K̃. Prenons
les mesures de Haar sur G̃, M̃ et K̃ selon la règle ci-dessus. Alors pour tout f ∈ Cc(G̃), on a∫

G̃

f(x̃) dx̃ =

∫∫∫
U(F )×M̃×K̃

f(um̃k̃)δP (m)−1 dk̃ dm̃ du.(III.2)

En effet, il suffit de le vérifier pour les fonctions f qui se factorisent par p : G̃ → G(F ).
La convention sur les mesures permet de remplacer l’intégrale sur G̃ par celle sur G(F ), et
idem pour M̃,M(F ) et K̃,K. L’identité cherchée en résulte. Les compatibilités avec d’autres
décompositions (eg. la décomposition G = KAK) se vérifient de la même manière.

2.6 Commutateurs

On revient aux notations de §2.1. Définissons la sous-variété

Comm(M) := {(x, y) ∈M ×M : xy = yx}.

Pour (x, y) ∈ Comm(M)(F ), choisissons des relèvements x̃, ỹ ∈ M̃ , alors le commutateur

[x̃, ỹ] := x̃−1ỹ−1x̃ỹ ∈ �m;

ne dépend pas du choix de relèvements. On en déduit une application continue [·, ·] : Comm(M)(F )→
�m, notée (x, y) 7→ [x, y]. Les propriétés suivantes sont immédiates.
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– Si x, x′ commutent à y, alors [xx′, y] = [x, y][x′, y].
– Soit t ∈M(F ), alors [txt−1, tyt−1] = [x, y] pour tout (x, y) ∈ Comm(M)(F ).
– Pour tout (x, y) ∈ Comm(M)(F ), on a [x, y] = [y, x]−1.
– Si (x, y) ∈ Comm(M)(F ) et s’ils appartiennent à un sous-groupe de M(F ) sur lequel p

est scindé, alors [x, y] = 1.
Soit γ ∈M(F ), on a

y−1γ̃y = [γ, y]γ̃,

yγ̃y−1 = [y, γ]γ̃, y ∈Mγ(F ).

D’où un homomorphisme continu Mγ(F )→ �m, noté [·, γ] : y 7→ [y, γ].

Définition 2.6.1 (cf. [35, I.8] ). Un élément γ ∈M(F ) est dit bon si [·, γ] = 1 sur Mγ(F ). Cette
propriété ne dépend que de la classe de conjugaison de γ. On dit qu’une classe de conjugaison
dans M̃ est bonne si son image par p l’est.

Montrons que la bonté est stable par petite perturbation par le centre. Posons

AM (F )† := AM (F )m,(III.3)

ÃM := p−1(AM (F )),(III.4)

ÃM
†

:= p−1(AM (F )†).(III.5)

Alors ÃM
†

(resp. AM (F )†) est un sous-groupe ouvert et fermé d’indice fini de ÃM (resp. de

AM (F )). De plus, ÃM
†

est central dans M̃ .

Lemme 2.6.2. Pour tout γ ∈M(F ) et tout a ∈ AM (F )†, γ est bon si et seulement si aγ l’est.

Démonstration. On a Maγ = Mγ car a ∈ AM (F ). Soit x ∈ Maγ , on a [x, aγ] = [x, γ] car ÃM
†

est central. Cela permet de conclure.

3 Revêtements non ramifiés et adéliques

3.1 Le cas non ramifié

Soit F un corps local non archimédien avec q := |oF /pF |. On se donne un revêtement
p : M̃ → M(F ) à m feuillets tel que M est non ramifié. Fixons un sous-groupe hyperspécial
K ⊂M(F ) et supposons qu’il existe un scindage continu s : K → M̃ de p au-dessus de K.

Regardons K comme un sous-groupe de M̃ en fixant un tel scindage s. Prenons la mesure
de Haar sur M(F ) telle que mes(K) = 1, d’où une mesure de Haar sur M̃ selon les conventions
de §2.5. Cette mesure est canonique car les sous-groupes hyperspéciaux sont conjugués par
MAD(F ).

On définit l’algèbre de Hecke sphériqueH(G̃//K) : c’est l’espace des fonctionsK-bi-invariantes
à support compact, muni du produit de convolution. Soit χ ∈ �̂m, posons Hχ(G̃//K) :=
H(G̃//K) ∩C∞c,χ(G̃) ; c’est une sous-algèbre et on a H(G̃//K) =

∏
χ∈�̂m Hχ(G̃//K). Définissons

la fonction fK,χ ∈ Hχ(G̃//K) à support dans K̃ telle que

∀ε ∈ �m, ∀k ∈ K, fK,χ(εK) = χ(ε),

∀x̃ /∈ K̃, fK,χ(x̃) = 0.

Selon notre convention de mesures, fK,χ est l’unité de Hχ(G̃//K). Si χ = χ−1
− (i.e. on considère

l’algèbre de Hecke sphérique anti-spécifique), posons fK = fK,χ.
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En particulier, on peut définir l’algèbre de Hecke anti-spécifique associée àK, notéeH (G̃//K)
dont fK est l’unité. De même, on peut définir l’algèbre d’Iwahori-Hecke anti-spécifique (ou plus
généralement, χ-équivariante) sous les mêmes hypothèses.

Définition 3.1.1. On dit qu’un triplet (p,K, s) vérifie la condition non ramifiée si
– p : M̃ →M(F ) est un revêtement ;
– K ⊂M(F ) est un sous-groupe hyperspécial ;
– s : K → M̃ est un scindage de p au-dessus de K par lequel K s’identifie à un sous-groupe

de M̃ ;
– q est premier avec m := |Ker (p)|, i.e. p est modéré ;
– soient T un F -tore déployé maximal et M0 := ZM (T ) en bonne position relativement à
K, alors le groupe

H̃ := Z
M̃0

(K ∩M0(F ))(III.6)

est commutatif.
Par abus de notations, on dit aussi que p : M̃ → M(F ) muni des données (K, s) est un

revêtement non ramifié.

La dernière condition technique sert à garantir la commutativité de l’algèbre de Hecke, ce
qui fait l’objet du paragraphe suivant. Observons aussi que les F -tores déployés maximaux en
bonne position relativement à K sont conjugués par K, d’après [25, 7.4.9 (i)].

Lemme 3.1.2. Si la condition 3.1.1 est vérifiée, alors le scindage unipotent 2.2.1 cöıncide avec
s sur K ∩Munip(F ).

Démonstration. Il suffit de le vérifier sur K ∩ U(F ) où U est un sous-groupe unipotent quel-
conque. Notons p la caractéristique résiduelle de F . Comme U(F ) est une union croissante de
pro-p-groupes,K∩U(F ) est un pro-p-groupe. Donc l’application u 7→ um est un homéomorphisme
de K ∩U(F ) sur lui-même car m est premier à p. Vu la construction du scindage unipotent, on
voit qu’il n’existe qu’un seul scindage possible de p au-dessus de K ∩ U(F ).

Remarque 3.1.3. Soit p : M̃ → M(F ) un revêtement à m feuillets. Soit �m → �m′ un
homomorphisme quelconque et posons p′ : M̃ ′ →M(F ) la poussée-en-avant de p via �m → �m′ .
Alors le triplet (p′,K, s) vérifie la condition non ramifiée si (p,K, s) la vérifie.

Remarque 3.1.4. Soit p : G̃→ G(F ) un revêtement et (p,K, s) un triplet vérifiant la condition
non ramifiée pour G̃. Soient M un sous-groupe de Lévi en bonne position relativement à M et
pM : M̃ → M(F ) le revêtement induit. Alors (pM ,K ∩M(F ), s|K∩M(F )) satisfait aussi à la

condition non ramifiée pour M̃ .

3.2 Isomorphisme de Satake

Considérons un revêtement p : G̃ → G(F ) avec un sous-groupe hyperspécial K et un
scindage s : K → G̃ vérifiant la condition non ramifiée. Nous allons établir une variante de
l’isomorphisme de Satake.

Définissons le support de l’algèbre de Hecke sphérique anti-spécifique par

Supp(H (G̃//K)) :=
⋃{

Supp(f) : f ∈ H (G̃//K)
}
.

Fixons désormais un F -tore déployé maximal T en bonne position relativement à K. Alors
M0 := ZG(T ) est un sous-groupe de Lévi minimal de G ; de plus, M0 est un F -tore non ramifié.
Posons K0 := K ∩M0(F ). Définissons H̃ ⊂ T̃ comme dans 3.1.1.
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Lemme 3.2.1 (cf. [62, 9.2] ). On a Supp(H (G̃//K)) = KH̃K.

Démonstration. Dans [62] on ne considère que les groupes déployés, or la même preuve s’adapte
aux groupes réductifs connexes non ramifiés sans modification.

Remarque 3.2.2. C’est loisible d’identifier WG
0 à (NG(T )(F )∩K)/K0. Comme K0 centralise

H̃, on voit que WG
0 opère sur H̃. D’autre part, 3.2.1 appliqué à M̃0 et K0 affirme que

Supp(H (M̃0//K0)) = H̃

(on peut aussi le vérifier directement). Cela permet de faire opérer WG
0 sur H (M̃0//K0) de

façon canonique.

Posons

Λ := {λ ∈ X∗(T ) : λ($F ) ∈ p(H̃)},

Alors Λ est un sous-réseau de X∗(T ) ayant le même rang ; en effet, Λ ⊃ mX∗(T ).

Lemme 3.2.3. L’algèbre H (M̃0//K0) est commutative. De plus, elle est isomorphe à l’algèbre
C[Λ], ce qui s’identifie à l’algèbre en polynômes de dimX∗(T ) variables.

Démonstration. Il suffit de considérer le support de H (M̃0//K0). On a déjà remarqué que

Supp(H (M̃0//K0)) = H̃, qui est commutatif selon 3.1.1.
Choisissons une Z-base λ1, . . . , λr de Λ. Pour tout 1 ≤ i ≤ r, prenons une fonction fi ∈

H (M̃0//K0) à support dans K0p
−1(λ($F ))K0. Alors λi 7→ fi se prolonge en un isomorphisme

C[Λ]
∼→ H (M̃0//K0).

Fixons P0 = M0U0 ∈ P(M0). Prenons la mesure de Haar sur U0(F ) telle que mes(K ∩
U0(F )) = 1. Définissons l’application

S :H (G̃//K)→ H (M̃0//K0)

S(f)(x̃) = δP0(x)−
1
2

∫
U0(F )

f(ux̃) du.

On vérifie que S est un homomorphisme de C-algèbres et il est à image dansH (M̃0//K0)W
G
0 .

Les arguments sont identiques à ceux pour le cas des groupes réductifs, cf. [28, §4] §4. Par contre,
le lemme suivant fait intervenir le revêtement.

Lemme 3.2.4. Soit t̃ ∈ T̃ tel que |α(t)| ≥ 1 pour toute racine positive α pour (T, P ). Alors on
a

Kt̃K ∩ U0(F )t̃K = t̃K.

Si u ∈ U0(F ), k ∈ K satisfont à ut̃ = t̃k, alors u ∈ U0(F ) ∩K.

Démonstration. L’inclusion Kt̃K ∩ U0(F )t̃K ⊃ t̃K est claire. Prouvons l’autre inclusion dans
le premier énoncé. Dans G(F ) on a KtK ∩U0(F )tK = tK d’après [25, 4.4.4]. Soient u ∈ U0(F )
et k ∈ K tels que ut̃k ∈ Kt̃K ∩ U0(F )t̃K. Il existe donc ε ∈ �m et k′ ∈ K tels que ut̃k = εt̃k′.
Posons k′′ := k′k−1, alors

ut̃ = εt̃k′′,

ou encore
t−1ut = εk′′.

D’après l’invariance du scindage unipotent 2.2.1 et la compatibilité 3.1.2, on a ε = 1. Cela
prouve à la fois les deux énoncés voulus.
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Proposition 3.2.5. On a l’isomorphisme d’algèbres

H (G̃//K)
S−→ H (M̃0//K0)W

G
0 .

Démonstration. Il suffit de reprendre la démonstration usuelle de l’isomorphisme de Satake sauf
qu’il faut utiliser 3.2.4. Plus précisément, soient λ, λ′ ∈ X∗(T ), écrivons λ ≤P0 λ

′ si 〈α, λ′−λ〉 ≥ 0
pour tout α ∈ ∆0. Posons

Λ− := {λ ∈ Λ : λ ≤P0 0}.

Pour tout t̃ ∈ T̃ ∩ H̃, on peut prendre ft̃ l’élément de H (G̃//K) à support dans Kt̃K
tel que ft̃(t̃) = 1 d’après 3.2.1. Pour tout λ ∈ Λ−, sélectionnons une image réciproque t̃ de
t = λ($F ) ∈ T et posons fλ := ft̃. D’après la décomposition de Cartan et 3.2.1, on voit que
B := {fλ : λ ∈ Λ−} est une base pour H (G̃//K).

La même construction fournit une base {gλ : λ ∈ Λ} pour H (M̃0//K0). Pour tout [λ] ∈
Λ/WG

0 , posons

f[λ] :=
∑
λ∈[λ]

gλ.

Alors B0 := {f[λ] : [λ] ∈ Λ/WG
0 } est une base pour H (M̃0//K0)W

G
0 . Chaque WG

0 -orbite dans
Λ rencontre Λ− en un et un seul point, par conséquent B et B0 sont en bijection canonique.

Sélectionnons un ordre total ≤ sur X∗(T ) tel que λ ≤P0 λ
′ entrâıne λ ≤ λ′. Identifions X∗(T )

et T (F )/T (F )∩K à l’aide de λ 7→ λ($F ) et notons ν : T (F )→ X∗(T ) l’homomorphisme ainsi
obtenu. Dans G(F ), on a

∀t, t′ ∈ T (F ), Kt′K ∩ U0(F )tK 6= ∅ ⇒ ν(t) ≤P0 ν(t′)

d’après [25, 4.4.4]. Il en résulte que S s’écrit dans les bases B,B0 comme

Sfλ′ =
∑
λ≤λ′

c(λ, λ′)f[λ], c(λ, λ′) ∈ C×.

C’est une matrice triangulaire inférieure. Montrons qu’il n’y a pas de zéro dans la diagonale.
Étant fixé λ′ ∈ Λ−, sélectionnons t̃′ ∈ p−1(λ′($F )) comme précédemment, alors t̃′ satisfait à
l’hypothèse de 3.2.4. Maintenant 3.2.4 entrâıne que

(Sfλ′)(t̃′) = δP0(t′)−
1
2

∫
U0(F )

fλ′(ut̃
′) du = δP0(t′)−

1
2

∫
U0(F )∩K

1 du.

Cela entrâıne que c(λ′, λ′) = δP0(t′)−
1
2 6= 0, ce qu’il fallait démontrer.

Vu 3.2.3, on en déduit

Corollaire 3.2.6. L’algèbre H (G̃//K) est commutative de type fini sur C.

3.3 Le cas adélique

Considérons un corps de nombres F et posons A =
∏′
vFv son anneau d’adèles. Notons VF

l’ensemble de places de F . Notons V∞ := {v ∈ VF : v|∞}. Pour S ⊂ VF , nous utilisons l’indice
S (eg. FS , πS , fS) pour signifier les composantes v ∈ S et l’exposant S (eg. FS , πS , fS) pour
signifier les composantes v /∈ S.

Comme dans le cas local, on se donne un F -groupe réductif M , un entier m et on considère
une extension centrale de groupes topologiques

1→ �m → M̃
p−→M(A)→ 1.
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Soit S ⊂ VF fini. Notons pS : M̃S →M(FS) la fibre de p au-dessus de M(FS). Lorsque S = {v}
on écrit tout simplement pv : M̃v →M(Fv), c’est un revêtement de M(Fv).

On dit que p : M̃ →M(A) est un revêtement à m feuillets si l’on se donne les données

– une immersion i : M(F )→ M̃ qui scinde p au-dessus de M(F ) ;
– un ensemble fini de places Vram ⊃ V∞ ;
– un modèle lisse et connexe de M sur oram, l’anneau de (Vram \ V∞)-entiers dans F ;

vérifiant les conditions suivantes

(G1) pour toute v /∈ Vram, posonsKv := M(ov), alors il existe un scindage continu sv : Kv → M̃v

que l’on fixe ;

(G2) le triplet (pv : M̃v →M(Fv),Kv, sv) vérifie la condition non ramifiée 3.1.1 ;

(G3) pour tout voisinage Ṽ de 1 dans M̃ , il existe un ensemble fini de places S ⊃ Vram tel que
sv(Kv) ⊂ Ṽ pour tout v /∈ S.

Ces propriétés passent aux sous-groupes de Lévi et sont stables par pousser-en-avant en �m.

Le lemme 3.1.2 permet de définir le scindage unipotent adélique Munip(A) → M̃ en ras-
semblant les scindages unipotents locaux. Vu la construction du scindage unipotent, le résultat
suivant est clair.

Lemme 3.3.1. Le scindage i et le scindage unipotent cöıncident sur Munip(F ).

Nous supprimons systématiquement les symboles i et (sv)v/∈Vram
, et nous regardons G(F ) et

Kv comme des sous-groupes de M̃ .

Soit S ⊂ VF , on a l’isomorphisme canonique(∏′

v∈S
M̃v

)
/NS

∼→ M̃S

où le produit restreint est pris par rapport aux Kv pour v /∈ Vram si |S| =∞, et

NS :=

{
(εv)v∈S ∈

⊕
v∈S

�m :
∏
v

εv = 1

}
.

Lorsque S = VF , posons tout simplement N = NS .

Le choix de Vram, le oram-modèle lisse et le relèvement de Kv n’ont pas d’importance es-
sentielle, quitte à passer à un ensemble fini de places plus grand. Étant donné un revêtement
adélique, nous supposons fixées des telles données dans l’article.

Un élément x̃ ∈ M̃S s’exprime comme [x̃v]v∈S , où (x̃v)v∈S est un représentant de x̃ dans∏′
v∈SM̃v. Par abus de notation, on écrit les décompositions tensorielles π =

⊗
v∈S πv pour des

représentations irréductibles admissibles (resp. f =
∏
v∈S fv pour des fonctions) sur M̃S , où πv

(resp. fv) sont des représentations (resp. fonctions) sur M̃v, bien que π et f sont définies sur le
quotient

∏′
v∈SM̃v/NS . Soit χ ∈ �̂m, alors f =

∏
v fv est χ-équivariant si et seulement si chaque

fv l’est. Idem pour les représentations.

Les mêmes conventions de mesures de §2.5 s’imposent dans ce cadre ; nous demandons de
plus que

– si v /∈ Vram, on utilise la mesure sur M(Fv) pour laquelle mesM(Fv)(Kv) = 1 ;
– pour tout sous-groupe unipotent U ⊂M , on prend la mesure sur U(A) pour laquelle

mes(U(F )\U(A)) = 1.

De tels choix sont possibles. On a les mêmes formules d’intégration comme précédemment.
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3.4 L’application de Harish-Chandra : le cas adélique

L’application de Harish-Chandra s’adapte au cas adélique : soient G un F -groupe réductif
connexe et M un sous-groupe de Lévi. Définissons HM : M(A)→ aM par

∀χ ∈ X∗(M), 〈χ,HM (x)〉 = log |χ(x)|

où | · | =
∏
v | · |v est la valeur absolue adélique. Notons M(A)1 := Ker (HM ), alors M(F ) ⊂

M(A)1.

Définition 3.4.1. On dit qu’un sous-groupe compact maximal K =
∏
vKv de G(A) est en

bonne position (ou réciproquement) relativement à M si Kv l’est pour tout v.

Fixons un tel sous-groupe compact maximal K. Soit P = MU ∈ P(M), on obtient l’appli-
cation HP : G(A)→ aM en posant

HP (umk) = HM (m), u ∈ U(A),m ∈M(A), k ∈ K.

Soit p : G̃ → G(A) un revêtement adélique. Prenons les groupes K et P = MU comme
précédemment et notons M̃ = p−1(M(A)), K̃ = p−1(K). On a la formule d’intégration (cf.
(III.2)) ∫

G̃

f(x̃) dx̃ =

∫∫∫
U(A)×M̃×K̃

f(um̃k̃)δP (m)−1 dk̃ dm̃du.

En composant les applications HM , HP ci-dessus avec p, on obtient leurs avatars sur le
revêtement, notés encore HM , HP . Posons G̃1 = Ker (HG) = p−1(G(A)1), on a G(F ) ⊂ G̃1. Les
notions de domaines de Siegel, hauteurs etc. se généralisent à cette situation. Cela permet de
développer la théorie des formes automorphes et la décomposition spectrale sur les revêtements
(voir [66, I.2]).

Signalons une décomposition utile pour l’étude de la formule des traces. Posons F∞ :=∏
v|∞ Fv. Le F -tore AG étant déployé, il est l’extension des scalaires d’un Q-tore déployé AG,Q.

L’immersion canonique R → F∞ fournit une immersion AG,Q(R) ↪→ AG(F∞). Notons AG,∞ la
composante neutre de AG,Q(R) pour la topologie usuelle. On vérifie que G(A) = G(A)1×AG,∞.
Si M est un sous-groupe de Lévi, alors il existe une immersion canonique AG,∞ ↪→ AM,∞.
Rappelons que AG,∞ est un produit de R>0, donc simplement connexe. Cela permet de relever
la décomposition ci-dessus canoniquement au revêtement : G̃ = G̃1 ×AG,∞.

3.5 K2-torseurs multiplicatifs de Brylinski-Deligne

Montrons que les revêtements provenant des K2-torseurs multiplicatifs de Brylinski et De-
ligne [27] satisfont nos hypothèses pour un revêtement adélique. Dans le cas G simplement
connexe et déployé, ce sont exactement les extensions considérées dans [60]. Rappelons très
brièvement la construction.

Soit S un schéma quelconque, notons SZar le gros site de Zariski associé. La K-théorie de
Quillen fournit des faisceaux en groupes (Kn)n≥0 sur SZar ; notons que K1 = Gm. Soit G un
S-schéma en groupes réductif connexe. Une extension centrale par K2 est alors un K2-torseur
G̃(·) sur G muni d’une structure multiplicative convenable (voir [27, §1]) dans la catégorie
des faisceaux en groupes sur SZar. Nous l’appelons un K2-torseur multiplicatif. Lorsque S est
régulier de type fini sur un corps, la catégorie de ces torseurs est concrètement décrite dans [27].

Dans ce qui suit, G désigne toujours un groupe réductif connexe sur la base en question
et G̃(·) désigne un K2-torseur multiplicatif sur G. Puisque G̃(·) → G est un torseur pour la
topologie de Zariski, si S est le spectre d’un corps ou d’un anneau à valuation discrète, alors
K2(S) ↪→ G̃(S)� G(S) est une extension centrale de groupes.
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Revêtements locaux Prenons F un corps local, X := SpecF . Le théorème de Matsumoto
assure que K2(F ) est l’objet initial de la catégorie des applications (dites “symboles”)

{·, ·} : F× × F× → A, A : un groupe abélien,

tel que {·, ·} est bi-multiplicatif, alterné et {x, y} = 1 lorsque x + y = 1. Ainsi on peut par-
ler des symboles localement constants sur F× × F×. D’après un théorème de Moore, cette
sous-catégorie admet un objet initial Kcont

2 (F ) muni d’un homomorphisme naturel K2(F ) →
Kcont

2 (F ). Désignons le groupe de racines d’unité dans F par µ(F ). On a

Kcont
2 (F ) =

{
{1}, si F = C;

µ(F ), sinon.

Posons nF := |Kcont
2 (F )|. Alors F× × F× → Kcont

2 (F ) s’identifie au nF -ième symbole de
Hilbert, et Kcont

2 (F ) ' �nF .

Soit G̃(·) un K2-torseur multiplicatif sur G. On prend les F -points et on obtient une exten-
sion centrale G̃(F ) de G(F ) par K2(F ). On la pousse via K2(F ) → Kcont

2 (F ). De la structure
de torseur se déduisent des trivialisations locales (pour la topologie de Zariski) de cette exten-
sion centrale. Ces cartes se recollent via des sections locales de K2 sur G, qui fournissent des
fonctions dans Kcont

2 (F ) sur des ouverts de G(F ). Elles sont localement constantes sur G(F )
(pour la topologie induite par | · |F ) d’après [27, 10.2], donc on obtient une extension centrale
topologique Kcont

2 (F ) ↪→ G̃� G(F ). Si l’on choisit un isomorphisme Kcont
2 (F ) ' �nF , alors on

obtient un revêtement à nF feuillets de G(F ) selon la définition dans §2.

Extension résiduelle Décrivons la construction dans [27, 12.11] qui sera bientôt utile. On se
donne un corps local non archimédien F . Posons V := Spec (oF ), η son point générique et s son
point spécial. Soient XV un V -schéma lisse, Xη (resp. Xs) sa fibre générique (resp. spéciale) et
E un K2-torseur sur Xη. Avec les notations standards, on a les inclusions

Xη
j
↪→ XV

i←↩ Xs.

Imposons d’abord la condition suivante :

(∗) chaque point de Xs admet un voisinage ouvert U dans XV tel que E se trivialise sur U∩Xη.

Cette condition dit que j∗E est un j∗K2-torseur sur XV . Via l’homomorphisme de résidu
j∗K2 → i∗K1 = i∗Gm, on obtient un i∗Gm-torseur sur XV , ou ce qui revient au même, un
Gm-torseur sur Xs. Notons-le Es.

Prenons maintenant XV = GV un schéma en groupes réductif, avec fibre générique G et
fibre spécial Gs. Prenons E = G̃(·) un K2-torseur multiplicatif sur G. Alors G̃(·)s hérite la
structure multiplicative : on obtient ainsi une extension centrale de Gs par Gm.

En général, la condition (∗) est satisfaite quitte à passer à un revêtement étale V ′ → V . On
construit ainsi le Gm-torseur G̃(·)s par descente galoisienne. On l’appelle l’extension résiduelle
de G̃(·). Si l’extension résiduelle est scindée, on dit que G̃(·) est résiduellement scindé.

Revêtements adéliques Prenons F un corps de nombres, X := Spec (oF ) ; posons nF :=
|µ(F )|. Soient G un F -groupe réductif connexe et G̃(·) un K2-torseur sur G.

Prenons S1 un ensemble fini de points fermés de X (i.e. des places non archimédiennes).
Notons S l’union de S1 avec les places archimédiennes de F . Pour S1 suffisamment grand, on
peut supposer que :

– G admet un modèle lisse sur X \ S1 ;
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– G̃(·) est la fibre générique d’un K2-torseur sur G défini sur X \S1, notée encore G̃(·) (voir
[27, 10.5]) ;

– nFv est premier avec la caractéristique résiduelle de Fv pour tout v ∈ X \ S1.
Soient (S1, G, G̃(·)) et (S′1, G

′, G̃′(·)) deux données comme ci-dessus, alors elles deviennent iso-
morphes si l’on se restreint à X \ S′′1 où S′′1 ⊃ S1 ∪ S′1 est fini et assez grand.

Soit v une place de F , on construit l’extension centrale topologique

1→ Kcont
2 (Fv)→ G̃v → G(Fv)→ 1.(III.7)

D’autre part, [27, 10.6] affirme que H1(X \ S1,K2) = 0, d’où une extension centrale

1→ H0(X \ S1,K2)→ G̃(X \ S1)→ G(X \ S1)→ 1.(III.8)

Pour toute place v, il y a un morphisme naturel de (III.8) dans (III.7). Lorsque v ∈ X \ S1, ce
morphisme se factorise via

1 // K2(ov) //

��

G̃(ov) //

��

G(ov)

��

// 1

1 // Kcont
2 (Fv) // G̃v // G(Fv) // 1.

Or nFv est premier avec la caractéristique résiduelle de Fv, donc la composée K2(ov) →
K2(Fv) → Kcont

2 (Fv) est triviale et ce diagramme fournit un scindage de (III.7) au-dessus de
G(ov).

Réunissant ce que l’on a obtenu, il a un diagramme commutatif avec lignes exactes

1 // H0(X \ S1,K2) //

��

G̃(X \ S1)

��

// G(X \ S1)

��

//

xx

1

1 //
∏

v∈S
Fv 6=C

µ(Fv)

αS

��

//
∏
v∈S G̃v ×

∏
v∈X\S1

G(ov)

��

//
∏
v∈S G(Fv)×

∏
v∈X\S1

G(ov) // 1

1 // µ(F ) // G̃S ×
∏
v∈X\S1

G(ov) //
∏
v∈S G(Fv)×

∏
v∈X\S1

G(ov) // 1

où αS((ζv) v∈S
Fv 6=C

) =
∏
v ζ

[µ(Fv):µ(F )]
v et la dernière ligne s’obtient de la deuxième en poussant-

en-avant via αS . La flèche 99K provient du fait que l’application H0(X \ S1,K2) → µ(F ) ainsi
obtenue est triviale, ce qu’assure la réciprocité de Moore [27, (10.4.2)].

On passe à la limite par rapport à S1 et on obtient une extension centrale topologique

µ(F ) ↪→ G̃
p
� G(A). Elle se scinde canoniquement au-dessus de

∏
v∈X\S1

G(ov) et au-dessus
de G(F ) (à l’aide de 99K). Enfin, on peut identifier µ(F ) et �nF , mais il n’y a pas de choix
canonique. On vérifie sans peine que p satisfait aux conditions d’un revêtement adélique (avec
Vram := S) sauf la commutativité du groupe H̃ dans (III.6), ce qui fait l’objet du paragraphe
suivant.

Remarquons aussi que, pour toute place v, la fibre locale pv : G̃v → G(Fv) de p est la
poussée-en-avant de (III.7) via �nFv → �nF , ζ 7→ ζ [µ(Fv):µ(F )].

Vérification des hypothèses Plaçons-nous dans le cas F un corps de nombres avec G, G̃(·)
comme précédent. On construit l’extension centrale topologique µ(F ) ↪→ G̃

p
� G(A). Identifions

µ(F ) et �nF en fixant un générateur de µ(F ). Le but est l’énoncé suivant.
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Théorème 3.5.1. Les données ci-dessus forment un revêtement de G(A) à nF -feuillets.

Soit S ⊃ Vram un ensemble fini de places de F vérifiant les conditions dans le paragraphe
précédent. Soit v /∈ S, on prendKv := G(ov), Tv un Fv-tore déployé maximal dansGv := G×FFv
en bonne position relativement à Kv, et posons M0,v := ZGv(Tv). C’est un F -tore maximal car

G est non ramifié. Définissons H̃v ⊂ M̃0,v comme dans (III.6). D’après ce qui précède, il suffit
de vérifier la commutativité de H̃v pour tout v /∈ S afin de prouver 3.5.1.

Lemme 3.5.2. Conservons le formalisme ci-dessus. Si G̃(·) est résiduellement scindé en v,
alors H̃v est commutatif.

Démonstration. On se ramène aussitôt au cas G = M0, qui est un Fv-tore non ramifié. Dans ce
cas-là, c’est l’assertion de [90, 6.5].

Lemme 3.5.3. Pour toute place v /∈ S, G̃(·) est résiduellement scindé en v.

Démonstration. Cf. [27, 12.14 (iii)] 12.14. Rappelons que les conditions sur S entrâınent que G
admet un modèle lisse sur V = Spec (ov) et G̃(·) ×F Fv est la fibre générique d’un K2-torseur
multiplicatif défini sur V , disons G̃V (·).

Dans cette situation (∗) est évidemment satisfait. Donc l’extension résiduelle est obtenue en
poussant-en-avant G̃V (·) via les homomorphismes de faisceaux sur GV :

K2 → j∗K2 → i∗K1.

Cela faisant partie de la suite de localisation en K-théorie, la composition est triviale. D’où
la trivialité de l’extension résiduelle.

Démonstration de 3.5.1. D’après les remarques après 3.5.1, il suffit de combiner les deux lemmes
précédents.

4 La combinatoire

Fixons un corps F , un F -groupe réductif connexe G, un sous-groupe de Lévi minimal M0

et P0 ∈ P(M0).

4.1 Analyse convexe

Les résultats ici se trouvent dans [7]. Soient P,Q deux sous-groupes paraboliques semi-
standards de G tels que Q ⊃ P , définissons des cônes ouverts dans a0

aQP
+

:= {H ∈ a0 : ∀α ∈ ∆Q
P , α(H) > 0},

+aQP := {H ∈ a0 : ∀$ ∈ ∆̂Q
P , $(H) > 0};

et leurs fonctions caractéristiques

τQP := 1
aQP

+ ,

τ̂QP := 1+aQP
.
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Notons Z∆Q
P

∨
(resp. Z∆̂Q

P

∨
) le réseau dans aQP engendré par ∆Q

P

∨
(resp. ∆̂Q

P

∨
) et posons

θQP (λ) := mes(aQP /Z∆Q
P

∨
)−1

∏
α∨∈∆Q

P

∨

λ(α∨),

θ̂QP (λ) := mes(aQP /Z∆̂Q
P

∨
)−1

∏
$∨∈∆̂Q

P

∨

λ($∨)

pour tout λ ∈ (aQP )∗C. Ce sont des fonctions holomorphes en λ. Lorsque Q = G, on supprime les

exposants et on les note a+
P , +aP , τP , τ̂P , θP et θ̂P .

Étant donnés des sous-groupes paraboliques semi-standards Q ⊃ Q′ ⊃ P ′ ⊃ P et Y ∈ aQP ,

notons Y Q′

P ′ l’image de Y via aQP → aQ
′

P ′ . Lorsque Q = Q′ (resp. P = P ′), on simplifie les notations
en supprimant les exposants (resp. les indices) comme précédemment.

Proposition 4.1.1 (cf. [7, 2.1]). Soient R ⊃ P deux sous-groupes paraboliques semi-standards,
on a ∑

Q:R⊃Q⊃P
(−1)dim(AP /AQ)τQP (XQ)τ̂RQ (XQ) =

{
1, si P = R,

0, sinon.

Proposition 4.1.2 (cf. [7, §2]). Conservons les notations précédentes et posons

ΓRP (X,Y ) :=
∑

Q:R⊃Q⊃P
(−1)dim(AQ/AR)τQP (XQ)τ̂RQ (XQ − YQ), X, Y ∈ aRP .

Alors ΓRP (·, Y ) est à support compact. On a la relation de récurrence suivante

τ̂RP (X − Y ) =
∑

Q:R⊃Q⊃P
(−1)dim(AQ/AR)τ̂QP (XQ)ΓRQ(XQ, YQ).

Soit E un espace de Banach. Soit cP : ia∗P → E une fonction, définissons

c′P (λ) :=
∑
Q⊃P

(−1)dim(AP /AQ)θ̂QP (λ)−1cQ(λQ)θQ(λQ)−1(III.9)

où cQ := c|ia∗Q . C’est bien défini sur le complément dans ia∗P des murs associés aux coracines et
copoids simples.

Proposition 4.1.3 (cf. [7, 6.1]). Si cP est lisse, alors c′P se prolonge en une fonction lisse sur
λ ∈ ia∗P .

Proposition 4.1.4 (cf. [7, 2.2]). S’il existe X ∈ aP tel que cP (λ) = eλ(X), alors

c′P (λ) =

∫
aGP

ΓGP (H,XG)eλ(H) dH, λ ∈ ia∗P .

Cela étant la transformée de Fourier d’une fonction à support compact, c′P se prolonge en
une fonction holomorphe sur aP,C. De plus, c′P (0) est un polynôme homogène en X de degré
dim(AP /AG).
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4.2 (G,M)-familles

Passons en revue la définition et les propriétés de (G,M)-familles. Les références sont [7, §6]
et [10, §7].

Définition 4.2.1. Soit E un espace de Banach. Une (G,M)-famille à valeurs dans E est une
famille des fonctions lisses

cP : ia∗M → E, P ∈ P(M)

telle que pour tous P, P ′ ∈ P(M) adjacents et tout λ ∈ i(a∗M )+
P ∩ i(a∗M )+

P ′ , on a cP (λ) = cP ′(λ).

Proposition 4.2.2. La fonction

cM (λ) :=
∑

P∈P(M)

cP (λ)θP (λ)−1

est bien définie et lisse sur ia∗M .

On en déduit des fonctions lisses c′P sur iaP selon (III.9). Posons cM := cM (0), c’est le terme
qui nous intéresse.

Exemple 4.2.3. On dit qu’un ensemble Y = (YP )P∈P(M) de points dans aM indexé par P(M)
est un ensemble (G,M)-orthogonal (resp. (G,M)-orthogonal positif) si pour tous P, P ′ ∈ P(M)
adjacents séparés par α ∈ ∆P , on a

YP − YP ′ ∈ Rα∨ (resp. YP − YP ′ ∈ R≥0α
∨).

À un tel ensemble Y est associée une (G,M)-famille

cP (λ,Y) = eλ(YP ).

Vu 4.1.4, on a

c′P (λ,Y) =

∫
aGP

ΓGP (H,Y G
P )eλ(H) dH.

Ci-dessous une récapitulation des opérations utiles. Soit (cP )P une (G,M)-famille à valeurs
dans E.

1 Supposons que E est une algèbre de Banach. Soit (dP )P une autre (G,M)-famille à valeurs
dans E. Posons (cd)P (λ) := cP (λ)dP (λ), alors (cd)P est encore une (G,M)-famille.

2 Fixons L ∈ L(M). En rappelant que a∗L ↪→ a∗M canoniquement, posons

cQ(λ) = cP (λ), Q ∈ P(L), λ ∈ ia∗L

où P ∈ P(M) est tel que P ⊂ Q ; on vérifie que cQ(λ) ne dépend pas du choix de P . Alors
(cQ)Q est une (G,L)-famille.

3 Fixons L ∈ L(M) et Q ∈ P(L) comme ci-dessus. Si R ∈ PL(M), notons Q(R) l’unique
élément de P(M) tel que Q(R) ⊂ Q et Q(R) ∩ L = R. Posons

cQR(λ) := cQ(R)(λ), R ∈ PL(M), λ ∈ ia∗M .

Alors (cQR)R est une (L,M)-famille. Lorsque les fonctions cQR ne dépendent pas de Q, on
les note aussi cLR.
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4 Soient F1 une extension de F et M1 un sous-groupe de Lévi de G1 := G×F F1. Supposons
que M ⊃M1 sur F1, d’où une inclusion canonique a∗M ↪→ a∗M1

. Soit (cP1)P1 une (G1,M1)-
famille, posons

cP (λ) := cP1(λ), P ∈ P(M), λ ∈ ia∗M
où P1 ∈ P(M1) est tel que P1 ⊂ P sur F1 ; on vérifie que cP (λ) ne dépend pas du choix
de P1. Alors (cP (λ))P est une (G,M)-famille.

Dorénavant, les (G,M)-familles sont supposées à valeurs dans une algèbre de Banach fixée.

Lemme 4.2.4 ([7, 6.3]). On a

(cd)M (λ) =
∑

Q∈F(M)

cQM (λQ)d′Q(λQ).

En particulier,

(cd)M =
∑

Q∈F(M)

cQMd
′
Q.

Corollaire 4.2.5 ([7, 6.4 et 6.5]). Soient (cP ), (dP ) des (G,M)-familles.
– On a dM (λ) =

∑
Q∈P(M) d

′
Q(λQ).

– Supposons que L ∈ L(M) et Q ∈ P(L). Si la famille (cQR) ne dépend pas du choix de Q,
alors

(cd)M (λ) =
∑

L∈L(M)

cLM (λL)dL(λL).

Plaçons-nous dans la situation 4. Soit L ∈ L(M1). Si l’homomorphisme canonique

Σ : aMM1
⊕ aL1

M1
→ aGM1

est un isomorphisme, posons

dGM1
(M,L1) :=

la mesure sur aGM1

Σ∗

(
la mesure sur aMM1

⊕ aL1
M1

)(III.10)

en rappelant que l’on a fixé des mesures de Haar sur les espaces en question ; sinon, posons
dGM1

(M,L1) := 0.
Prenons

ξ ∈ aMM1
en position générale.(III.11)

Pour L1 ∈ L(M1) tel que dGM1
(M,L1) 6= 0, on voit que (ξ + aGM ) ∩ aGL1

consiste en un seul point

non singulier ; ce point appartient donc à a+
Q1

pour un unique Q1 ∈ P(L1). Cela définit une
application L1 7→ Q1 pour de tels L1.

Lemme 4.2.6 ([10, 7.4]). Avec le choix précédent de ξ ∈ aMM1
, on a

cM (λ) =
∑

L1∈L(M1)

dGM1
(M,L1)cQ1

M1
(λQ1), λ ∈ ia∗M .

En particulier,

cM =
∑

L1∈L(M1)

dGM1
(M,L1)cQ1

M1
.
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Considérons maintenant une variante. Soient L1, L2 ∈ L(M), on dispose toujours d’une
application canonique

Σ : aL1
M ⊕ aL2

M → aGM .

Cela permet de définir le coefficient dGM (L1, L2) comme en (III.10). De même, prenons

ξ ∈ aMM := {(H,−H) : H ∈ aM}(III.12)

en position générale ; ce choix fournit une application (L1, L2) 7→ (Q1, Q2) pour les L1, L2 avec
dGM (L1, L2) 6= 0, et on a Qi ∈ P(Li), i = 1, 2.

Lemme 4.2.7 ([10, 7.4]). Avec les notations précédentes, on a

(cd)M (λ) =
∑

L1,L2∈L(M)

dGM (L1, L2)cQ1

M (λQ1)cQ2

M (λQ2).

En particulier,

(cd)M =
∑

L1,L2∈L(M)

dGM (L1, L2)cQ1

M cQ2

M .

5 La formule des traces avec caractère : la partie unipotente

Dans cette section, nous fixons les objets suivants
– F : un corps de nombres,
– A : l’anneau d’adèles de F ,
– G : un F -groupe réductif connexe,
– M0 : un sous-groupe de Lévi minimal de G,
– P0 ∈ P(M0),
– K =

∏
vKv : un sous-groupe compact maximal de G(A) en bonne position relativement

à M0,
– ω : G(A)→ C× un caractère unitaire continu tel que ω|G(F ) = 1.

On appelle un caractère ω vérifiant la condition ci-dessus un caractère automorphe de G.
De tels objets passent de façon évidente aux sous-groupes de Lévi standards, voire semi-

standards si l’on ôte la donnée P0. Fixons aussi des mesures de Haar selon les conventions de
§2.5.

Soit T ∈ a0. Étant donné P ∈ F(M0), par abus de notation, nous écrirons T au lieu de TP
pour désigner sa projection dans aP .

5.1 Le o-développement

Notons R la représentation régulière de G(A) sur L2(G(F )\G(A)1) = L2(G(F )AG,∞\G(A)),
c’est-à-dire

(R(y)φ) : x 7→ φ(xy), y ∈ G(A)1, φ ∈ L2(G(F )\G(A)1).

Notons Aω : L2(G(F )\G(A)1) → L2(G(F )\G(A)1) l’application φ 7→ φω. La formule des
traces pour (G,ω) concerne les opérateurs

R(f) ◦Aω : L2(G(F )\G(A)1)→ L2(G(F )\G(A)1), f ∈ C∞c (G(A)1).

Fixons f , alors R(f) ◦Aω admet le noyau

Kω(x, y) =
∑

γ∈G(F )

ω(y)f(x−1γy),
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cela signifie que R(f) ◦Aω est donné par φ 7→
∫
G(F )\G(A)1 K

ω(·, y)φ(y) dy.

Rappelons la procédure de troncature d’Arthur. Soient T ∈ a+
0 et P = MPUP ⊃ P0 un

sous-groupe parabolique standard. Définissons

Kω
P (x, y) := ω(y)

∫
UP (A)

∑
γ∈MP (F )

f(x−1γuy) du,

kT,ω(x) :=
∑
P⊃P0

(−1)dimAP /AG
∑

δ∈P (F )\G(F )

Kω
P (δx, δx)τ̂P (HP (δx)− T ).

Lorsque ω = 1, on revient aux objets construits par Arthur [5] et on supprime l’exposant ω.
Remarquons queKω

P (x, y) = ω(y)KP (x, y) et kT,ω(x) = ω(x)kT (x). Donc la somme définissant
kT,ω est finie pour x dans un sous-ensemble compact.

On dit que γ1, γ2 ∈ G(F ) sont O-équivalents si leurs parties semi-simples sont conjuguées.
Notons O l’ensemble de classes de O-équivalences dans G(F ). Il est en bijection naturelle avec
l’ensemble de classes de conjugaison semi-simples dans G(F ). Comme d’habitude, lorsqu’une
ambigüıté sera à craindre sur G, on les notera OG-équivalence et OG.

Soit M un sous-groupe de Lévi de G, l’inclusion M(F ) ↪→ G(F ) induit une application
OM → OG à fibres finies.

Soit o ∈ O, définissons

Kω
P,o(x, y) := ω(y)

∫
UP (A)

∑
γ∈MP (F )∩o

f(x−1γuy) du,

kT,ωo (x) :=
∑
P⊃P0

(−1)dimAP /AG
∑

δ∈P (F )\G(F )

Kω
P (δx, δx)τ̂P (HP (δx)− T ).

Alors
∑

oK
ω
P,o = Kω

P et
∑

o k
T,ω
o = kT,ω. Comme remarqué plus haut, on a Kω

P,o(x, y) =

ω(y)KP,o(x, y) et kT,ωo (x) = ω(x)kTo (x). Puisque ω est unitaire, le résultat suivant découle
immédiatement du cas usuel ω = 1.

Théorème 5.1.1 (cf. [5, 7.1]). Soit T ∈ a+
0 suffisamment régulier, alors∑

o∈O

∫
G(F )\G(A)1

kT,ωo (x) dx

converge absolument.

Soit f ∈ C∞c (G̃1) quelconque et notons kT,ω(x, f) la fonction ainsi associée. Il est donc
loisible de définir la distribution

f 7→ JT,ωo (f) :=

∫
G(F )\G(A)1

kT,ωo (x, f) dx.

On indiquera le groupe en question en exposant les notations, eg. JG,T,ωo . Si o 3 1 (on
l’appelle la classe unipotente dans O), nous notons les objets associés par Kω

P,unip, kT,ωunip et

JT,ωunip.

Si M ∈ L(M0), o ∈ OG et f ∈ C∞c (M(A)1), posons

JM,T,ω
o (f) =

∑
o′∈OM
o′ 7→o

JM,T,ω
o′ (f).
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5.2 Comportement des distributions

Modification de troncature Le fait suivant sera utilisé à plusieurs reprises.

Proposition 5.2.1. Si G est simplement connexe, alors ω = 1.

Démonstration. Cela résulte immédiatement de la paramétrisation de tels caractères par Lan-
glands, cf. [51, pp.122-123].

Corollaire 5.2.2. Le caractère ω est trivial sur Gunip(A).

Démonstration. Notons π : GSC → G le revêtement simplement connexe de Gder, alors π induit
un isomorphisme (GSC)unip

∼→ Gunip de F -schémas, d’où un homéomorphisme pour leurs points
adéliques.

Lemme 5.2.3. Soit M un sous-groupe de Lévi de G. Alors ω est trivial sur AM,∞ ∩G(A)1.

Démonstration. L’application de Harish-Chandra adélique fournit un isomorphisme de groupes
topologiques

(III.13) HM : AM,∞ ∩G(A)1 ∼→ aGM .

Notons toujours π : GSC → G le revêtement simplement connexe de Gder et Msc → M sa fibre
au-dessus de M . On obtient l’analogue de (III.13) pour GSC et Msc. Vu la description de aGM en

termes de coracines, on voit que π induit aGSC
Msc
' aGM ; l’identification est compatible avec HM

et HMsc . Ainsi, on se ramène à prouver la même assertion pour GSC, Msc et ωSC := ω ◦ π. Or
ωSC est encore un caractère automorphe, on conclut à l’aide de 5.2.1.

La notion suivante facilitera l’étude du comportement des distributions JT,ωo .

Définition 5.2.4. Pour P0 fixé, une modification de troncature est une famille des fonctions
continues

Y := {YQ : Q(A) ∩K\K → aQ, Q ∈ F(M0), Q ⊃ P0}

telle que le diagramme suivant commute pour tout Q ⊃ P ⊃ P0 :

P (A) ∩K\K YP //

����

aP

����
Q(A) ∩K\K

YQ
// aQ

À une telle famille sont associées des fonctions

uQ(λ, k;Y) := e〈λ,YQ(k)〉, λ ∈ ia∗Q,

lisses en λ, dont u′Q(k;Y) := u′Q(0, k;Y) est la fonction associée via (III.9).

Soient Y une modification de troncature, f ∈ C∞c (G(A)1) et Q ⊃ P0, définissons une variante
pondérée de la descente parabolique comme suit

fωQ,Y(m) := δQ(m)
1
2

∫
K

∫
UQ(A)

ω(k)f(k−1muk)u′Q(k;Y) dudk, m ∈MQ(A)1.

On vérifie que ceci définit une application continue C∞c (G(A)1)→ C∞c (MQ(A)1).
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Théorème 5.2.5 (cf. [7, (2.4)]). Soit o ∈ O. Soit Y une modification de troncature. Posons

kT,ωo (x;Y) :=
∑
P⊃P0

(−1)dimAP /AG
∑

δ∈P (F )\G(F )

Kω
P,o(δx, δx)τ̂P (HP (δx)− T − YP (kP (δx))).

alors

JT,ωo (f ;Y) =

∫
G(F )\G(A)1

kT,ωo (x;Y) dx

est convergent pour T ∈ a+
0 suffisamment régulier. De plus, on a

JT,ωo (f ;Y) =
∑
Q⊃P0

J
MQ,T,ω
o (fωQ;Y).

On se débarrassera de la condition sur T dans 5.2.7.

Démonstration. Pour tout sous-groupe parabolique P , on a

τ̂P (HP (δx)− T − YP (kP (δx))) =∑
Q⊃P

(−1)dimAQ/AG τ̂QP (HP (δx)− T )ΓGQ(HQ(δx)− T, YQ(kQ(δx))).

Via le changement de variables

(G(F )\G(A)1)× (P (F )\G(F ))
∼→ (Q(F )\G(A)1)× (P (F )\Q(F ))

la formule définissant JT,ωo (f ;Y) s’écrit

JT,ωo (f ;Y) =
∑
Q⊃P0

∫
Q(F )\G(A)1

∑
P :Q⊃P⊃P0

(−1)dimAP /AQ
∑

δ∈P (F )\Q(F )

Kω
P,o(δx, δx)τ̂QP (HP (δx)− T )ΓGQ(HQ(δx)− T, YQ(kQ(δx))) dx.

Écrivons

Q(F )\G(A)1 = (UQ(F )\UQ(A))× (AMQ,∞ ∩G(A)1)× (MQ(F )\MQ(A)1)×K,
x = uamk,

dx = δQ(a)−1 dudadm dk,

Kω
P,o(δx, δx) = ω(m)ω(k)KP,o(δuamk, δuamk),

où on a utilisé 5.2.3 qui assure ω(a) = 1. On vérifie de plus

YQ(kQ(δuamk)) = YQ(k),

KP,o(δuamk, δuamk) = δQ(a)KP,o(δmk, δmk),

HQ(δuamk) = HQ(a),

HP (δuamk) ∈ HP (δm) + aQ.

Rappelons que AMQ,∞∩G(A)1 s’identifie à aGQ via HMQ
. Les équations ci-dessus entrâınent que

JT,ωo (f ;Y) =
∑
Q⊃P0

∫
MQ(F )\MQ(A)1

ω(m)
∑

P :Q⊃P⊃P0

(−1)dimAP /AQ

∫
K

ω(k)

∑
δ∈(P∩MQ)(F )\MQ(F )

∫
aGQ

ΓGQ(H,YP (k)) dH

KP,o(δmk, δmk)τ̂QP (HP (δm)− T ) dk dm.
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Grâce à 4.1.4, l’intégrale sur aGQ vaut u′Q(k;Y). L’application P 7→ P ∩MQ induit une bijection
entre {P : Q ⊃ P ⊃ P0} et l’ensemble de sous-groupes paraboliques standards de MQ. On
vérifie que, pour tous m1,m2 ∈MQ(A)1 on a∫

K

ω(k)KP,o(m1k,m2k)u′Q(k;Y) dk =
∑

γ∈MP (F )∩o

∫
(UP∩MQ)(A)

fωQ;Y(m−1
1 γum2) du,

cf. [7, p.17]. En l’appliquant à m1 = m2 = δm, on en déduit l’assertion.

Dépendance de T Pour tout Q ∈ F(M0), posons

fωQ (m) := δQ(m)
1
2

∫
K

∫
UQ(A)

ω(k)f(k−1muk) dudk, m ∈MQ(A)1;(III.14)

ceci fournit une application continue C∞c (G(A)1)→ C∞c (MQ(A)1).

Corollaire 5.2.6 (cf. [7, (2.4)]). Soient o ∈ O, f ∈ C∞c (G(A)1). Soient T, T1 ∈ a+
0 suffisamment

réguliers, alors

JT1,ω
o (f) =

∑
Q⊃P0

J
MQ,T,ω
o (fωQ ) ·

∫
aGQ

ΓGQ(H,T1 − T ) dH.

Démonstration. Prenons YP (k) := T1 − T ∈ aP pour tout P ⊃ P0 et tout k ∈ K, cela définit
une modification de troncature. D’après 4.1.4, on a

fωQ,Y = fωQ

∫
aGQ

ΓGQ(H,T1 − T ) dH.

On a aussi JT,ωo (f ;Y) = JT1,ω
o (f). L’assertion résulte immédiatement de 5.2.5.

Corollaire 5.2.7. La distribution f 7→ JT,ωo (f), définie au début pour T ∈ a+
0 suffisamment

régulier, est polynomiale en T de degré ≤ dim aG0 . Par conséquent, la distribution est bien définie
comme un polynôme en T ∈ a0.

La formule dans 5.2.5 reste valable pour tout T ∈ a0.

Démonstration. La première assertion découle de 4.1.4. La deuxième en résulte en notant que
les deux côtés de 5.2.5 sont tous polynomiaux en T .

Non-invariance Fixons o ∈ OG. Soient f ∈ C∞c (G(A)), y ∈ G(A), définissons

fy(x) = f(yxy−1), x ∈ G(A)1.

Définissons une modification de troncature Yy en posant YP (k) = −HP (ky). Posons

u′Q(k, y) := u′Q(k;Yy),(III.15)

fωQ,y := fωQ,Yy .(III.16)

Théorème 5.2.8. Avec les notations précédentes, on a

JT,ωo (fy) = ω(y)
∑
Q⊃P0

J
MQ,T,ω
o (fωQ,y).
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Démonstration. Pour tout sous-groupe parabolique standard P , notons Kω
P,o,fy le noyau associé

à fy au lieu de f . Pour tout δ ∈ G(F ), on vérifie que

Kω
P,o,fy(δx, δx) = ω(y)Kω

P,o(δxy
−1, δxy−1).

D’où

JT,ωo (fy) = ω(y)

∫
G(F )\G(A)1

∑
P⊃P0

(−1)dim(AP /AG)
∑

δ∈P (F )\G(F )

Kω
P,o(δxy

−1, δxy−1)τ̂P (HP (δx)− T ) dx

= ω(y)

∫
G(F )\G(A)1

∑
P⊃P0

(−1)dim(AP /AG)
∑

δ∈P (F )\G(F )

Kω
P,o(δx, δx)τ̂P (HP (δxy)− T ) dx.

Comme HP (δxy) = HP (δx) +HP (kP (δx)y), on voit que JT,ωo (fy) = ω(y)JT,ωo (f ;Yy). Cela
permet de conclure d’après 5.2.5.

Définition 5.2.9. Soit w ∈WG
0 , prenons des représentants ŵ ∈ G(F ) et w̃ ∈ K, alorsHP0(ŵ) =

HM0(ŵw̃−1) ; comme HM0 est trivial sur M0(F ), cela ne dépend que de w, M0 et K. Notons-le
HP0(w) bien qu’il ne dépend pas de P0.

Dans [7], Arthur définit un unique point T0 ∈ aG0 tel que

HP0(w−1) = T0 − w−1T0, w ∈WG
0 .(III.17)

On l’appelle le paramètre de troncature canonique pour (G,M0,K). Définissons Jω
o := JT0,ω

o .
Nous allons démontrer que Jω

o ne dépend pas du choix de P0.

Notons Ksc l’image réciproque de K par π : GSC(A)→ G(A).

Proposition 5.2.10. Soient L,L′ ∈ L(M0) et w ∈WG
0 avec un représentant ŵ ∈ G(F ) tel que

L′ = w−1Lw. Soit w̃ ∈ π(Ksc) un autre représentant, i.e. w̃ŵ−1 ∈M0(A). Pour f ∈ C∞c (L(A)1),
posons

f ′(x′) := f(w̃x′w̃−1), x′ ∈ L′(A)1.

Alors
JL
′,ω

o (f ′) = JL,ωo (f)

où JL,ωo (resp. JL
′,ω

o ) est défini par rapport à KL := K ∩ L(A) (resp. KL′ := K ∩ L′(A)) et
R0 := P0 ∩ L (resp. R′0 := w−1(P0 ∩ L)w).

Démonstration. Le paramètre de troncature canonique pour L (resp. L′) s’obtient en projetant
T0 via aG0 → aL0 (resp. aG0 → aL

′
0 ). Posons

f◦(x) := f(w̃ŵ−1xŵw̃−1), x ∈ L(A)1,

K◦ := ŵKL′ŵ
−1 ⊂ L(A).

Prenons T ∈ (aL
′

R′0
)+ suffisamment régulier. Par le transport de structure x 7→ ŵxŵ−1, on a

JL
′,T,ω

o (f ′;KL′) = JL,wT,ωo (f◦;K◦).

SoitR ⊃ R0, notonsKω
R,o le noyau associé à f etK. En utilisant le fait que ω(ŵ) = ω(w̃) = 1,

dont la dernière égalité résulte de 5.2.2, l’argument pour 5.2.8 montre que

JL,wT,ωo (f◦;K◦) =

∫
L(F )\L(A)1

∑
R⊃R0

(−1)dim(AR/AL)
∑

δ∈R(F )\L(F )

Kω
R,o(δx, δx)τ̂R(HR(δxw̃ŵ−1;K◦)− wT ) dx,
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où HR(·;K◦) désigne l’application de Harish-Chandra définie par rapport à K◦.

D’autre part, considérons JL,wT−wT0+T0,ω
o (f ;KL) ; il s’exprime de la même manière sauf que

le terme τ̂R(· · · ) est remplacé par

τ̂R(HR(δx;K) + wT0 − T0 − wT ).

Soit δx = umk une décomposition d’Iwasawa où u ∈ UR(A), m ∈ MR(A), k ∈ K ∩ L(A),
alors HR(δx;K) = HMR

(m). On a

δxw̃ŵ−1 = um w̃ŵ−1︸ ︷︷ ︸
∈M0(A)

· ŵw̃−1kw̃ŵ−1︸ ︷︷ ︸
∈K◦

,

donc HR(δxw̃ŵ−1;K◦) = HMR
(m) + HMR

(w̃ŵ−1). Montrons que HMR
(w̃ŵ−1) = wT0 − T0. Il

suffit de considérer le cas MR = M0. Posons m0 := ŵw̃−1 ∈M0(A), i.e. ŵ = m0w̃, alors

HP0(ŵ) = HM0(m0) = −HM0(w̃ŵ−1);

or HP0(ŵ) = T0 − wT0 d’après la définition de T0.

On en déduit que

JL
′,T,ω

o (f ′;KL′) = JL,wT−wT0+T0,ω
o (f ;KL).

Les deux côtés sont polynomiaux en T . On conclut en prenant T = T0.

Corollaire 5.2.11 (cf. [7, §2]). Les distributions Jω
o ne dépendent pas du choix de P0 ∈ P(M0).

Démonstration. Soit P ′0 ∈ P(M0). Prenons w ∈ WG
0 tel que P ′0 = w−1P0w et un représentant

w̃ ∈ π(Ksc). Vu 5.2.10, il suffit de montrer que

Jω
o (f) = Jω

o (f w̃
−1

).

Soit Q ⊃ P0. Puisque w̃−1 ∈ K, on a

u′Q(·, w̃−1) =

∫
aGQ

ΓGQ(H, 0) dH =

{
1, si Q = G

0, sinon.
.

En rappelant que ω(w̃) = 1, on conclut par 5.2.8.

Corollaire 5.2.12. Soit y ∈ G(A)1, on a

Jω
o (fy) = ω(y)

∑
Q∈F(M0)

|WMQ

0 ||WG
0 |−1J

MQ,ω
o (fωQ,y).

Démonstration. Nous allons le déduire de 5.2.8. Supposons que Q′ ∈ F(M0), alors il existe un
unique Q ⊃ P0 et un w ∈ WG

0 tel que Q′ = w−1Qw. De plus, l’application Q′ 7→ Q est à fibres

de |WMQ

0 |−1|WG
0 | éléments. Prenons un représentant w̃ ∈ π(Ksc) de w. On vérifie que

∀k ∈ K, u′Q′(w̃
−1k, y) = u′Q(k, y)

(cf. [7, p.21]), donc fωQ′,y(w̃
−1xw̃) = fωQ,y(x) pour tout x ∈MQ(A)1. D’après 5.2.10, J

MQ′ ,ω
o (fωQ′,y) =

J
MQ,ω
o (fωQ,y). Alors 5.2.8 permet de conclure.
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Dépendance de K Conservons les conventions du paragraphe précédent. Fixons un autre
sous-groupe compact maximal K1 de G(A) en bonne position relativement de M0 et notons T0

(resp. T1) le paramètre de troncature canonique pour K (resp. K1).
Fixons P0 ∈ P(M0). Considérons la famille des fonctions continues K → aP indexée par

Q ∈ F(M0)

YQ(k) := −HQ(k;K1) + T1 − T0.

On vérifie que Y := (YQ)Q⊃P0 est une modification de troncature. On définit ainsi

u′Q(k;K1|K) := u′Q(k;Y),(III.18)

fωQ;K1|K := fωQ;Y .(III.19)

Lemme 5.2.13. Avec les notations précédentes, on a

Jω
o (f ;K1) =

∑
Q⊃P0

J
MQ,ω
o (fωQ;K1|K).

Démonstration. Supposons T ∈ a+
0 suffisamment régulier, on a

JT+T1(f ;K1) =

∫
G(F )\G(A)1

∑
P⊃P0

(−1)dim(AP /AG)
∑

δ∈P (F )\G(F )

Kω
P (δx, δx)τ̂P (HP (δx;K1)− T − T1) dx,

tandis que JT+T0(f) est défini de la même façon sauf que le terme τ̂P (· · · ) est remplacé par
τ̂P (HP (δx)− T − T0). Pour conclure, il suffit de noter

HP (δx;K1)− T − T1 = HP (δx)− T − T0 +HP (kP (δx);K1) + T0 − T1

puis appliquer 5.2.5 et évaluer des polynômes en T = 0.

Lemme 5.2.14. Soit w ∈ WG
0 . Si w̃ (resp. w̃1) est un représentant de w dans K (resp. K1),

alors HM0(w̃−1w̃1) = (w−1 − 1)(T0 − T1).

Démonstration. Prenons un représentant rationnel ŵ ∈ G(F ) de w. La définition des paramètres
T0, T1 affirme que

(1− w)T0 = HP0(ŵ) = HM0(ŵw̃−1),

(1− w)T1 = HP0(ŵ;K1) = HM0(ŵw̃−1
1 ).

En prenant la différence, on obtient (1 − w)(T0 − T1) = HM0(w̃1w̃
−1), ce qui est égal à

wHM0(w̃−1w̃1).

Théorème 5.2.15. On a

Jω
o (f ;K1) =

∑
Q∈F(M0)

|WMQ

0 ||WG
0 |−1J

MQ,ω
o (fωQ;K1|K).

Démonstration. D’abord, supposons que w ∈WG
0 , Q′ ∈ F(M0) sont tels que Q′ = w−1Qw avec

Q ⊃ P0. Prenons un représentant w̃ ∈ π(Ksc). D’après 5.2.10, on a

J
MQ′ ,ω
o (fωQ′;K1|K) = J

MQ,ω
o ((fωQ′;K1|K)w̃

−1
).(III.20)
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Pour tout m ∈MQ(A)1, on a

fωQ′;K1|K(w̃−1mw̃) = δQ′(w̃
−1mw̃)

1
2

∫
K

∫
UQ′ (A)

ω(k)f(k−1w̃−1mw̃u′k)u′Q′(k;K1|K) du′ dk

(III.21)

= δQ(m)
1
2

∫
K

∫
UQ(A)

ω(k)f(k−1muk)u′Q′(w̃
−1k;K1|K).(III.22)

Écrivons k = qk1 avec q ∈ Q(A) et k1 ∈ K1, alors HQ(k;K1) = HQ(q). D’autre part,

w̃−1k = w̃−1w̃︸ ︷︷ ︸
∈Q′(A)

· w̃−1w̃1︸ ︷︷ ︸
∈M0(A)

· w̃−1
1 k1︸ ︷︷ ︸
∈K1

entrâıne que

−wHQ′(w̃
−1k;K1) = −w(w−1HQ(k;K1) +HM ′Q

(w̃−1w̃1))

= −HQ(k;K1)− (1− w)(T0 − T1),

w(−HQ′(w̃
−1k;K1) + T1 − T0) = −HQ(k;K1) + T1 − T0.

d’après le lemme précédent. D’où u′Q′(w̃
−1k;K1|K) = uQ(k;K1|K), donc

(fωQ′;K1|K)w̃
−1

= fωQ;K1|K .(III.23)

Maintenant on fait varier Q et w. Les équations (III.21)-(III.23) entrâınent que∑
Q′∈F(M0)

|WMQ′
0 ||WG

0 |−1J
MQ′ ,ω
o (fωQ′;K1|K) =

∑
Q⊃P0

J
MQ,ω
o (fωQ;K1|K).

Vu 5.2.13, cela achève la démonstration.

5.3 Intégrales orbitales pondérées avec caractère

Fixons un ensemble fini S de places de F . Décomposons les objets en question comme
K = KS ×KS , G(A) = G(FS) ×G(FS), M(A) = M(FS) ×M(FS), etc. Notons la restriction
de ω sur M(FS), où M est un sous-groupe de Lévi quelconque de G, par le même symbole ω.
Fixons des mesures sur G(FS) et sur les M(FS) selon §2.5.

Remarque 5.3.1. Bien que ces objets-là sont supposés d’origine globale, ici il ne s’agit que
d’une étude locale. Par exemple, la seule propriété de ω qui interviendra est qu’il est un caractère
unitaire de G(FS) ; il existe aussi des versions locales de 5.2.1 et 5.2.2.

Intégrales orbitales avec caractère SoientM un sous-groupe de Lévi deG, f ∈ C∞c (M(FS))
et y ∈M(FS). Posons toujours

fy(x) = f(yxy−1), x ∈M(FS).

Soit D une distribution sur M(FS), posons

yD : f 7→ 〈D, fy〉, f ∈ C∞c (M(FS))

Cela définit une action à gauche (resp. à droite) de M(FS) sur l’espace des distributions (resp.
des fonctions) sur M(FS).

Définition 5.3.2. Une fonction f (resp. distribution D) est dite ω-équivariante si fy = ω(y)f
(resp. yD = ω(y)D) pour tout y.

Par exemple, une fonction f localement intégrable est ω-équivariante si et seulement la dis-
tribution φ 7→

∫
M(FS) f(x)φ(x) dx l’est. Nous nous intéressons aux distributions ω-équivariantes.
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Conventions sur la mesure On considère les paires (O, µ), où

– O est une classe de conjugaison dans M(FS),
– µ est une mesure de Radon complexe non triviale sur O qui est ω-équivariante ; autrement

dit µ(y−1xy) = ω(y)µ(x) pour tout x ∈ O et tout y ∈M(FS).

Le groupe M(FS) opère sur ces paires par conjugaison ; la conjugaison ne change pas O mais
elle transporte µ. On écrit (O1, µ1) ∼ (O2, µ2) si O1 = O2. Notons

Γ̇(M(FS))ω := {(O, µ)},
Γ(M(FS))ω := {(O, µ)}/ ∼ .

Alors Γ̇(M(FS))ω → Γ(M(FS))ω est un C×-torseur, ce qui permet de définir γ̇/η̇ ∈ C× si γ̇ et
η̇ ont la même classe de conjugaison sous-jacente.

Définition 5.3.3. Une classe de conjugaison O dans M(FS) est dite ω-bonne si elle admet une
mesure de Radon ω-équivariante comme ci-dessus. Autrement dit, O est bonne si pour tout
γ ∈ O, on a ω|Mγ(FS) = 1. On dit que γ ∈M(FS) est ω-bon si sa classe de conjugaison l’est.

Nous utilisons les symboles pointés pour désigner un élément dans Γ̇(M(FS))ω, eg. γ̇ ; la
classe de conjugaison sous-jacente est notée Supp(γ̇).

Une paire γ̇ = (O, µ) donne naissance à l’intégrale orbitale

Jω
M (γ̇, f) := |DM (γ)|

1
2

∫
O

f dµ, f ∈ C∞c (M(FS))(III.24)

avec γ ∈ O quelconque, où DM est le discriminant de Weyl (voir 5.6.1). Pour montrer qu’elle
converge, il suffit de remplacer µ par |µ|. On obtient ainsi une mesure de Radon invariante sur
O, ce qui permet d’appliquer le résultat de Rao [69]. On vérifie que, pour tout y ∈M(FS)

Jω
M (yγ̇y−1, f) = Jω

M (γ, fy) = ω(y)Jω
M (γ̇, f).(III.25)

Cela permet d’immerger Γ̇(M(FS))ω dans l’espace de distributions ω-équivariantes.

Donnons-en une construction directe. Soit γ ∈ M(FS) bon et notons O sa classe de conju-
gaison. Fixons une mesure invariante sur Mγ(FS)\M(FS). Alors on peut choisir une unique
mesure complexe µ[γ] sur O de sorte que

Jω
M ((O, µ[γ]), f) =

∫
Mγ(FS)\M(FS)

ω(x)f(x−1γx) dx.(III.26)

Il serait tentant de l’écrire comme Jω
M (γ, f) ; cependant il faut prendre garde qu’il dépend du

choix de γ dans sa classe de conjugaison.

Induction de classes unipotentes Supposons que γ ∈M(FS) est ω-bon ; soit γ̇ ∈ Γ̇(M(FS))ω

tel que γ ∈ Supp(γ̇).

Supposons pour l’instant queMγ = Gγ . On peut regarder γ̇ comme un élément de Γ̇(G(FS))ωt
{0} (comme distributions sur G(FS)) en choisissant l’unique mesure telle que

Jω
G (γ̇, f) =

∫
M(FS)\G(FS)

ω(x)Jω
M (γ̇, fx

−1
) dx, f ∈ C∞c (G(FS)).(III.27)
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Si l’on fixe des choix comme dans (III.26), c’est tout simplement

|DM (γ)|
1
2

∫
Mγ(FS)\G(FS)

ω(x)f(x−1γx) dx;

et on a γ̇ = 0 dans G si et seulement si γ n’est pas ω-bon dans G(FS).
En général, notons AM,reg l’ouvert dense de AM des éléments a tels que∏

β∈Σred
P

(β(a)− β(a)−1) soit inversible , P ∈ P(M);

alors pour a ∈ AM,reg(FS) en position générale, on a Mγ = Maγ = Gaγ . Notons aγ̇ ∈ Γ̇(M(FS))ω

l’élément obtenu via le transport de structure. D’après (III.27), on regarde aγ̇ comme un élément
de Γ̇(G(FS))ω.

Soit maintenant γ ∈ M(FS) unipotent. Lusztig et Spaltenstein [58] ont défini une classe
de conjugaison géométrique unipotente γG dans G(FS). C’est une réunion finie de classes de
conjugaison dans G(FS), disons γG = ti∈IγGi . Notons I0 l’ensemble des i ∈ I tels que γGi est
ω-bon.

Lemme 5.3.4 (cf. [12, (6.6)]). Il existe des uniques mesures de Radon ω-équivariantes non
triviales sur {γGi }i∈I0 telles que si l’on note

Jω
G (γ̇G, ·) :=

∑
i∈I0

Jω
G (γ̇Gi , ·)

alors
Jω
G (γ̇G, ·) = lim

a→1
a∈AM,reg(FS)

Jω
G (aγ̇, ·)

où les a dans la limite sont supposés en position générale de sorte que Maγ = Gaγ.

Démonstration. Le cas ω = 1 est démontré dans [12]. La même démonstration marche si l’on
utilise les mesures ω-équivariantes sur les classes de conjugaison.

Cela étant, on peut définir γ̇G comme une combinaison linéaire des éléments dans Γ̇(G(FS))ω.

Intégrales orbitales pondérées Soit M un sous-groupe de Lévi de G. Soient γ ∈ M(FS)
bon et O sa classe de conjugaison, prenons une paire γ̇ = (O, µ) ∈ Γ̇(M(FS))ω.

Définition 5.3.5. Supposons que Mγ = Gγ . Si γ n’est pas ω-bon dans G(FS), posons

Jω
M (γ̇, ·) = 0;

sinon, γ̇ induit une paire (O′, µ′) ∈ Γ̇(G(FS))ω via (III.27). Arthur a défini une (G,M)-famille

vP (λ, x) := e−〈λ,HP (x)〉, P ∈ P(M), λ ∈ ia∗M ;

associée à l’ensemble (G,M)-orthogonal positif YP (x) = −HP (x). Notons vM (x) la fonction
associée ; elle est une fonction sur M(FS)\G(FS)/KS . Pour tout t ∈ O′, écrivons t = x−1γx et
définissons une nouvelle mesure en posant µ′M (t) = vM (x)µ′(t) (avec abus de notations) ; cela
ne dépend pas du choix de x.

Pour f ∈ C∞c (G(FS)), posons

Jω
M (γ̇, f) := |DG(γ)|

1
2

∫
O′

f dµ′M .



170 Chapitre III

La convergence découle en remplaçant µ′M par |µ′M |, ce qui nous ramène au cas usuel ω = 1.
Si l’on fixe des choix comme dans (III.26), c’est tout simplement

|DG(γ)|
1
2

∫
Gγ(FS)\G(FS)

ω(x)f(x−1γx)vM (x) dx.

Revenons au cas général. Soit L ∈ L(M), Arthur définit un facteur rLM (γ, a) pour tous γ ∈
M(FS), a ∈ AM,reg(FS) ([12, §5]), par lequel est définie l’intégrale orbitale pondérée générale.
Ce facteur ne dépend que de L,M, a et la classe de conjugaison de γ dans M . Dans le cas
Mγ = Gγ , on a

rLM (γ, a) =

{
1, si L = M,

0, sinon.

Si a ∈ AM,reg(FS) est en position générale, alors Mγ = Maγ = Gaγ et on sait définir aγ̇ ∈
Γ̇(G(FS))ω à l’aide de (III.27).

Théorème 5.3.6 (cf. [12, 5.2]). Pour tout f ∈ C∞c (G(FS)), la limite

Jω
M (γ̇, f) := lim

a→1
a∈AM,reg(FS)

∑
L∈L(M)

rLM (γ, a)Jω
L (aγ̇, f)

existe, où les a dans la limite sont supposés en position générale de sorte que Maγ = Gaγ. Si
Mγ = Gγ, elle cöıncide avec la définition 6.3.1. On a

∀y ∈M(FS), Jω
M (yγ̇y−1, f) = ω(y)Jω

M (γ̇, f).

Démonstration. Les termes à droite sont bien définis. La démonstration de l’existence de la
limite est pareille que celle dans [12] : il suffit de tordre les mesures invariantes sur G(FS), KS

ou sur les orbites par ω, et on vérifie que cela n’affecte pas les démonstrations car ω est unitaire.
L’assertion sur l’équivariance est claire si Mγ = Gγ ; le cas général s’en suit par définition.

Lorsqu’une ambigüıté sur G sera à craindre, nous noterons les objets par JG,ωM (γ̇, f), etc.

Proposition 5.3.7 (cf. [12, 6.2]). Soit u̇ ∈ Γ̇(M(FS))ω supporté sur une classe de conjugaison
unipotente. Alors f 7→ Jω

M (u̇, f) définie une mesure complexe ω-équivariante sur l’induite uG

qui est absolument continue par rapport à la mesure définie dans 5.3.4.

Le cas non ramifié Fixons G et M comme précédemment. Supposons que S consiste en
places non archimédiennes et fixons KS :=

∏
v∈SKv tel que Kv est un sous-groupe hyperspécial

de G(Fv) en bonne position relativement à M pour chaque v ∈ S. Notons 1KS la fonction
caractéristique de KS .

Définition 5.3.8. Les intégrales orbitales pondérées non ramifiées sont définies par

rωM,KS
(γ̇) = rG,ωM,KS

(γ̇) := Jω
M (γ̇,1KS ), γ̇ ∈ Γ̇(G(FS))ω.

Lorsque γ est fortement régulier dans G, notre définition est celle dans [85].

5.4 Comportement des intégrales orbitales pondérées avec un caractère

Soient γ ∈ M(FS) ω-bon et prenons γ̇ ∈ Γ̇(M(FS))ω (i.e. on fixe la mesure) comme
précédemment.
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(M,σ)ω-équivalence Soient σ ∈M(FS)ss et Σ ⊂ σMσ(FS) un ouvert invariant par Mσ(FS).
Notons

Γ̇(Σ)ω := {γ̇ ∈ Γ̇(M(FS))ω : Supp(γ̇) ⊂ Σ}.

Supposons désormais que l’adhérence de Σ dans σMσ(FS) contient un voisinage invariant de σ.
Suivant [12, p.235], on dit que deux fonctions φ1, φ2 sur Γ̇(Σ)ω sont (M,σ)ω-équivalentes s’il
existe f ∈ C∞c (M(FS)) et un voisinage U de σ dans M(FS) tels que

(φ1 − φ2)(γ̇) = JM,ω
M (γ̇, f)

pour tout γ̇ ∈ Γ̇(Σ)ω tel que Supp(γ̇) ⊂ U . Si cette condition est vérifiée, on écrit

φ1
(M,σ)ω∼ φ2.

Proposition 5.4.1 (cf. [12, 2.2]). Si Mσ = Gσ, alors pour tout f ∈ C∞c (M(FS)) on a

Jω
M (γ̇, f)

(M,σ)ω∼ 0

pour tout γ̇ ∈ Γ̇(M(FS))ω assez proche de σ modulo conjugaison.

Démonstration. La démonstration est identique à celle du cas ω = 1.

Formules de descente

Proposition 5.4.2 (cf. [12, 6.2]). Supposons γ unipotent. Soit L1 ∈ L(M), alors pour tout
f ∈ C∞c (G(FS)), on a

Jω
L1

(γ̇L1 , f) = lim
a→1

a∈AM,reg(FS)

∑
L∈L(L1)

rLL1
(γ, a)Jω

L (aγ̇, f).

Soit Q = LUQ ∈ F(M). Définissons la version locale de (III.14) :

fωQ (m) := δQ(m)
1
2

∫
KS

∫
UQ(FS)

ω(k)f(k−1muk) dudk, m ∈ L(FS).

Corollaire 5.4.3 (cf. [10, §8]). Conservons les notations précédentes et fixons ξ ∈ aL1
M en

position générale comme dans (III.11), ce qui permet d’associer à chaque L ∈ L(M) tel que
dGM (L1, L) 6= 0 un QL ∈ P(L). Alors

Jω
L1

(γ̇L1 , f) =
∑

L∈L(M)

dGM (L1, L)JL,ωM (γ̇, fωQL).

Démonstration. L’énoncé dans [10] est pour les distributions invariantes ; or le cas ω = 1 du
résultat voulu y est implicite. Les arguments d’Arthur s’adaptent de façon usuelle au cas général.

De même, on a la formule de déploiement pour intégrales orbitales pondérées. Prenons
ξ ∈ aMM en position générale comme dans (III.12), ce qui permet de définir une application
(L1, L2) 7→ (Q1, Q2) avec Qi ∈ P(Li) (i = 1, 2) pourvu que dGM (L1, L2) 6= 0.

Proposition 5.4.4 (cf. [11, 9.1]). Supposons S = S1 t S2. Soit γ̇ = γ̇1γ̇2, où γ̇i ∈ Γ̇(M(FSi))
ω

pour i = 1, 2. Soit f = f1f2 ∈ C∞c (G(FS)) où fi ∈ C∞c (G(FSi)) pour i = 1, 2. Alors

Jω
M (γ̇, f) =

∑
L1,L2∈L(M)

dGM (L1, L2)JL1
M (γ̇1, f

ω
Q1

)JL2
M (γ̇2, f

ω
Q2

).
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Non-invariance Conservons les mêmes notations. Soit Q ∈ F(M0). On a la (G,MQ)-famille

uP (λ, x, y) = e−〈λ,HP (kP (x)y)〉, x, y ∈ G(FS).

On définit la version locale de (III.16)

fωQ,y(m) = δQ(m)
1
2

∫∫
KS×UQ(FS)

ω(k)f(k−1muk)u′Q(k, y) dudk, m ∈MQ(FS).

Proposition 5.4.5 (cf. [7, (8.2)]). Pour tout y ∈ G(FS), on a

Jω
M (γ̇, fy) = ω(y)

∑
Q∈F(M)

J
MQ,ω
M (γ̇, fωQ,y).

Démonstration. Prenons γ ∈ Supp(γ̇). Traitons d’abord le cas Mγ = Gγ . Fixons des mesures
comme dans (III.26), alors

Jω
M (γ̇, fy) = |DM (γ)|

1
2

∫
Mγ(FS)\G(FS)

ω(x)f(yx−1γxy−1)vM (x) dx

= |DM (γ)|
1
2ω(y)

∫
Mγ(FS)\G(FS)

ω(x)f(x−1γx)vM (xy) dx.

On a vP (λ, xy) = vP (λ)uP (λ, x, y), donc 4.2.4 entrâıne que

vM (xy) =
∑

Q∈F(M)

vQM (x)u′Q(x, y).

Pour u fixé, on a∫
Mγ(FS)\G(FS)

ω(x)f(x−1γx)vQM (x)u′Q(x, y) dx =

∫∫∫
UQ(FS)×MQ(FS)×KS

ω(k)ω(m)δQ(m)−1f(k−1m−1u−1γumk)vQM (m)u′Q(k, y) du dm dk =

∫
MQ(FS)

ω(m)vQM (m)

∫∫
KS×UQ(FS)

ω(k)δQ(m)
1
2 f(k−1m−1γmuk)u′Q(k, y) dudk dm.

La (MQ,M)-famille vQM (λ,m) ne dépend que de M et MQ lorsque m ∈MQ(FS) (cf. [7, p.41]),

on peut la noter v
MQ

M (λ,m) et on vérifie qu’elle donne la fonction de poids pour MQ,M,KS .
Cela conclut le cas Mγ = Gγ .

En général, on en déduit

Jω
M (γ̇, fy) = lim

a→1

∑
L∈L(M)

rLM (γ, a)ω(y)
∑

Q∈FG(L)

J
MQ,ω
L (aγ̇, fωQ,y)

= ω(y)
∑

Q∈FG(M)

lim
a→1

 ∑
L∈LMQ (M)

rLM (γ, a)J
MQ,ω
L (aγ̇, fωQ,y)


= ω(y)

∑
Q∈FG(M)

J
MQ,ω
M (fωQ,y).
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Proposition 5.4.6. Soit y ∈ G(FS) tel que yMy−1 ∈ L(M0) , alors

Jω
yMy−1(yγ̇y−1, f) = ω(y)Jω

M (γ̇, f).

Démonstration. Comme KS est spécial, on peut écrire y = km où k ∈ π((KS)sc) (i.e. k provient
du revêtement simplement connexe de Gder) et m ∈M(FS). Le problème se divise ainsi en deux
cas : y ∈M(FS) et y ∈ π((KS)sc).

Si y ∈ M(FS), l’assertion découle de la proposition précédente. Si y ∈ π((KS)sc), un trans-
port de structure donne

Jω
yMy−1(yγ̇y−1, f) = Jω

M (γ̇, fy).

Comme ω(y) = 1, il suffit de montrer que fωQ,y = 0 si Q 6= G. Or c’est clair que uQ(k, y) = 0
si Q 6= G, ce qui permet de conclure.

Dépendance de KS Soit K1,S un sous-groupe compact maximal de G(FS) en bonne position
relativement à M0. Ajoutons l’affixe K1 aux objets définis par rapport à K1,S . Soient M ∈
L(M0), T ∈ aM . Définissons les (G,M)-familles

vP (λ, x, T ) := e〈λ,−HP (x)+T 〉,

vP (λ, x, T ;K1) := e〈λ,−HP (x;K1)+T 〉, P ∈ P(M).

La définition originelle des fonctions poids correspond au cas T = 0, mais T n’affecte pas les
fonctions vM (x;K1) = vM (x, T ;K1) et vM (x) = vM (x, T ).

Définissons la (G,M)-famille

uP (λ, x;K1|K,T ) := e〈λ,−HP (kP (x);K1)+T 〉, P ∈ P(M).

Posons

fωQ,K1|K,T (m) := δQ(m)
1
2

∫
KS

∫
UQ(FS)

ω(k)f(k−1muk)u′Q(k;K1|K,T ) dudk.

Proposition 5.4.7 (cf. [18, 3.4]). Soit T ∈ aM . On a

Jω
M (γ̇, f ;K1) =

∑
Q∈F(M)

J
MQ,ω
M (γ̇, fωQ,K1|K,T ).

Démonstration. Il suffit de comparer les fonctions de poids : nous avons remarqué que celle
associée à K1 se déduit de la (G,M)-famille vP (x, T ;K1). Or

−HP (x;K1) + T = −HP (x)−HP (kP (x);K1) + T, P ∈ P(M).

D’où

vP (λ, x, T ;K1) = vP (λ, x, 0)uP (λ, x;K1|K,T ), P ∈ P(M).

On peut reprendre la preuve de 5.4.5 à partir de maintenant.
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5.5 Développement fin du terme unipotent

Fixons S un sous-ensemble fini de places de F . Supposons que

– S contient toutes les places archimédiennes ;
– Kv est hyperspécial pour tout v /∈ S ;
– ω est trivial sur KS .

Désignons par fKS la fonction caractéristique de KS . On définit un homomorphisme continu
injectif

C∞c (G(FS))→ C∞c (G(A))

f 7→ f · fKS ,

par lequel on identifie C∞c (G(FS)) à un sous-espace de C∞c (G(A)).

Soit M un sous-groupe de Lévi de G, notons

Γ̇unip(M(FS))ω := {u̇ ∈ Γ̇(M(FS))ω : Supp(u̇) ⊂Munip(FS)},
Γ̇unip(M(F ), S)ω := {u̇ ∈ Γ̇unip(M(FS))ω : Supp(u̇) ∩M(F ) 6= ∅}.

En oubliant les mesures, on définit Γunip(M(FS))ω et Γunip(M(F ), S)ω de la même manière.

Théorème 5.5.1 (cf. [8]). Il existe une unique application aM,ω(S, ·) : Γ̇unip(M(F ), S))ω → C
pour tout M ∈ L(M0), satisfaisant à l’équivariance

aM,ω(S, yu̇y−1) = ω(y)−1aM,ω(S, u̇), y ∈M(FS),

telle que, pour tout f ∈ C∞c (G(FS) ∩G(A)1), on a

Jω
unip(f) =

∑
M∈L(M0)

|WM
0 ||WG

0 |−1
∑

u∈Γunip(M(F ),S)ω

aM,ω(S, u̇)Jω
M (u̇, f)

où u̇ ∈ Γ̇unip(M(F ), S) est une image réciproque de u quelconque. De plus, aM,ω(S, ·) ne dépend
pas de KS.

Les coefficients aM,ω(S, ·) dépendent encore de M , M0 et KS . La dépendance de M0 sera en-
levée plus tard par 5.5.4. L’équivariance des coefficients affirme que le produit aM,ω(S, u̇)Jω

M (u̇, f)
ne dépend que de u.

Démonstration. C’est le résultat principal de [8]. Il n’y a rien à prouver si G est anisotrope
modulo son centre. Supposons donc par récurrence que l’assertion est vérifiée pour tout sous-
groupe de Lévi propre. Posons

Tω(f) := Jω
unip(f)−

∑
M∈L(M0)
M 6=G

|WM
0 ||WG

0 |−1
∑

u∈Γunip(M(F ),S)ω

aM,ω(S, u̇)Jω
M (u̇, f).

Soit y ∈ G(A). La formule de non-invariance 5.2.8 entrâıne que

Jω
unip(fy)− ω(y)Jω

unip(f) = ω(y)
∑

Q∈F(M0)
Q 6=G

|WMQ

0 ||WG
0 |−1J

MQ,ω
unip (fωQ,y),
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tandis que 5.4.5 entrâıne que∑
M∈L(M0)
M 6=G

|WM
0 ||WG

0 |−1
∑
u

aM,ω(S, u̇)(Jω
M (u̇, fy)− ω(y)Jω

M (u̇, y))

= ω(y)
∑

M∈L(M0)
M 6=G

|WM
0 ||WG

0 |−1
∑

Q∈F(M)
Q6=G

∑
u

aM,ω(S, u̇)J
MQ,ω
M (u̇, fωQ,y)

= ω(y)
∑

Q∈F(M0)
Q 6=G

|WMQ

0 ||WG
0 |−1

∑
M∈LMQ (M0)

|WM
0 ||W

MQ

0 |−1
∑
u

aM,ω(S, u̇)J
MQ,ω
M (u̇, fωQ,y).

D’après l’hypothèse de récurrence, on en déduit Tω(fy) = ω(y)Tω(f). Par conséquent Tω

est ω-équivariant. D’autre part, on montre (cf. [8, 4.2]) que si f s’annule sur Gunip(A), alors
Jω

unip(f) = 0. La même propriété est satisfaite par les distributions Jω
M (u̇, ·) d’après 5.3.7,

donc par Tω(·). Par conséquent, il existe des coefficients aG,ω(S, u̇) satisfaisant à la condition
d’équivariance telle que

Tω(f) =
∑

u∈Γunip(M(FS))ω

aG,ω(S, u̇)Jω
G (u̇, f).

pour tout f . Si l’on sélectionne une image réciproque u̇ pour chaque u, alors la famille de
distributions {Jω

G (u̇, f) : u ∈ Γunip(M(FS))ω} est libre. L’unicité de aG,ω(S, ·) en découle.
Il reste à montrer que les classes qui contribuent sont celles rencontrantG(F ). C’est l’ingrédient

technique de [8, §2 - §7]. On vérifie que les troncatures et estimations d’Arthur dans [8] de-
meurent valables si l’on utilise la mesure complexe ω(x) dx sur G(A) et les autres groupes en
question.

Montrons l’indépendance de KS . Soit K1,S un autre sous-groupe compact de G(FS) en bonne
position relativement à M0. Ajoutons l’affixe K1 aux objets associés au sous-groupe compact
maximal K1 = K1,S ×KS de G(A). On reprend les arguments ci-dessus en utilisant 5.2.15 et
5.4.7 avec T = T1−T0 où T1 (resp. T0) est le paramètre de troncature canonique pour K1 (resp.
K), pour obtenir

Tω(f ;K1) = Tω(f).

Comme la distribution Jω
G (u̇, ·) ne dépend que de u̇, on tire du développement de Tω que

aG,ω(S, u̇;K1) = aG,ω(S, u̇). Ceci est aussi valable pour tout M ∈ L(M0) au lieu de G, ce qu’il
fallait démontrer.

Maintenant, prenons un sous-ensemble fini S+ de places tel que S+ ⊃ S. Fixons M ∈
L(M0) et posons K# := K ∩ M(FSS+

). Si u̇ ∈ Γ̇(L(F ), S+)ω, on choisit une décomposition

u̇S :=
∏
v∈S u̇v (resp. u̇SS+

:=
∏
v∈S+\S u̇v) ; c’est bien déterminé à multiplication près par

{(λv)v∈S ∈ (C×)S :
∏
v λv = 1} (resp. (λv)v∈S+\S , etc). Soit D =

∑
i∈I u̇i une somme finie

d’éléments dans Γ̇(G(FS))ω ; pour u̇ ∈ Γ̇(G(FS))ω, écrivons

D

u̇
:=
∑
i∈I
u̇i∼u̇

u̇i
u̇
∈ C.

Proposition 5.5.2. Soit v̇ ∈ Γ̇unip(M(F ), S)ω, alors

aM,ω(S, v̇) =
∑

L∈LM (M0)

|WL
0 ||WM

0 |−1
∑

u∈Γunip(L(F ),S+)ω

(u̇S)M

v̇
· aL,ω(S+, u̇) · rM,ω

L,K#(u̇SS+
).
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On vérifie sans peine que l’expression dans la somme ne dépend pas du choix de u̇.

Démonstration. Prenons ξ ∈ aMM := {(H,−H) : H ∈ aM} en position générale comme dans
(III.12) tel que sa projection dans aGM vérifie aussi les conditions pour (III.11). On dispose alors
d’une application (L1, L2) 7→ (Q1, Q2) pour dGM (L1, L2) 6= 0.

Notons 1SS+
∈ C∞c (G(FSS+

)) la fonction caractéristique de KS
S+

. On déduit de 5.5.1 (appliqué

à S+) et de 5.4.4 que pour tout f ∈ C∞c (G(FS) ∩G(A)1),

Jω
unip(f) =

∑
L∈L(M0)

|WL
0 ||WG

0 |−1
∑

u∈Γunip(L(F ),S+)ω

aL,ω(S+, u̇)Jω
L (u̇, f · 1SS+

)

=
∑
L

|WL
0 ||WG

0 |−1
∑

u∈Γunip(L(F ),S+)ω

aL,ω(S+, u̇)·

·
∑

M,M ′∈L(L)

dGL (M ′,M)JM
′,ω

L (u̇S , f
ω
Q′)J

M,ω
L (u̇SS+

, (1SS+
)ωQ).

Comme ω est supposé trivial sur KS , on a

(1SS+
)ωQ(m) = δQ(m)

1
2

∫
KS
S+

∫
UQ(FSS+

)

1
S
S+

(k−1muk) dk du

= δQ(m)
1
2

∫
UQ(FSS+

)

1
S
S+

(mu) du = 1K#(m), m ∈M(FSS+
).

Donc 5.4.3 entrâıne que

Jω
unip(f) =

∑
L,u

|WL
0 ||WG

0 |−1aL,ω(S+, u̇)
∑

M∈L(L)

rM,ω
L,K#(u̇SS+

)

 ∑
M ′∈L(M)

dGL (M ′,M)JM
′,ω

L (u̇S , f
ω
Q′)


=
∑
L,u

|WL
0 ||WG

0 |−1aL,ω(S+, u̇)
∑

M∈L(L)

rM,ω
L,K#(u̇SS+

)Jω
M ((u̇S)M , f).

On l’écrit comme∑
M∈L(M0)

|WM
0 ||WG

0 |−1
∑

v∈Γunip(M(F ),S)ω

Jω
M (v̇, f)·

·

 ∑
L∈LM (M0)

|WL
0 ||WM

0 |−1
∑

u∈Γunip(L(F ),S+)ω

(u̇S)M

v̇
· aL,ω(S+, u̇)rM,ω

L,K#(u̇SS+
)

 .

Vu le développement 5.5.1 appliqué à S et l’unicité des coefficients, l’assertion en découle.

Ci-dessous un interlude élémentaire de la théorie de Bruhat-Tits. Soit E un corps local non
archimédien.

Lemme 5.5.3. Soient H un E-groupe réductif connexe et L un sous-groupe de Lévi. Soit KH

un sous-groupe compact maximal de H(E) en bonne position relativement à L. Si K ′H est un
sous-groupe compact maximal en bonne position relativement à L et conjugué à KH par H(E),
alors K ′H est conjugué par KH par L(E).
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Démonstration. Supposons d’abord que L est minimal, alors c’est le centralisateur d’un E-tore
déployé maximal T0. D’après la définition de l’immeuble de Bruhat-Tits [25, 7.4.1], KH et K ′H
sont conjugués par NH(T0)(E). Comme KH est spécial, il contient des représentants du groupe
de Weyl de T0. Par conséquent KH et K ′H sont conjugués par L(E).

En général, KH et K ′H sont associés à des points dans l’immeuble élargi de L, qui se plonge
dans celui de H de façon équivariante. Quitte à les conjuguer par L(E), on peut supposer qu’ils
appartiennent au même appartement, ce qui nous ramène au cas précédent.

Proposition 5.5.4. Soient M ′0 un autre sous-groupe de Lévi minimal en bonne position relati-
vement à K. Si M ⊃M0 et M ⊃M ′0, alors les coefficients aM,ω(S, ·) associés à M ′0 cöıncident
avec ceux associés à M0.

Démonstration. Afin de souligner la dépendance en question, notons aM,ω(S, ·;KS ,M0) (resp.
aM,ω(S, ·;KS ,M ′0)) les coefficients associés à KS et M0 (resp. M ′0). Notons π : MSC → M le
revêtement simplement connexe de Mder ; si L ∈ LM (M0), notons Lsc son image réciproque
par π. Prenons y ∈ π(MSC(F )) tel que yM ′0y

−1 = M0, alors yKSy−1 est en bonne position
relativement à M0 et ω(yv) = 1 pour tout v.

Le transport de structure induit par x 7→ yxy−1 donne

aM,ω(S, v̇;KS ,M ′0) = aM,ω(S, yv̇y−1; (yKy−1)S ,M0) = aM,ω(S, v̇; (yKy−1)S ,M0)

pour tout v̇ ∈ Γ̇unip(M(F ), S)ω. On peut oublier M ′0 dès maintenant et se ramener à montrer
que aM,ω(S, ·; (yKy−1)S) = aM,ω(S, ·; (yKy−1)S).

Prenons S+ ⊃ S de sorte que yv ∈ Kv pour v /∈ S+. Vu 5.5.2, il suffit de montrer que pour
tout L ∈ LM (M0),

rM,ω
L,K#(u̇SS+

) = rM,ω
L,yK#y−1(u̇SS+

)

pour tout u̇ ∈ Γ̇unip(M(F ), S+)ω, où K# := K ∩M(FSS+
) comme dans 5.5.2 et la notation y

est quelque peu abusive pour signifier aussi ySS+
. D’après 5.5.3, il existe z ∈ π(Lsc(F

S
S+

)) tel que

yK#y−1 = zK#z−1. Le transport de structure via x 7→ zxz−1 donne

rM,ω
L,K#(u̇SS+

) = rM,ω
L,zK#z−1(zu̇SS+

z−1) = ω(z)rM,ω
L,zK#z−1(u̇) = ω(z)rM,ω

L,yK#y−1(u̇).

Or ω(z) = 1, ce qui achève la démonstration.

Remarque 5.5.5. Le bilan est que les coefficients aM,ω(S, ·) sont déterminés par les données
M , ω, S, et le sous-groupe compact maximal KS de M(FS) tels que

– il existe un sous-groupe de Lévi minimal M0 de M , défini sur F , qui est en bonne position
relativement à KS ;

– ω est trivial sur KS .

5.6 Interlude : S-admissibilité

Pour l’instant, soit M un F -groupe réductif connexe quelconque, et soit S un ensemble fini
de places tel que M est non ramifié en dehors de S. La définition suivante fournit une façon
explicite de dire que S est suffisamment grand.

Définition 5.6.1 (cf. [20, §1]). Définissons un morphisme invariant D = (D0, . . . , Dd) : M →
Gd+1

a avec d := dimM , par

det(1 + t−Ad (x)|m) =
d∑

k=0

Dk(x)tk ∈ F [t].
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Observons que Dd = 1. Pour X = (X0, . . . , Xd) ∈ F d+1, notons Xmin sa première coordonnée
non nulle. Alors le discriminant de Weyl est DM (x) = D(x)min.

– Un sous-ensemble CS ⊂ F d+1
S \ {0} est dit admissible si pour tout X ∈ F d+1 ∩ (CS ×

(oS)d+1), on a |Xmin|v = 1 pour toute place v /∈ S.
– Un sous-ensemble ∆S ∈M(FS) est dit admissible si D(∆S) ⊂ F d+1

S l’est.

– Un sous-ensemble ∆ ∈M(A) est dit S-admissible s’il existe CS ⊂ F d+1
S admissible tel que

D(∆) ⊂ CS × (oS)d+1.

En particulier, on peut parler de la S-admissibilité d’un élément ou d’une classe de conju-
gaison dans M(F ) ou dans M(A). Étant donné un sous-ensemble compact ∆ de M(A), on peut
toujours agrandir S de sorte que ∆ est S-admissible.

Nous utiliserons souvent le lemme suivant dû à Kottwitz.

Proposition 5.6.2. Fixons KS =
∏
v/∈SKv où Kv est un sous-groupe hyperspécial de M(Fv)

pour tout v /∈ S. Soit σ ∈M(F ) semi-simple. Si σ est S-admissible et σS ∈ KS, alors pour tout
v /∈ S, on a

– Kv ∩Mσ(Fv) est un sous-groupe hyperspécial de Mσ(Fv) ;
– soit y ∈ M(Fv) tel que y−1σy ∈ Kv, alors il existe y1 ∈ Mσ(Fv) et k ∈ Kv tels que
y = y1k.

Démonstration. La première assertion résulte de [47, 7.1]. Quant à la deuxième assertion, ledit
lemme de Kottwitz fournit une décomposition y = y1k avec y1 ∈Mσ(Fv) et k ∈ Kv. Si Mder est
simplement connexe alors Mσ = Mσ et cela achève la démonstration. Le cas général en résulte
à l’aide d’une z-extension non ramifiée de M ×F Fv (cf. [47, p.386]).

5.7 Transport de structure

On se donne les objets suivants
– S un ensemble fini de places de F tel que S ⊃ V∞ et Kv est hyperspécial pour tout v /∈ S ;
– M,M ′ ∈ LG(M0) ;
– σ ∈M(F ) semi-simple tel que σS ∈ KS et que σ est S-admissible ;
– idem pour σ′ ∈M ′(F ) ;
– ω : caractère automorphe de Mσ(A), trivial sur KS

σ := KS ∩Mσ(A) ;
– ω′ : caractère automorphe de M ′σ′(A), trivial sur KS

σ′ := KS ∩M ′σ′(A).
Quitte à conjuguer σ, σ′ et à agrandir S, on peut supposer de plus que :
– il existe un sous-groupe de Lévi standard M1 tel que σ ∈ M1(F ) mais σ n’appartient à

aucun sous-groupe de Lévi propre de M1, cela entrâıne que M1,σ est un sous-groupe de
Lévi minimal de Mσ ;

– idem, il existe un sous-groupe de Lévi standard M ′1 vérifiant ladite condition avec σ′,M ′

au lieu de σ,M .
Écrivons KS

σ =
∏
v/∈SKσ,v et KS

σ′ =
∏
v/∈SKσ′,v. Le lemme de Kottwitz 5.6.2 affirme que

pour tout v /∈ S, Kσ,v est un sous-groupe hyperspécial de Mσ(Fv) ; c’est aussi clair que Kσ,v est
en bonne position relativement à M1,σ. Idem pour Kσ′,v ⊂M ′σ(Fv) et M ′1,σ′ .

Vu 5.5.5, à ces données sont associés les coefficients du développement géométrique fin

aMσ ,ω(S, ·), aM
′
σ′ ,ω

′
(S, ·).

On se propose de comparer ces coefficients. Définissons d’abord le transporteur

T (σ, σ′) := {y ∈ G : yσy−1 = σ′, yMy−1 = M ′}.

C’est une sous-variété de G définie sur F sur laquelle Mσ (resp. M ′σ′) opère à droite (resp. à
gauche) par multiplication.
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Hypothèse 5.7.1. Supposons que
– T (σ, σ′)(F ) 6= ∅ ;
– pour toute place v de F , on fixe une application Ωv : T (σ, σ′)(Fv)→ C×, telle que

– Ωv(x
′yx) = ω′(x′)Ωv(y)ω(x) pour tout x′ ∈M ′σ′(Fv), x ∈Mσ(Fv) et y ∈ T (σ, σ′)(Fv) ;

– si v /∈ S, alors Ωv(xv) = 1 pour tout xv ∈ Kv ∩ T (σ, σ′)(Fv).
Soit V ⊂ VF (éventuellement infini). Par abus de notation, on note Ω : T (σ, σ′)(FV )→ C×

l’application donnée par
∏
v∈V Ωv, ce qui est bien définie d’après la dernière condition. En

particulier, on sait définir Ω : T (σ, σ′)(A)→ C×. On demande de plus que
– Ω|T (σ,σ′)F ) = 1.

Exemple 5.7.2. Supposons que T (σ, σ′)(F ) 6= ∅ et qu’il existe un caractère automorphe ω̄ :
G(A) → C× qui est trivial sur KS , tel que ω = ω̄|Mσ(A), ω′ = ω̄|M ′

σ′ (A). Prenons Ωv :=

ω̄|T (σ,σ′)(Fv) pour tout v. Alors les conditions sur Ω sont satisfaites.

Le résultat suivant dit qu’un élément dans T (σ, σ′) transporte les caractères automorphes.

Lemme 5.7.3. Si 5.7.1 est vérifiée, alors pour tout y ∈ T (σ, σ′)(A), on a

ω′(yxy−1) = ω(x), x ∈Mσ(A).

Démonstration. Pour x ∈Mσ(A), on a yxy−1 ∈M ′σ′(A). Donc

Ω(yxy−1y) = ω′(yxy−1)Ω(y).

Or c’est aussi égal à Ω(yx) = Ω(y)ω(x), d’où l’assertion.

Proposition 5.7.4. Supposons que 5.7.1 est vérifiée. Soit y ∈ T (σ, σ′)(F ), alors pour tout
u̇ ∈ Γ̇unip(Mσ(F ), S)ω, on a

aMσ ,ω(S, u̇) = Ω(yS)−1aM
′
σ′ ,ω

′
(S, yu̇y−1).

Démonstration. On peut translater y par M ′σ′(F ) à gauche, donc on se ramène au cas où
yM1,σy

−1 = M ′1,σ. Par transport de structure, on a

aM
′
σ′ ,ω

′
(S, yu̇y−1) = aMσ ,ω(S, u̇; y−1(KS ∩M ′σ′(FS))y).

Posons

K1 := KS ∩Mσ(FS),

K2 := y−1(KS ∩M ′σ′(FS))y.

Alors K1,K2 sont des sous-groupes compacts maximaux de Mσ(FS) en bonne position relati-
vement à M1,σ. On doit prouver que

aMσ ,ω(S, u̇;K2) = Ω(yS)aMσ ,ω(S, u̇;K1)(III.28)

On prend S+ ⊃ S assez grand de sorte que K2,v = K1,v et y ∈ Kv pour v /∈ S+. On applique
5.5.2 avec le Lévi minimal M1,σ et S+ ⊃ S. Ainsi, on est ramené à prouver

rMσ ,ω
L,K2

(ṫ) = Ω(yS)rMσ ,ω
L,K1

(ṫ), ∀L ∈ LMσ(M1,σ), ṫ ∈ Γ̇(Mσ(FSS+
))ω.(III.29)

Pour tout v, WG
0 est représenté par des éléments de Kv. Donc il existe k1 ∈ KS et m ∈

M(FS) tels que yS = k1m. Alors mσSm−1 = k−1
1 (σ′)Sk1 ∈ KS∩M(FS). D’après 5.6.2 appliqué
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à M et KS ∩M(FS), il existe k2 ∈ KS ∩M(FS) et mσ ∈Mσ(FS) tels que m = k1mσ. Posons
k := k1k2, on a

yS = kmσ,

K2 = y−1KSy ∩Mσ(FS) = m−1
σ K1mσ.

On applique 5.5.3 avec H = Mσ, L = M1,σ et les sous-groupes ouverts compacts maximaux
K1, K2. Pour v ∈ S+ \ S, il existe donc xv ∈ M1,σ(Fv) tel que K2,v = x−1

v K1,vxv ; on prend
xv = 1 pour v /∈ S+. Posons x := (xv)v/∈S ∈ M1,σ(FS), alors K2 = x−1K1x. Or on a aussi
K2 = m−1

σ K1mσ. Parce que K1 est hyperspécial, on a mσ ∈ K1x quitte à multiplier x par un
élément de ZM1,σ(FS). Alors yS ∈ KSx, d’où Ω(yS) = ω(x).

La relation cherchée (III.29) résulte du transport du structure :

rMσ ,ω
L,K2

(ṫ) = rMσ ,ω
L,x−1K1x

(ṫ) = rMσ ,ω
L,K1

(xṫx−1) = ω(x)rMσ ,ω
L,K1

(ṫ).

6 La formule des traces pour les revêtements

La plupart de cette section est une paraphrase des travaux fondamentaux d’Arthur [5, 6].
Soit F un corps de nombres, G un F -groupe réductif connexe et un revêtement à m feuillets

1 // �m // G̃
p // G(A) // 1

G(F )
0 P

aa

� ?

OO

où nous supprimons le nom de l’immersion G(F ) ↪→ G̃ ; par abus de notation, nous regardons
G(F ) comme un sous-groupe discret de G̃1.

On considéra deux cas.

1 Le cas global : fixons les objets suivants
– M0 : un sous-groupe de Lévi minimal de G ;
– P0 ∈ P(M0) ;
– K =

∏
vKv : un sous-groupe compact maximal de G(A) en bonne position relativement

à M0, tel que pour tout v /∈ Vram, Kv est le sous-groupe compact maximal fixé dans
(G1), qui s’identifie à un sous-groupe de G̃v.

Si P est un sous-groupe parabolique semi-standard, on note P = MPUP sa décomposition
de Lévi canonique. Comme d’habitude, si H est un sous-groupe de G(A), on note H̃ son
image réciproque par p.

2 Le cas local : fixons un ensemble fini S de places de F . Considérons le revêtement à m
feuillets pS : G̃S → G(FS). Fixons
– M0 comme précédemment ;
– KS =

∏
v∈SKv un sous-groupe compact maximal de G(FS) en bonne position relative-

ment à M0.
Si H est un sous-groupe de G(FS), notons H̃S son image réciproque par pS .

Soit M ∈ L(M0), on note KM (resp. KM
S ) son intersection avec M(A) (resp. avec M(FS)).

La convention de mesures §2.5 s’applique ici. Rappelons en particulier que, soit φ est une
fonction intégrable sur G(F )\G(A)1, alors

∫
G(F )\G̃1(φ ◦ p) dx̃ est égale à

∫
G(F )\G(A)1 φ dx selon

notre convention.
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6.1 La formule des traces grossière

Plaçons-nous dans le cadre global.

Le noyau tronqué Définissons la représentation régulière (R,L2(G(F )\G̃1)) par

(R(ỹ)φ)(x̃) = φ(x̃ỹ)

pour tout φ ∈ L2(G(F )\G̃1), x̃, ỹ ∈ G(F )\G̃1. On peut d’ailleurs la regarder comme une
représentation sur L2(G(F )AG,∞\G̃). Fixons f ∈ C∞c (G̃1). Alors l’opérateur R(f) a pour noyau

Kf (x̃, ỹ) =
∑

γ∈G(F )

f(x̃−1γỹ).

L’indice f sera supprimé dans la suite. À cause du procédé de troncature, la formule des
traces grossière dépendra des choix de M0, P0 et K.

Pour tout P ∈ F(M0), posons

KP (x̃, ỹ) :=

∫
UP (A)

∑
γ∈MP (F )

f(x̃−1γuỹ) du

avec x̃, ỹ ∈ UP (A)MP (F )\G̃. On constate que pour tout x̃ ∈ G̃1, KP (x̃, x̃) ne dépend que de
x := p(x̃) ∈ G(A)1 ; on l’écrit aussi KP (x, x).

Pour T ∈ a+
0 qui est suffisamment régulier, définissons le noyau tronqué

kT (x) :=
∑
P⊃P0

(−1)dimAP /AG
∑

δ∈P (F )\G(F )

KP (δx, δx)τ̂P (HP (δx)− T ),

où P décrit les sous-groupes paraboliques standards.
Il sera démontré que kT est intégrable surG(F )\G(A)1, et on en obtiendra les développements

géométrique et spectral. Or c’est déjà clair que l’aspect “géométrique” de la troncature, c’est-
à-dire celui qui s’agit des classes de conjugaison rationnelles et des objets dans §4, est identique
à celui de la formule des traces grossière de G : le revêtement n’y intervient pas.

Le o-développement Rappelons que dans §5.1 l’on a défini la notion de O-équivalence des
éléments dans G(F ). Adoptons les mêmes notations ici. Pour tout M ∈ L(M0), on a défini une
application canonique OM → OG à fibres finies.

Pour tout o ∈ OG et P ∈ F(M0), posons comme précédemment

KP,o(x̃, ỹ) :=
∑

γ∈MP (F )∩o

∫
UP (A)

f(x̃−1γuỹ) du,

kTo (x) :=
∑
P⊂P0

(−1)dimAP /AG
∑

γ∈P (F )\G(F )

KP,o(δx, δx)τ̂P (HP (δx)− T ),

alors KP =
∑

oKP,o et kT =
∑

o ko.

Théorème 6.1.1 (cf. [5, 7.1]). Si T ∈ a+
0 est suffisamment régulier, alors

JT (f) :=
∑
o∈OG

∫
G(F )\G(A)1

kTo (x) dx

converge absolument.
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Démonstration. Comme nous avons remarqué, le revêtement n’intervient pas dans la troncature,
et les arguments de [5] marchent de la même manière.

C’est donc loisible de poser JTo (f) :=
∫
G(F )\G(A)1 k

T
o (x) dx pourvu que T ∈ a+

0 est suffisam-
ment régulier.

Le χ-développement Soit f ∈ L2(G(F )\G̃1), le terme constant de f le long d’un sous-groupe
parabolique P est défini par

fP : x̃ 7→
∫

UP (F )\UP (A)

f(ux̃) du

pour presque tout x̃ ∈ UP (A)G(F )\G̃1, à l’aide du scindage unipotent. On dit que f est cus-
pidale si fP = 0 pour tout P ( G. Cela permet de définir l’espace des fonctions L2 cuspidales
L2

cusp(G(F )\G̃1). D’après le théorème de Gelfand et Piatetski-Shapiro, L2
cusp(G(F )\G̃1) est in-

clus dans L2
disc(G(F )\G̃1), la sous-représentation maximale de L2(G(F )\G̃1) qui se décompose

discrètement. Posons Πcusp(G̃1) l’ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles
intervenant dans L2

cusp(G(F )\G̃1). La théorie de décomposition spectrale est parallèle à celle
pour les groupes réductifs et est bien établie dans [66].

Le groupe central �m agit par translation sur de telles représentations. Notons la partie
ξ-équivariante par Πcusp,ξ(G̃

1) pour tout ξ ∈ �̂m. En particulier, on peut parler de la partie
spécifique Πcusp,−(G̃1).

Le groupe de Weyl WG
0 agit sur les paires (P, σ) où P ∈ F(M0) et σ est une représentation

automorphe cuspidale de MP (A)1. L’ensemble des orbites [P, σ] ainsi obtenues est noté X, ou XG̃

si une confusion sur G̃ est à craindre. Comme les sous-groupes paraboliques semi-standards ayant
la même composante de Lévi sont conjugués par WG

0 , on peut aussi bien représenter les éléments
de X comme WG

0 -orbites des paires (M,σ) où M ∈ L(M0) et σ est comme précédemment.

Soit M un sous-groupe de Lévi de G, on a une application canonique XM̃ → XG̃ donnée par
[M1, σ1]M 7→ [M1, σ1]G (où M1 ∈ LM (M0)). Elle est à fibres finies.

Soient χ = [P, σ] ∈ XG̃, λ ∈ a∗P,C. NotonsR
M̃P ,disc

la représentation régulière sur L2
disc(MP (F )\M̃P

1
).

Puisque M̃P = M̃P
1
× AMP ,∞, on peut la regarder comme une représentation de M̃P . Notons

R
M̃P ,disc,λ

la représentation de M̃P définie par

R
M̃P ,disc,λ

(m̃) = R
M̃P ,disc

(m̃)e〈λ,HM (m)〉.

Notons IP̃ (λ) l’induite parabolique normalisée de R
M̃P ,disc,λ

. Définissons l’espace hilbertien

HP̃ des fonctions mesurables φ : UP (A)MP (F )AM,∞\G̃→ C telles que

– pour presque tout x̃ ∈ G̃, φx̃ : m̃ 7→ φ(m̃x̃) appartient à L2
disc(MP (F )\M̃P

1
),

– ‖φ‖22 =

∫∫
K̃×(MP (F )\M̃P

1
)

|φ(m̃k̃)|2 dm̃dk̃ < +∞.

Alors HP̃ peut être vu comme l’espace sous-jacent de IP̃ (λ) muni de l’action

(IP̃ (λ, ỹ)φ)(x̃) = φ(x̃ỹ)e〈λ+ρP ,HP (xy)−HP (x)〉.

Remarquons que HP̃ et la restriction de IP̃ (λ) à K̃ ne dépendent pas de λ. Notons HP̃ ,cusp

le sous-espace des fonctions φ ∈ HP̃ telle que φx̃ ∈ L2
cusp(MP (F )\M̃P

1
) pour presque tout x̃.

Notons H0
P̃

le sous-espace dense de vecteurs K̃-finis et H0
P̃ ,cusp

son intersection avec HP̃ ,cusp.

Passons en revue la théorie de la décomposition spectrale.
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1 On sait construire un sous-espace fermé invariant L2
χ(G(F )\G̃), engendré par les séries

d’Eisenstein attachées à χ ([66, II.2.4]). Il existe une décomposition orthogonale

L2(G(F )\G̃1) =
⊕
χ∈XG̃

L2
χ(G(F )\G̃1).

2 Soient Q ∈ P(MP ), w ∈ W (aP , aQ). On définit l’opérateur d’entrelacement suivant la
recette de Mackey ([66, II.1.6]) :

MQ|P (w, λ) : HP̃ → HQ̃ (λ ∈ a∗M,C)

(MQ|P (w, λ)φ)(x̃) =

∫
UQ|P (ŵ,A)

φ(ŵ−1ux̃)e〈λ+ρP ,HP (ŵ−1ux)〉e〈−wλ+ρQ,HQ(x)〉 du,

où ŵ ∈ G(F ) est un représentant quelconque de w et

UQ|P (ŵ,A) := (UQ(A) ∩ ŵUP (A)ŵ−1)\UQ(A).

Notons (a∗P )+ le cône dual à +aP , alors cette intégrale est convergente et holomorphe en
λ si Re(λ) ∈ ρP + (a∗P )+. Elle admet une prolongement méromorphe sur a∗M,C.

À l’aide de la décomposition spectrale, on définit les espaces HP̃ ,χ, H0
P̃ ,χ

et l’opérateur

IP̃ ,χ(λ) en prenant l’intersection avec L2
χ. On en déduit des décompositions HP̃ =

⊕
χHP̃ ,χ et

H0
P̃

=
⊕

χH0
P̃ ,χ

.

Soit Q un sous-groupe parabolique standard de G. Posons nQ = nGQ :=
∑

Q′ |W (aQ, aQ′)|, la
somme portant sur les sous-groupes paraboliques standards Q′. La même définition s’applique
aux sous-groupes de Lévi de G, d’où les versions relatives nPP1

:= nMP
P1∩MP

pour P1 ⊂ P sous-
groupes paraboliques standards. Choisissons une base orthonormée BP̃1,χ

pour HP̃1,χ
formée de

vecteurs K̃-finis pour tout χ, alors BP̃1
:=
⊔
χ BP̃1,χ

est une base orthonormée de HP̃1
contenue

dans H0
P̃1

. Posons

KP,χ(x̃, ỹ) :=
∑
P1⊂P

(nPP1
)−1

∫
ia∗P1

∑
φ∈B

P̃1,χ

EP̃
P̃1

(x̃, I
P̃1,χ

(λ, f)φ, λ)EP̃
P̃1

(ỹ, φ, λ) dλ,

kTχ (x) :=
∑
P⊃P0

(−1)dimAP /AG
∑

δ∈P (F )\G(F )

KP,χ(δx, δx)τ̂P (HP (δx)− T ),

où
EP̃
P̃1

(x̃, φ, λ) =
∑

γ∈P1(F )\P (F )

φ(γx̃)e〈λ+ρP1
,HP1

(x)〉

est la “série d’Eisenstein” ; elle est convergente si Re(λ) ∈ ρP1 + (a∗P1
)+, et elle admet un

prolongement méromorphe à tout λ ∈ a∗M1,C. La définition de KP,χ ne dépend évidemment pas

du choix des bases BP̃1,χ
. La décomposition spectrale affirme queKP =

∑
χKP,χ et kT =

∑
χ k

T
χ .

Théorème 6.1.2 (cf. [6, 2.1]). Si T ∈ a+
0 est suffisamment régulier, alors∑

χ∈XG̃

∫
G(F )\G(A)1

kTχ (x) dx

converge absolument.
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Démonstration. On peut reprendre [6]. On a déjà remarqué que la troncature est pareille que
dans le cas des groupes réductifs. L’aspect spectral des arguments d’Arthur repose sur la théorie
de décomposition spectrale, dont la généralisation aux revêtements est faite dans [66].

C’est donc loisible de poser JTχ (f) :=
∫
G(F )\G(A)1 k

T
χ (x) dx, pour tout χ ∈ XG̃.

Selon l’action de �m, on a une décomposition X =
⊔
ξ∈�̂m Xξ. Fixons ξ ∈ �̂m, alors la ξ-

équivariance de représentations est préservée par induction parabolique. Le résultat suivant en
découle.

Proposition 6.1.3. Soient ξ, η ∈ �̂m. Si χ ∈ Xξ, f ∈ C∞c,η(G̃1), alors KP,χ,f (x̃, ỹ) = 0 pour

tout x̃, ỹ ∈ G̃1 sauf si ξ = η̄. Idem pour kTχ (f) et JTχ (f).

Par conséquent, on peut se ramener à l’étude de la partie spécifique du côté spectral de
la formule des traces grossière, ie. les termes associés à χ ∈ X−, appliqués à fonctions tests
anti-spécifiques.

Conclusions Vu les résultats de convergence géométrique et spectral, on est arrivé à l’identité

JT (f) =
∑
o∈OG

JTo (f) =
∑
χ∈XG̃

JTχ (f)

pour T ∈ a+
0 suffisamment régulier, où JT (f) :=

∫
G(F )\G̃1 k

T (x̃) dx̃. L’intégrabilité résulte des

théorèmes que nous venons d’obtenir. Dans la suite, o (resp. χ) désigne un élément dans OG

(resp. XG̃) quelconque.

Théorème 6.1.4. Supposons que le paramètre de troncature T ∈ a+
0 est suffisamment régulier,

alors

1 JT (f) est un polynôme en T de degré ≤ dim aG0 . Idem pour les termes JTo (f), JTχ (f). Ces
distributions se prolongent ainsi en polynômes en tout T ∈ a0 de façon unique ;

2 notons T0 ∈ a0 le paramètre de troncature canonique défini dans (III.17), alors les distri-
butions J := JT0, Jχ := JT0

χ et Jo := JT0
o ne dépendent pas du choix de P0 ∈ P(M0).

Démonstration. Les démonstrations sont pareilles que celles du cas des groupes réductifs, cf
5.2.6, 5.2.11.

La formule des traces grossière s’écrit ainsi

J(f) =
∑
o∈OG

Jo(f) =
∑
χ∈XG̃

Jχ(f).(III.30)

Étudions la non-invariance des distributions. Soient f ∈ C∞c (G̃1) et y ∈ G(A). Notons fy la
fonction x̃ 7→ f(yx̃y−1). Soit Q ∈ F(M0), posons

fQ,y(m̃) := δQ(x)
1
2

∫∫
K×UQ(A)

f(k−1m̃uk)u′Q(k, y) du dk, m̃ ∈ M̃Q
1
,

où u′Q(k, y) est la fonction définie dans (III.15). Cela définit une application linéaire C∞c (G̃1)→

C∞c (M̃Q
1
) qui préserve l’équivariance par �m.
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Nous indiquons le groupe en question en exposant dans les notations, eg. JG,T (f) = JT (f).

Si M ∈ L(M0), o ∈ OG et f ∈ C∞c (M̃1), posons

JM,T
o (f) =

∑
o′∈OM
o′ 7→o

JM,T
o′ (f).

Idem pour JM,T
χ et JM,T .

Théorème 6.1.5 (cf. [7, §3] et 5.2.12). Soit T ∈ a0, alors

JT (fy) =
∑

Q∈F(M0)

|WMQ

0 ||WG
0 |−1JM̃Q,T (fQ,y),

JTo (fy) =
∑

Q∈F(M0)

|WMQ

0 ||WG
0 |−1J

M̃Q,T
o (fQ,y),

JTχ (fy) =
∑

Q∈F(M0)

|WMQ

0 ||WG
0 |−1J

M̃Q,T
χ (fQ,y).

En particulier, on peut mettre T = T0 dans les formules ci-dessus et supprimer les symboles T .

6.2 Réduction au cas unipotent

Plaçons-nous toujours dans le cas global. Fixons les objets suivants

– o ∈ OG ;
– σ ∈ o : semi-simple ;
– P1 ∈ F(M0) : un sous-groupe parabolique standard tel que σ ∈MP1(F ), mais σ n’appar-

tient à aucun sous-groupe parabolique propre de MP1 ;
– M1 := MP1 ;
– Kσ =

∏
vKσ,v : un sous-groupe compact maximal de Gσ(A) en bonne position relative-

ment à M1,σ.

Afin d’éviter toute confusion, indiquons l’image de σ via G(F ) ↪→ G̃1 par σ̃. Posons aGσ0 :=
aGσM1,σ

, on dispose d’une application linéaire canonique aG0 → aGσ0 . À ces données est associé un

paramètre de troncature canonique T0,σ ∈ aGσ0 pour Gσ.

Fixons aussi un ensemble de places S ⊃ Vram et supposons que

– σS ∈ KS ;
– σ est S-admissible ;
– pour tout v /∈ S, on a Kσ,v = K ∩Gσ(Fv).

Le lemme de Kottwitz 5.6.2 assure que Kσ,v est un sous-groupe hyperspécial de Gσ(Fv) pour
tout v /∈ S.

Lemme 6.2.1. Le caractère [·, σ] : Gσ(A)→ �m est un caractère automorphe. Il est trivial sur
KS
σ .

Démonstration. La continuité de [·, σ] est claire. Le reste résulte des scindages de p au-dessus
de KS et de G(F ).

Posons

ιG(σ) := Gσ(F )\Gσ(F ),

T1 := T0 − T0,σ ∈ aGσ0 ,
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où, avec abus de notation, on a projeté le paramètre de troncature canonique T0 de G via
aG0 → aGσ0 .

Rappelons une construction d’Arthur [9, §6]. Soit R ∈ FGσ(M1,σ), on note

F0
R(M1) := {P ∈ F(M1) : Pσ = R, aP = aR},
FR(M1) := {P ∈ F(M1) : Pσ = R}.

Pour tout z ∈ G(A) et tout Q ∈ F(M1), posons

vQ(λ, z, T ) := e〈λ,−HQ(z)+T 〉, λ ∈ ia∗Q, T ∈ aQ.

On lui associe la fonction v′Q(z, T ) via (III.9). Si R ∈ FGσ(M1,σ), posons

v′R(z, T ) :=
∑

Q∈F0
R(M1)

v′Q(z, T ).

Soit f ∈ C∞c, (G̃1). Pour R et y ∈ G(A) fixés, on obtient une application linéaire f 7→
ΦR,y,T1 ∈ C∞c, (M̃R

1
) définie par

ΦR,y,T1(m̃) := δR(m)
1
2

∫∫
Kσ×UR(A)

[k, σ]f(y−1σ̃k−1m̃uky)v′R(ky, T1) dudk.

Alors f 7→ ΦR,y,T1 est aussi continue en y. Notre définition et celle dans [9, p.201] ne diffèrent
que par le commutateur [k, σ], dont la raison d’être sera expliquée dans la procédure de descente.

Théorème 6.2.2 (cf. [9, 6.2]). Pour f ∈ C∞c, (G̃1), on a

Jo(f) = |ιG(σ)|−1

∫
Gσ(A)\G(A)

∑
R∈FGσ (M1,σ)

|WMR
0 ||WGσ

0 |
−1J

MR,[·,σ]
unip (ΦR,y,T1) dy.

L’expression est loisible car la distribution J
MR,[·,σ]
unip est supportée sur (MR)unip(A), et le

scindage unipotent adélique permet de restreindre ΦR,y,T1 sur ce sous-ensemble fermé de façon
canonique.

Démonstration. La preuve est presque identique à celle dans [9] à l’exception du caractère [·, σ]

qui apparâıt dans J
MR,[·,σ]
unip et dans notre définition de ΦR,y,T1 . Expliquons-le. Prenons T ∈ a+

0

suffisamment régulier. On part de la formule [9, 3.1]

(III.31) JTo (f) = |ιG(σ)|−1

∫
G(F )\G(A)1

∑
R⊂Gσ

parabolique
standard

∑
ξ∈R(F )\G(F )

 ∑
u∈(MR)unip(F )

∫
UR(A)

f(x−1ξ−1σ̃unξx) dn

 ·
 ∑
P∈FR(M1)

(−1)dimAP /AG τ̂P (HP (ξx)− ZP (T − T0)− T0)

 dx,
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où ZP (T − T0) ∈ a0 est défini dans [9, (3.3)]. La démonstration ne fait intervenir que l’action
adjointe de G(F ) sur les sous-groupes de Lévi et paraboliques sur F , et sur G(F ) lui-même,
donc est valable sur un revêtement.

Changeons l’intégrale ci-dessus prise sur

(ξ, x) ∈ (R(F )\G(F ))× (G(F )\G(A)1)

à une intégrale prise sur

(δ, x, y) ∈ (R(F )\Gσ(F ))× (Gσ(F )\Gσ(A) ∩G(A)1)× (Gσ(A)\G(A))

à l’aide du fait Gσ(A)\G(A) = Gσ(A) ∩ G(A)1\G(A)1. L’intégrale sur UR(A) dans (III.31)
devient ∫

UR(A)

f(y−1x−1δ−1σ̃unδxy) dn

en remplaçant l’expression ξx par δxy. Or

y−1x−1δ−1σ̃unδxy = [σ, x]y−1σ̃x−1δ−1unδxy,

donc l’intégrale en question vaut∫
UR(A)

[x, σ]f(y−1σ̃x−1δ−1unδxy) dn

car f est anti-spécifique.

À partir de maintenant, on peut reprendre la démonstration de [9]. L’expression [x, σ] se

décompose en le caractère [·, σ] dans le terme J
MR,[·,σ]
unip et le caractère [k, σ] dans la définition de

ΦR,y,T1 via une décomposition d’Iwasawa. Le bilan est l’analogue de [9, (6.8)] :

Jo(f) = |ιG(σ)|−1

∫
Gσ(A)\G(A)

∑
Q∈FGσ (M1,σ)

Q⊃P1,σ

J
MQ,[·,σ]
unip (ΦQ,y,T1) dy.

La dernière étape est d’enlever la dépendance de P1,σ. Soit R ∈ FGσ(M1,σ), alors il existe
w ∈ WGσ

0 et Q ⊃ P1,σ tel que R = w−1Qw. Notons comme d’habitude π : Gσ,SC → Gσ
le revêtement simplement connexe de Gσ,der et Kσ,sc := π−1(Kσ). Prenons un représentant
w̃ ∈ π(Kσ,sc) de w. Comme v′Q(w̃ky, T1) = v′R(ky, T1) (voir [9, p.201]), on voit que ΦQ,y,T1(m̃) =

ΦR,y,T1(w̃−1m̃w̃) pour tout m̃ ∈ M̃Q
1
. Vu 5.2.10, on en déduit que

J
MQ,[·,σ]
unip (ΦQ,y,T1) = J

MR,[·,σ]
unip (ΦR,y,T1).

Alors un argument similaire à celui de 5.2.11 permet de conclure.

6.3 Intégrales orbitales pondérées anti-spécifiques

Plaçons-nous dans le cas local. Les conventions de §2.6 (qui correspond au cas |S| = 1) se
généralisent de façon évidente à ce cadre. En particulier, on peut parler des bons éléments dans
G(FS).
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Conventions sur la mesure Soit M ∈ LG(M0). La situation est similaire à celle de §5.3 :
on considère les paires (O, µ), où

– O est une bonne classe de conjugaison dans M̃S ,
– µ est une mesure de Radon invariante non triviale sur O.
Nous préférons une construction directe comme suit. Prenons γ̃ ∈ O, alors la mesure inva-

riante µ est déterminée par le choix d’une mesure de Haar sur Mγ(FS), et réciproquement.
Le groupe M(FS) opère sur ces paires par conjugaison. On écrit (O, µ) ∼ (O′, µ′) si O = O′.

Notons

Γ̇(M̃S) := {(O, µ)},

Γ(M̃S) := {(O, µ)}/ ∼ .

Alors Γ̇(M̃S)→ Γ(M̃S) est un R>0-torseur.

Nous utilisons les symboles pointés pour désigner un élément dans Γ̇(M̃S), eg. ˙̃γ ; la classe
de conjugaison sous-jacente est notée Supp( ˙̃γ).

Une paire ˙̃γ = (O, µ) donne naissance à l’intégrale orbitale

JM̃ ( ˙̃γ, f) := |DM (γ)|
1
2

∫
O

f dµ, f ∈ C∞c, (M̃S)(III.32)

avec γ ∈ p(O) quelconque. Si l’on fixe γ̃ ∈ O et une mesure de Haar sur Mγ(FS), alors on a
tout simplement

JM̃ ( ˙̃γ, f) = |DM (γ)|
1
2

∫
Mγ(FS)\M(FS)

f(x−1γ̃x) dx.

Pour montrer qu’elle converge, il suffit de remplacer f par |f |. On obtient ainsi une intégrale
orbitale pour un groupe réductif, dont la convergence est connue d’après Rao [69]. Cela permet

d’immerger Γ̇(M̃S) dans l’espace de distributions spécifiques. On a

JM̃ (y ˙̃γy−1, f) = JM̃ ( ˙̃γ, f), pour tout y ∈M(FS).

Indiquons quelques opérations élémentaires.

1 Le sous-groupe central �m opère de manière évidente sur Γ̇(M̃S).

2 Si ˙̃γ est tel que Mγ = Gγ , alors il s’identifie canoniquement à un élément de Γ̇(G̃S)t {0},
cf. (III.27). Plus précisément, ˙̃γ s’envoie à 0 si et seulement si γ n’est pas bon dans G(FS)
.

3 Un élément ˙̃γ ∈ Γ̇(M̃S) admet une unique décomposition de Jordan

˙̃γ = σ̃u̇, σ̃ ∈ M̃S , u̇ ∈ Γ̇(Mσ(FS))[·,σ]

correspondant à la décomposition de Jordan γ̃ = σ̃u.

4 On a défini un sous-groupe ouvert fermé AM (FS)† ⊂ AM (FS) dans 2.6.2. Supposons fixé
un voisinage ouvert U de 1 dans AM (FS)† muni d’un scindage U ↪→ p−1(U) de p qui
envoie 1 à 1. Soit a ∈ U , on peut définir l’application ˙̃γ 7→ a ˙̃γ de translation par a à l’aide
de ce scindage.

5 On peut définir l’induction de classes unipotentes de M à G à la 5.3.4. Vu le scindage
unipotent, on peut supprimer le ∼ et le noter γ̇ 7→ γ̇G.

Nous laissons ces yogas de mesures invariantes au lecteur.
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Intégrales orbitales pondérées Commençons par définir l’intégrale orbitale pondérée anti-
spécifiques pour les éléments ˙̃γ ∈ Γ̇(M̃S) tels que Mγ = Gγ . Rappelons que cette donnée équivaut
au choix d’une mesure de Haar sur Mγ(FS) = Gγ(FS).

Définition 6.3.1. Supposons que Mγ = Gγ . Pour tout f ∈ C∞c, (G̃S), posons

JM̃ ( ˙̃γ, f) := |DM (γ)|
1
2

∫
Gγ(FS)\G(FS)

f(x−1γ̃x)vM (x) dx.

Si γ n’est pas bon dans G(FS), alors JM̃ ( ˙̃γ, f) = 0.
Revenons au cas général. L’intégrale orbitale pondérée est définie comme suit.

Théorème 6.3.2 (cf. [12, 5.2]). Pour tout f ∈ C∞c, (G̃S), la limite

JM̃ ( ˙̃γ, f) := lim
a→1

a∈AM,reg(FS)†

∑
L∈L(M)

rLM (γ, a)JL̃(a ˙̃γ, f)

existe, où les a dans la limite sont supposés en position générale de sorte que Maγ = Gaγ.
Si Mγ = Gγ, elle cöıncide avec la définition 6.3.1. On a

∀y ∈M(FS), JM̃ (y ˙̃γy−1, f) = JM̃ ( ˙̃γ, fy) = JM̃ ( ˙̃γ, f).

Pour que l’expression a ˙̃γ dans l’énoncé soit loisible, il faut fixer un voisinage ouvert U de
1 dans AM (FS)†, un scindage de p au-dessus de U qui envoie 1 à 1, et supposer que a ∈ U ;
comme on ne regarde que la limite a→ 1, ces choix n’importent pas.

Notons tout d’abord que JM̃ ( ˙̃γ, f) = 0 si γ n’est pas bon dans G(FS). Les définitions
entrâınent aussi que JM̃ (ε ˙̃γ, f) = ε−1JM̃ ( ˙̃γ, f) pour tout ε ∈ �m.

Démonstration. On peut supposer γ bon dans M(FS) d’après l’observation précédente, alors
aγ l’est aussi pour a ∈ AM (FS)†. On se ramène à l’étude de

|DG(aγ)|
1
2

∫
Mγ(FS)\G(FS)

f(x′−1aγ̃x′)

 ∑
L∈L(M)

rLM (γ, a)vL(x′)

 dx′

lorsque a → 1. Soit γ̃ = σ̃u la décomposition de Jordan. On décompose la variable x′ = mxy
avec m ∈Mγ(FS)\Mσ(FS), x ∈Mσ(FS)\Gσ(FS), y ∈ Gσ(FS)\G(FS). Alors l’intégrale ci-dessus
s’écrit

|DG(aγ)|
1
2

∫∫∫
f(y−1x−1m−1aσ̃umxy)

 ∑
L∈L(M)

rLM (γ, a)vL(xy)

 dmdx dy.

Comme a est central dans M̃ , on a

y−1x−1m−1aσ̃umxy = [σ,m][σ, x]y−1σ̃x−1am−1umxy,

f(y−1x−1m−1aσ̃umxy) = [m,σ][x, σ]f(y−1σ̃x−1am−1umxy)

par l’anti-spécificité de f . Posons gσ̃,a,x,y(m̃) := [x, σ]f(y−1σ̃x−1am̃xy), alors l’intégrale sur x
devient ∫

Mγ(FS)\Mσ(FS)

[m,σ]gσ̃,a,x,y(m
−1um) dm,
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une intégrale orbitale unipotente avec le caractère [·, σ]. Elle est bien définie car γ est bon.
Ce que l’on a fait est la première étape de la démonstration dans [12, §6] ; en fait c’est la seule

part où intervient le revêtement. Après l’argument de descente ci-dessus, le revêtement disparâıt
au prix de rajouter le caractère [·, σ]. Le reste de la démonstration marche de la même façon
qu’en [12] si l’on remplace les mesures dx par [x, σ] dx et dm par [m,σ] dm. Cela n’affecte
pas les estimations dans [12] ; en particulier, la clef [12, 6.1] et sa démonstration, qui repose
sur une technique géométrique de Langlands, restent les mêmes. Cela permet de reprendre les
arguments d’Arthur.

Le cas non ramifié Fixons G et M comme précédemment. Supposons que S consiste en
places non archimédiennes et supposons Kv hyperspécial de pour chaque v ∈ S. Notons fKS =∏
v∈S fKv , où fKv est l’unité de l’algèbre de Hecke sphérique anti-spécifique en v (voir §3.1).

Définition 6.3.3. Les intégrales orbitales pondérées anti-spécifiques non ramifiées sont définies
par

rM̃,KS
( ˙̃γ) = rG̃

M̃,KS
( ˙̃γ) := JM̃ ( ˙̃γ, fKS ), ˙̃γ ∈ Γ̇(M̃S).

Lorsqu’il n’y a pas de confusion sur KS , on l’écrit aussi rG̃
M̃

( ˙̃γ).

Descente semi-simple Fixons ˙̃γ ∈ Γ̇(M̃S) comme précédemment avec la décomposition de
Jordan ˙̃γ = σ̃u̇. Supposons que

– σ̃ ∈M(F ) ;
– σ est F -elliptique dans M .
Prenons un sous-groupe compact maximal Kσ de Gσ(FS) en bonne position relativement à

Mσ. Il faut rappeler une construction parallèle à celle pour 6.2.2 (cf. [12, §8]). Soit ˙̃γ = σ̃u̇ la
décomposition de Jordan. Soit R ∈ FGσ(Mσ). Prenons aussi T ∈ aM et posons

vP (λ, z, T ) := vP (λ, z)e〈λ,T 〉, P ∈ P(M),

où vP (λ, z) est la (G,M)-famille définissant le poids. Les fonctions vP (λ, z, T ) forment encore
une (G,M)-famille.

Avec le formalisme de 6.2.2, posons

v′R(z, T ) :=
∑

Q∈F0
R(M)

v′Q(z, T ), z ∈ G(FS);

ΦR,y,T (m̃) := δR(m)
1
2

∫∫
Kσ×UR(FS)

[k, σ]f(y−1σ̃k−1m̃uky)v′R(ky, T ) dudk

où m̃ ∈ (M̃R)S , y ∈ G(FS).

Proposition 6.3.4 (cf. [12, 8.6]). On a

JM̃ ( ˙̃γ, f) = |DG(σ)|
1
2

∫
Gσ(FS)\G(FS)

∑
R∈FGσ (Mσ)

J
MR,[·,σ]
Mσ

(u̇,ΦR,y,T ) dy,

Démonstration. On reprend l’argument dans [12]. Ici le caractère [·, σ] intervient pour la même
raison que dans la démonstration de 6.3.2.

6.4 Comportement des intégrales orbitales pondérées anti-spécifiques

Les résultats ci-dessous sont parallèles à ceux de §5.4. Vu 6.3.2, leurs démonstrations sont
aussi similaires et nous ne les répéterons pas.
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(M̃, σ)-équivalence Soient σ ∈ M(FS)ss et Σ ⊂ σMσ(FS) un ouvert invariant par Mσ(FS).
Notons

Γ̇(Σ̃) := {γ̇ ∈ Γ̇(M̃S) : Supp( ˙̃γ) ⊂ p−1(Σ)}.

Supposons désormais que l’adhérence de Σ dans σMσ(FS) contient un voisinage invariant de σ.

On dit que deux fonctions φ1, φ2 sur Γ̇(Σ̃) sont (M̃, σ)-équivalentes s’il existe f ∈ C∞c, (M̃S) et
un voisinage U de σ dans M(FS) tels que

(φ1 − φ2)( ˙̃γ) = JM̃
M̃

( ˙̃γ, f)

pour tout ˙̃γ ∈ Γ̇(Σ̃) tel que Supp( ˙̃γ) ⊂ p−1(U). Si cette condition est vérifiée, on écrit

φ1
(M̃,σ)∼ φ2.

Proposition 6.4.1. Si Mσ = Gσ, alors pour tout f ∈ C∞c, (M̃S) on a

JM̃ ( ˙̃γ, f)
(M̃,σ)∼ 0

pour tout ˙̃γ ∈ Γ̇(M̃S) assez proche de σ̃ modulo conjugaison.

Formules de descente Fixons ˙̃γ ∈ Γ̇(M̃S). Soit Q = LUQ ∈ F(M0). Définissons

fQ(m̃) := δQ(m)
1
2

∫
KS

∫
UQ(FS)

f(k−1m̃uk) dudk, m ∈ L(FS).

Ceci fournit une application linéaire C∞c, (G̃S)→ C∞c, (L̃S).

Proposition 6.4.2. Supposons que γ ∈Munip(FS). Avec les choix effectués dans 5.4.3, on a

J
L̃1

(γ̇L1 , f) =
∑

L∈L(M)

dGM (L1, L)J L̃
M̃

(γ̇, fQL).

Proposition 6.4.3. Supposons S = S1 t S2. Soient ˙̃γ = ˙̃γ1
˙̃γ2, et f = f1f2 ∈ C∞c, (G̃S). En

conservant le formalisme de 5.4.4, on a

JM̃ ( ˙̃γ, f) =
∑

L1,L2∈L(M)

dGM (L1, L2)J L̃1

M̃
( ˙̃γ1, fQ1)J L̃2

M̃
( ˙̃γ2, fQ2).

Remarquons que la décomposition ˙̃γ = ˙̃γ1
˙̃γ2 n’est unique qu’à l’action près du groupe

{(ε, ε−1) : ε ∈ �m}.

Non-invariance Soient Q = LUQ ∈ F(M0) et y ∈ G(FS). On définit

fQ,y(m̃) = δQ(m)
1
2

∫∫
KS×UQ(FS)

f(k−1m̃uk)u′Q(k, y) dudk, m̃ ∈ L̃,

où u′Q est la fonction définie en 5.4.5. Ceci fournit une application linéaire C∞c, (G̃S)→ C∞c, (L̃S).

Rappelons aussi que fy est la fonction x̃ 7→ f(yx̃y−1).
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Proposition 6.4.4. On a

JM̃ ( ˙̃γ, fy) =
∑

Q∈F(M)

J
M̃Q

M̃
( ˙̃γ, fQ,y).

Proposition 6.4.5. Soit y ∈ G(FS) tel que yMy−1 ∈ L(M0) , alors

JyM̃y−1(y ˙̃γy−1, f) = JyM̃y−1( ˙̃γ, f).

Démonstration. C’est le même argument qu’en 5.4.6.

Remarque 6.4.6. L’intégrale orbitale pondérée satisfait à d’autres propriétés importantes, par
exemple le développements en germes au voisinage d’un élément σ̃ d’image semi-simple (pas
forcément bon). Les détails se trouvent dans [12]. Par ailleurs, le cas G = M = GL(n) est déjà
étudié dans [35].

6.5 Développement géométrique fin

Passage à une situation locale Revenons au cas global. Nous considérons S un ensemble
fini de places de F tel que S ⊃ Vram.

Rappelons une définition d’Arthur dans [9, §8].

Définition 6.5.1. On dit que deux éléments γ1, γ2 ∈ M(F ) avec décompositions de Jordan
γi = σiui (où i = 1, 2) sont (M,S)-équivalents s’il existe x ∈M(F ) et y ∈Mσ2(FS) tels que

– x−1σ1x = σ2,
– y−1x−1u1xy = u2.

On vérifie que c’est une relation d’équivalence. Une classe de OM -équivalence se découpe en
un nombre fini de classes de (M,S)-équivalence.

Définition 6.5.2. Posons

(M(F )) := {classes de conjugaison dans M(F )},

(M(F ))M,S := {classes de (M,S)-équivalence dans M(F )},

(M(F ))KM,S :=


c ∈ (M(F ))M,S : ∃γ = σu ∈ c (décomposition de Jordan), où

σ est S-admissible,

σS ∈ KS .

 ,

(M(F ))K,bon

M̃,S
:= {c ∈ (M(F ))KM,S : c est bon dans M(FS)}.

Soient c ∈ (M(F ))KM,S et γ = σu ∈ c un représentant vérifiant les conditions dans cette
définition. On dit que γ est un représentant admissible de c. Par abus de notation, on désignera
une classe dans (M(F ))KM,S par un représentant admissible.

Notons
KM =

∏
v

KM,v := K ∩M(A).

Afin de compléter le raffinement géométrique d’Arthur, il faut compléter les fonctions test
locales en celles globales comme dans §5.5. Comme S ⊃ Vram, on sait définir fKM,v ∈ C∞c, (M̃v)

l’unité de H (M̃v//KM,v), pour tout v /∈ S. D’où un homomorphisme injectif

C∞c, (M̃S)→ C∞c, (M̃)

fS 7→ fS ·
∏
v/∈S

fKM,v .
(III.33)
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Il faut aussi extraire la part locale d’une classe dans (M(F ))K,bon
M,S . Précisons. Soit c ∈

(M(F ))K
M̃,S

avec un représentant admissible γ = σu. Le scindage au-dessus de KS
M fournit une

identification

p−1(M(FS)×KS
M ) = M̃S ×KS

M .(III.34)

Notons (σ̃S , σ
S) ∈ M̃S ×KS

M l’élément auquel σ s’identifie. Posons γ̃S = σ̃SuS , où uS est relevé
à l’aide du scindage unipotent. On vérifie que uS est [·, σ]-bon dans Mσ(FS) si et seulement si

c ∈ (M(F ))K,bon

M̃,S
.

Définition 6.5.3. Soient γ ∈ (M(F ))K,bon

M̃,S
, γ̃S ∈ M̃S . On écrit

γ  γ̃S

si γ est un représentant admissible qui donne γ̃S comme ci-dessus. Il faut prendre garde qu’en
général, les représentants admissibles d’une classe de (M,S)-équivalence ne sont pas conjugués
par M(F ) ∩ (M(FS) ×KS

M ), par conséquent  n’a aucune raison d’être une application bien

définie de (M(F ))K,bon

M̃,S
dans Γ(M̃S) !

Exprimer Jo par intégrales orbitales pondérées anti-spécifiques Nous nous proposons
de remonter la formule descendue pour Jo dans 6.2.2 en termes des intégrales orbitales pondérées
anti-spécifiques ; nous n’en donnerons qu’une esquisse car les arguments complets se trouvent
dans [9, §8].

Plaçons-nous dans le cas global. Fixons o ∈ OG et prenons les objets σ, M1, Kσ, T1 et
S ⊂ VF comme dans §6.2. Quitte à agrandir S, on peut aussi supposer que

– pour tout v /∈ S et tout yv ∈ G(Fv), on a (y−1
v σGσ,unip(Fv)yv) ∩ σKv 6= ∅ seulement si

yv ∈ Gσ(Fv)Kv (voir [9, 6.1]).
Alors 6.2.2 se lit

Jo(f) = |ιG(σ)|−1

∫
Gσ(A)\G(A)

∑
R∈FGσ (M1,σ)

|WMR
0 ||WGσ

0 |
−1J

MR,[·,σ]
unip (ΦR,y,T1) dy.

L’expression dans l’intégrale est nulle sauf si

y = ySy
′, yS ∈ Gσ(FS)\G(FS), y′ ∈

∏
v/∈S

Gσ(Fv)\Gσ(Fv)Kv.

Pour un tel y, on a l’identification ΦR,y,T1 = ΦR,yS ,T1 ∈ C∞c (MR(FS)1) via C∞c (MR(FS)1) ↪→
C∞c (MR(A)1), où ΦR,yS ,T1 est la fonction associée à fS par 6.3.4, car v′R(ky, T1) = v′R(kSyS , T1)
et [KS , σ] = 1 ; toutes ces assertions sont démontrées dans [9, §7] sauf la dernière, qui résulte
du fait que σS ∈ KS et S ⊃ Vram.

Donc Jo(f) est égal à

|ιG(σ)|−1

∫
Gσ(FS)\G(FS)

∑
R∈FGσ (M1,σ)

|WMR
0 ||WGσ

0 |
−1J

MR,[·,σ]
unip (ΦR,yS ,T1) dyS .

Posons Lσ := LGσ(M1,σ). D’après 5.5.1,

|WMR
0 ||WGσ

0 |
−1J

MR,[·,σ]
unip (ΦR,yS ,T1)

=
∑
L∈Lσ
L⊂MR

|WL
0 ||W

Gσ
0 |
−1

∑
u∈Γunip(L(F ),S)[·,σ]

aL,[·,σ](S, u̇)J
MR,[·,σ]
L (u̇,ΦR,yS ,T1).
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Posons L0
σ(M1) := {M ∈ L(M1) : AM = AMσ}, on a une bijection

L0
σ(M1)→ Lσ

M 7→Mσ.

Il en résulte que Jo(f) est égale à

|ιG(σ)|−1
∑

M∈L0
σ(M1)

∑
u∈Γunip(Mσ(F ),S)[·,σ]

|WMσ
0 ||WGσ

0 |
−1aMσ ,[·,σ](S, u̇)

∫
Gσ(FS)\G(FS)

 ∑
R∈FGσ (Mσ)

J
MR,[·,σ]
Mσ

(u̇,ΦR,yS ,T1)

 dy.

Rappelons qu’un relèvement σ̃S ∈ M̃S de σ est défini dans 6.5.3. Soit u ∈ Γunip(Mσ(F ), S)[·,σ],
alors σ̃SuS est bon dans M̃S . D’autre part,

∏
v∈S |DG(σ)|v = |DG(σ)| = 1 d’après la S-

admissibilité de σ. En multipliant la formule ci-dessus par
∏
v∈S |DG(σ)|v, on peut appliquer

6.3.4 et obtient ainsi

Lemme 6.5.4 (cf. [9, 7.1]). Soit f ∈ C∞c, (G̃S), alors

Jo(f) = |ιG(σ)|−1
∑

M∈L0
σ(M1)

|WMσ
0 ||WGσ

0 |
−1

∑
u∈Γunip(Mσ(F ),S)[·,σ]

aMσ ,[·,σ](S, u̇)JM̃ (σ̃u̇, f).

Les coefficients

Définition 6.5.5. Soit γ ∈ M(F ) avec décomposition de Jordan γ = σu. Supposons que γ

est un représentant admissible d’une classe dans (M(F ))K,bon

M̃,S
(voir 6.5.2), alors un élément

γ̃S = σ̃Su ∈ M̃S lui est associé selon la construction de 6.5.3. Prenons un élément ˙̃γS ∈ Γ̇(M̃S)
supporté sur la classe de conjugaison contenant γ̃S avec la décomposition de Jordan ˙̃γS = σ̃S u̇.

Posons

εM (σ) :=

{
1, si σ est F -elliptique dans M,

0, sinon;
,

Stab(σ, u) := {t ∈ ιM (σ) : tut−1 conj∼ u dans Mσ(FS)},

aM̃ (S, ˙̃γS) := εM (σ)|Stab(σ, u)|−1aMσ ,[·,σ](S, u̇).

C’est la définition d’Arthur (voir [20, (2.4)]) lorsque le revêtement est trivial. On vérifie que

aM̃ (S, ˙̃γS)JM̃ ( ˙̃γS , f) ne dépend pas des choix des mesures, et il est invariant par conjugaison
par Mσ(FS) d’après 5.5.1.

Remarque 6.5.6. D’après 5.5.5, les coefficients aM̃ (S, ·) sont déterminés par les données p :
M̃ →M(A), S, et le sous-groupe compact maximal KS de M(FS) tels que

– il existe un sous-groupe de Lévi minimal M0 de M , défini sur F , qui est en bonne position
relativement à KS

M ;
– S ⊃ Vram.
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Lemme 6.5.7. Soient M,M ′ ∈ L(M0) et γ ∈M(F ) (resp. γ′ ∈M ′(F ) ) avec la décomposition
de Jordan γ = σu (resp. γ′ = σ′u′ ∈ M ′(F )) satisfaisant aux conditions dans 6.5.5. S’il existe
y ∈ G(F ) tel que yMy−1 = M ′, yγy−1 = γ′, alors

aM̃ (S, ˙̃γS)JM̃ ( ˙̃γS , f) = aM̃
′
(S, ˙̃γS

′
)JM̃ ′(

˙̃γS
′
, f),

aMσ ,[·,σ](S, u̇)JM̃ ( ˙̃γS , f) = aM
′
σ′ ,[·,σ

′](S, u̇′)JM̃ ′(
˙̃γS
′
, f)

pour tout f .
En particulier, le produit aM̃ (S, ˙̃γS)JM̃ ( ˙̃γS , f) ne dépend que de f et de la classe de γ dans

(M(F ))K,bon
M,S .

Démonstration. Sélectionnons les mesures de sorte que

˙̃γS
′
= σ̃′S · (yu̇y

−1).(III.35)

On a les caractères automorphes ω = [·, σ] sur Mσ(A) et ω′ = [·, σ′] sur M ′σ′(A). On va
appliquer 5.7.4. Pour satisfaire aux hypothèses dans 5.7.1, il reste à construire les fonctions Ωv

sur T (σ, σ′)(Fv) pour toute place v.
Sélectionnons σ̃v ∈ p−1(σv) pour toute place v de sorte que σ̃v ∈ Kv si v /∈ S et [σ̃v]v = σ̃ ;

alors on a aussi
∏
v∈S σ̃v = σ̃S . Idem pour σ̃′v.

Fixons une place v. Définissons Ωv : T (σ, σ′)(Fv)→ �m par la formule

zσ̃vz
−1 = Ωv(z)σ̃

′
v.

Alors Ωv(x
′zx) = ω′(x′)Ωv(z)ω(x) pour tout x ∈ Mσ(Fv) et tout x′ ∈ M ′σ′(Fv). Si v /∈ S et

z ∈ T (σ, σ′)(Fv) ∩ Kv, alors Ωv(z) = 1 grâce au fait que σS , σ′S ∈ KS et au scindage de p
au-dessus de Kv. Comme p se scinde au-dessus de G(F ), on a aussi Ω|T (σ,σ′)(F ) = 1.

Alors 5.7.4 implique

aMσ ,[·,σ](S, u̇) = Ω(yS)−1aM
′
σ′ ,[·,σ

′](S, u̇′),

d’où aM̃ (S, ˙̃γS) = Ω(yS)−1aM̃
′
(S, ˙̃γS

′
).

D’autre part, 6.4.5 implique

JM̃ ′(y
˙̃γSy
−1, f) = JM̃ ( ˙̃γS , f).

Comme yσ̃Sy
−1 = Ω(yS)σ̃′S , on déduit de (III.35) que

JM̃ ( ˙̃γS , f) = Ω(yS)−1JM̃ ′(
˙̃γS
′
, f).

Or Ω(yS)Ω(yS) = Ω(y) = 1 car y ∈ G(F ), cela conclut la démonstration pour le premier

énoncé. On a déjà remarqué que γ̃S 7→ aM̃ (S, ˙̃γS)JM̃ ( ˙̃γS , f) est invariant par conjugaison par
Mσ(FS), donc le dernier énoncé résulte de la définition de (M,S)-équivalence.

Notons (M(F ) ∩ o)K,bon
M,S le sous-ensemble des classes dans (M(F ))K,bon

M,S qui rencontrent o.

Théorème 6.5.8 (cf. [9, 8.1]). Avec les mêmes notations, on a

Jo(f) =
∑

M∈L(M0)

|WM
0 ||WG

0 |−1
∑

γ∈(M(F )∩o)K,bon
M,S

γ γ̃S

aM̃ (S, ˙̃γS)JM̃ ( ˙̃γS , f).

La somme ne porte que sur un nombre fini de classes.
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Ici l’expression signifie que, pour chaque classe dans (M(F ) ∩ o)K,bon
M,S , on en prend un

représentant admissible γ quelconque, puis un γ̃S quelconque tel que γ  γ̃S via la corres-
pondance définie dans 6.5.3. Le produit aM̃ (S, ˙̃γS)JM̃ ( ˙̃γS , f) est bien défini grâce au lemme
précédent.

Démonstration. Reprenons les notations de 6.5.4. Le groupe ιM (σ) opère sur Γunip(Mσ(F ), S)[·,σ],
et le groupe d’isotropie d’une classe u est Stab(σ, u). Vu le lemme précédent et 6.5.4, Jo(f) est
égal à ∑

M∈L(M1)

|WMσ
0 ||WGσ

0 |
−1|ιM (σ)||ιG(σ)|−1

∑
γ∈(M(F )∩o)K,bon

M,S
γs=σ

aM̃ (S, ˙̃γS)JM̃ ( ˙̃γS , f).(III.36)

où γs = σ signifie que l’on prend les représentants admissibles ayant partie semi-simple σ.
Traitons maintenant le côté à droite de l’assertion. Tous les regroupements ci-dessous sont

justifiés par le lemme précédent. La somme sur γ se décompose en une somme double sur
les classes semi-simples et des classes unipotentes. On peut combiner la somme sur les classes
semi-simples avec la somme sur M et on obtient une somme sur

Π := {(M,σM ) : M ∈ L(M0), σM ∈ (M(F )), σM
conj∼ σ dans G(F )}

suivie par une somme sur des classes unipotentes. Cette somme double est évidemment finie.
De plus, WG

0 opère sur Π et on peut sommer sur le quotient Π/WG
0 pourvu que l’on multiplie

les coefficients par l’ordre du groupe d’isotropie.
Toute classe dans Π/WG

0 contient une paire de la forme (M,σ) avec M ⊃M1 (cf. [9, p.186]).

Arthur en a calculé l’ordre du groupe d’isotropie (cf. [9, pp.206-207]) : c’est |WMσ(F )
0 ||WGσ(F )

0 |−1,
où

W
Gσ(F )
0 := Mσ

1 (F )\NGσ(AM1)(F ).

Idem pour M au lieu de G. Donc le terme à droite de l’assertion est égal à∑
M∈L(M1)

|WMσ(F )
0 ||WGσ(F )

0 |−1
∑

γ∈(M(F )∩o)K,bon
M,S

γs=σ

aM̃ (S, ˙̃γS)JM̃ ( ˙̃γS , f).(III.37)

En comparant (III.36) et (III.37), on se ramène à prouver que

|WMσ
0 ||WGσ

0 |
−1|ιM (σ)||ιG(σ)|−1 = |WMσ(F )

0 ||WGσ(F )
0 |−1, M ∈ L(M1),

ce qui est exactement (8.5) de [9].

Étant donné ∆ un voisinage compact de 1 dans G(A)1, posons ∆̃ := p−1(∆). Notons
C∞∆, (G̃1) l’espace des fonctions dans C∞c, (G̃1) à support dans ∆̃. Posons

C∞∆, (G̃1
S) := C∞∆, (G̃1) ∩ C∞c, (G̃1

S)

via (III.33). On arrive ainsi au développement géométrique fin.

Théorème 6.5.9 (cf. [9, 9.2]). Il existe un sous-ensemble fini de places S∆ ⊃ Vram tel que
– il existe ∆S ⊂ G(FS) tel que ∆ = ∆S∆

×KS∆ ;
– pour tout S ⊃ S∆ et tout f ∈ C∞∆, (G̃1

S), on a

J(f) =
∑

M∈L(M0)

|WM
0 ||WG

0 |−1
∑

γ∈(M(F ))K,bon
M,S

γ γ̃S

aM̃ (S, ˙̃γS)JM̃ ( ˙̃γS , f);



Section 6 197

les termes dans la somme ci-dessus sont nuls pour presque tout γ.

Démonstration. Pour o fixé, on peut toujours prendre S de sorte que la condition pour 6.5.8 soit
satisfaite. Puisque J =

∑
o Jo, il suffit de montrer qu’il n’y qu’un nombre fini de o qui rencontre

∆, ce qu’assure [9, 9.1].
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Chapitre IV

Analyse harmonique locale

1 Introduction

Cet article fait suite à [Chapitre III] qui vise à établir une formule des traces invariante à la
Arthur [11] pour une grande classe de revêtements des groupes réductifs connexes. Afin d’arriver
à la formule des traces invariante, Arthur a besoin des résultats profonds d’analyse harmonique
locale. Tandis qu’ils sont admis par certains mathématiciens, il s’avère que les modifications
nécessaires ne sont pas toujours triviales. Notre objet est donc d’établir, ou plutôt de justifier,
de tels résultats. Plus précisément, nous visons à établir

– la formule de Plancherel [83] ;
– la normalisation des opérateurs d’entrelacement [13], avec formules explicites dans le cas

archimédien ;
– la régularité et le développement local de caractères dans le cas non archimédien [40] ;
– la formule des traces locale invariante [14].
– le théorème à la Kazhdan de la densité de caractères tempérés dans le cas non archimédien

[42].

Le Graal de cet article est la formule des traces locale invariante sous la forme présentée
dans [21, Proposition 6.1] :

Idisc(f) =
∑

M∈L(M0)

|WM
0 ||WG

0 |−1(−1)dimAM/AG

∫
ΓG−reg,ell(M(F ))bon

IM̃ (γ, f) dγ

pour tout f ∈ C (G̃× G̃), où

– C (G̃ × G̃) est la “composante anti-spécifique” de l’espace des fonctions de Schwartz-
Harish-Chandra sur G̃× G̃ ;

– Idisc(·) est la “partie discrète” du côté spectral spécifique de la formule des traces locale
non invariante ;

– IM̃ (γ, ·) est la distribution invariante fabriquée des intégrales orbitales pondérées et des
caractères pondérés, c’est l’intégrale orbitale usuelle lorsque M = G. Cette distribution
est reliée aux distributions apparaissant dans la formule des traces globale par une formule
de scindage (le Lemme 5.8.4).

Voir §5 pour les détails. Il peut parâıtre curieux car ce n’est pas un ingrédient dans la preuve
originelle d’Arthur de la formule des traces globale. Néanmoins, Arthur fait usage d’un argument
global pour compléter son argument de récurrence (voir [11, §5]), ce qui est problématique sur
les revêtements car il faudrait une propriété d’approximation faible des bons éléments. Un cas
particulier du résultat d’Arthur est la densité de caractères tempérés due à Kazhdan [42] qui est
indispensable dans toute application de la formule des traces. Donc il faut les établir à tout prix.
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Ici la formule des traces locale en fournit une approche contournée mais purement locale, cf.
[15, Corollary 5.3]. D’ailleurs, la formule des traces locale interviendra dans toute étude sérieuse
d’analyse harmonique locale, e.g. la théorie de représentations tempérées elliptiques.

Vu les travaux de Harish-Chandra, il est tentant de penser que les théories archimédiennes
s’adaptent aux revêtements sans peine. Bien au contraire ! Par exemple, le théorème de Paley-
Wiener invariant pour les fonctions de Schwartz-Harish-Chandra fait l’usage de la théorie
de K-types minimaux de Vogan, notamment la multiplicité 1, ce qui dépend des hypothèses
d’algébricité ou de connexité du groupe de Lie en question.

Organisation de cet article Dans le §2, nous recueillons des définitions de base pour l’ana-
lyse harmonique locale non archimédienne pour les revêtements et nous établissons la théorie de
Harish-Chandra pour les revêtements : fonctions de Schwartz-Harish-Chandra, représentations
tempérées, opérateurs d’entrelacement, fonction c et µ, la formule de Plancherel. Les preuves
sont plus ou moins identiques au cas des groupes réductifs connexes et nous adoptons les no-
tations de [83] ; le but de cette section est plutôt de fixer les notations et les choix de mesures.
Une exception : il faut choisir un sous-groupe ouvert d’indice fini AM (F )† de AM (F ), où M
est un sous-groupe de Lévi semi-standard de G (voir la Proposition 2.1.1). Afin de compenser
cette ambigüıté, les intégrales concernant AM (F )† sont multipliées par le facteur ιM défini dans
(IV.1).

Dans le §3, nous étudions la normalisation des opérateurs d’entrelacement satisfaisant aux
conditions d’Arthur, cf. [13, §2] et [16, §2]. Nous en donnons des formules explicites similaires
à celles d’Arthur dans le cas archimédien. Pour le cas non archimédien nous reprenons l’argu-
ment dans [33, Lecture 15] à quelques corrections près. Enfin, il faut aussi considérer le cas
des revêtements non ramifiées et nous le faisons à l’aide de la théorie de séries principales
non ramifiés spécifiques. Pour les revêtements archimédiens à deux feuillets, par exemple ceux
provenant des K2-extensions de Brylinski-Deligne [27], nos facteurs normalisants sont liés à
ceux d’Arthurs pour les R-groupes réductifs connexes qui s’expriment en termes de fonctions L
archimédiennes.

Dans le §4, nous reprenons [40]. La méthode de descente semi-simple nous ramène à l’algèbre
de Lie, où le revêtement disparâıt mais un caractère intervient. Le même phénomène parâıt
aussi dans [Chapitre III]. On peut se débarrasser du caractère en travaillant systématiquement
avec le module croisé [GSC × Z◦G◦ → G]. Remarquons que l’intégrabilité locale des caractères
admissibles irréductibles pour les revêtements a déjà apparu comme une hypothèse dans des
travaux sur la correspondance de Howe ; c’est un peu surprenant qu’une preuve n’est jamais
entamée auparavant.

Dans le §5, nous établissons la formule des traces locale d’Arthur. Les arguments sont presque
identiques à ceux d’Arthur et nous n’en donnons que des esquisses ; les intégrales d’Eisentein
sont évitées dans notre récit. Comme le formalisme d’Arthur évolue, la tâche est plutôt de
faire la mise à jour. Notre référence est [21, §6] ; en particulier, les fonctions test sont dans
l’espace de Schwartz-Harish-Chandra et les distributions sont rendues invariantes à l’aide du
Théorème de Paley-Wiener invariant pour de telles fonctions, dont la démonstration dans le cas
archimédien est une variante de celle de [17]. Nous démontrons le “Théorème 0” de Kazhdan
dans le Théorème 5.8.10.

Selon Arthur, les caractères pondérés peuvent être non normalisés (ceux dans la formule des
traces locale non invariante), normalisés relativement à un choix de facteurs normalisants, ou
canoniquement normalisés à l’aide de fonctions µ. Dans l’étude de la formule des traces locale
invariante, il nous faut utiliser et comparer tous les trois. Néanmoins, dans les énoncés finaux
les caractères pondérés canoniquement normalisés sont toujours préférés.

Les corps locaux dans §§4-5 sont supposés de caractéristique nulle.



Section 2 201

Notations générales Sauf mention expresse du contraire, les notations seront celles de [Cha-
pitre III], qui sont compatibles avec celles d’Arthur. Si V est un espace vectoriel, son dual est
noté V ∨ et l’accouplement entre eux est désigné par 〈v̌, v〉 ou v̌(v).

2 La formule de Plancherel

2.1 Définitions de base

On vise à établir la formule de Plancherel pour les revêtements locaux. Le cas archimédien
est déjà traité dans les travaux de Harish-Chandra [39]. On se limite au cas où F est un corps
local non archimédien. Notons q le cardinal du corps résiduel de F . Nous suivrons l’approche
de Waldspurger [83] en mettant l’accent sur les énoncés et les changements nécessaires pour
adapter ses preuves aux revêtements.

Soient m ∈ Z, m ≥ 1 et G un F -groupe réductif connexe. Considérons un revêtement à m
feuillets

1→ �m → G̃
p→ G(F )→ 1.

Nous adoptons les conventions de [Chapitre III] : les objets associés au revêtement sont
affectés de ∼, e.g. P̃ , x̃ ; les symboles sans ∼ désignent leurs images par p. Une décomposition
de Lévi d’un parabolique P s’écrit toujours de la forme P = MU . On construira des objets
associés à G̃ ainsi qu’à ses sous-groupes de Lévi ; on fera référence au groupe en question en
affectant les notations d’exposant lorsqu’il convient de le faire.

Fixons un sous-groupe de Lévi minimal M0 de G, un sous-groupe compact maximal spécial
K de G(F ) en bonne position relativement à M0, et P0 ∈ P(M0). On définit ainsi les sous-
groupes de Lévi ou paraboliques standards et semi-standards. La proposition suivante est aussi
valable pour le cas F archimédien.

Proposition 2.1.1. Soient F un corps local, p : G̃ → G(F ) un revêtement à m feuillets. Il
existe une famille de sous-groupes AM (F )† de AM (F ), où M parcourt les sous-groupes de Lévi
de G, telle que

1 AM (F )† est ouvert et fermé dans AM (F ) d’indice fini ;

2 ÃM
†

:= p−1(AM (F )†) est central dans M̃ ;

3 si M1,M2 sont des sous-groupes de Lévi et yM1y
−1 = M2 où y ∈ G(F ), alors yAM1(F )†y−1 =

AM2(F )† ;

4 soit L un Lévi contenant M , alors AL(F )† ⊂ AM (F )† ;

5 on pose

aM,F := HM (M(F )),

ãM,F := HM (AM (F )),

ã†M,F := HM (AM (F )†),

alors ã†L,F = ã†M,F ∩ aL pour tout L ⊃M .

Démonstration. Indiquons une construction possible : posons AM (F )† := AM (F )m pour tout

Lévi M . Alors on a ã†M,F = m · ãM,F . Soit L ⊃M , la propriété ã†L,F = ã†M,F ∩ aL résulte du fait
que ãL,F = ãM,F ∩ aL. Les autres propriétés sont triviales.

En fait, on a déjà utilisé une version moins précise de ces sous-groupes dans [Chapitre III].
Fixons une telle famille désormais. Lorsque M = M0, on utilise les notations A0(F ), A0(F )† et

Ã0
†
.
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Rappelons que dans [Chapitre III] on a défini l’application de Harish-Chandra HG̃ : G̃→ aG
par HG̃ = HG ◦ p et G̃1 := Ker (HG̃) = p−1(G(F )1). Elle diffère de celle de [83] par un signe,
mais peu importe. Rappelons que, lorsque F est non archimédien, on choisit la mesure de AG(F )
de sorte que mes(AG(F ) ∩KerHG) = 1. On munit AG(F )† de la mesure induite de AG(F ).

Soit M un Lévi de G. Étant donné AM (F )†, on définit

ιM := [AM (F ) : AM (F )†]−1,(IV.1)

alors pour toute fonction ϕ ∈ C∞c (G(F )) invariante par AM (F )†, l’intégrale

ιM

∫
AM (F )†\G(F )

ϕ(x) dx

ne change pas si l’on remplace AM (F )† par un sous-groupe d’indice fini AM (F )‡. Si ϕ est
invariante par AM (F ), alors cette l’intégrale est égale à

∫
AM (F )\G(F ) ϕ(x) dx.

On pose
X(G̃) := Hom(G̃/G̃1,C×).

Selon nos définitions, X(G̃) s’identifie à X(G). Il est muni d’une structure de variété algébrique
complexe, isomorphe à (C×)dimR aG , qui se déduit de l’homomorphisme surjectif

a∗G,C → X(G)

qui envoie χ⊗s ∈ a∗G,C sur |χ(·)|s ; rappelons que a∗G,C = X∗(G)⊗ZC où X∗(G) := Hom(G,Gm).

Son noyau est de la forme 2πi
log qL où L est un réseau dans X∗(G)⊗Z Q. Cela permet de définir

la partie réelle Re(χ) pour tout χ ∈ X(G). Notons ImX(G) := {χ ∈ X(G) : Re(χ) = 0}. On
définit ainsi ImX(G̃) = ImX(G).

Soit L un sous-groupe de aG, on pose L∨ := Hom(L, 2πiZ) ⊂ ia∗G. Alors

ImX(G̃) = ia∗G/a
∨
G,F .

C’est un tore compact comme F est non archimédien. Introduisons des mesures de Haar et des
constantes comme suit.

– On munit ImX(G̃) de la mesure de Haar de sorte que l’application quotient

ia∗G/a
∨
G,F → ia∗G/ã

∨
G,F

préserve localement les mesures et que mes(ia∗G/ã
∨
G,F ) = 1. Ceci est compatible avec la

convention dans [Chapitre III, §2.5].
– Pour toutM ∈ L(M0), choisissons la mesure de Haar surM(F ) telle que mes(K∩M(F )) =

1. De tels choix sont invariants par WG
0 .

– On munit M̃ de la mesure de Haar telle que mes(p−1(E)) = mes(E) pour tout E ⊂M(F )

mesurable. La même convention s’applique aux groupes K̃, K̃ ∩ M̃ et ÃM
†
.

– Soit P = MU ∈ F(M0), on munit U(F ) de la mesure de Haar telle que mes(U(F )∩K) = 1.
On note P̄ = MŪ l’opposé de P . Rappelons aussi que Harish-Chandra a défini la constante
positive

γ(P ) :=

∫
Ū(F )

δP (m(ū)) dū

où ū = u(ū)m(ū)k(ū) selon la décomposition d’Iwasawa G(F ) = U(F )M(F )K. Elle est
proportionnelle à la mesure de Haar sur Ū(F ), qui est déjà choisie. En fait, elle ne dépend
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que de G et M (cf. [83, p.240]), donc c’est loisible de la noter γ(G|M). On a la formule
d’intégrale pour toute f ∈ Cc(G̃)

γ(G|M)

∫
G̃

f(x̃) dx̃ =

∫
U(F )

∫
M̃

∫
Ū(F )

δP (m)−1f(um̃ū) du dm̃ dū.(IV.2)

On définit le sous-ensemble M̃0
+

(resp. Ã0
†,+

) comme l’image réciproque de

a+
0 := {H ∈ a0 : ∀α ∈ ∆0, 〈α,H〉 ≥ 0}

par HM̃0
(resp. HM̃0

restreint à Ã0
†
) ; ici on a changé les notations de [83] afin d’alléger les

symboles. On en déduit la décomposition suivante.

Proposition 2.1.2. Il existe un sous-ensemble fini Γ̃ de G̃ tel que

G̃ =
⊔
γ̃∈Γ̃

γ̃K̃M̃0
+
K̃.

Démonstration. Cela résulte de la décomposition correspondante G(F ) = KM+
0 K, où M+

0 est

l’image réciproque de a+
0 par HM0 .

Enfin, on peut prendre une fonction hauteur ‖ · ‖G : G(F ) → {r ∈ R : r ≥ 1} adaptée à
K comme dans [83, p.242] et on pose ‖ · ‖G̃ := ‖p(·)‖G. Ceci joue le rôle de la fonction ‖ · ‖
dans [83] qui intervient dans diverses majorations. Il convient aussi de considérer la fonction
σ(x̃) = σ(x) := sup{1, log ‖x‖}.

2.2 Représentations

Soit P = MU un sous-groupe parabolique de G. Le scindage unipotent [Chapitre III, §2.2]
donne une décomposition canonique P̃ = M̃U(F ). Cela permet de définir le foncteur d’induction
parabolique normalisée

IP̃ (·) = IndG̃
P̃

(δ
1/2
P ⊗ ·)

où δP signifie la fonction module de P (F ) composée avec p, ce qui est aussi la fonction module
de P̃ .

De même, on sait définir le foncteur de Jacquet normalisé : soit (π, V ) une représentation
lisse de G̃, on note jP̃ : V → VP̃ le quotient maximal sur lequel U(F ) opère trivialement. On

obtient la représentation lisse (πP̃ , VP̃ ) de M̃ en posant

πP̃ (m̃)jP̃ (v) = δP (m)−1/2jP̃ (π(m̃)v), v ∈ V.

En outre, le groupe X(G̃) opère sur l’ensemble des classes représentations lisses (resp. admis-
sibles, unitaires) par produit tensoriel. On peut ainsi développer une théorie de décomposition
de Bernstein comme le cas de groupes réductifs connexes. Ces foncteurs ont des propriétés
algébriques comme le cas de groupes réductifs connexes, par exemple le lemme géométrique de
Bernstein-Zelevinsky, l’admissibilité uniforme, la réciprocité de Frobenius et le second théorème
d’adjonction, pour en citer quelques uns. Observons en passant que toutes ces opérations
préservent l’équivariance sous �m.

Passons maintenant à l’aspect “analytique”. Le résultat suivant est important pour l’étude de
coefficients matriciels de modules de Jacquet, cf. [83, I.2]. Faute d’avoir une référence convenable,
on en donnera aussi une démonstration.
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Proposition 2.2.1. Soit V un sous-espace de dimension finie de C∞(ÃG
†
) stable par la

représentation régulière à droite de ÃG
†
, notée ρ. Alors il existe un sous-ensemble fini X de

Hom(ÃG
†
,C×) et un entier d ≥ 0, tels que pour tout χ ∈ X et tout f ∈ V , il existe un polynôme

Pχ,f sur aG, degPχ,f ≤ d, tel que

f(ã) =
∑
χ∈X

χ(ã)Pχ,f (HG(a)), ã ∈ ÃG
†
.

Si l’on prend X minimal vérifiant les propriétés ci-dessus pour tout f , alors pour tout χ ∈ X ,
les fonctions ã 7→ χ(ã) et ã 7→ χ(ã)Pχ,f (HM (a)) sont dans V .

Démonstration. Prenons d = dimV . La finitude de dimV et la commutativité de ÃG
†

donnent
une décomposition finie V =

⊕
χ∈X Vχ, stable par ρ, où

Vχ =
⋂

ã∈ÃG
†

Ker (ρ(ã)− χ(ã))d.

On se ramène ainsi au cas où X = {χ} est un singleton. En multipliant les éléments de
Vχ par ã 7→ χ(ã)−1, on peut supposer de plus que χ = 1. Soit f ∈ V1. Comme ρ(ã) agit sur
V1 comme une matrice unipotente pour tout ã, la fonction f se factorise par le sous-groupe

compact ÃG
†
∩ G̃1. Alors l’équation

(ρ(ã)− id)df = 0, ã ∈ ÃG
†

devient un système de suites récurrentes linéaires sur le réseau ãG,F ⊂ aG, et l’assertion en
découle.

Définition 2.2.2. Soient (π, V ) une représentation admissible de G̃ et χ ∈ Hom(ÃG
†
,C×).

Définissons

Vχ =

v ∈ V : ∃d, v ∈
⋂

ã∈ÃG
†

Ker (π(ã)− χ(ã))d

 .

On a alors V =
⊕

χ Vχ. Définissons l’ensemble des exposants de (π, V ) par

Exp(π) := {χ ∈ Hom(ÃG
†
,C×) : Vχ 6= 0}.

Remarque 2.2.3. Soit χ ∈ Exp(π). On peut vérifier aisément que Reχ est un objet “infinitesi-
mal” : il ne change pas si l’on remplace AG(F )† par un sous-groupe ouvert d’indice fini AG(F )‡

et remplace χ par sa restriction à ÃG
‡
.

Posons Clisse(G̃) l’espace de fonctions sur G̃ bi-invariantes par un sous-groupe ouvert et
compact. Il y a deux représentations ρ, λ de G̃ sur cet espace, définies par

(ρ(x̃)f)(ỹ) = f(ỹx̃),

(λ(x̃)f)(ỹ) = f(x̃−1ỹ).

Soit (π, V ) une représentation admissible de G̃. Notons (π̌, V̌ ) sa contragrédiente. Soient
v ∈ V , v̌ ∈ V̌ . On définit le coefficient matriciel comme l’élément de Clisse(G̃)

x̃ 7→ 〈π(x̃)v, v̌〉.
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Notons A(π) la sous-représentation de Clisse(G̃) (par ρ et λ) engendrée par tous les coeffi-
cients de π, et posons

A(G̃) =
∑
π

A(π) =
⋃
π

A(π).

Soit P = MU un sous-groupe parabolique de G. On dispose de l’application terme constant
le long de P̃ , cf. [83, I.6.2]

A(G̃)→ A(M̃),

f 7→ fP̃ .

La fonction fP̃ est caractérisée par la propriété suivante. Pour tout m̃ ∈ M̃ , il existe ε > 0 tel

que, si ã ∈ ÃM
†

et |α(a)|F < ε pour tout α ∈ ΣP , alors

(δ
−1/2
P f)(m̃ã) = fP̃ (m̃ã).(IV.3)

La démonstration est basée sur un théorème de Casselman [83, I.4.1], la preuve-là s’adapte
aux revêtements à l’aide de la Proposition 2.1.2.

2.3 Fonctions de Schwartz-Harish-Chandra

Introduisons la fonction ΞG de Harish-Chandra sur G(F ). Rappelons que ΞG est définie
comme un coefficient matriciel de l’induction parabolique normalisée de la représentation triviale
de P̃0. On pose simplement

ΞG̃ := ΞG ◦ p.

Cette fonction vérifie des majorations liées à ‖ · ‖ et σ, cf. [83, II]. De même, les résultats
d’intégrabilité de [83, II] demeurent valables pour G̃, ce qui justifie toutes les intégrales que l’on
considérera.

Soit P ∈ F(M0). On note
+aG∗P :=

∑
α∈∆P

R>0 · α

et on note +āG∗P son adhérence.

Proposition 2.3.1. Soit (π, V ) une représentation admissible de G̃ admettant un caractère
central unitaire. Les conditions suivantes sont équivalentes.

1 Les valeurs absolues des coefficients de π sont de carrés intégrables sur G̃/ÃG
†
.

2 Pour tout parabolique semi-standard P = MU et tout χ ∈ Exp(πP̃ ), on a Reχ ∈ +aG∗P .

3 Pour tout parabolique standard propre maximal P = MU et tout χ ∈ Exp(πP̃ ), on a
Reχ ∈ +aG∗P .

Supposons vérifiées ces conditions et soit f ∈ A(π). Pour tout r ∈ R, il existe c > 0 tel que

|f(x̃)| ≤ cΞ(x)(1 + σ(x))−r, x̃ ∈ G̃.(IV.4)

On appelle une telle représentation de carré intégrable modulo le centre, ou bien L2 modulo
le centre. Si (π, V ) est de carré intégrable modulo le centre, on définit son degré formel comme
la constante positive d(π) telle que

ιG

∫
ÃG
†
\G̃

〈π(x̃)v, v̌〉〈v′, π∨(x̃)v̌′〉 dx̃ = d(π)−1〈v, v̌′〉〈v′, v̌〉, v, v′ ∈ V, v̌, v̌′ ∈ V ∨.
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Remarquons que d(π) dépend de la mesure de Haar sur G̃ mais pas du choix de AG(F )†.

Définissons des versions dites faibles de Clisse(G̃) et A(G̃) comme suit.

Cwlisse(G̃) := {f ∈ Clisse(G̃) : ∃c, r tels que (IV.4) est vérifié },
Aw(G̃) := A(G̃) ∩ Cwlisse(G̃).

Soit (π, V ) une représentation admissible de G̃. On dit que (π, V ) est tempérée si A(π) ⊂
Aw(G̃). Les représentations de carré intégrable modulo le centre sont tempérées. Un fait impor-
tant est

Aw(G̃) =
⋃

π:tempérée

A(π) =
∑

π:tempérée

A(π).

Proposition 2.3.2. Soit (π, V ) une représentation admissible de G̃. Les conditions suivantes
sont équivalentes.

1 (π, V ) est tempérée.

2 Pour tout parabolique semi-standard P = MU et tout χ ∈ Exp(πP̃ ), on a Reχ ∈ +āG∗P .

3 Pour tout parabolique standard propre maximal P = MU et tout χ ∈ Exp(πP̃ ), on a
Reχ ∈ +āG∗P .

En résumé, nous avons défini les ensembles

Π2(M̃) ⊂ Πtemp(M̃) ⊂ Πunit(M̃) ⊂ Π(M̃)

qui désignent les ensembles de classes d’équivalences de représentations de carré intégrable mo-
dulo le centre, tempérées, unitaires et admissibles irréductibles de M̃ , respectivement. On peut
aussi considérer l’équivariance sous �m et introduire les sous-ensembles Π2,−(M̃), Πtemp,-(M̃),
etc.

Soient r ∈ R et f ∈ Clisse(G̃). On définit

νr(f) := sup
x̃∈G̃

(
|f(x̃)|Ξ(x)−1(1 + σ(x))r

)
.

SoitH ⊂ G̃ un sous-groupe ouvert compact. Notons CH l’espace des fonctions f bi-invariantes
par H telles que νr(f) est fini pour tout r ∈ R. Les semi-normes νr définissent une topologie
sur CH . On pose C(G̃) =

⋃
H CH , muni de la topologie lim−→. C’est une algèbre pour le produit de

convolution, qui est séparément continu. Les éléments de C(G̃) s’appellent aussi les fonctions de
Schwartz-Harish-Chandra. L’application G̃×G̃×C(G̃)→ C(G̃) définie par (x̃, ỹ, f) 7→ ρ(x̃)λ(ỹ)f
est continue.

Si (π, V ) ∈ Πtemp(G̃) et f ∈ C(G̃), on peut définir l’opérateur π(f) de sorte que

〈π(f)v, v̌〉 =

∫
G̃

f(x̃)〈π(x̃)v, v̌〉dx̃, v ∈ V, v̌ ∈ V̌ .

Alors f 7→ π(f) est un homomorphisme d’algèbres. Pour tout f , l’opérateur π(f) est de rang
fini et on peut définir la fonctionnelle linéaire continue f 7→ Θπ(f) := trπ(f), i.e. le caractère
de π.

Citons deux variantes faibles des constructions précédentes. Soit (π, V ) ∈ Πtemp(G̃). Soit
P = MU ∈ F(M0), alors le module de Jacquet admet une décomposition canonique.

(πP̃ , VP̃ ) = (πw
P̃
, V w

P̃
)⊕ (π+

P̃
, V +

P̃
)
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où V w
P̃

se constitue des Vχ avec Reχ = 0, et V +
P̃

se constitue du reste. Alors (πw
P̃
, V w

P̃
) est

tempérée, cf. [83, III.3.1]. La réciprocité de Frobenius demeure valable dans la catégorie des
représentations tempérées admissibles si l’on remplace le foncteur π 7→ πP̃ par π 7→ πw

P̃
.

On dispose de l’application terme constant faible le long de P̃ , analogue de (IV.3)

Aw(G̃)→ Aw(M̃),

f 7→ fw
P̃
.

La fonction fw
P̃

est caractérisée par la propriété suivante. Pour tout m̃ ∈ M̃ , on a

lim
ã
P→∞

(δ
−1/2
P f)(m̃ã)− fw

P̃
(m̃ã) = 0.(IV.5)

où la limite signifie que ã ∈ ÃM
†

et −HM (a) tend vers l’infini dans un cône ouvert strictement
contenu dans celui déterminé par ∆P , cf [83, III.5].

On définit la fonction fw,Ind

P̃
: G̃× G̃→ Aw(M̃) en posant

fw,Ind

P̃
(x̃, ỹ) = (ρ(x̃)λ(ỹ)f)w

P̃
.(IV.6)

2.4 Opérateurs d’entrelacement

Le tore complexe X(G̃) opère sur Π(G̃) par (χ, ω) 7→ ω⊗χ, où χ ∈ X(G̃) et ω ∈ Π(G̃). Si χ
est l’image de λ ∈ a∗G,C, on écrit aussi πλ := π ⊗ χ. L’action induite du tore compact ImX(G̃)

préserve Π2(G̃). Pour toute orbite O sous ImX(G̃), on peut choisir un point base ω ∈ O et
munir O de la structure de variété C∞ par l’application

ImX(G̃)/StabImX(G̃)(ω)
∼→ O.

χ 7→ ω ⊗ χ.

Le stabilisateur StabImX(G̃)(ω) est fini. De façon analogue, pour l’action de X(G̃) on définit
l’orbite OC qui est une variété algébrique complexe. Ainsi, on peut parler de fonctions C∞,
régulières ou rationnelles sur OC. Ces notions ne dépendent pas du choix du point base ω.

Soient M ∈ L(M0), P = MU et P ′ = MU ′ dans P(M). Soient (π, V ) une représentation
admissible de M̃ , f ∈ IP̃V , x̃ ∈ G̃. On dit que l’intégrale

(JP̃ ′|P̃ (π)f)(x̃) =

∫
(U∩U ′)(F )\U ′(F )

f(u′x̃) du′

est absolument convergente, égale à v ∈ V , si pour tout v̌ ∈ V̌ l’intégrale∫
(U∩U ′)(F )\U ′(F )

〈f(u′x̃), v̌〉du′

est absolument convergente et égale à 〈v, v̌〉. Si (JP̃ ′|P̃ (π)f)(x̃) est absolument convergent pour

tous f et x̃, on dit que JP̃ ′|P̃ (π) est défini par des intégrales convergentes, et il définit un

opérateur d’entrelacement IP̃ (π)→ IP̃ ′(π).

On peut identifier IP̃ (V ) à l’induction IndK̃
K̃∩P̃ (V ) par restriction sur K̃. Lorsque π varie

dans OC, cet espace ne change pas. En introduisant les C[M̃/M̃1]-familles de représentations
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(cf. [83, I.5]), on peut parler des familles d’opérateurs IP̃ (π)→ IP̃ ′(π) régulières ou rationnelles,
où π ∈ OC, voir [83, IV.1].

Soient P ∈ P(M) et α ∈ ΣP , la coracine α∨ ∈ aM peut être définie en choisissant un
parabolique minimal P0 ⊂ P et en restreignant α∨ ∈ ∆∨0 à aM . On voit qu’elle est indépendante
de P0.

Théorème 2.4.1. Soit (π, V ) une représentation admissible de longueur finie de M̃ . Alors il
existe R ∈ R tel que si 〈Re(χ), α∨〉 > R pour tout α ∈ ΣP ∩ ΣP̄ ′, alors JP̃ ′|P̃ (π ⊗ χ) est défini

par des intégrales convergentes. L’opérateur JP̃ ′|P̃ (π ⊗ χ) défini pour de tels π ⊗ χ se prolonge
en un opérateur rationnel sur OC.

Si (π, V ) est tempérée, alors JP̃ ′|P̃ (π ⊗ χ) est défini par des intégrales convergentes pourvu

que 〈Reχ, α∨〉 > 0 pour tout α ∈ Σred
P ∩ Σred

P̄ ′
.

Posons d(P ′, P ) := |Σred
P ′ ∩ Σred

P̄
|.

Proposition 2.4.2. Soit (π, V ) une représentation admissible de longueur finie de M̃ . Alors

1 JP̃ ′|P̃ (π)∨ = JP̃ |P̃ ′(π̌), où ∨ signifie l’opérateur dual ;

2 JP̃ ′|P̃ (π) = JP̃ ′|P̃ ′′(π)JP̃ ′′|P̃ (π) si P ′′ ∈ P(M) et d(P ′, P ) = d(P ′, P ′′) + d(P ′′, P ) ;

3 soit P ′′ = M ′′U ′′ ∈ F(M0) contenant P et P ′, on fait les identifications

IP̃ (π) = IP̃ ′′I
M̃ ′′

P̃∩M̃ ′′(π),

IP̃ ′(π) = IP̃ ′′I
M̃ ′′

P̃ ′∩M̃ ′′(π),

alors J G̃
P̃ ′|P̃ (π) est l’opérateur déduit de JM̃

′′

P̃ ′∩M̃ ′′|P̃∩M̃ ′′(π) par le foncteur IP̃ ′′(·) ;

4 soient w ∈WG
0 et w̃ ∈ K̃ un représentant, alors

JwP̃ ′|wP̃ (w̃π) = A(w̃)JP̃ ′|P̃ (π)A(w̃)−1

où A(w̃) : IP̃ (π)
∼→ IwP̃ (w̃π) (ou avec P ′ au lieu de P ) est la translation ϕ(·) 7→ ϕ(w̃−1·).

Supposons maintenant que π ∈ Π2(M̃), son orbite sous X(M̃) est notée OC. On dit qu’un
élément dans OC est G̃-régulier si son stabilisateur dans WG(M) est trivial. De tel éléments
forment un ouvert de Zariski dense dans OC.

Montrons qu’il existe un ouvert dense de Zariski dans OC tel que pour tout π′ dedans, IP̃ (π′)
est irréductible pour tout P ∈ P(M). En effet, il suffit de montrer que Hom(IP̃ (π), IP̃ (π)) = C
lorsque π est G-régulier, car IP̃ (π) est unitaire de longueur finie. Or cela résulte immédiatement
de la réciprocité de Frobenius et du lemme géométrique de Bernstein-Zelevinsky.

Grâce aux propriétés des opérateurs d’entrelacement, on montre (cf. [83, IV.3]) qu’il existe
une fonction rationnelle j sur OC telle que

J
P̃ | ˜̄P (π′)J ˜̄P |P̃ (π′) = j(π′), π′ ∈ OC, P ∈ P(M).

Notons Σred
M l’ensemble des racines réduites de AM . À chaque α ∈ Σred

M est associé un sous-

groupe de Lévi Mα contenant M tel que ΣMα,red
M = {α}. Notons jα la fonction rationnelle définie

en remplaçant G̃ par M̃α. On a alors

j =
∏

α∈Σred
M /±

jα,
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où α parcourt Σred
M à signe près. Définissons la fonction µ sur OC par

µ := j−1.(IV.7)

Pour α ∈ Σred
M , on note µα la fonction définie en remplaçant G̃ par M̃α.

Proposition 2.4.3. La fonction µ est rationnelle sur OC. Elle est régulière et réelle non
négative sur O. On a

µ =
∏

α∈Σred
M /±

µα.

De plus, µ est invariante par WG
0 et par passage à la contragrédiente π 7→ π̌.

Remarque 2.4.4. Soit α ∈ ∆P . On note rα le plus petit rationnel positif tel que rα ·α∨ ∈ aG,F .
On note

α̌ := rαα
∨.(IV.8)

Supposons choisi un point base π dans OC. On pose P ′ := P̄ , alors les fonctions λ 7→
JP̃ ′|P̃ (πλ) et λ 7→ µ(πλ), où λ ∈ a∗M,C, sont rationnelles en les variables {q−〈λ,α̌〉 : α ∈ ∆P }.
Cette propriété est implicite dans la preuve de la rationalité des opérateurs d’entrelacement [83,
p.278].

2.5 Coefficients d’induites et la fonction c

Fixons toujours M ∈ L(M0). Soient P ∈ P(M), (ω,E) ∈ O. Posons

L(ω, P̃ ) = IG̃×G̃
P̃×P̃ (E � Ě)

= IP̃ (E)� IP̃ (E)∨ ↪→ End(IP̃E).

Le revêtement G̃ × G̃ → G(F ) × G(F ) n’appartient pas rigoureusement à notre classe car son
noyau n’est pas cyclique, mais peu importe.

Pour v ⊗ v̌ ∈ L(ω, P̃ ), on peut définir le coefficient

EG̃
P̃

(v ⊗ v̌) : x̃ 7→ 〈ω(x̃)v, v̌〉.

Ceci induit une application linéaire EG̃
P̃

: L(ω, P̃ ) → Clisse(G̃). Plus généralement, soient P ′ =

M ′U ′ ∈ F(M0) tel que M ′ ⊃M et P ∈ PM ′(M), posons

EP̃
′

P̃
: IG̃×G̃

P̃ ′× ˜̄P ′
LM̃

′
(ω, P̃ )→ IG̃×G̃

P̃ ′× ˜̄P ′
Clisse(M̃

′)

l’application qui se déduit de EM̃
′

P̃
par fonctorialité.

Soient M,M ′ ∈ L(M0). Posons

W(M ′|G|M) := {w ∈WG
0 : wM ⊂M ′},

W(M |G) :=W(M |G|M),

W (M ′|G|M) := WM ′
0 \W(M ′|G|M).

Ces ensembles sont éventuellement vides. Ils opèrent sur des paraboliques par conjugaison.
Dans ce qui suit il convient de fixer des représentants dans K̃ de ces ensembles. Néanmoins, les



210 Chapitre IV

résultats ultérieurs seront indépendants des choix. Soient s ∈ K̃ un représentant d’un élément
dans WG

0 et ω une représentation de M̃ , on note sω la représentation de sM̃ obtenue par
transport de structure. Elle est indépendante du choix du représentant à isomorphisme près.

Pour P ∈ P(M), s ∈ W(M ′|G|M), définissons

Ps := (M ′ ∩ sP )U ′,

P �s := (M ′ ∩ sP )Ū ′

Notons λ(s) : IP̃ (ω) 7→ IsP̃ (sω) la translation à gauche par s en se rappelant que ĨG̃
P̃

(ω) est

un espace de fonctions sur G̃. Vu les identifications

IP̃ ′I
M̃ ′

M̃ ′∩sP̃ = IP̃s ,

I ˜̄P ′
IM̃ ′
M̃ ′∩sP̃ = IP̃ �s ,

on définit

cP̃ ′|P̃ (s, ω) : L(ω, P̃ )→ IG̃×G̃
P̃ ′× ˜̄P ′

LM̃
′
(sω, M̃ ′ ∩ sP̃ ),

v ⊗ v̌ 7→ γ(G|M ′)−1
(
JP̃s|sP̃ (sω)λ(s)v ⊗ JP̃ �s |sP̃ (sω̌)λ(s)v̌

)
.

Théorème 2.5.1. Fixons P ∈ P(M), P ′ ∈ P(M ′) et O une ImX(M̃)-orbite contenant une
représentation de carré intégrable modulo le centre. Soient ω ∈ O un élément G̃-régulier et
ψ ∈ L(ω, P̃ ), alors

(EG̃
P̃
ψ)Ind,w

P̃ ′
=

∑
s∈W (M ′|G|M)

EP̃
′

M̃∩sP̃ (cP̃ ′|P̃ (s, ω)ψ).

Il faut aussi des fonctions auxiliaires. Soient M ∈ L(M0), ω ∈ O une ImX(M̃)-orbite conte-
nant une représentation de carré intégrable modulo le centre, P, P ′ ∈ P(M) et s ∈ W(G|M).
Définissons

◦cP̃ ′|P̃ (s, ω) := cP̃ ′|P̃ (1, sω)−1cP̃ ′|P̃ (s, ω) ∈ HomG̃×G̃(L(ω, P̃ ), L(sω, P̃ )).

Proposition 2.5.2. L’application ω 7→ ◦cP̃ ′|P̃ (s, ω) est régulière sur O. Pour tout ω ∈ O,

l’opérateur ◦cP̃ ′|P̃ (s, ω) est unitaire. On a

EG̃
P̃ ′

(◦cP̃ ′|P̃ (s, ω)ψ) = EG̃
P̃

(ψ)

pour tout ψ ∈ L(ω, P̃ ).

2.6 Énoncé de la formule de Plancherel

Considérons un parabolique P = MU ∈ F(M0). Soit O une ImX(M̃)-orbite rencontrant

Π2(M̃). Soient (ω,E), (ω′, E′) ∈ O tels que ω ' ω′. Alors les espaces IG̃×G̃
P̃×P̃ (E�Ě) et IG̃×G̃

P̃×P̃ (E′�

Ě′) sont canoniquement isomorphes : l’isomorphisme étant induit d’un isomorphisme ω
∼→ ω′

quelconque et de son dual.
Définissons C∞(O, P̃ ) comme l’espace des fonctions ψ : ω → ψω ∈ L(ω, P̃ ) respectant les

isomorphismes ci-dessus, telles que ψ est C∞ sur O. Rappelons que l’espace de L(ω, P̃ ) ne
change pas lorsque ω varie dans O, pourvu que l’on le réalise comme un espace de fonctions
sur K̃ × K̃ ; notons-le LK̃(O). Si H est un sous-groupe ouvert compact de G̃, LK̃(O)H×H est

de dimension finie. Comme ImX(M̃) est compact, C∞(ImX(M̃)) est muni de la famille des
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semi-normes ‖ϕ‖D := sup |Dϕ|, où D parcourt les opérateurs différentiels sur ImX(M̃). Donc
l’espace

C∞(ImX(M̃))⊗ LK̃(O)H×H

est muni d’une topologie canonique. Il contient C∞(O, P̃ )H×H comme un sous-espace fermé.
On munit C∞(O, P̃ ) de la topologie lim−→ en variant H.

Proposition 2.6.1. Soit ψ ∈ C∞(O, P̃ ), alors

1 pour tout x̃ ∈ G̃, la fonction ω 7→ (EG̃
P̃
ψω)(x̃) est C∞ sur O ;

2 pour tout P ′ = M ′U ′ ∈ F(M0) et m̃′ ∈ M̃ ′, les fonctions ω 7→ (EG̃
P̃
ψω)P̃ ′(m̃

′) et ω 7→
(EG̃

P̃
ψω)w

P̃ ′
(m̃′) sont C∞ sur O.

C’est donc loisible de poser pour ψ ∈ C∞(O, P̃ ),

fψ(x̃) =

∫
O

µ(ω)(EG̃
P̃
ψω)(x̃) dω, x̃ ∈ G̃,

où O est muni de la mesure telle que ImX(M̃)→ O préserve localement les mesures.

Proposition 2.6.2. L’application ψ 7→ fψ est une application linéaire continue de C∞(O, P̃ )
sur C(G̃).

On fait varier les (O, P̃ ). Notons Θ l’ensemble des paires (O, P ) où P = MU ∈ F(M0) et O
est comme ci-dessus. Posons C∞(Θ) :=

⊕
(O,P )∈ΘC

∞(O, P̃ ). On écrit un élément ψ de C∞(Θ)

sous la forme ψ = (ψ[O, P ])O,P . On définit l’application κ : C∞(Θ)→ C(G̃) par

κ(ψ) =
∑

(O,P )∈Θ

γ(G|M)|WM
0 ||WG

0 |−1|P(M)|−1fψ[O,P ].

On note C∞(Θ)inv le sous-espace de C∞(Θ) des éléments ψ tels que

ψ[sO, P ′]sω = ◦cP̃ ′|P̃ (s, ω)ψ[O, P ]ω

pour tout (O, P ) ∈ Θ et tout P ′. On définit la projection prinv : C∞(Θ)→ C∞(Θ)inv par

(prinvψ)[O, P ]ω = |WG
0 |−1|P(M)|−1

∑
s∈WG

0

∑
P ′∈P(sM)

◦cP̃ ′|P̃ (s, ω)−1ψ[sO, P ′]sω.

Un fait important est que κ se factorise par prinv ; on utilise toujours le symbole κ pour
l’application C∞(Θ)inv → C(G̃).

L’étape suivante est de définir l’inverse de κ. Soit f ∈ C(G̃), notons f̌ la fonction x̃ 7→
f(x̃−1). Alors f̌ ∈ C(G̃). Soient M ∈ L(M0) et P ∈ P(M). Soit (ω,E) ∈ Π2(M̃), notons
(π, V ) := IP̃ (ω,E) et

f̂(ω, P̃ ) := d(ω)π(f̌) ∈ L(ω, P̃ ).

Soit (O, P ) ∈ Θ, on obtient ainsi une fonction ψf [O, P ] sur O par ψf [O, P ]ω = f̂(ω, P ),
pour tout ω ∈ O.

Proposition 2.6.3. Pour tout (O, P ) ∈ Θ, l’application f 7→ ψf [O, P ] définit une application
linéaire continue C(G̃)→ C∞(O, P̃ ).

On arrive à l’énoncé de la formule de Plancherel.
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Théorème 2.6.4. L’application f 7→ ψf [O, P ] induit une application C(G̃) → C∞(Θ)inv. Elle
est l’inverse bilatéral de κ. En particulier, κ est un isomorphisme.

Pour (O, P ) ∈ Θ et ω ∈ O, on note ΘG̃
ω le caractère de IP̃ (ω).

Corollaire 2.6.5. Soit f ∈ C(G̃), alors

f(1) =
∑

(O,P )∈Θ

γ(G|M)|WM
0 ||WG

0 |−1|P(M)|−1

∫
O

d(ω)µ(ω)ΘG̃
ω (f̌) dω,

=
∑

M∈L(M0)

γ(G|M)|WM
0 ||WG

0 |−1

∫
Π2(M̃)

d(ω)µ(ω)ΘG̃
ω (f̌) dω.

Remarque 2.6.6. Afin de se débarrasser de tout souci de mesures, vérifions la dépendance de
ladite formule sur des divers choix. Fixons (O, P ) ∈ Θ avec P = MU .

– Le degré formel d(ω) pour ω ∈ O est inversement proportionnelle à la mesure dm sur M̃ .
– D’après la définition des opérateur d’entrelacement, la fonction µ est proportionnelle à

( dū du)−1 où du (resp, dū) désigne la mesure sur U(F ) (resp. Ū(F )).

– ΘG̃
ω (f) est proportionnel à la mesure dg sur G̃.

– γ(G|M) est proportionnel à dūdmdu( dg)−1 pourvu que γ(G|M) soit défini par la formule
(IV.2) dans §2.1.

– Il n’y a aucune dépendance du choix de AM (F )†.

Par conséquent, le produit indexé par (O, P ) dans le Corollaire 2.6.5 est indépendant de
tout choix. Cela nous permettra de varier certains choix de mesures dans §5.

3 Normalisation des opérateurs d’entrelacement

On se place toujours dans le cadre d’un revêtement local

1→ �m → G̃
p→ G(F )→ 1,

où F est un corps local et G est un F -groupe réductif connexe. On fixe un sous-groupe de
Lévi minimal M0 et un sous-groupe compact maximal spécial K de G(F ) en bonne position
relativement à M0. On a les ensembles Π(M̃), Πtemp(M̃), Π2(M̃) de classes d’équivalence des
représentations irréductibles de M̃ ; ils sont défini dans §2 lorsque F est non archimédien, dans
le cas F archimédien leurs définitions sont bien connues. En rajoutant l’équivariance sous �m,
on définit leurs variantes spécifiques Π−(M̃), Πtemp,−(M̃), Π2,−(M̃), etc.

Nous avons précisé les choix de mesures dans le cas non archimédien. Pour le cas archimédien,
nous suivons le choix fait dans [13] qui sera rappelé dans §3.2.

3.1 Facteurs normalisants

Soit M ∈ L(M0). Rappelons que, pour tout corps local F , on peut définir le groupe X(M̃) :=
Hom(M̃/M̃1,C×) et son sous-groupe ImX(M̃). Ces groupes opèrent sur Π(M̃). Les X(M̃)-
orbites admettent une structure de variété complexe algébrique via la surjection canonique
a∗M,C � X(M̃). Soit π ∈ M̃ , l’action de X(M̃) s’écrit sous la forme habituelle (π, χ) 7→ π ⊗ χ
avec χ ∈ X(M̃), ou (π, λ) 7→ πλ avec λ ∈ a∗M,C. Si F est archimédien, l’action de a∗M,C est libre

et tout élément de Π2(M̃) admet une écriture unique πλ avec π ∈ Π2(M̃1) et λ ∈ ia∗M .
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Définition 3.1.1 (cf. [13, §2] et [16, §2]). Soient M ∈ L(M0) et OC une X(M̃)-orbite dans
Π(M̃). On dit qu’une famille de fonctions méromorphes sur OC

rL̃
P̃ ′|P̃ (π), L ∈ L(M), P, P ′ ∈ PL(M), π ∈ OC

est une famille de facteurs normalisants si elle satisfait aux conditions suivantes. Posons d’abord

RL̃
P̃ ′|P̃ (π) := rL̃

P̃ ′|P̃ (π)−1J L̃
P̃ ′|P̃ (π).

(R1) Pour tous P, P ′, P ′′ ∈ PL(M), on a RL̃
P̃ ′′|P̃ (π) = RL̃

P̃ ′′|P̃ ′(π)RL̃
P̃ ′|P̃ (π).

(R2) Si π est unitaire, alors

RL̃
P̃ ′|P̃ (πλ)∗ = RL̃

P̃ |P̃ ′(π−λ̄), λ ∈ a∗M,C.

En particulier, RL̃
P̃ ′|P̃ (π) est un opérateur unitaire.

(R3) Cette famille est compatible au transport de structure par le groupe de Weyl, au sens
suivant

RL̃
wP̃ ′|wP̃ (w̃π) = A(w̃)RL̃

P̃ ′|P̃ (π)A(w̃)−1

où w ∈WL
0 et w̃ ∈ K̃ est un représentant, cf. la Proposition 2.4.2.

(R4) On a

rL̃
P̃ ′|P̃ (π) =

∏
α∈(ΣL

P ′ )
red∩(ΣL

P̄
)red

rM̃α
˜̄Pα|P̃α

(π),

où Pα := P ∩Mα.

(R5) Soit P ′′ = M ′′U ′′ ∈ FL(M0) contenant P et P ′, alors RL̃
P̃ ′|P̃ (π) est l’opérateur déduit de

RM̃
′′

P̃ ′∩M̃ ′′|P̃∩M̃ ′′(π) par le foncteur IL̃
P̃ ′′

(·).

(R6) Si F est archimédien, les coefficients K̃∩L̃-finis de RL̃
P̃ ′|P̃ (πλ) sont des fonctions rationnelles

en 〈λ, α∨〉 où α ∈ ∆L
P . Si F est non archimédien, notons q le cardinal du corps résiduel

de q, alors rL̃
P̃ ′|P̃ (πλ) est une fonction rationnelle en les variables q−〈λ,α̌〉, où α ∈ ∆L

P et

α̌ ∈ Q>0 · α∨ est défini dans (IV.8) ; donc les coefficients de RL̃
P̃ ′|P̃ (πλ) le sont aussi.

(R7) Si π est tempérée, λ 7→ rP̃ ′|P̃ (πλ) n’a ni zéros ni pôles lorsque 〈Reλ, α∨〉 > 0 pour tout

α ∈ ∆L
P .

(R8) Si F est archimédien, π ∈ Πtemp(M̃1) et λ ∈ ia∗M , on pose

qL̃
P̃ ′|P̃ (πλ) :=

∏
α∈(ΣL

P ′ )
red∩(ΣL

P̄
)red

〈λ, α∨〉nα

où nα est l’ordre du pôle de λ 7→ rα(πλ) en λ = 0. Alors pour tout opérateur différentiel
invariant D sur ia∗M , il existe des constantes C,N > 0 telles que

|D(qL̃
P̃ ′|P̃ (πλ)rL̃

P̃ ′|P̃ (πλ))−1| ≤ C(1 + ‖µπ + λ‖)N

pour tout π et tout λ, où nous adoptons les notations
– h est une sous-algèbre de Cartan de g ;
– WM

C le groupe de Weyl complexe de M ;
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– µπ ∈ h∗C/W
M
C est le caractère infinitesimal de π ;

– ‖ · ‖ une norme hermitienne WM
C -invariante sur hC telle que

‖µπλ‖
2 = ‖µπ + λ‖2 = ‖µπ‖2 + ‖λ‖2, ∀λ ∈ ia∗M .

La condition (R7) interviendra dans l’étude des quotients de Langlands. Dans cet article
nous ferons usage d’une notion moins stricte.

Définition 3.1.2. On dit qu’une famille de fonctions méromorphes sur OC

rL̃
P̃ ′|P̃ (π), L ∈ L(M), P, P ′ ∈ PL(M), π ∈ OC

est une famille de facteurs normalisants faible si elle vérifie toutes les conditions de la Définition
3.1.1 sauf (R7). Deux familles de facteurs normalisants faibles r, r∨ sont dites complémentaires
si

rL̃,
∨

P̃ ′|P̃ (π) = rL̃
P̃ |P̃ ′(π)(IV.9)

pour tous P, P ′ et L.

Remarque 3.1.3. Étant donnée une famille de facteurs normalisants faible r, on peut toujours
définir une famille complémentaire r∨ par (IV.9). Mais r∨ et r ne peuvent pas vérifier à la fois
(R7).

La construction des facteurs normalisants se réduit au cas L = G, OC ∩Π2(M̃) 6= ∅ et P, P ′

des paraboliques propres maximaux, au sens suivant.

Proposition 3.1.4. Supposons choisie des familles de facteurs normalisants rL̃
Q̃′|Q̃(·) pour tout

L ∈ L(M0), L 6= G et Q,Q′ quelconques, qui sont sont compatibles au transport de structure
par WG

0 .
Soient rP̃ ′|P̃ (·) des fonctions méromorphes sur les X(M̃)-orbites rencontrant Π2(M̃) vérifiant

toutes les conditions de la Définition 3.1.1 sauf (R4) et (R5), où M ∈ L(M0) est standard

propre maximal, P, P ′ ∈ P(M). Alors les facteurs rL̃
Q̃′|Q̃(·) et rP̃ ′|P̃ (·) ci-dessus font partie d’une

famille de facteurs normalisants pour G̃, dont la construction est canonique.

Démonstration. C’est exactement ce qu’Arthur fait dans [13, §2]. En résumé, grâce à (R5), la
condition (R7) et un critère simple de l’unitarisabilité des quotients de Langlands [44, Theorem
7], qui est valable pour les revêtements sur tout corps local, permettent de se ramener au cas
tempérée. On se ramène finalement au cas de représentations de carré intégrable modulo le centre
d’après le fait qu’une représentation tempérée est un constituant d’une induite parabolique
normalisée d’une représentation L2 modulo le centre. La compatibilité au transport de structure
est garantie par (R3). À chaque étape, on peut supposer M propre maximal grâce à (R4). La
préservation de (R8) est claire.

Remarque 3.1.5. Pour les applications à la formule des trace, on considérera le cadre où F est
un corps de nombres, p : G̃→ G(A) un revêtement adélique, S un ensemble fini de places de F
et G̃S → G(FS) la fibre de p au-dessus de G(FS). On peut toujours considérer les normalisations
des opérateurs d’entrelacement dans ce cadre, cf. [13, §1]. Les résultats découlent sans peine du
cas F local en prenant

π =
⊗
v∈S

πv,

rP̃ ′|P̃ (π) =
∏
v∈S

rP̃ ′|P̃ (πv),

RP̃ ′|P̃ (π) =
⊗
v∈S

RP̃ ′|P̃ (πv).
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Cf. [13, p.31].

3.2 Le cas archimédien

Conservons les conventions de §3.2. Nous donnerons une construction canonique de facteurs
normalisants dans le cas archimédien à la Arthur [13] avec formules explicites. C’est loisible de
supposer que F = R.

Soit r une R-algèbre de Lie. On adopte la convention rC := r(R)⊗RC. Notons θ l’involution
de Cartan associé à K. Prenons une forme bilinéaire G(R)-invariante B sur g(R) telle que
X 7→ −B(X, θX) est positive définie. Si T est un R-tore maximal θ-stable de M , alors B est
non dégénérée sur t(R). Prenons T un R-tore fondamental dans M anisotrope modulo AM , ce
qui existe car Π2(M̃) 6= ∅. Le groupe Gal(C/R) = {id, σ} opère sur X∗(TC), d’où une action sur
tC.

On se ramène au cas où M , P , P ′, π sont comme dans la Proposition 3.1.4, en particulier
P ′ = P̄ . Or la notation P ′ sera conservée pour des raisons de typographie.

On pose

αP ′|P :=
∏
α

√
1

2
B(α, α)

où α parcourt les racines de (gC, tC) dont les restrictions sur aM appartiennent à ΣP ′ . On munit
(uP ′ ∩ uP )(R) de la mesure induite par la forme positive définie X 7→ −B(X, θX) ; on choisit la
mesure de Haar sur (UP ′ ∩ UP )(R) de sorte que∫

(UP ′∩UP )(R)

φ(u) du = αP ′|P

∫
(uP ′∩uP )(R)

φ(expX) dX, ∀φ ∈ Cc((UP ′ ∩ UP )(R)).

On montre que cette mesure ne dépend pas du choix de B.

Notons ρM la demi-somme des racines positives de (mC, tC) par rapport à une base fixée.
On prend dχ ∈ t∗C tel que dχ+ρM est un représentant du caractère infinitesimal de π. On peut
prendre λ0 ∈ t∗C, µ ∈ it∗ tels que

〈 dχ,H〉 = 〈λ0, H − σH〉+
1

2
〈µ− ρM , H + σH〉, H ∈ t(C),

Cf. [13, (A.1)]. Ici λ0 est pour l’essentiel la dérivée du caractère central de π, et µ est le paramètre
de Harish-Chandra. D’après Harish-Chandra, c’est connu que dχ se relève en un caractère de
T̃ ; notons-le χ.

Notons ΣP (G,T ) l’ensemble des racines de (G,T ) dont les restrictions sur aM appartiennent
à ΣP et étudions les {id, σ}-orbites de ΣP (G,T ). Supposons d’abord que α est une racine réelle
dans ΣP (G,T ). Il y a au plus une telle racine. Rappelons la définition de l’élément γ ∈ T̃
dans [39, §30, Lemma 2]. On note Hα l’élément dans t(R) tel que B(H,Hα) = 〈α,H〉 pour
tout H ∈ t(R), et on note H ′ := 2〈α,Hα〉−1Hα. Prenons X ′ ∈ gα(R) et Y ′ ∈ g−α(R) tels que
(H ′, X ′, Y ′) est un sl2-triplet, c’est-à-dire

[H ′, X ′] = 2X ′, [H ′, Y ′] = −2Y ′, [X ′, Y ′] = H ′.

Posons γ := exp(π(X ′ − Y ′)) ∈ T̃ . Le triplet (H ′, X ′, Y ′) induit un homomorphisme Φα :

S̃L(2,R)→ G̃, où S̃L(2,R) est un revêtement de SL(2,R). Prenons k ∈ {0, . . . , 2m− 1} tel que

(−1)〈ρP ,α
∨〉χ(γ) = e

πk
mi .



216 Chapitre IV

D’autre part, si α est une racine complexe, en remplaçant α par σα si besoin est, on suppose
toujours que

〈σµ− µ, α∨〉 ∈ Z≤0.

Définissons le facteur normalisant rP̃ ′|P̃ (π). S’il existe une racine réelle dans ΣP (G,T ), on
la notera α0 et on écrira ∃α0 ; dans ce cas-là on définit χ, γ et k d’après ce qui précède. Posons

ΓC(z) := 2(2π)−zΓ(z),

G(z) :=
√
π ·

Γ( z2)Γ( z2 + 1
2)

Γ( z2 + k
2m)Γ( z2 + 1− k

2m)
, si ∃α0;

(et désolé pour l’abus du symbole π). Pour tout λ ∈ aM,C on définit

(IV.10) rP̃ ′|P̃ (πλ) :=



∏
α∈ΣP (G,T )

mod {id,σ}
α6=α0

ΓC(〈µ+ λ, α∨〉)
ΓC(〈µ+ λ, α∨〉+ 1)

·G(〈µ+ λ, α∨0 〉), si ∃α0,

∏
α∈ΣP (G,T )

mod {id,σ}

ΓC(〈µ+ λ, α∨〉)
ΓC(〈µ+ λ, α∨〉+ 1)

, sinon,

où les représentants α des {id, σ}-orbites dans ΣP (G,T ) sont choisis comme précédemment.
C’est méromorphe en λ, on définit ainsi les opérateurs RP̃ ′|P̃ (πλ) := rP̃ ′|P̃ (πλ)−1JP̃ ′|P̃ (πλ) qui
sont méromorphes en λ.

Théorème 3.2.1. Les facteurs rP̃ ′|P̃ (πλ) font partie d’une famille de facteurs normalisants
dont la construction est canonique.

Démonstration. On utilise toujours la Proposition 3.1.4. On note Σc(G,T ) := ΣP (G,T ) \ {α0}
si ∃α0. C’est une conséquence de la formule explicite de la fonction µ [39, §36] (voir le récit dans
[13, Proposition 3.1 + Lemma A.1]), qui est aussi valable pour revêtements, que

µ(π) =


γ2
P ′|Pα

2
P ′|P (2π)− dimUP µ0(χ)

π |
∏
α∈Σc(G,T )〈µ, α∨〉|, si ∃α0,

γ2
P ′|Pα

2
P ′|P (2π)− dimUP |

∏
α∈ΣP (G,T )〈µ, α∨〉|, sinon,

où µ0(χ) est l’expression

π〈µ, α∨0 〉
i

· sinh

(
π〈µ, α∨0 〉

i

)
·
[
cosh

(
π〈µ, α∨0 〉

i

)
− 1

2
(−1)〈ρP ,α

∨
0 〉(χ(γ) + χ(γ)−1)

]−1

.

Avec le choix de mesures dans [13, §3], on a JP̃ ′|P̃ (π)∗JP̃ ′|P̃ (π) = γ2
P ′|Pα

2
P ′|Pµ(π)−1 et pour

démontrer (R1) il faut montrer l’égalité JP̃ ′|P̃ (π)∗JP̃ ′|P̃ (π) = |rP̃ ′|P̃ (π)|2 ; le cas général où π

est remplacé par πλ (λ ∈ a∗M,C) en découlera par prolongation méromorphe.
Supposons d’abord que ∃α0. Remarquons que

1

2
(−1)〈ρP ,α

∨
0 〉(χ(γ) + χ(γ)−1) = cos

(
πk

m

)
.

Notons v := 〈µ, α∨0 〉 ∈ iR, on a

µ0(χ)−1 =
cosh(πvi )− cos

(
πk
m

)
πv
i sinh(πvi )

=
cos(πv)− cos

(
πk
m

)
πv
i sinh(πvi )

=
2 sin

(
π
(
v
2 + k

2m

))
sin
(
π
(
−v

2 + k
2m

))
v
i sinh

(
v
i

) .
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D’une part, les formules Γ(z̄) = Γ(z) et |Γ(iy)|2 = π
y sinh(πy) pour y ∈ R entrâınent que le

dénominateur est égal à (Γ(v)Γ(−v))−1 π2. D’autre part, il résulte de la formule de réflexion
Γ(1− z)Γ(z) = π

sin(πz) que le numérateur est égal à[
Γ

(
v

2
+

k

2m

)
Γ

(
1− k

2m
+
v

2

)
Γ

(
−v

2
+

k

2m

)
Γ

(
1− k

2m
− v

2

)]−1

2π2.

Donc µ0(χ)−1 = g(v)g(−v) où

g(z) :=

√
2 Γ(z)

Γ
(
z
2 + k

2m

)
Γ
(
z
2 + 1− k

2m

)

= (
√

2π)−1 · 2z ·
Γ
(
z
2

)
Γ
(
z
2 + 1

2

)
Γ
(
z
2 + k

2m

)
Γ
(
z
2 + 1− k

2m

)
où la deuxième égalité résulte de la formule de multiplication Γ(z) = (

√
π)−12z−

1
2 Γ( z2)Γ( z2 + 1

2).
On voit que G(v)G(−v) = 2π2g(v)g(−v).

Montrons (R1). Si ∃α0, la formule |ΓC(iy)ΓC(1 + iy)−1|2 = (2π)2|y|−2 pour y ∈ R et le
raisonnement ci-dessus entrâınent que

|rP̃ ′|P̃ (π)|2 =
∏
α 6=α0

(2π)2|〈µ, α〉|−2 ·G(π〈µ, α∨0 〉)G(−π〈µ, α∨0 〉)

=
∏

α∈Σc(G,T )

(2π)|〈µ, α〉|−1 · g(〈µ, α∨0 〉)g(−〈µ, α∨0 〉) · 2π2

= (2π)dimUP
∏

α∈Σc(G,T )

|〈µ, α〉|−1 π

µ0(χ)

= γ2
P ′|Pα

2
P ′|P µ(π)−1.

Si @α0, les mêmes manipulations des fonctions ΓC donnent

|rP̃ ′|P̃ (π)|2 = (2π)dimUP
∏

α∈ΣP (G,T )

|〈µ, α∨〉|−1 = γ2
P ′|Pα

2
P ′|P µ(π)−1.

Montrons (R2). Comme Γ(z̄) = Γ(z), il en résulte que rP̃ ′|P̃ (πλ) = rP̃ |P̃ ′(π−λ̄), ce qui suffit
pour conclure.

Si w ∈ WG(M) est l’élément non trivial, alors il envoie P à P ′, λ à −λ et µ à −µ, d’où
rwP̃ ′|wP̃ (w̃πwλ) = rP̃ ′|P̃ (πλ). Cela entrâıne (R3).

Les conditions (R6) et (R8) résultent des arguments dans [13, §3], car Arthur n’utilise que
la formule du déterminant de L. Cohn [88, 10.4.4] et la propriété que rP̃ ′|P̃ (πλ) est de la forme∏N

i=1 Γ(cλ− ai)∏N
i=1 Γ(cλ− bi)

, c ∈ R×, ai, bi ∈ C,

à une constante multiplicative près. La condition (R7) résulte d’une propriété bien connue des
fonctions Γ car on a supposé k ≥ 0 dans le cas ∃α0.

Lorsque p : G̃ → G(R) provient d’une K2-extension de Brylinski-Deligne [27, §10], on a
forcément m = 1 ou 2 et les facteurs normalisants sont étroitement liés à ceux d’Arthur. Cela
est contenu dans les remarques suivantes.
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Remarque 3.2.2. Supposons que ∃α0 et k
2m ∈ {0,

1
2}. Alors on a

(−1)〈ρP ,α
∨
0 〉

2

(
χ(γ) + χ(γ)−1

)
= (−1)N0

où N0 := 1 si k
2m = 0 et N0 := 0 si k

2m = 1
2 . On pose

ΓR(z) := π−
z
2 Γ
(z

2

)
et on vérifie que

G(z) =
ΓR(z +N0)

ΓR(z +N0 + 1)
.

On a toujours k
2m ∈ {0,

1
2} lorsque m = 1. En comparant la définition des facteurs normali-

sants et l’interprétation de la constante N0 dans [13, Appendix], il en résulte que nos facteurs
normalisants sont exactement ceux d’Arthur dans le cas archimédien.

Remarque 3.2.3. Supposons que ∃α0 et k
2m ∈ {

1
4 ,

3
4}. On déduit de la formule de duplication

pour les fonctions Γ que

G(z) =

√
π Γ

(
z
2

)
Γ
(
z
2 + 1

2

)
Γ
(
z
2 + 1

4

)
Γ
(
z
2 + 3

4

) =
√

2 · ΓR(2z)

ΓR(2z + 1)
.

D’où

rP̃ ′|P̃ (πλ) =
∏
α 6=α0

ΓC(〈µ+ λ, α∨〉)
ΓC(〈µ+ λ, α∨〉+ 1)

·
√

2 · ΓR(〈µ+ λ, 2α∨0 〉)
ΓR(〈µ+ λ, 2α∨0 〉+ 1)

.

Au facteur
√

2 près, c’est le facteur normalisant d’Arthur pour les groupes réductifs connexes
sauf que α∨0 est remplacé par 2α∨0 . Cela reflète un phénomène de “renversement du diagramme
de Dynkin” qui se passe pour certains revêtements à deux feuillets.

3.3 Le cas non archimédien

Supposons F local non archimédien de corps résiduel Fq. Le résultat suivant ainsi que sa
démonstration sont dus à [33, Lecture 15], à quelques corrections près.

Théorème 3.3.1. Il existe une famille de facteurs normalisants pour G̃.

Démonstration. On peut supposer que M est un Lévi propre maximal de G, P, P ′ ∈ P(M)
tels que P ′ = P̄ et π ∈ Π2(M̃) grâce à la Proposition 3.1.4. Vu la Remarque 2.4.4 il suffit de
considérer les représentations π ⊗ χ où χ provient de (aGM,C)∗ via l’application

a∗M,C → X(M̃).

De telles χ forment une sous-tore complexe X ′ de X(M̃). On note α l’unique élément de ∆P , et
α̌ l’élément dans Q>0 · α∨ défini dans (IV.8). L’application (aGM,C)∗ → C× définie par λ 7→ z =

q−〈λ,α̌〉 permet d’identifier X ′ à C×. On écrit l’action par X ′ par π 7→ π ⊗ z. On définit ainsi
µP (π, z) ∈ C(z) telle que µP (π, z) := µ(π ⊗ z).

Soit P (z) ∈ C(z), on adopte la convention

P (z)∗ := P (z̄−1) ∈ C(z).

On construira VP (π, z) ∈ C(z) telle que
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– VP (π, z) n’a ni zéros ni pôles dans la région 0 < |z| < 1 ;
– µP (π, z) = VP (π, z)VP (π, z)∗ ;
– VP (π, z) est déterminé par π ⊗ z.

Si ces conditions sont satisfaites, on pose rP̃ ′|P̃ (πλ) := VP (π, q−〈λ,α̌〉).

Fixons π ∈ Π2(M̃) et construisons VP (π, z). On sait que µP (π, z) = µP (π, z)∗ et µP (π, z) ≥ 0
si |z| = 1. D’où

– la distribution des zéros (resp. pôles) dans C∪{∞} est symétrique par rapport à l’inversion
z 7→ z̄−1 ;

– les zéros (resp. pôles) dans le cercle |z| = 1 ont multiplicités paires.

Notons α−1
1 , . . . , α−1

r (resp. β−1
1 , . . . , β−1

r ) les zéros (resp. pôles) de µ(π, z) avec multiplicités,
tels que |αi| ≤ 1 (resp. |βi| ≤ 1) pour tout i. Montrons qu’il existe un unique b ∈ R>0 tel que

µP (π, z) = b2
r∏
i=1

(1− αiz)(z − ᾱi)
(1− βiz)(z − β̄i)

.

Si l’on pose P (z; t) := z−1(1− tz) pour t ∈ C, alors P (z; t)∗ = z− t̄. On note Q(z) le produit∏r
i=1(· · · ) dans l’expression précédente, il s’écrit comme

Q(z) :=
r∏
i=1

P (z;αi)P (z;αi)
∗

P (z;βi)P (z;βi)∗
.

On a Q(z) = Q(z)∗, d’où ordz=0(Q(z)) = ordz=∞(Q(z)). Idem pour µP (π, z). D’autre part
ordz=t(Q(z)) = ordz=t(µP (π, z)) pour tout t ∈ C avec 0 < |t| <∞ par construction. La formule
de produit sur P1

C entrâıne qu’il existe a ∈ C× tel que aQ(z) = µP (π, z). En l’évaluant en z0 tel
que |z0| = 1 et µP (π, z0) > 0, on voit que a ∈ R>0. On prend donc b :=

√
a.

Posons

VP (π, z) := b
r∏
i=1

1− αiz
1− βiz

.

Il en résulte immédiatement que µP (π, z) = VP (π, z)VP (π, z)∗. Par construction VP (π, z) n’a ni
zéros ni pôles dans la région 0 < |z| < 1. Si l’on remplace π par π⊗z0 où |z0| = 1, alors µP (π, z)
est remplacé par µP (π ⊗ z0, z) = µP (π, z0z) et αi (resp. βi) est remplacé par z0αi (resp. z0βi)
pour tout i. Soit t ∈ C, on a défini P (z; t) ∈ C(t) et on a

P (z; z0t)P (z; z0t)
∗ =

(1− z0tz)(z − z0t)

z
=

(1− t(z0z))(z0z − t̄z0z̄0)

z0z

=
1− t(z0z)

z0z
· (z0z − t̄) = P (z0z; t)P (z0z; t)

∗.

Attention : ici P (z0z; t)
∗ signifie l’élément dans C(t) obtenu en remplaçant z par z0z dans

P (z; t)∗. On conclut en prenant t = αi, βi (i = 1, . . . , r) que VP (π ⊗ z0, z) = VP (π, z0z), donc
VP (π, z) est déterminé par π ⊗ z.

Vérifions les conditions dans la Définition 3.1.1. (R1) et (R7) sont déjà vérifiées. (R3)
résulte du transport de structure car notre construction est canonique.

Montrons (R2). Puisque P ′ = P̄ , on a µP ′(π, z) = µP (π, z−1), d’où

µP ′(π, z) = b2
r∏
i=1

(1− αiz−1)(z−1 − ᾱi)
(1− βiz−1)(z−1 − β̄i)

= b2
r∏
i=1

(z − αi)(1− ᾱiz)
(z − βi)(1− β̄iz)

.
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On en déduit que VP ′(π, z) = b
∏r
i=1(1− ᾱiz)(1− β̄iz)−1. Soit λ ∈ a∗M,C, on a

rP̃ |P̃ ′(πλ) = VP ′(π, q
〈λ,α̌〉) = b

r∏
i=1

1− ᾱiq〈λ,α̌〉

1− β̄iq〈λ,α̌〉
,

rP̃ ′|P̃ (π−λ̄) = VP (π, q〈λ̄,α̌〉) = b
r∏
i=1

1− αiq〈λ̄,α̌〉

1− βiq〈λ̄,α̌〉
.

D’où rP̃ |P̃ ′(πλ) = rP̃ ′|P̃ (π−λ̄).

3.4 Le cas non ramifié

On considère maintenant le cas F local non archimédien, K un sous-groupe hyperspécial
de G(F ) en bonne position relativement à M0, et p : G̃ → G(F ) un revêtement non ramifié
au sens de [Chapitre III, §3.1]. On fixe une section s : K → G̃ de p, par laquelle on identifie
K à un sous-groupe de G̃. Pour tout Lévi M ∈ L(M0), les données KM := K ∩ M(F ) et
s|KM : KM → M̃ définissent encore un revêtement non ramifié.

Une représentation admissible irréductible (π, V ) de G̃ est dite non ramifiée si V K 6= {0} ;
dans ce cas-là on a dimV K = 1 d’après [Chapitre III, Corollaire 3.2.6].

Théorème 3.4.1. Il existe une famille de facteurs normalisants faibles

rL̃
P̃ ′|P̃ (π), M ∈ L(M0), L ∈ L(M), P, P ′ ∈ PL(M),

où (π, V ) ∈ Π(M̃) est non ramifiée, tels que si v ∈ IP̃ (π)K , alors la restriction de RL̃
P̃ ′|P̃ (πλ)v

à K̃ ne dépend pas de λ.

Avant d’entamer la preuve, rappelons brièvement la théorie des séries principales non ra-
mifiées spécifiques. Soit (π, V ) ∈ Π−(M̃) non ramifiée. Il résulte de l’isomorphisme de Satake

[Chapitre III, Proposition 3.2.5] que π est une sous-représentation de IndM̃
P̃0

(χ), où χ est une

représentation irréductible spécifique non ramifiée de M̃0. Attention : M̃0 n’est pas commutatif
en général et χ n’est pas forcément dans X(M̃0). Néanmoins il admet une description simple :
notons H̃ := ZM̃ (K ∩M0(F )) (voir [Chapitre III, Definition 3.1.1]), c’est un sous-groupe com-

mutatif maximal de M̃0. Alors χ est de la forme

χ = IndM̃0

H̃
(χ0)

où χ0 est un caractère spécifique de H̃, trivial sur K∩H̃ ; sa restriction à Z(M̃0) est uniquement
déterminée par χ. Cela résulte d’une variante du théorème de Stone-von Neumann, cf. [90, §3].

Donc π se réalise comme une sous-représentation de IndM̃
H̃

(χ0), ce que nous appelons une série
principale non ramifiée spécifique.

Démonstration du Théorème 3.4.1. C’est loisible de supposer π spécifique. D’après ce qui précède,

on réalise π comme une sous-représentation irréductible de IndM̃
H̃

(χ0). Vu la transitivité de l’in-

duction parabolique normalisée, on se ramène au cas M = M0, π = IndM̃0

H̃
(χ0). C’est aussi

loisible de supposer que L = G.

L’espace sous-jacent de IP̃ (πλ) s’identifie à un espace de fonctions sur K̃ muni d’un produit
hermitien invariant, noté (|). Cet espace ne dépend pas de λ ; son sous-espace de K-invariants
est aussi indépendant de λ et est de dimension 1.
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Pour tout P ∈ P(M), prendre vP ∈ IP̃ (π)K la fonction telle que vP (1) = 1. On définit
rP̃ |P̃ ′(πλ) de sorte que

RP̃ ′|P̃ (πλ)vP = vP ′(IV.11)

pour tous P, P ′ ∈ P(M) et presque tout λ. Le fait que JP̃ ′|P̃ (πλ) est rationnel en les va-

riables {q−〈λ,α̌〉 : α ∈ ∆P } entrâıne que rP̃ ′|P̃ (πλ) l’est aussi. D’autre part (IV.11) entrâıne que

RP̃ ′|P̃ (πλ)vP est indépendant de λ. On vérifie (R1), (R3) et (R6) sans difficulté.

Vérifions (R2). Les induites IP̃ (πλ) et IP̃ ′(πλ) sont irréductibles si λ est en position générale,
donc il existe cλ ∈ C× tel que RP̃ ′|P̃ (πλ)∗ = cλRP̃ |P̃ ′(π−λ̄). D’autre part, on a

(RP̃ ′|P̃ (πλ)vP |vP ′) = (vP ′ |vP ′),

(vP |RP̃ |P̃ ′(π−λ̄)vP ′) = (vP |vP ).

Or (vP ′ |vP ′) = (vP |vP ), d’où cλ = 1 et RP̃ ′|P̃ (πλ)∗ = RP̃ |P̃ ′(π−λ̄).

Les propriétés (R4), (R5) découlent des propriétés parallèles des opérateurs JP̃ ′|P̃ (π) et de

notre définition de rP̃ ′|P̃ (π).

Remarque 3.4.2. Il sera plus raisonnable d’établir une formule à la Gindikin-Karpelevic̆ pour
les séries principales non ramifiées spécifiques, puis en déduire une formule explicite de rP̃ ′|P̃ (π).

On en obtiendra (R7). En fait, de nombreux cas ont été établis par McNamara [61], y compris
les revêtements des groupes déployés simplement connexes construits par Matsumoto. Nous ne
poursuivons pas cette approche ici.

4 Intégrales orbitales et caractères

Dans cette section, on étudiera des distributions invariantes sur un revêtement p : G̃ →
G(F ), où F est un corps local de caractéristique nulle. Lorsque F est archimédien, les résultats
que nous cherchons sont déjà établis par Bouaziz [23, 24]. Par conséquent, on se limitera au cas
F non archimédien.

Soit M un F -groupe réductif. Une distribution sur m(F ) signifie une fonctionnelle linéaire
sur C∞c (m(F )). Pour f ∈ C∞c (m(F )) et x ∈ M(F ), on écrira fx : X 7→ f(xXx−1). Le groupe
M(F ) opère sur les distributions par 〈xΘ, f〉 = 〈Θ, fx〉.

Le support d’une distribution θ a encore un sens et sera noté Supp θ. Les mêmes notions
s’appliquent aux distributions sur G̃. On définit les distributions spécifiques ou anti-spécifiques
comme dans [Chapitre III].

4.1 Théorie sur l’algèbre de Lie

On se donne
– F un corps local non archimédien,
– G un F -groupe réductif, sa composante neutre est noté G◦.
– ω : G(F )→ C× un caractère unitaire continu, trivial sur ZG◦(F ).
Notre hypothèse sur ω est justifiée car les résultats de cette sous-section deviendront triviaux

si ω n’est pas trivial sur ZG◦(F ). La composante neutre de ZG◦ , notée Z◦G◦ , est un F -tore.
Munissons G(F ) d’une mesure de Haar. On utilise les notions définies dans [Chapitre III,

§5]. On note π : GSC → G le revêtement simplement connexe de G◦der et ι : Z◦G◦ → G l’inclusion.
Alors on a un module croisé

G′ := GSC × Z◦G◦
(π,ι)−→ G.
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L’action de G sur GSC est la conjugaison et son action sur Z◦G◦ est triviale. On note

Ξ := Coker (G′(F )→ G(F )).

C’est un groupe fini.
Un fait important à se rappeler est que ω ◦ (π, ι) = 1. Un élément X ∈ g(F ) est dit

ω-bon sous G(F ) si ω est trivial sur ZG(X)(F ). On définit ainsi les classes de conjugaison
ω-bonnes sous G(F ) ; l’ensemble de telles classes est noté Γ(g(F ))ω. On introduit le C×-torseur
Γ̇(g(F ))ω → Γ(g(F ))ω ; les éléments dans Γ̇(g(F ))ω sont les ω-bonnes classes de conjugaison par
G(F ) munies d’une mesure complexe non triviale µ telle que 〈µ, fy〉 = ω(y)〈µ, f〉 pour tout f .
On définit Γreg(g(F ))ω, Γreg(g(F ))ω (resp. Γnil(g(F ))ω, Γnil(g(F ))ω) en se limitant aux classes
semi-simples régulières (resp. nilpotentes). Ces définitions généralisent celles de [Chapitre III]
pour les groupes connexes.

Dans ce qui suit, on s’intéressera aux distributions θ sur g(F ) avec yθ = ω(y)θ pour tout
G(F ). On définit des espaces vectoriels en dualité

I(g(F ))ω := C∞c (g(F ))/ 〈fy − ω(y)f : f ∈ C∞c (g(F )), y ∈ G(F )〉 ,
J (g(F ))ω := {θ : distribution sur g(F ), ∀y ∈ G(F ), yθ = ω(y)θ}.

Si ω = 1, on y omet le symbole ω ; dans ce cas-là ce sont l’espace de Hecke invariant et l’espace
de distributions invariantes, respectivement.

Les applications f 7→ fy
−1

, y ∈ G(F ) induisent une action de Ξ sur I(g′(F )). Son action
contragrédiente sur J (g′(F )) se déduit de θ 7→ yθ. Posons Π(Ξ) l’ensemble de représentations
irréductibles de Ξ, on obtient donc les décompositions

I(g′(F )) =
⊕

ξ∈Π(Ξ)

I(g′(F ))ξ,

J (g′(F )) =
⊕

ξ∈Π(Ξ)

J (g′(F ))ξ,

où (· · · )ξ désigne la composante ξ-isotypique et nous adoptons la convention (· · · )ξ = (· · · )(ξ∨).
Notons prξ, prξ les projections ξ-isotypiques correspondantes. Vu notre hypothèse, ω induit un
caractère de Ξ, noté encore ω. Les espaces I(g′(F ))ω et J (g′(F ))ω sont en dualité.

Notons que g = g′ comme F -algèbres de Lie. Le résultat suivant est évident.

Lemme 4.1.1. On a

I(g(F ))ω = I(g′(F ))ω,

J (g(F ))ω = J (g′(F ))ω.

Pour tout Ẋ ∈ Γ̇(g(F ))ω, on peut définir les intégrales orbitales normalisées Jω
G (Ẋ, f), qui

n’est que 〈Ẋ, f〉 car Ẋ est regardée comme une mesure complexe. Soit X ∈ g(F ) qui est ω-bon,
le symbole Ẋ désignera toujours un élément Ẋ ∈ Γ̇(g(F ))ω tel que la classe de conjugaison
sous-jacente de Ẋ contient X. Notons GX := ZG◦(X)◦. Si une mesure de Haar sur GX(F ) est
choisie, on peut choisir Ẋ de sorte que

Jω
G (Ẋ, f) = |DG(X)|

1
2

∫
GX(F )\G(F )

ω(x)f(x−1Xx) dx(IV.12)

où DG(X) := det(ad (X)|g/gX) est le discriminant de Weyl sur l’algèbre de Lie, qui ne dépend
que de G◦.
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Lemme 4.1.2. Soit X ∈ g(F ).

1 X est ω-bon si et seulement si pour tout (ou ce qui revient au même, pour un) Ẋ ′ ∈
Γ̇(g′(F )) à support contenu dans la G(F )-orbite de X, on a prωẊ ′ 6= 0.

2 Supposons que X est ω-bon. Soit Ẋ ∈ Γ̇(g(F ))ω à support dans la G(F )-orbite contenant
X, alors il existe un unique élément Ẋ ′ ∈ Γ̇(g′(F )) tel que
– prωẊ ′ correspond à Ẋ sous l’isomorphisme du Lemme 4.1.1 ;
– X appartient à la G′(F )-orbite sous-jacente de Ẋ ′.
De plus, tout Ẋ ′ ∈ Γ̇(g′(F )) avec prωẊ ′ 6= 0 est obtenu de cette manière.

Remarque 4.1.3. C’est plus commode de noter Ẋ ′ par Ẋ. Alors ledit lemme signifie que

Jω
G (Ẋ, f) = JG′(Ẋ, prωf), f ∈ I(g(F )).

Dorénavant, on adopte cette convention.

Le résultat précédent permet de généraliser des résultats dans le cas ω = 1 au cas général.
Donnons des exemples importants.

Théorème 4.1.4 (Germes de Shalika avec caractère). Soit T ⊂ G un F -tore maximal tel que
ω|T (F ) = 1. Posons treg := t ∩ greg et choisissons une mesure de Haar sur T (F ), qui permet

définir par (IV.12) les intégrales orbitales Jω
G (Ḣ, ·) pour tout H ∈ treg(F ).

Alors il existe des fonctions Γu̇ : t(F )→ C où u̇ ∈ Γ̇nil(g(F ))ω, telles que

1 Γzu̇ = z−1Γu̇ pour tout z ∈ C× ;

2 Γu̇(t2H) = |t|− dimG/GuΓu̇(H) pour tout t ∈ F× ;

3 Γu̇(H + Z) = Γu̇(H) si Z ∈ z(F ) ;

4 Γu̇ est localement constante sur treg(F ) et localement bornée sur t(F ) ;

5 pour tout f ∈ C∞c (g(F )), il existe U un voisinage ouvert de 0 dans t(F ) tel que pour tout
H ∈ treg(F ) ∩ U on a

Jω
G (Ḣ, f) =

∑
u∈Γnil(g(F ))ω

Γu̇(H)Jω
G (u̇, f)

où le produit dans la somme ne dépend pas du choix de u̇.

Proposition 4.1.5. Soit f ∈ I(g(F ))ω. Supposons que Jω
G (Ẋ, f) = 0 pour tout Ẋ ∈ Γ̇reg(g(F ))ω,

alors f = 0. Autrement dit, les intégrales orbitales Jω
G (Ẋ, ·) sont faiblement denses dans J (g(F ))ω.

Démonstration. Vu le Lemme 4.1.1, on peut regarder f comme un élément de I(g′(F ))ω. D’après
la densité des intégrales orbitales régulières [40, Lemma 4.1] appliquée à G′, il suffit de montrer
que JG′(Ẋ

′, f) = 0 pour tout Ẋ ′ ∈ Γ̇reg(g′(F )) avec prωẊ ′ 6= 0. D’après le Lemme 4.1.2, de tels
Ẋ ′ correspondent aux éléments de Γ̇reg(g(F ))ω. On conclut en appliquant l’hypothèse.

L’étape suivante est de généraliser [40, Part II]. On fixe un sous-groupe compact maximal
spécial K de G(F ) en bonne position relativement à un Lévi minimal M0. On aura besoin de
la transformée de Fourier sur g(F ). Pour ce faire, il convient de fixer

– un caractère additif unitaire non trivial ψ : F → C×,
– une forme bilinéaire non dégénérée B sur g(F ) qui est invariante par G(F ).
Montrons l’existence de B, qui n’est pas triviale car G peut être non connexe. On pose

H := G(F )/G◦(F ), Z := Z◦G◦ . Vu la décomposition g = z⊕ gder, s’il existe une forme bilinéaire
non dégénérée BZ sur z(F ) qui est invariante par H, alors on peut prendre B = BZ + Bder où
Bder est la forme de Killing de gder. L’existence de BZ est garantie par le résultat suivant.
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Proposition 4.1.6. Soient F un corps de caractéristique nulle, H un groupe fini, Z un F -tore
muni d’une action H → AutF−tore(Z), alors il existe une forme bilinéaire non dégénérée BZ
sur z(F ) qui est invariante par H.

Démonstration. La variété des formes bilinéaires non dégénérées H-invariantes sur z est un
ouvert de Zariski d’un espace affine. Donc l’ensemble de ses F -points est dense pour la topologie
de Zariski. Pour montrer que cette variété admet un F -point, c’est loisible de remplacer F par
une extension quelconque. On se ramène ainsi au cas Z déployé.

Supposons Z déployé. Puisque les tores déployés ainsi que les homomorphismes entres eux
sont définis sur Z, on se ramène au cas F = Q. L’argument précédent nous ramène encore au
cas F = R. C’est bien connu qu’il existe une forme définie positive H-invariante sur z(R). Cela
permet de conclure.

La transformée de Fourier est définie par

f 7→ f̂(·) =

∫
g(F )

f(X)ψ(B(X, ·)) dX, f ∈ C∞c (g(F )),

où g(F ) est muni de la mesure autoduale par rapport à ψ ◦B. La transformée de Fourier d’une
distribution θ est notée θ̂, définie par 〈θ̂, f〉 = 〈θ, f̂〉 pour tout f ∈ C∞c (g(F )).

On considérera les oF -réseaux “bien adaptés” à (M0,K). Au lieu de donner la définition
précise dans [40, Definition 10.6], il suffit de donner une construction directe : on prend un
sommet spécial x correspondant à K dans l’immeuble de Bruhat-Tits, alors les réseaux de
Moy-Prasad g(F )x,r sont adaptés à (M0,K) pour tout r > 0. Cf. [4].

Pour Ω un sous-ensemble ouvert compact de g(F ), on pose

J (Ω) :=

θ ∈ J (g(F )) : Supp θ ⊂
⋃

x∈G(F )

xΩx−1

 ,

J (Ω)ω := J (g(F ))ω ∩ J (Ω).

On pose aussi

J0 :=
⋃
Ω

J (Ω),

J ω
0 :=

⋃
Ω

J (Ω)ω = J (g(F ))ω ∩ J0.

Définissons une norme | · | sur g(F ) comme dans [40, §2]. Soient t > 0, L un réseau bien
adapté à (M0,K), et V un voisinage de gnil(F )|·|=1 dans g(F )|·|=1. Définissons

J (V, t, L)ω := {θ ∈ J (g(F ))ω : ∀X ∈ g(F ), |X| > t et 〈θ,1X+L〉 6= 0⇒ X ∈ F · V }

où 1X+L désigne la fonction caractéristique de X+L. On vérifie que J (V, t, L)ω ⊂ J (V, t′, L)ω

si t′ > t. On pose

J (V,∞, L)ω :=
⋃
t>0

J (V, t, L)ω.

Soient L′ ⊂ g(F ) un oF -réseau quelconque et θ ∈ J (Ω)ω, on note jL′θ la restriction de θ
à l’espace Cc(g(F )/L′). Le résultat suivant interviendra dans la démonstration du Théorème
4.3.2.
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Proposition 4.1.7. Soient L un oF -réseau bien adapté à (M0,K) et V un voisinage de
gnil(F )|·|=1 dans g(F )|·|=1. Quitte à rétrécir V , il existe un oF -réseau L′ ⊃ L tel que

jL′J (V,∞, L)ω ⊂ jL′J ω
0 .

Démonstration. On choisit Ξ̇ ⊂ G(F ) un ensemble de représentants de Ξ tel que 1 ∈ Ξ̇. On
pose

L′ :=
∑
ξ∈Ξ̇

ξ · L ⊃ L.

Soit θ ∈ J (V, t, L)ω. D’après [40, Corollary 11.4], il existe θ0 ∈ J0(Ω) tel que

∀ϕ ∈ Cc(g(F )/L), 〈θ, ϕ〉 = 〈θ0, ϕ〉.

On a Cc(g(F )/L′) ⊂ Cc(g(F )/L). De plus, si ϕ ∈ Cc(g(F )/L′) alors ϕξ ∈ Cc(g(F )/ξ−1L′) ⊂
Cc(g(F )/L) pour tout ξ ∈ Ξ̇. Pour tout ϕ ∈ Cc(g(F )/L′), on a donc

〈θ, ϕ〉 = 〈prωθ, ϕ〉 = 〈θ,prωϕ〉

= |Ξ|−1
∑
ξ∈Ξ̇

ω(ξ)−1〈θ, ϕξ〉

= |Ξ|−1
∑
ξ∈Ξ̇

ω(ξ)−1〈θ0, ϕ
ξ〉

= 〈θ0, prωϕ〉 = 〈prωθ0, ϕ〉.

Autrement dit jL′θ = jL′(prωθ0). Puisque Ξ est fini, on vérifie que prωθ0 ∈ J ω
0 . Cela achève

la preuve.

Le résultat suivant ne sera pas utilisé dans cet article, toutefois on en donne l’énoncé à cause
de son importance.

Théorème 4.1.8. Soient Ω ⊂ g(F ) compact, L ⊂ g(F ) un réseau bien adapté à (K,M0). Alors
jLJ (Ω)ω est de dimension finie.

Soit D ⊂ g(F ). On dit que D est un G-domaine si D est ouvert, fermé et G(F )-invariant.
PourX ∈ g(F ) semi-simple, on noteO(X) l’ensemble desG(F )-orbites dans g(F ) dont l’adhérence
contient X. C’est un ensemble fini.

Théorème 4.1.9. Soient Ω un ouvert compact dans g(F ) et θ ∈ J (Ω)ω, alors θ̂ est représentée
par une fonction localement intégrable g sur g(F ) telle que

– g est localement constante sur greg(F ) ;

– |DG|
1
2 g est localement bornée sur g(F ).

Théorème 4.1.10. Soient Ω un ouvert compact dans g(F ). Alors il existe un G-domaine D
contenant 0 tel que pour tout θ ∈ J (Ω)ω, il existe des coefficients cu̇(θ), où u̇ ∈ Γ̇nil(g(F ))ω,
tels que

– czu̇ = z−1cu̇ pour tout z ∈ C× ;
– posons µu̇ := Jω

G (u̇, ·), alors

θ̂|D =
∑

u∈Γnil(g(F ))ω

cu̇(θ)µ̂u̇|D.

Pour tout voisinage V de 0 dans g(F ). Les distributions µ̂u̇ sont linéairement indépendants
sur V ∩ greg(F ).
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Démonstration des Théorèmes 4.1.8, 4.1.9 et 4.1.10. Vu les Lemmes 4.1.1 et 4.1.2, on se ramène
aux assertions concernant J (g′(F ))ω, qui découlent immédiatement du cas établi par Harish-
Chandra [40]. Remarquons aussi que le passage de G(F ) à G′(F ) n’affecte pas les notions de la
transformée de Fourier, des réseaux bien-adapté et des G-domaines.

4.2 Théorie sur le groupe : descente semi-simple

Revenons à la théorie sur le groupe. Considérons un revêtement local

1→ �m → G̃
p→ G(F )→ 1

où G est un F -groupe réductif connexe. On normalise les mesures comme dans §2. On fixe

– σ ∈ G(F ) semi-simple, Gσ := ZG(σ), Gσ := ZG(σ)0 ;
– σ̃ ∈ p−1(σ) ;

– G̃σ := p−1(Gσ(F )).

On obtient ainsi le caractère continu [·, σ] : Gσ(F )→ �m défini par

[y, σ] = ỹ−1σ̃−1ỹσ̃, y ∈ Gσ(F ),

avec ỹ ∈ p−1(y) quelconque. On a

σ̃ỹ = [y, σ]−1ỹσ̃.

Posons

Gσ(F )� := Ker [·, σ],

Gσ(F )� := Ker [·, σ]|Gσ(F ),

G̃σ
�

:= p−1(Gσ(F )�).

On choisit les objets suivants

– V[ ⊂ gσ(F ) de la forme gσ(F )r avec r � 0, de tels ouverts forment une base locale en 0
pour la topologie définie par les ouverts Gσ(F )-invariants ;

– W[ := exp(V[) ⊂ G̃σ
�
, on peut prendre r � 0 de telle sorte que l’exponentielle définit un

homéomorphisme de V[ sur W[, et que W[ est ouvert et invariant par Gσ(F ).

On peut aussi supposer que

W̃[ :=
⋃

ε∈�m

εW[

est une réunion disjointe.

On définit ainsi

G(F )×σ W̃[ :=
G(F )× W̃[

(gh, t̃) ∼ (g, [h, σ]ht̃h−1), ∀h ∈ Gσ(F )
.

Notons Φ : G(F ) × G̃ → G̃ l’application (g, t̃) 7→ gσ̃t̃g−1. Faisons opérer G(F ) sur G(F ) × G̃
(translation à gauche sur la composante G(F )) et sur G̃ (l’action adjointe), alors Φ est G(F )-
équivariant. Le fait suivant est dû, pour l’essentiel, à Harish-Chandra.

Proposition 4.2.1. L’application Φ est submersive. Quitte à rétrécir V[, elle induit un homéomorphisme
G(F )-équivariant

Φ̄ : G(F )×σ W̃[ ∼→ W̃
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où W̃ := Φ(G(F )× W̃[). Il existe une application “intégrer le long des fibres”

Φ∗ : C∞c (G(F )× W̃[)→ C∞c (W̃)

caractérisée par l’égalité∫
G(F )×W̃[

φ(g, t̃)F (Φ(g, t̃)) dg dt̃ =

∫
W̃

(Φ∗φ)(x̃)F (x̃) dx̃, ∀F ∈ C∞(W̃).

qui est une application surjective G(F )-équivariante.

On notera Φ∗ le dual de Φ∗ au niveau des distributions. Observons que tous les espaces en
vue sont munis d’actions évidentes de �m, et toutes ces applications sont �m-équivariantes. On
note 1 la distribution φ 7→

∫
G(F ) φ(g) dg sur G(F ).

Proposition 4.2.2. Soit Θ une distribution invariante spécifique sur W̃. Alors il existe une
unique distribution spécifique Θ[ sur W̃[, caractérisée par

〈Θ,Φ∗f〉 = 〈1⊗Θ[, f〉, f ∈ C∞c, (G(F )× W̃[).

Soit y ∈ Gσ(F ), alors
yΘ[ = [y, σ]Θ[, y ∈ Gσ(F ).

Démonstration. L’image par Φ∗ de Θ est une distribution spécifique G(F )-invariante sur G(F )×
W̃[, donc est de la forme 1⊗Θ[. La formule pour 〈Θ,Φ∗f〉 en découle. La deuxième assertion
découle de la première, du fait que Θ est G(F )-invariant et de la Proposition 4.2.1.

Corollaire 4.2.3. Notons désormais θ := exp∗(Θ[|W[), alors θ est une distribution sur V[ telle
que yθ = [y, σ]θ pour tout y ∈ Gσ(F ). De plus, θ détermine Θ[.

Remarque 4.2.4. Proprement dit, ce principe de descente semi-simple n’est pas celui de
Harish-Chandra, car on n’utilise que des ouverts stables par �m et le caractère [·, σ] inter-
vient. Pour obtenir une version purement “analytique”, il suffit de considérer θ comme une
distribution Gσ(F )�-invariante sur V[.

Appliquons la théorie de §4.1 au groupe Gσ et le caractère [·, σ]. Utilisons les conventions de
[Chapitre III, §6.3] pour les intégrales orbitales sur G̃. Le résultat suivant est immédiat selon la
définition de Φ et la Proposition 4.2.1.

Lemme 4.2.5. Un élément γ̃ = σ̃ expX avec X ∈ V[ est bon si et seulement si X est [·, σ]-bon
sous Gσ(F ). Soient ˙̃γ ∈ Γ̇(G̃) et Θ := JG̃( ˙̃γ, ·), alors il existe un unique Ẋ ∈ Γ̇(gσ(F ))[·,σ] tel
que

θ = J
[·,σ]
Gσ (Ẋ, ·).

Inversement, toute distribution θ de cette forme se remonte en une intégrale orbitale anti-
spécifique sur G̃.

À l’instar du cas de l’algèbre de Lie, définissons

I(G̃) := C∞c (G̃)/
〈
fy − f : f ∈ C∞c (G̃), y ∈ G(F )

〉
et posons J (G̃) son dual. Notons I (G̃) la partie anti-spécifique de I(G̃), son dual est noté
par J−(G̃), qui n’est que l’espace des distributions invariantes spécifiques. Le résultat suivant
est parallèle à la Proposition 4.1.5. Dualement à l’application Θ 7→ θ, on a une application
I(V[)[·,σ] → I (W̃), notée f [ 7→ f , satisfaisant à

〈Θ, f〉 = 〈θ, f [〉.

De plus, f [ 7→ f est surjective d’après la Proposition 4.2.1.
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Proposition 4.2.6. Soit f ∈ I (G̃) tel que pour tout ˙̃γ ∈ Γ̇(G̃) avec γ fortement régulier, on
a JG̃( ˙̃γ, f) = 0. Alors f = 0.

Démonstration. On peut prendre f [ ∈ I(V[)[·,σ] tel que f [ 7→ f . Soit Ẋ ∈ Γ̇reg(gσ(F ))[·,σ]. Si

X /∈ V[ alors J
[·,σ]
Gσ (Ẋ, f [) = 0. Supposons donc X ∈ V[, alors le Lemme 4.2.5 affirme que

J
[·,σ]
Gσ (Ẋ, f [) remonte en l’intégrale orbitale de f le long de la classe de conjugaison de σ̃ expX.

Puisque V[ est supposé suffisamment petit, la classe de σ̃ expX est fortement régulière. D’où

J
[·,σ]
Gσ (Ẋ, f [) = 0 pour tout Ẋ ∈ Γ̇reg(gσ(F ))[·,σ].

Maintenant c’est une conséquence de la Proposition 4.1.5 que f [ = 0, d’où f = 0.

4.3 Distributions admissibles invariantes spécifiques

SoitH est groupe compact, on note Π(H) l’ensemble de classes d’équivalences de représentations
irréductibles de H. Si d ∈ Π(H), on note ξd ∈ C∞(H) son caractère. La représentation triviale
de H est notée 1H .

Nous reprendrons les arguments de [40, Part III].

Définition 4.3.1. Soit Θ une distribution sur un ouvert W de G̃. Soit K0 un sous-groupe
ouvert compact de G̃. On dit que Θ est (G̃,K0)-admissible en γ̃ ∈ G̃ si

– γ̃K0 ⊂ W ;
– pour tout sous-groupe ouvert K1 ⊂ K0 et d ∈ K̂1, on a

Θ ∗ ξd = 0

où ∗ désigne la convolution, sauf s’il existe x ∈ G(F ) tel que les restrictions à xK0x
−1∩K1

de 1xK0x−1 et de d s’entrelacent.

On dit que Θ est admissible en γ̃ s’il existe K0 tel que Θ est (G̃,K0)-admissible en γ̃. Si Θ est
admissible partout, on dit qu’elle est admissible.

Cette définition s’applique à tout groupe localement profini. Notre but est le résultat suivant.

Théorème 4.3.2. Soit Θ une distribution invariante spécifique de G̃. Soient σ ∈ G(F ), σ̃ ∈
p−1(σ). Si Θ est admissible en σ̃, alors Θ est représentée par une fonction localement intégrable

au voisinage de σ̃, qui est localement constante sur G̃reg. La fonction |DG|
1
2 Θ est localement

bornée.

De plus, il existe des coefficients uniques cu̇, où u̇ ∈ Γ̇(gσ(F ))[·,σ], tels que

– czu̇ = z−1cu̇ pour tout z ∈ C×,
– pour X ∈ gσ(F ) suffisamment voisin de 0, avec des conventions de §4.1, on a

Θ(σ̃ expX) =
∑

u∈Γ(gσ(F ))[·,σ]

cu̇µ̂u̇(X).

Enregistrons d’abord une conséquence qui justifiera toute opération de caractères dans les
sections suivantes.

Corollaire 4.3.3. Soit (π, V ) une représentation admissible irréductible de G̃ et notons Θπ son
caractère. Alors Θπ vérifie les assertions du Théorème 4.3.2 en tout σ̃ ∈ G̃ semi-simple.

Démonstration. Prenons K0 ⊂ G̃ un sous-groupe ouvert compact tel que V K0 6= {0}. Le corol-
laire résulte du fait que Θπ est (G̃,K0)-admissible partout ; voir [31].

Fixons Θ, σ et σ̃ comme dans l’énoncé. Indiquons très grossièrement l’approche de [40].
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Étape 1 Ces assertions étant locales et G(F )-invariantes, on effectue la descente semi-simple

avec un voisinage Gσ(F )-invariant V[ ⊂ gσ(F ) et W̃ [ = �m exp(V[), tous suffisamment petits,
comme dans la Proposition 4.2.2. On obtient ainsi la distribution descendue θ ∈ J (V[)[·,σ].
D’après la remarque 4.2.4, cette étape est de nature analytique si l’on se limite à l’action de
Gσ(F )�, donc est identique à celle de [40, §18].

Étape 2 Soient K0, K1 et d comme dans la Définition 4.3.1. Afin d’exploiter la condition sur
l’entrelacement de 1xK0x−1 et d, on utilise la théorie d’orbites co-adjointes de Howe. Précisons.

On prend un s-réseau L ⊂ g(F ) (cf. [40, §17]), i.e. un réseau suffisamment petit, de sorte
que K := expL est ouvert et compact de G̃, et il est muni de la structure de groupe à l’aide
de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff ; on suppose de plus que 1

2L les vérifie aussi, et on

pose K1/2 := exp(1
2L), c’est distingué dans K.

Notons Π(K) l’ensemble de classes d’équivalence de représentations irréductibles de K et
Π1/2(K) l’ensemble de K1/2-orbites dans Π(K). Notons L∗ le dual de L par rapport à ψ ◦B.

La théorie de Howe fournit une bijection

Π1/2(K) −→ {K1/2 − orbites dans g(F )/L∗}
d 7−→ Od,

qui est caractérisée par la formule de caractère à la Kirillov

d(d)ξd(expλ) =
∑
X∈Od

ψ(B(X,λ)),(IV.13)

où d(d) est le degré formel et on a d(d) = [K : KX ]
1
2 , ici X ∈ g(F )/L∗ désigne un élément

quelconque dans Od et KX désigne son stabilisateur sous l’action de K.

On en déduit que, soient (Li,Ki,di) comme ci-dessus et Oi l’orbite co-adjointe associée

(i = 1, 2), alors pour x ∈ G(F ), les K
1/2
i -orbites de représentations d1 et xd2 restreintes à

K1∩xK2x
−1, où xd2 est la représentation de xK2x

−1 transportée de d2 par Ad (x), s’entrelacent
si et seulement si O1 ∩ xO2 6= ∅.

Observons que ce formalisme ne fait pas intervenir le revêtement. Les arguments de [40,
§§19-20] s’y adaptent immédiatement.

Étape 3 Appliquons le formalisme de §4.1 au groupe Gσ(F ). En particulier, on a fixé une
norme | · | sur gσ(F ).

Prenons des s-réseaux L ⊂ g(F ) et Λ ⊂ gσ(F ) tel que Λ ⊂ L. On demande de plus que Λ
est bien adapté (par rapport à un sous-groupe compact maximal spécial et un Lévi de Gσ(F )),
alors Λ∗ := {X ∈ gσ(F ) : ∀v ∈ Λ, ψ ◦ B(X, v) = 1} l’est aussi. Prenons un voisinage V de
gσ,nil(F )|·|=1 dans gσ(F )|·|=1, suffisamment petit de sorte que la Proposition 4.1.7 s’applique.

On en déduit des sous-groupes compacts ouverts K := expL et Kσ := exp Λ. Quitte à
rétrécir Λ, on peut supposer que

[·, σ]|Kσ = 1.

Lemme 4.3.4 (cf. [40, Lemma 21.2]). Quitte à rétrécir V , il existe ν > 0 tel que pour tout
X ∈ gσ(F ) avec |X| > qν , on a

〈θ̂,1X+Λ∗〉 6= 0 ⇒ X ∈ F · V.

Autrement dit, θ̂ ∈ J (V, qν ,Λ∗)ω.
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Démonstration. Il suffit de remarquer que l’on n’utilise que la partie “analytique” des arguments
de descente dans [40]. En particulier, on n’utilise que la conjugaison par des éléments dans
Gσ(F )�. D’autre part, la théorie des orbites co-adjointes est encore utilisable sur le revêtement,
comme expliqué à l’étape 2.

Démonstration du Théorème 4.3.2. D’après la Proposition 4.1.7, il existe

– un sous-ensemble ouvert compact Ω ∈ gσ(F ),
– θ̂1 ∈ J (Ω)ω,
– un oF -réseau Λ∗1 ⊃ Λ∗,

tels que

jΛ∗1 θ̂1 = jΛ∗1 θ̂.

On note Λ1 ⊂ Λ le oF -réseau tel que Λ∗1 = (Λ1)∗. En inversant la transformée de Fourier, on
en déduit que θ1|Λ1 = θ|Λ1 .

La distribution θ1 vérifie les assertions dans le Théorème 4.1.9 sur un voisinage Gσ(F )-
invariant de 0 dans gσ(F ), donc θ les vérifie aussi sur un voisinage de 0 dans gσ(F ). En
particulier, quitte à rétrécir V[, θ est représentée par une fonction localement intégrable F
avec F (y−1Xy) = [y, σ]F (X). Donc Θ|

W̃ [ est représentée par la fonction invariante localement
intégrable gσ̃ exp(X)g−1 7→ F (X). Le développement local en termes des distributions µ̂u̇ résulte
immédiatement du Théorème 4.1.10.

5 La formule des traces locale

5.1 Le noyau tronqué

Soient F un corps local de caractéristique nulle et G un F -groupe réductif connexe. On
considère un revêtement

1→ �m → G̃
p→ G(F )→ 1.

Fixons un sous-groupe de Lévi minimal M0 et un sous-groupe compact maximal spécial
K, supposés en bonne position. Lorsque F est archimédien, on normalise des mesures de Haar
sur les groupes linéaires en question comme dans [14], ce qui déterminent les mesures sur les
revêtements selon la convention dans [Chapitre III]. Lorsque F est non archimédien, les mesures
sont normalisées comme dans §2 sauf que l’on choisit les mesures sur les radicaux unipotentes
de sorte que γ(G|M) = 1 pour tout M ∈ L(M0), ce qui est loisible selon la Remarque 2.6.6.

La formule des traces locale concerne la représentation R de G̃× G̃ sur L2(G̃) définie par

(R(ỹ1, ỹ2)φ)(x̃) = φ(ỹ−1
1 x̃ỹ2), φ ∈ L2(G̃).

Soit f ∈ C∞c (G̃), on peut former l’opérateur R(f). Pour la formule des traces locale, on
s’intéresse plutôt aux fonctions test dans les espaces

C(G̃) : fonctions de Schwartz-Harish-Chandra,

H(G̃) : fonctions lisses à support compact et K̃-finies,

ainsi que leurs variantes �m-équivariantes C−(G̃), C (G̃), H−(G̃) et H (G̃). D’ici jusqu’à la
Proposition 5.7.6, on prend

f(x̃, ỹ) = f1(x̃)f2(ỹ), f1 ∈ H−(G̃), f2 ∈ H (G̃).

On l’abrégera souvent par l’expression f = f1f2.
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On montre que R(f) est de noyau K(x̃, ỹ) =
∫
G(F ) f1(x̃w̃)f2(w̃ỹ) dw, où w̃ ∈ p−1(w) est

quelconque ; ce choix ne change pas le produit en question selon notre hypothèse sur f1, f2.
Conservons cette convention dans les intégrales dans cette section.

Notons Γell(G(F )) l’espace des orbites semi-simples F -elliptiques dans G(F ). Il est muni
d’une mesure de Radon de sorte que pour toute φ ∈ Cc(Γell(G(F )) ∩ Γreg(G(F ))), on a∫

Γell(G(F ))

φ(γ) dγ =
∑
T

|W (G(F ), T (F ))|−1

∫
T (F )

φ(t) dt

où T parcourt les classes de conjugaison des F -tores maximaux elliptiques dans G, et

W (G(F ), T (F )) := NG(T )(F )/T (F ).

Ici T (F ) est muni de la mesure de Haar de sorte que mes(T (F )/AG(F )) = 1. Idem pour
tout Lévi de G. Alors la formule d’intégrale de Weyl s’écrit∫

G(F )

h(x) dx =
∑

M∈L(M0)

|WM
0 ||WG

0 |−1

∫
Γell(M(F ))

|D(γ)|ιM
∫

AM (F )†\G(F )

h(x−1γx) dx dγ

pour toute h ∈ Cc(G(F )), où D(γ) signifie le discriminant de Weyl ; on peut restreindre
l’intégrale à Γell,G−reg(M(F )). PuisqueK(x, x) = K(x̃, x̃) =

∫
G(F ) f1(w̃)f2(x−1w̃x) dw ne dépend

que de x, on peut appliquer cette formule et déduire que K(x, x) est égal à∑
M∈L(M0)

|WM
0 ||WG

0 |−1

∫
Γell(M(F ))

|D(γ)|ιM
∫

AM (F )†\G(F )

f1(x−1
1 γ̃x1)f2(x−1x−1

1 γ̃x1x) dx1 dγ.

C’est le développement géométrique. Pour le côté spectral, on utilise la formule de Plancherel
(Corollaire 2.6.5) et la Remarque 2.6.6 sur le choix des mesures. Soit M ∈ L(M0), munissons
Π2,−(M̃) de la mesure de sorte que pour toute h ∈ C∞c, (G̃). Comme les mesures sont choisies
de sorte que γ(G|M) = 1 pour tout M ∈ L(M0), on a

h(1) =
∑

M∈L(M0)

|WM
0 ||WG

0 |−1

∫
Π2,−(M̃)

d(σ)µ(σ)tr (IP̃ (σ, h)) dσ.

Fixons x̃ ∈ G̃ et posons

h(ỹ) =

∫
G(F )

f1(x̃w̃)f2(w̃ỹx̃) dw.

On vérifie que h(1) = K(x, x) et h = f̌1 ∗ fx2 ; en particulier, h ∈ C∞c, (G̃). Notons V l’espace
vectoriel sous-jacent de σ et choisissons BP̃ (σ) une base orthonormée de l’espace hilbertien

des opérateurs de Hilbert-Schmidt IP̃ (V ) → IP̃ (V ), formée d’éléments K̃-finis. On en déduit
comme dans [14, §2] que

tr (IP̃ (σ, h)) =
∑

S∈BP̃ (σ)

tr (IP̃ (σ, x̃)S(f))tr (IP̃ (σ, x̃)S),

S(f) := d(σ)IP̃ (σ, f2)SIP̃ (σ, f̌1).

Alors la formule de Plancherel entrâıne que K(x, x) est égal à∑
M∈L(M0)

|WM
0 ||WG

0 |−1

∫
Π2,−(M̃)

µ(σ)
∑

S∈BP̃ (σ)

tr (IP̃ (σ, x̃)S(f))tr (IP̃ (σ, x̃)S) dσ.
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On note a0 = aM0 comme d’habitude. On munit a0 (resp. G(F )) d’une norme (resp. une
fonction hauteur) ‖ · ‖ comme dans [14, §4]. Adoptons le formalisme de (G,M)-familles de
[Chapitre III].

Soit M ∈ L(M0). Si Y = {YP : P ∈ P(M)} est un ensemble (G,M)-orthogonal, on note
SM (Y) son enveloppe convexe dans aGM . Soit T ∈ a0. Pour tout P0 ∈ P(M0), on note TP0 l’unique

élément dans a+
P0
∩ (WG

0 · T ). Alors {TP0 : P0 ∈ P(M0)} forme un ensemble (G,M0)-orthogonal
positif ; on le note abusivement par T . Posons

d(T ) := inf{〈α, TP0〉 : P0 ∈ P(M0), α ∈ ∆P0} ≥ 0.

On dit que T est suffisamment régulier si d(T ) � 0. Dans ce qui suit, nous supposerons
toujours que T ∈ aM0,F . Définissons u(x, T ) la fonction caractéristique de l’ensemble

{x = k1mk2 : k1, k2 ∈ K,HM0(m) ∈ SM0(T )}.

On la regarde comme une fonction sur AG(F )†K\G(F )/K. Le noyau tronqué est défini par
l’intégrale absolument convergente

KT (f) := ιG

∫
AG(F )†\G(F )

K(x, x)u(x, T ) dx.

5.2 Le côté géométrique

On a

KT (f) =
∑

M∈L(M0)

|WM
0 ||WG

0 |−1

∫
Γell(M(F ))

KT (γ, f) dγ

où

KT (γ, f) = |D(γ)|ι2M
∫

(AM (F )†\G(F ))2

f1(x−1
1 γ̃x1)f2(x−1

2 γ̃x2)u†M (x1, x2, T ) dx1 dx2,

u†M (x1, x2, T ) := ιGι
−1
M

∫
AG(F )†\AM (F )†

u(x−1
1 ax2, T ) da.

Cf. [14, p.30]. Soient M ∈ L(M0), x1, x2 ∈ G(F ). On définit l’ensemble (G,M)-orthogonal
YM (x1, x2, T ) associé à

YP (x1, x2, T ) := TP +HP (x1)−HP̄ (x2), P ∈ P(M),

où TP est la projection sur aM de TP0 , P0 ∈ P(M0), P0 ⊂ P quelconque. C’est un (G,M)-
ensemble orthogonal positif pourvu que d(T ) soit suffisamment régulier par rapport à (x1, x2),
ce que nous supposons.

D’autre part, Arthur [14, (3.8)] a défini la fonction combinatoire σM (·,YM (x1, x2, T )) sur
aGM . Comme YM (x1, x2, T ) est positif, σM (·,YM (x1, x2, T )) est la fonction caractéristique de
SM (Y) ; en particulier, elle est à support compact. Donc on peut définir la fonction poids

v†M (x1, x2, T ) := ιGι
−1
M

∫
AG(F )†\AM (F )†

σM (HM (a),YM (x1, x2, T )) da.
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Posons ainsi

JT (γ, f) := |D(γ)|ι2M
∫

(AM (F )†\G(F ))2

f1(x−1
1 γ̃x1)f2(x−1

2 γ̃x2)v†M (x1, x2, T ) dx1 dx2,

JT (f) :=
∑

M∈L(M0)

|WM
0 ||WG

0 |−1

∫
Γell(M(F ))

JT (γ, f) dγ.

Lemme 5.2.1. Soit δ > 0, il existe des constantes C, ε1, ε2 > 0 telles que

|u†M (x1, x2, T )− v†M (x1, x2, T )| ≤ Ce−ε1‖T‖

pour tout (T, x1, x2) tel que d(T ) ≥ δ‖T‖ et ‖xi‖ ≤ eε2‖T‖, i = 1, 2.

Démonstration. Si F est non archimédien, alors il existe des constantes C1, ε1, ε2 telles que

uM (x−1
1 ax2, T ) = σM (HM (a),YM (x1, x2, T )), ∀a ∈ AM (F )

pour tout (T, x1, x2) comme dans l’assertion, d’après [14, p.38]. On conclut en intégrant cette
égalité sur AG(F )†\AM (F )†.

Si F est archimédien, l’argument de [14, pp.39-42] marche sans modification. En fait, on se
ramène à comparer des intégrales sur des R-espaces vectoriels aQM , aGQ, où Q ∈ F(M). De tels

arguments ne font pas intervenir AG(F )† et AM (F )†.

Corollaire 5.2.2. Soit δ > 0, alors il existe des constantes C, ε > 0 telles que

|KT (f)− JT (f)| ≤ Ce−ε‖T‖

pour tout T tel que d(T ) ≥ δ‖T‖.

Démonstration. On itère [14, §4]. En fait, la démonstration ne repose que sur le Lemme 5.2.1
et des majorations qui n’ont rien à faire avec le revêtement.

Pour l’instant, supposons que F est non archimédien. Introduisons une version discrète de
la construction dans [Chapitre III, §4.2]. Notons qF := |oF /pF | et posons

L̃†M := (ã†M,F + aG)/aG,

L̃M := (ãM,F + aG)/aG,

LM := (aM,F + aG)/aG,

L0 := LM0 .

Lemme 5.2.3. On a
[L̃M : L̃†M ] = [ãM,F : ã†M,F ][ãG,F : ã†G,F ]−1.

Démonstration. D’une part, on a la suite exacte

1 //
(ã†M,F + aG) ∩ ãM,F

ã†M,F

// ãM,F

ã†M,F

// ãM,F

(ã†M,F + aG) ∩ ãM,F

// 1

ãM,F + aG

ã†M,F + aG

,
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et (ãM,F + aG)/(ã†M,F + aG) = L̃M/L̃†M . D’autre part,

(ã†M,F + aG) ∩ ãM,F

ã†M,F

=
ã†M,F + (aG ∩ ãM,F )

ã†M,F

=
ã†M,F + ãG,F

ã†M,F

=
ãG,F

ã†M,F ∩ ãG,F
=

ãG,F

ã†G,F

car ã†G,F = aG ∩ ã†M,F . Cela permet de conclure.

On pose AM (F )1 := AM (F ) ∩KerHM et AM (F )†,1 := AM (F )† ∩KerHM .

Lemme 5.2.4. On a
ιM [AM (F )1 : AM (F )†,1][ãM,F : ã†M,F ] = 1.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le lemme du serpent au diagramme suivant.

1 // AM (F )†,1 //

��

AM (F )† //

��

ã†M,F
//

��

1

1 // AM (F )1 // AM (F ) // ãM,F
// 1

Soient k ∈ R>0, M ∈ L(M0) et P ∈ P(M). Posons

µα,k := k log qF · α∨, α ∈ ∆P ,

LM,k := k log qF · Z∆∨P .

Alors LM,k est un réseau dans aGM , qui est indépendant de P . Si k ∈ Z>0 est suffisamment
divisible, alors LM,k ⊂ L̃M .

On a déjà normalisé la mesure de Haar sur ia∗G (resp. ia∗M ) dans §2.1, ce qui détermine
la mesure duale sur aG (resp. aM ) comme dans [Chapitre III, §2.5]. On vérifie que la mesure
induite sur aGM satisfait à mes(aGM/L̃M ) = 1. Supposons toujours k suffisamment divisible et
posons

θP,k(λ) := mes(aGM/LM,k)
−1

∏
α∈∆P

(
1− e−〈λ,µα,k〉

)
, λ ∈ a∗M,C.(IV.14)

On va transformer v†M (x1, x2, T ) en une expression qui ne dépend pas de AM (F )† et AG(F )†.
Les arguments sont identiques à ceux dans [14, §6] sauf que certains facteurs supplémentaires
interviennent. Montrons qu’ils disparaissent à la fin. On a

v†M (x1, x2, T ) = ιGι
−1
M [AM (F )1 : AM (F )†,1]−1[AG(F )1 : AG(F )†,1]·

·
∑

X∈ã†M,F /ã
†
G,F

σM (X,YM (x1, x2, T )).

On a ã†M,F /ã
†
G,F = ã†M,F /(ã

†
M,F ∩ aG) = L̃†M . Comme dans [14, §6], la somme sur L̃†M se

transforme en

∑
ν∈L̃†,∨M /L∨M

∑
P∈P(M)

[LM : L̃†M ]−1mes(aGM/LM,k)
−1 lim

Λ→0

 ∑
X∈LM/LM,k

e〈Λ+ν,XP (YP )〉θP,k(Λ + ν)−1


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où Λ ∈ (aGM,C)∗ est supposé en position générale proche de 0, et YP = YP (x1, x2, T ). Donc

v†M (x1, x2, T ) est le produit de

ιGι
−1
M [AM (F )1 : AM (F )†,1]−1[AG(F )1 : AG(F )†,1][L̃M : L̃†M ]−1

avec ∑
ν∈L̃†,∨M /L∨M

lim
Λ→0

 ∑
P∈P(M)

[LM : LM,k]
−1

∑
X∈LM/LM,k

e〈Λ+ν,XP (YP )〉θP,k(Λ + ν)−1

 .

La première expression vaut 1 d’après les Lemmes 5.2.3, 5.2.4, tandis que la limite dans
la deuxième expression est exactement celle dans le cas des groupes réductifs. C’est justifié de
reprendre tous les arguments d’Arthur pour obtenir l’expression

v†M (x1, x2, T ) =
∑

ξ∈ 1
N
L∨0 /L∨0

qξ(T )e〈ξ,T 〉,(IV.15)

où
– T ∈ L0∩a+

0 est suffisamment régulier en un sens indépendant de M , et a+
0 est une chambre

quelconque dans a0 ;
– N ∈ Z>0 suffisamment divisible, indépendamment de M ;
– pour tout ξ, qξ est un polynôme.
C’est loisible de parler du terme constant ṽM (x1, x2) := q0(0). La somme sur ξ provient de

la somme précédente sur ν ∈ L̃†,∨M /L∨M , donc elle dépend du choix de AM (F )† ; cependant le
terme q0 correspondant à ξ = 0 n’en dépend pas. En adaptant [14, (6.6)], on obtient

ṽM (x1, x2) = lim
Λ→0

∑
P∈P(M)

|LM/LM,k|−1
∑

X∈LM/LM,k

e〈Λ,XP+HP (x1)−HP̄ (x2)〉θP,k(Λ)−1(IV.16)

où k ∈ Z>0 est suffisamment divisible en un sens indépendant de M . Cela permet de définir

J̃M̃ (γ, f) := |D(γ)|ι2M
∫

(AM (F )†\G(F ))2

f1(x−1
1 γx1)f2(x−1

2 γx2)ṽM (x1, x2) dx1 dx2.(IV.17)

pour tout γ ∈ Γell(M(F )).

Proposition 5.2.5. Supposons F non archimédien. Alors il existe une décomposition

JT (f) =
∑

ξ∈ 1
N
L∨0 /L∨0

pξ(T, f)e〈ξ,T 〉, T ∈ L0 ∩ a+
0 ,

où T , a+
0 , N sont comme précédemment et pξ(·, f) sont des polynômes. Son terme constant

J̃(f) := p0(0, f) admet une décomposition

J̃(f) =
∑

M∈L(M0)

|WM
0 ||WG

0 |−1

∫
Γell(M(F ))

J̃M̃ (γ, f) dγ.

Remarque 5.2.6. Les distributions KT , JT sont WG
0 -invariantes, donc J̃(f) ne dépend pas

du choix de a+
0 . En particulier, le terme constant J̃(f) n’en dépend pas.

Le cas archimédien est plus simple du point de vue combinatoire.

Proposition 5.2.7. Supposons F archimédien. Alors la Proposition 5.2.5 demeure valable si
l’on remplace les réseaux LM , L̃M , L̃†M , LM,k par aGM , et si l’on remplace θP,k par la fonction
θP définie dans [Chapitre III, §4.1] dans la définition (IV.17) de J̃M̃ (γ, f).
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5.3 Le côté spectral

Fixons P0 ∈ P(M0). On a

KT (f) =
∑

M∈L(M0)

|WM
0 ||WG

0 |−1

∫
Π2,−(M̃)

KT (σ, f) dσ,

KT (σ, f) := µ(σ)ιG

∫
AG(F )†\G(F )

∑
S∈BP̃ (σ)

tr (IP̃ (σ, x̃)S(f))tr (IP̃ (σ, x̃)S)u(x, T ) dx,

où P ∈ P(M0) est standard.
Soient (σ, V ) ∈ Π2,−(M̃), χ ∈ ImX(M̃). Rappelons que l’on peut réaliser IP̃ (σ ⊗ χ) tel que

l’espace IP̃ (V ) muni de l’action de K̃ ne dépend pas de χ. Dans ce qui suit, on fixe un point

base σ dans chaque ImX(M̃)-orbite de Π2,−(M̃).
Donc dans l’expression de KT (f) on peut regrouper les termes selon M et les ImX(M̃)-

orbites de Π2,−(M̃). On se ramène à l’étude de l’intégrale

ιG

∫
AG(F )†\G(F )

tr (IP̃ (σ ⊗ χ, x̃)S(f))tr (IP̃ (σ ⊗ χ, x̃)S)u(x, T ) dx

où S ∈ BP̃ (σ) est fixé, et χ varie dans ImX(M̃).

On note O la ImX(M̃)-orbite contenant σ. Pour simplifier la vie, supposons momentanément
F non archimédien. En examinant les définitions dans §2, on voit que S et S(f) appartiennent
à C∞(O, P̃ ), regardées comme fonctions χ 7→ Sχ et χ 7→ S(f)χ, et que

tr (IP̃ (σ ⊗ χ, x̃)S(f)) = EG̃
P̃

(S(f)χ)(x̃),

tr (IP̃ (σ ⊗ χ, x̃)S) = EG̃
P̃

(Sχ)(x̃).

Avec la notation usuelle (a|b) = ab̄ pour a, b ∈ C, définissons le produit scalaire tronqué des
coefficients

ΩT
P̃

(σ ⊗ χ, S(f), S) := ιG

∫
AG(F )†\G(F )

(
EG̃
P̃

(S(f)χ)(x̃) |EG̃
P̃

(Sχ)(x̃)
)
u(x, T ) dx

On obtient donc l’expression suivante pour KT (f) :

∑
M∈L(M0)

|WM
0 ||WG

0 |−1
∑
σ

∑
S

|StabImX(M̃)(σ)|−1

∫
ImX(M̃)

µ(σ ⊗ χ)ΩT
P̃

(σ ⊗ χ, S(f), S) dσ,

(IV.18)

où
– σ parcourt un système de représentants de Π2,−(M̃)/ImX(M̃) ;
– S parcourt BP̃ (σ) ;
– P ∈ P(M) est standard.

Remarque 5.3.1. Dans [14, §§7-8], Arthur choisit le langage des intégrales d’Eisenstein au lieu
des coefficients d’induites. Nous laissons le soin au lecteur de réconcilier les définitions.

Comme dans [14], le côté spectral nécessite des majorations en trois étapes. Donnons-en une
esquisse.
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De KT à kT Pour M ∈ P(M0), P ∈ P(M0) standard et Ψ1,Ψ2 ∈ A2,−(M̃), on note ϕP :
a0 → R la fonction caractéristique de l’ensemble

{H ∈ a0 : 〈$,H〉 ≤ 0,∀$ ∈ ∆̂P }

et on pose

rT
P̃

(Ψ1|Ψ2) := ιG

∫
AG(F )†\M(F )

(Ψ1(m̃)|Ψ2(m̃))ϕP (HM (m)− TP ) dm.

Pour tout σ ∈ Π2,−(M̃) et S1, S2 ∈ L(σ, P̃ ), on pose

ωT
P̃

(σ, S1, S2) :=
∑
P1⊃P0

rT
P̃1

(EG̃
P̃

(S1)w
P̃1
|EG̃

P̃
(S2)w

P̃1
).

Avec la même convention de (IV.18), posons kT (f) égale à

∑
M∈L(M0)

|WM
0 ||WG

0 |−1
∑
σ

∑
S

|StabImX(M̃)(σ)|−1

∫
ImX(M̃)

µ(σ ⊗ χ)ωT
P̃

(σ ⊗ χ, S(f), S) dσ.

(IV.19)

Proposition 5.3.2. Soit δ > 0, il existe des constantes C, ε > 0 telles que

|KT (f)− kT (f)| ≤ Ce−ε‖T‖

pourvu que d(T ) ≥ δ‖T‖.

Démonstration. C’est l’analogue de [14, Lemma 10.1]. Le fait crucial est la majoration [14,
Theorem 8.1] reliant ΩT

P̃
et ωT

P̃
, dont les ingrédients de la preuve sont établis dans §2.

De kT à JTspec On définit une distribution JTspec(f) comme dans [14, Lemma 11.1], qui consiste
en des fonctions c de Harish-Chandra et des fonctions combinatoires. Sa définition précise est
malheureusement trop compliquée à rapporter ici. On montre que pour tout n ∈ Z≥1 et tout
δ > 0, il existe une constante cn telle que |kT (f) − JTspec(f)| ≤ cn‖T‖−n lorsque d(T ) ≥ δ‖T‖.
Vu l’étape précédente et la majoration pour |KT (f)− JT (f)|, on obtient |JT (f)− JTspec(f)| ≤
cn‖T‖−n sous les mêmes conditions, quitte à agrandir cn.

D’autre part, on montre, comme dans la preuve de [14, Lemma 11.1], que

JTspec(f) =
∑

ξ∈ 1
N
L∨0 /L∨0

qξ(T, f)e〈ξ,T 〉,

pourvu que T ∈ L0 ∩ a+
0 et N ∈ Z≥1 suffisamment divisible, où a+

0 est une chambre fixée. Les
fonctions qξ(·, T ) sont des polynômes. Or JT (f) admet une décomposition du même genre pour
T ∈ a+

0 . Comme a+
0 est quelconque, la majoration précédente pour |JT (f) − JTspec(f)| affirme

que JT (f) = JTspec(f) pour de tels T .

Notons J̃spec(f) := q0(0, f) le terme constant. Il en résulte que J̃spec(f) = J̃(f).
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Description de J̃spec Donnons finalement une expression explicite pour J̃spec comme dans
[14, Corollary 11.2, Proposition 11.3].

Soient L,M ∈ L(M0), L ⊃M . Nous posons

WL(M)reg := {t ∈WL(M) : det(t− 1|aLM ) 6= 0}.

Soit t ∈ WG(M), on note Π2,−(M̃)t := {σ ∈ Π2,−(M̃) : tσ ' σ}. Soient L,M ∈ L(M0),
L ⊃ M , R ∈ P(L), P ∈ P(M), ζ ∈ ia∗L, t ∈ WL(M)reg, σ ∈ Π2,−(M̃)t. Introduisons les objets
suivants.

– Π := P ∩ L, R(Π) est l’unique élément de P(M) tel que R(Π) ∩ L = Π et R(Π) ⊂ R.
– Fixons des facteurs normalisants faibles rQ̃′|Q̃(σ) (rappel : la Définition 3.1.2), d’où les

opérateurs d’entrelacement normalisés RQ̃′|Q̃(σ) pour Q,Q′ ∈ P(M).

– RP̃ (t, σ) := σ(t̃) ◦ A(t̃) ◦ Rt−1P̃ |P̃ (σ), où t̃ ∈ L̃ ∩ K̃ est un représentant de t, et σ(t̃) est

l’isomorphisme IP̃ (t̃σ)
∼→ IP̃ (σ) induit par un isomorphisme fixé t̃σ

∼→ σ. C’est bien défini
à une constante multiplicative près.

– τ1,R̃(ζ) est

tr
(
IP̃ (σ, f̌1)RP̃ (t, σ)−1J

P̃ |R̃(Π)
(σζ)JP̃ |R̃(Π)

(σ)−1
)
.

– τ2,R̃(ζ) est

tr
(
J
R̃(Π)|P̃

(σ)−1J
R̃(Π)|P̃

(σζ)RP̃ (t, σ)IP̃ (σ, f2)
)
.

– J̃L̃(σ, t, f) est

lim
ζ→0

∑
R∈P(L)

τ1,R̃(ζ)τ
2, ˜̄R(ζ)|LL/LL,k|−1

∑
X∈LL/LL,k

e〈ζ,XR〉θR,k(ζ)−1(IV.20)

avec k ∈ Z≥1 suffisamment divisible.
– On note

Σred
P (σ) := {β ∈ Σred

P : rβ a un pôle en σ}
= {β ∈ Σred

P : µβ a un zéro en σ},

et on pose

εσ(t) := (−1)|tΣ
red
P (σ)∩Σred

P̄
(σ)|.(IV.21)

Pour L, σ comme ci-dessus, on munit ImX(L̃) ·σ de la mesure quotient déduite de la mesure
de ia∗L.

Proposition 5.3.3. On a

J̃spec(f) =
∑
L,M,t

|WM
0 ||WG

0 |−1|det(t− 1|aLM )|−1
∑
σ

∫
ImX(L̃)·σ

εσ′(t)J̃L̃(σ′, t, f) dσ′

où L,M, t sont comme précédemment, et σ parcourt les ImX(L̃)-orbites de Π2,t(M̃)t.

Démonstration. Puisque la théorie des opérateurs d’entrelacement, des fonctions c de Harish-
Chandra et la formule de Plancherel pour revêtements sont établies dans §2, il suffit d’adapter
[14, §11]. Comme pour le côté géométrique, des facteurs de la forme ιM , [AM (F )1 : AM (F )†,1]

ou [ãM,F : ã†M,F ] (où M ∈ L(M0)) peuvent intervenir dans JTspec(f), donc dans la description de

J̃L̃(σ′, t, f). Toutefois on peut inspecter les arguments d’Arthur et montrer, comme dans §5.2,
que ces facteurs se compensent à l’aide des Lemmes 5.2.3, 5.2.4. Ces compensations ne sont pas
surprenantes car le formalisme est choisi de sorte que si G̃ = �m×G(F ) et p = (1, id), alors on
revient à la situation considérée par Arthur.
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5.4 Interlude : R-groupes

Avant de procéder à la formule des traces locale, rappelons brièvement le formalisme de R-
groupes de [15, §2]. Des sources possibles des démonstrations sont [76, 77]. Les preuves reposent
sur

– la formule de Plancherel,
– la normalisation des opérateurs d’entrelacement,
– une formule de Casselman [83, I.4.1] des coefficients matriciels du module de Jacquet,

pour le cas archimédien.
On a tous ces ingrédients pour les revêtements.

Soient M ∈ L(M0), P ∈ P(M), (σ, V ) ∈ Π2,−(M̃). Notons Πσ(G̃) l’ensemble des classes
de constituants irréductibles de IP̃ (σ), qui ne dépend pas du choix de P . Notons Wσ := {w ∈
WG(M) : wσ ' σ}. Fixons des facteurs normalisants faibles rQ̃′|Q̃(σ) et les opérateurs d’entre-

lacement normalisés RQ̃′|Q̃(σ).

Soient w ∈ Wσ et w̃ ∈ K̃ un représentant, alors σ se prolonge en une représentation du
groupe M̃+

w engendré par M̃ et w̃ ; désignons cette représentation par σw. Ce prolongement est
unique à une constante près, nous y imposerons des conditions plus tard.

Définissons l’opérateur d’entrelacement

A(σw) : Iw−1P̃ (σ)
∼→ IP̃ (σ),

φ(·) 7→ σw(w̃)φ(w̃−1·).

Posons RP̃ (w, σ) := A(σw)Rw−1P̃ |P̃ (σ) et

W 0
σ := {w ∈Wσ : RP̃ (w, σ) ∈ C×id},

Rσ := Wσ/W
0
σ .

Notons que Rσ ne dépend pas de P .
L’un des faits de la théorie de R-groupes est que W 0

σ est le groupe de Weyl associé au
système de racines engendré par {β ∈ Σred

P : µβ(σ) = 0}. Si l’on fixe une chambre a+
σ de ce

système, alors on peut identifier Rσ et {w ∈Wσ : wa+
σ = a+

σ } ; avec ce choix, on peut écrire

Wσ = W 0
σ oRσ.

Supposons maintenant que pour tout w ∈ W 0
σ , σw est choisi de sorte que RP̃ (w, σ) = id.

L’application r 7→ RP̃ (r, σ) pour r ∈ Rσ n’est pas forcément un homomorphisme : il existe un
2-cocycle ησ : R2

σ → C× tel que RP̃ (r1r2, σ) = ησ(r1, r2)RP̃ (r1, σ)RP̃ (r2, σ). Plus précisément,
on a ησ(r1, r2) = A(σr1r2)A(σr1)−1A(σr2)−1. Fixons désormais une extension centrale

1→ Zσ → R̃σ → Rσ → 1(IV.22)

de sorte que Zσ est fini et l’image de ησ dans H2(R̃σ,C×) est triviale. Autrement dit, il existe
ξσ : R̃σ → C× tel que ησ(r1, r2) = ξσ(r1r2)ξσ(r1)−1ξσ(r2)−1 pour tous r1, r2 ∈ R̃σ. On en déduit
le caractère χσ : Zσ → C× tel que ξσ(zr) = χσ(z)ξσ(r) pour tout r ∈ R̃σ et tout z ∈ Zσ. Si l’on
pose

R̃P̃ (r, σ) := ξσ(r)−1RP̃ (r, σ), r ∈ R̃σ

alors r 7→ R̃P̃ (r, σ) est un homomorphisme avec R̃P̃ (zr, σ) = χσ(z)−1R̃P̃ (r, σ).

Notons Π(R̃σ, χσ) l’ensemble des classes de représentation irréductibles de R̃σ dont la res-
triction sur Zσ est χσ. Le théorème principal des R-groupes (d’après Harish-Chandra, Knapp,
Stein, Silberger) s’exprime comme suit.
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Théorème 5.4.1. La représentation RP̃ (r, x̃) = R̃P̃ (r, σ)IP̃ (σ, x̃) de R̃σ × G̃ sur IP̃ (V ) admet
une décomposition

RP̃ =
⊕

ρ∈Π(R̃σ ,χσ)

(ρ∨ � πρ)

où ρ 7→ πρ est une bijection de Π(R̃σ, χσ) sur Πσ(G̃). En particulier, on a

tr (R̃P̃ (r, σ)IP̃ (σ, f)) =
∑

ρ∈Π(R̃σ ,χσ)

tr ρ∨(r) · 〈Θπρ , f〉, r ∈ R̃σ, f ∈ C∞c, (G̃).

Remarque 5.4.2. Selon notre normalisation RP̃ (w, σ) = id pour tout w ∈ W 0
σ , on voit que

l’opérateur R̃P̃ (r, σ) est indépendant du plongement Rσ ↪→Wσ, autrement dit indépendant du
choix de la chambre a+

σ .

Enregistrons des propriétés de R-groupes, dont les preuves se trouvent dans [15].

1 Fixons a+
σ . Soit L ∈ L(M) tel que a+

σ contient un ouvert de aL. Notons RLσ le R-groupe
relativement à L̃ au lieu de G̃, alors on a une identification RLσ = Rσ ∩WL(M). Vu les
propriétés des opérateurs d’entrelacement normalisés, on peut tirer l’extension centrale
(IV.22) par RLσ ↪→ Rσ et obtient

1→ Zσ → R̃Lσ → RLσ → 1

qui trivialise encore les 2-cocycles ξLσ associés à L̃.

2 Soit L comme ci-dessus. On note K0(R̃σ, χσ) l’espace des caractères virtuels engendré
par Π(R̃σ, χσ). Idem pour K0(R̃Lσ , χσ). Alors un élément de K0(R̃σ, χσ) est induit de
K0(R̃Lσ , χσ) si et seulement si le caractère virtuel associé de G̃ est induit d’un caractère
virtuel engendré par Πσ(L̃).

3 Le signe εσ(t) défini dans (IV.21) est égal à (−1)`(w
0) si t = w0r avec w0 ∈W 0

σ , r ∈ Rσ.

Supposons de plus que de tels choix (eg. facteurs normalisants, a+
σ , σw, l’extension centrale

(IV.22), etc.) sont faits pour tout wσ, w ∈WG
0 , de façon compatible. Par exemple, on exige que

l’action de w ∈ WG
0 induit un isomorphisme R̃σ

∼→ R̃wσ. L’étape suivante est d’introduire des
espaces de paramètres convenables pour le côté spectral.

Soit (M,σ, r) un triplet avec M ∈ L(M0), σ ∈ Π2,−(M̃), r ∈ R̃σ. On dit qu’il est essentiel si
pour tout z ∈ Zσ tel que zr est conjugué à r, on a χσ(z) = 1. Le groupe de Weyl WG

0 opère sur
de tels triplets par w(M,σ, r) = (wM,wσ,wrw−1). Posons Rσ,reg := Rσ ∩WG(M)reg, notons
R̃σ,reg son image réciproque dans R̃σ et

T̃ (G̃) := {(M,σ, r) : un triplet essentiel.},
T̃disc(G̃) := {(M,σ, r) ∈ T (G̃) : W 0

σ · r ∩WG(M)reg 6= ∅},
T̃ell(G̃) := {(M,σ, r) ∈ T (G̃) : r ∈ R̃σ,reg},

On a T̃ (G̃) ⊃ T̃disc(G̃) ⊃ T̃ell(G̃). Le groupe ImX(G̃) opère sur T̃ell(G̃) par χ · (M,σ, r) =
(M,σ ⊗ χ, r), ce qui munit T̃ell(G̃) d’une structure de variété analytique connexe. On vérifie
aussi que T̃ (G̃) =

⊔
L∈L(M0) T̃ell(L̃). Donc T̃ (G̃) et T̃disc(G̃) sont aussi munis de structures de

variété analytique. Posons

T (G̃) := T̃ (G̃)/WG
0 ,

Tdisc(G̃) := T̃disc(G̃)/WG
0 ,

Tell(G̃) := T̃ell(G̃)/WG
0 .
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Certes, on peut introduire l’équivariance sous �m et définir les espaces T−(G̃), T (G̃), etc.
Munissons Tdisc,−(G̃) de la mesure de Radon telle que∫

Tdisc,−(G̃)

θ(τ) dτ =
∑

τ∈Tdisc,−(G̃)/ImX(G̃)

|R̃σ,r|−1

∫
ImX(G̃)·τ

θ(τ ′) dτ ′

pour toute θ ∈ Cc(Tdisc,−(G̃)), où R̃σ,r est le stabilisateur de r dans R̃σ, et ImX(G̃) · τ est muni
de la mesure quotient déduite de la mesure de ia∗G.

Définition 5.4.3. Une représentation π ∈ Πtemp(G̃) est dite elliptique si la restriction de
son caractère sur l’ensemble des éléments réguliers F -elliptiques n’est pas nulle. On définit les
représentations virtuelles tempérées elliptiques de la même manière.

La proposition suivante décrit les représentations tempérées (resp. virtuelles tempérées) en
termes du R-groupe ; elle explique aussi la notation Tell,−(G̃). Sa démonstration dans le cas non
archimédien dans [15, §2] nécessite un résultat de Kazhdan qui sera prouvé dans le Théorème
5.8.10. Nous n’utiliserons pas cette proposition dans cet article.

Proposition 5.4.4. Soient M ∈ L(M0), σ ∈ Π2,−(M̃) et ρ ∈ Π(R̃σ, χσ). La représentation
πρ ∈ Πσ(G̃) est elliptique si et seulement si tr ρ ne s’annule pas sur R̃σ,reg. L’ensemble Tell,−(G̃)
paramètre une base de l’espace engendré par les représentations virtuelles tempérées elliptiques
spécifiques de G̃.

Pour tout g ∈ C (G̃) et τ = (M,σ, r) ∈ T (G̃), définissons

Θ(τ, g) := tr (R̃P̃ (r, σ)IP̃ (σ, g)),(IV.23)

i(τ) := |W 0
σ |−1

∑
t∈W 0

σ ·r∩WG(M)reg

εσ(t)|det(1− t|aGM )|−1, lorsque τ ∈ Tdisc(G̃).(IV.24)

On vérifie que Θ est bien défini, c’est-à-dire qu’il ne dépend que de la WG
0 -orbite de (M,σ, r).

D’autre part, on vérifie que Θ((M,σ, zr), g) = χσ(z)−1Θ((M,σ, r), g) pour tout z ∈ Zσ. Idem
si l’on considère g ∈ C−(G̃) et τ ∈ Tdisc, (G̃).

Soit f = f1f2 avec f1 ∈ H−(G̃), f2 ∈ H (G̃). On définit

Idisc(f) =

∫
Tdisc,−(G̃)

i(τ)Θ(τ∨, f1)Θ(τ, f2) dτ.(IV.25)

Cette distribution est reliée à la formule des traces locale grâce au fait suivant.

Proposition 5.4.5. Soit f = f1f2 avec f1 ∈ H−(G̃), f2 ∈ H (G̃). Alors Idisc(f) est la somme
des termes correspondant à L = G dans l’expression de J̃spec(f) dans la Proposition 5.3.3.

Démonstration. Il suffit de reprendre [15, pp.95-96].

5.5 La formule des traces locale

Le côté géométrique Soient x = (x1, x2) ∈ G(F )2, M ∈ L(M0). Rappelons que l’on choisit
la mesure de Haar sur aGM de sorte que mes(aGM/L̃M ) = 1, où L̃M := (ãM,F + aG)/aG. Les
fonctions

vP (Λ, x) := e〈−HP (x2)+HP̄ (x1),Λ〉, P ∈ P(M)
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forment une (G,M)-famille, d’où est défini le terme vM (x) = vM (x1, x2). C’est le volume de
l’enveloppe convexe de {−HP (x2) + HP̄ (x1) : P ∈ P(M)} dans aGM , donc est une fonction sur
(M(F )\G(F )/K)2.

Soit γ ∈MG−reg(F ), posons

JM̃ (γ, f) = |D(γ)|ι2M
∫

(AM (F )†\G(F ))2

f1(x−1
1 γ̃x1)f2(x−1

2 γ̃x2)vM (x1, x2) dx1 dx2.(IV.26)

Ce seront les ingrédients dans le côté géométrique de la formule des traces locale. Observons
que JM̃ (γ, f) = 0 sauf si γ ∈ Γ(M(F ))bon.

Le côté spectral On note Πdisc,−(G̃) la réunion des Πσ(G̃) où M ∈ L(M0), σ ∈ Π2,−(M̃)t

pour un t ∈WG(M)reg. Idem pour tout Lévi de G. Soit π = π∨1 � π2 tel que la X(M̃)-orbite de
πi rencontre de Πdisc,−(M̃), pour i = 1, 2. Soient P,Q ∈ P(M), on définit

IP̃ (π, f) := IP̃ (π∨1 , f1)� IP̃ (π2, f2),

JQ̃|P̃ (π) := J ˜̄Q|P̃ (π∨1 )� JQ̃|P̃ (π2),

πΛ := (π1,Λ)∨ � π2,Λ, Λ ∈ a∗M,C,

JQ̃(Λ, π, P̃ ) := JQ̃|P̃ (π)−1JQ̃|P̃ (πΛ).

En variant Q, on montre que les JQ̃(Λ, π, P̃ ) forment une (G,M)-famille à valeurs dans les endo-

morphismes de IP̃ (π∨1 )�IP̃ (π2), méromorphes en π. D’où les opérateurs JM̃ (π, P̃ ) méromorphes
en π.

Désormais, nous supposons que π = π∨1 � π2 avec π1, π2 ∈ Πdisc,−(M̃).

Lemme 5.5.1. Les coefficients matriciels de JM̃ (π, P̃ ) sont analytiques. Leurs dérivées sont à
croissance modérée pour de telles π1, π2.

Démonstration. On reprend [14, Lemma 12.1].

Soient π = π∨1 � π2 comme ci-dessus et f = f1f2 avec f1 ∈ H−(G̃), f2 ∈ H (G̃), on pose

JM̃ (π, f) := tr (JM̃ (π, P̃ )IP̃ (π, f)).(IV.27)

Nous démontrerons (la Proposition 5.7.4) que JM̃ (π, ·) ne dépend pas du choix P ∈ P(M), ce
qui justifie la notation.

Si τ = (M1, σ, r) ∈ Tdisc,−(M̃), alors pour tout ρ ∈ Π(R̃Mσ , χσ), la représentation πρ de M̃
appartient à Πdisc,−(M̃), donc c’est loisible de poser

JM̃ (τ, f) :=
∑

ρ1,ρ2∈Π(R̃Mσ ,χσ)

tr ρ1(r) · tr ρ2(r) · JM̃ (π∨ρ1
� πρ2 , f).(IV.28)

Théorème 5.5.2. Soit f = f1f2 avec f1 ∈ H−(G̃), f2 ∈ H (G̃). Posons

Jgeom(f) :=
∑

M∈L(M0)

|WM
0 ||WG

0 |−1(−1)dimAM/AG

∫
Γell(M(F ))bon

JM̃ (γ, f) dγ,

Jspec(f) :=
∑

M∈L(M0)

|WM
0 ||WG

0 |−1(−1)dimAM/AG

∫
Tdisc,−(M̃)

iM̃ (τ)JM̃ (τ, f) dτ.

Alors on a Jgeom(f) = Jspec(f).
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On observe aussi que le terme correspondant à M = G dans Jspec(f) est exactement Idisc(f).
Désormais, on note J(f) := Jgeom(f) = Jspec(f).

Démonstration. On itère l’argument pour [14, Proposition 4.1] avec récurrence sur dimG.
Donnons-en une esquisse très brève. On part des deux développements de J̃(f) fournis par
la Proposition 5.2.5 et la Proposition 5.3.3. Observons d’abord que les termes J̃M̃ (γ, f) du côté
géométrique sont similaires à JM̃ (γ, f) sauf que la fonction poids est ṽM (x1, x2) définie dans
(IV.16) au lieu de vM (x1, x2) lorsque F est non archimédien. Pour passer de l’un à l’autre, on
introduit les fonctions

cQ(Λ) := |LMQ
/LMQ,k|

−1
∑

X∈LMQ/LMQ,k

e〈Λ,XP 〉θQ̄,k(Λ)−1θQ̄(Λ)

pour Q = MQUQ ∈ F(M0), où k ∈ Z≥1 est suffisamment divisible.

Avec les notations dans [Chapitre III, §4], on montre que

ṽM (x1, x2) = (−1)dimAM/AG
∑

Q∈F(M)

vQM (x1, x2)c′Q.

Comme dans [14], cela entrâıne que

J̃(f) =
∑

Q∈F(M0)

|WMQ

0 ||WG
0 |−1(−1)dimAM/AGJ

M̃Q
geom(fQ̃) · c′Q.

Lorsque F est archimédien, nous utilisons la convention dans la Proposition 5.2.7 de sorte
que les résultats précédents demeurent valables. En fait, on aura cQ(Λ) = 1 dans ce cas-là.

Les fonctions cQ interviennent aussi dans le côté spectral via l’expression (IV.20) : on a

J̃L̃(σ, t, f) = (−1)dimAM/AL lim
ζ→0

∑
R∈P(L)

τ
1, ˜̄R(ζ)τ2,R̃(ζ)cR(ζ)θR(ζ)−1.

pour tout L ∈ L(M0). Un raisonnement comme dans [14, pp.92-94] donne

J̃(f) =
∑

Q∈F(M0)

|WMQ

0 ||WG
0 |−1(−1)dimAM/AGJ

M̃Q
spec(fQ̃) · c′Q.

Comme c′G 6= 0, l’hypothèse de récurrence entrâıne que Jgeom(f) = Jspec(f).

5.6 Théorème de Paley-Wiener invariant tempéré

Transformation de Fourier invariante Soit f ∈ C(G̃), on note fG̃ la fonction sur Πtemp(G̃)
donnée par

fG̃(π) = Θπ(f).

On note l’image de f 7→ fG̃ par IC(G̃) (étymologie : I = l’adjectif “invariant”), qui est un

sous-espace de l’espace vectoriel de fonctions sur Πtemp(G̃). En se restreignant à C (G̃) (resp.
C−(G̃)), on obtient l’espace IC (G̃) (resp. IC−(G̃)) formé de certaines fonctions sur Πtemp,−(G̃)
(resp. Πtemp, (G̃)). Le théorème de Paley-Wiener invariant tempéré donnera une description
de ces espaces comme des espaces vectoriels topologiques pour lesquels f 7→ fG̃ est ouverte

et continue. Les résultats ci-dessous concernant C(G̃) et IC(G̃) seront valables si l’on rajoute
l’indice (resp. −), pour des raisons évidentes.
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Soient M ∈ L(M0), P = MU ∈ P(M). Comme dans le cas de fonctions C∞c , on définit la
descente parabolique

C(G̃) −→ C(M̃)

f 7−→ fP̃ (m̃) = δP (m)
1
2

∫
K

∫
U(F )

f(k−1m̃uk) dudk, m̃ ∈ M̃.

C’est une application linéaire continue bien définie : le cas archimédien est [38, Lemma 22], pour
le cas non archimédien, on utilise la majoration [83, Proposition II.4.5].

On étend la définition de fG̃ par linéarité à des combinaisons linéaires formelles des éléments

de Πtemp(G̃). On montre que pour tout σ ∈ Πtemp(M̃), on a

(fP̃ )M̃ (σ) = fG̃(σG)

où σG désigne la somme directe des constituants irréductibles de IP̃ (σ). Il en résulte que f 7→ fP̃
induit une application linéaire

IC(G̃) −→ IC(M̃),

ϕ 7−→ ϕM̃

qui ne dépend que de G̃ et M̃ .

Définition 5.6.1. On dit que ϕ ∈ IC(G̃) est cuspidal si pour tout M ∈ L(M0), on a ϕM̃ = 0

si M 6= G. On dit que f ∈ C(G̃) est cuspidal si son image dans IC(G̃) l’est.

Cela étend la définition d’Arthur de cuspidalité pour les fonctions C∞c .

Remarque 5.6.2. On peut aussi regarder IC(G̃) comme un espace de fonctions sur T (G̃) grâce
au Théorème 5.4.1. Ainsi, on regarde fG̃ comme une fonction sur T (G̃) pour tout f ∈ C(G̃).

Des espaces de Fréchet Soient M,M ′ ∈ L(M0), on note

W (M ′|M) := {w ∈WG
0 : wM = M ′}.

Soient (σ, V ) ∈ Π(M̃), w̃ ∈ K̃ un représentant de w ∈W (M |M ′) et P ∈ P(M), P ′ ∈ P(M ′).
On pose

RP̃ ′|P̃ (w̃, σ) := A(w̃)Rw−1P̃ ′|P̃ (σ) : IP̃ (V )→ IP̃ ′(w̃V ).

On utilisera l’égalité suivante à plusieurs reprises. Soient P ′′ ∈ P(M ′′), P ′ ∈ P(M ′), P ∈
P(M), w1 ∈W (M ′|M), w2 ∈W (M ′′|M ′) et (σ, V ) ∈ Π(M̃). Alors

RP̃ ′′|P̃ (w̃2w̃1, σ) = RP̃ ′′|P̃ ′(w̃2, w̃1σ)RP̃ ′|P̃ (w̃1, σ)(IV.29)

où les opérateurs A(·) sont ceux défini dans la Proposition 2.4.2, et les données définissant le
R-groupe de w̃1σ sont obtenues par transport de structure.

L’application f 7→ fG̃ se factorise comme

C(G̃)
FG̃ // // Ĉ(G̃)

tr // // IC(G̃)

f � // [π 7→ f(π)] � // [π 7→ Θπ(f)]

où π ∈ Πtemp(G̃). Le résultat suivant décrivant Ĉ(G̃) est essentiellement une partie de la formule
de Plancherel.
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Théorème 5.6.3. L’espace Ĉ(G̃) est formé des opérateurs Φ : (P, σ) 7→ ΦP̃ (σ) ∈ EndC(IP̃ (V )),

où P = MU ∈ F(M0), (σ, V ) ∈ Π2(M̃), vérifiant les conditions suivantes.

Lissité Pour P,M, σ comme ci-dessus, λ 7→ ΦP̃ (σλ) est lisse, où λ ∈ ia∗M .

Symétrie Soient M,M ′ ∈ L(M0), P ∈ P(M), P ′ ∈ P(M ′), w ∈ W (M ′|M) et w̃ ∈ K̃ un
représentant de w. Alors

ΦP̃ ′(w̃σ) = RP̃ ′|P̃ (w̃, σ)ΦP̃ (σ)RP̃ ′|P̃ (w̃, σ)−1.

Croissance (non archimédien) Supposons F non archimédien, alors Φ est à support com-
pact.

Croissance (archimédien) Supposons F archimédien. Soient n,m1,m2 ∈ Z>0, M ∈ L(M0),
σ ∈ Π2(M̃) et D un opérateur différentiel invariant sur ia∗M , alors

sup
P,σ,δ1,δ2

‖D(Γδ2ΦP̃ (σ)Γδ1)‖(1 + ‖µσ‖)n(1 + ‖µδ1‖)m1(1 + ‖µδ2‖)m2 < +∞

où
– D(S(σ)) := d

dλ |λ=0D(S(σλ)) pour S(σ) une famille lisse d’opérateurs paramétrée par

σ ∈ Π2(M̃) ;
– δ1, δ2 parcourent les K̃-types et Γδ1, Γδ2 sont les projecteurs correspondants ;
– on définit la sous-algèbre de Cartan h, le caractère infinitesimal µσ et la norme hermi-

tienne ‖ · ‖ comme dans la Définition 3.1.1 (R8), et µδ1 , µδ2 ∈ h∗C sont les plus hauts
poids de δ1, δ2 respectivement.

Dans le cas non archimédien Ĉ(G̃) est l’espace C∞(Θ)inv défini dans §2.6, donc est muni
d’une topologie. Dans le cas archimédien, les expressions dans la dernière condition définissent
des semi-normes pour Ĉ(G̃). En tout cas Ĉ(G̃) est un espace de Fréchet pour lequel FG̃ est un
isomorphisme topologique.

Cette description est indépendante de facteurs normalisants. En effet, la condition de symétrie
peut aussi s’exprimer en termes des fonctions ◦cP̃ ′|P̃ (w, σ) dans §2.6.

Définition 5.6.4. Posons PW(G̃) l’espace des fonctions

ϕ : T̃ (G̃) =
⊔

L∈L(M0)

T̃ell(L̃)→ C

vérifiant les conditions suivantes.

Lissité La fonction ϕ est lisse.

Équivariance Pour tout τ = (M,σ, r) ∈ T̃ (G̃) et z ∈ Zσ, on a ϕ(zτ) = χσ(z)−1ϕ(τ).

Symétrie ϕ se factorise par T (G̃).

Croissance (non archimédien) ϕ est à support compact.

Croissance (archimédien) Soient L ∈ L(M0), n ∈ Z>0, D un opérateur différentiel invariant
sur ia∗L, alors

‖ϕ‖L,D,n = sup
τ=(M,σ,r)∈T̃ell(L̃)

|Dϕ(τ)|(1 + ‖µσ‖)n < +∞

avec les conventions dans le Théorème 5.6.3.

Ainsi, l’espace PW(G̃) devient un espace de Fréchet.
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Dorénavant, on adopte le point de vue de la Remarque 5.6.2 afin de comparer IC(G̃) et
PW(G̃). En contemplant le Théorème 5.4.1, on voit que l’application tr : Ĉ(G̃) → IC(G̃)
devient

TG̃ : Φ 7−→
[
ϕ : (M,σ, r) 7→ tr (R̃P̃ (r, σ)ΦP̃ (σ))

]
où P ∈ P(M) est arbitraire.

Proposition 5.6.5. On a IC(G̃) ⊂ PW(G̃). L’application f 7→ fG̃ se factorise par PW(G̃) et

induit une application linéaire continue C(G̃) → PW(G̃), ou bien Ĉ(G̃) → PW(G̃) d’après le
Théorème 5.6.3.

Démonstration. Standard modulo le Théorème 5.6.3.

Cette notation est provisoire : nous allons bientôt démontrer que PW(G̃) = IC(G̃)

Combinatoire Nous allons montrer une variante de la partition de l’unité, qui interviendra
dans la preuve du théorème de Paley-Wiener.

On note a0 := aM0 . On fixe une norme euclidienne WG
0 -invariante sur a0, la distance associée

est notée d(·, ·) ; on note aussi ‖ · ‖ := d(·, 0). Soient L ∈ L(M0), λ ∈ a0, on écrit λ = λL + λL
selon la décomposition orthogonale a0 = aL0 ⊕aL. Pour tout Q ∈ P(L), on a la chambre positive

associée a+
Q ⊂ aL qui vérifie a+

Q =
⊔
Q′⊃Q a+

Q′ . Il y a une décomposition en facettes

a0 =
⊔

Q∈F(M0)

a+
Q.

Lemme 5.6.6. Supposons fixé un voisinage ouvert VL de 0 dans aL0 pour tout L ∈ L(M0).
Alors il existe une famille de fonctions (βQ)Q∈F(M0) telle que

(1) βQ ∈ C∞c (a0) et toute dérivée de βQ est bornée ;

(2) soit Q = LU ∈ F(M0), alors βQ(λ) 6= 0 entrâıne que λL ∈ VL ;

(3) si βQ(λ) 6= 0, alors λ ∈
⊔
Q′⊂Q a+

Q′ ;

(4)
∑

Q∈F(M0) β
Q = 1.

Démonstration. Pour Q = LU ∈ F(M0), on pose N(Q) := dim aL. On prouve par récurrence
sur N que l’on peut trouver des βQ pour N(Q) ≤ N vérifiant (1), (2), (3) et vérifiant : il existe
εN > 0 tel que

∑
N(Q)≤N β

Q(λ) = 1 pour tout λ tel que d(λ,
⋃
N(Q)≤N a+

Q) < εN . On suppose

N fixé et les fonctions (βQ)N(Q)<N construites.
On considère un paramètre auxiliaire ε > 0 et on suppose que pour tout L ∈ L(M0) avec

dim aL = N , on a {λL ∈ aL0 : ‖λL‖ ≤ ε} ⊂ VL. Soit Q = LU ∈ F(M0) avec N(Q) = N . On
choisit αL ∈ C∞c (aL0 ) telle que

αL(λL) =

{
1, si ‖λL‖ < ε/2,

0, si ‖λL‖ > ε.

On définit la fonction sur a0

γQ(λ) = αL(λL)

1−
∑

N(Q′)<N

βQ
′
(λ)

 .

On suppose ε < εN−1. Montrons que
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(i) d(λ, a+
Q) ∈]ε, εN−1[ =⇒ γQ(λ) = 0.

En effet, soit λ = λL + λL tel que d(λ, a+
Q) ∈]ε, εN−1[. Si λL ∈ a+

Q, alors d(λ, a+
Q) ≤ ‖λL‖

donc ‖λL‖ > ε et αL(λL) = 0. Si λL /∈ a+
Q, on fixe µ ∈ a+

Q tel que d(λ, µ) < εN−1. Le segment

[λL, µ] coupe ∂a+
Q en un point µ′ et on a d(λ, µ′) ≤ d(λ, µ). Donc d(λ,

⋃
N(Q′)<N a+

Q′) < εN−1,

d’où 1−
∑

N(Q′)<N β
Q′(λ) = 0 d’après l’hypothèse de récurrence. Cela prouve (i).

On suppose 2ε < εN−1. On définit βQ par

βQ(λ) =

{
γQ(λ), si d(λ, a+

Q) < 2ε,

0, sinon.

Vu (i), βQ vérifie (1). Par définition de αL, (2) est aussi vérifié. Montrons que

(ii) pour tout ε′ > 0, il existe ε′′ > 0 tels que les conditions

d(λ, a+
Q) < ε′′,

‖λL‖ < ε′′,

d

λ, ⋃
N(Q′)<N

a+
Q′

 > ε′

entrâınent λ ∈
⋃
Q′⊂Q a+

Q′ .

On peut supposer λ ∈ aG0 et on écrit λ = λL +
∑

α∈∆Q
xα$α, où {$α : α ∈ ∆Q} ⊂ aGL est

la base duale de ∆Q. Soit α ∈ ∆Q, l’élément µ :=
∑

α′ 6=α xα′$α′ appartient à
⋃
N(Q′)<N a+

Q′ et

d(λ, µ) =
√
‖λL‖2 + x2

α‖$α‖2, d’où

√
ε′′2 + x2

α‖$α‖2 > d(λ, µ) ≥ d

λ, ⋃
N(Q′)<N

α+
Q′

 > ε′.

En supposant ε′′ < ε′, cela entrâıne que |xα| > ‖$α‖−1
√
ε′2 − ε′′2. Si xα < 0, on a d(λ, a+

Q) >

c|xα| où c est une constante positive, d’où ε′′ > c‖$α‖−1
√
ε′2 − ε′′2. Impossible si ε′′ est assez

petit. Donc on a xα > ‖$α‖−1
√
ε′2 − ε′′2. On note Σ0 := ΣM0 l’ensemble des racines de A0. Il

existe c′ > 0 tel que |〈α, µ〉| < c′‖µ‖ pour tout µ et tout α ∈ Σ0. On note ΣU
0 le sous-ensemble

de Σ0 des racines dans U . Pour α ∈ ΣU
0 , sa projection sur a∗L est de la forme

∑
α′∈∆Q

nα′α
′ avec

nα′ ∈ Z≥0 et nα′ ≥ 1 pour au moins un α′. Alors

〈α, λ〉 = 〈α, λL〉+
∑

α′∈∆Q

nα′xα′ > −c′ε′′ + ‖$α‖−1
√
ε′2 − ε′′2.

C’est positif si ε′′ est suffisamment petit, donc 〈α, λ〉 > 0. Soit Q′ ∈ F(M0) tel que λ ∈ a+
Q′ ,

alors {α ∈ Σ0 : 〈α, λ〉 > 0} = ΣU ′
0 . Donc ΣU

0 ⊂ ΣU ′
0 , ce qui entrâıne Q′ ⊂ Q. D’où (ii).

Prouvons que βQ vérifie (3). Si βQ(λ) = 0, alors

d(λ, a+
Q) < 2ε,

‖λL‖ < ε,

d

λ, ⋃
N(Q′)<N

a+
Q′

 > εN−1
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par notre construction de βQ. L’assertion (ii) avec ε′ = εN−1 fournit une constante ε′′. Si l’on
suppose que 2ε < ε′′, alors la condition (3) est satisfaite.

Il reste à établir l’hypothèse de récurrence, ce qui impliquera (4) si elle est satisfaite pour
tout N :

(iii) il existe εN tel que d(λ,
⋃
N(Q)≤N a+

Q) < εN entrâıne
∑

N(Q)≤N β
Q(λ) = 1.

Fixons λ ∈ a0 tel que d(λ,
⋃
N(Q)≤N a+

Q) < εN . Si
∑

N(Q′)<N β
Q′(λ) = 1, on a par construc-

tion βQ(λ) = 0 pour tout Q avec N(Q) = N . Donc
∑

N(Q)≤N β
Q(λ) = 1. On peut donc supposer

que
∑

N(Q′)<N β
Q′(λ) 6= 1, d’où d(λ,

⋃
N(Q′)<N a+

Q′) > εN−1 par l’hypothèse de récurrence. Mon-
trons d’abord que

(iv) il existe au plus un Q ∈ F(M0) avec N(Q) = N et βQ(λ) 6= 0.
En effet, supposons qu’il en existe deux, disons Q1, Q2 avec Qi = LiUi, i = 1, 2. Comme

ci-dessus, on a d(λ, a+
Q1

) < 2ε, ‖λL1‖ < ε, d(λ,
⋃
N(Q′)<N a+

Q′) > εN−1. D’autre part on a

d(λ, a+
Q2

) < 2ε. Soit µ ∈ a+
Q2

tel que d(λ, µ) < 2ε, alors on a aussi d(λL1 , µL1) < 2ε. D’où

d(µ, a+
Q1

) ≤ d(λ, µ) + d(λ, a+
Q1

) < 4ε,

‖µL1‖ ≤ d(µL1 , λL1) + ‖λL1‖ < 3ε,

d

µ, ⋃
N(Q′)<N

a+
Q′

 ≥ d
λ, ⋃

N(Q′)<N

a+
Q′

− d(λ, µ) > εN−1 − 2ε.

De (ii) avec ε′ = εN−1/2 se déduit ε′′. On suppose εN−1 − 2ε > 1
2εN−1 et 4ε < ε′′. Alors

µ ∈
⋃
Q′⊂Q1

a+
Q′ . Cela contredit l’hypothèse que µ ∈ a+

Q2
. Cela prouve (iv).

Montrons que

(v) pour εN suffisamment petit, il existe un Q ∈ F(M0) tel que N(Q) = N et βQ(λ) =
1−

∑
N(Q′)<N β

Q′(λ) 6= 0.
On suppose εN < εN−1. Les conditions

d

λ, ⋃
N(Q′)≤N

a+
Q

 < εN ,

d

λ, ⋃
N(Q′)<N

a+
Q′

 > εN−1

entrâınent qu’il existe Q ∈ F(M0) avec N(Q) = N et d(λ, a+
Q) < εN . En particulier, ‖λL‖ ≤ εN .

En prenant εN < ε/2, on a αL(λL) = 1 et βQ(λ) = γQ(λ) = 1 −
∑

N(Q′)<N β
Q′(λ) 6= 0. D’où

(v).

D’après (iv) et (v),
∑

N(Q)≤N β
Q(λ) est la somme de

∑
N(Q′)≤N β

Q′(λ) et d’un βQ(λ) pour

un unique Q ∈ F(M0) avec N(Q) = N , pour lequel βQ(λ) = 1−
∑

N(Q′)<N β
Q′(λ). Cela entrâıne

(iii) et achève la preuve.

Donnons-en une généralisation simple.

Corollaire 5.6.7. Soit M ∈ L(M0). Supposons fixé un voisinage ouvert VL de 0 dans aLM pour
tout L ∈ L(M). Alors il existe une famille de fonctions (βQ)Q∈F(M) telle que

(1) βQ ∈ C∞c (aM ) et toute dérivée de βQ est bornée ;

(2) soit Q = LU ∈ F(M), alors βQ(λ) 6= 0 entrâıne que λL ∈ VL ;
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(3) si βQ(λ) 6= 0, alors λ ∈
⊔
M⊂Q′⊂Q a+

Q′ ;

(4)
∑

Q∈F(M) β
Q = 1.

Démonstration. On a la décomposition a0 = aM0 ⊕ aM . On choisit un voisinage ouvert UM de 0
dans aM0 . Soit L ∈ L(M0). Si L /∈ L(M), on choisit un voisinage quelconque V̄L de 0 dans aL0 ; si
L ∈ L(M), alors aL0 = aM0 ⊕ aLM et on prend le voisinage V̄L = UM × VL de 0 dans aL0 . Alors le
Lemme 5.6.6 fournit des fonctions β̄Q adaptées aux voisinages V̄Q. On note βQ := β̄Q|aM pour
tout Q ∈ F(M), alors les propriétés (1) et (2) sont automatiquement satisfaites.

Supposons que λ ∈ aM , Q ∈ F(M0) et β̄Q(λ) 6= 0, alors il existe Q′ ∈ F(M0), Q′ ⊂ Q tel que
λ ∈ a+

Q′ . Or la décomposition aM =
⊔
Q′′∈F(M) a

+
Q′′ entrâıne que Q′ ∈ F(M), donc Q ∈ F(M).

Les propriétés (3) et (4) en résultent.

Remarque 5.6.8. Le Corollaire 5.6.7 est aussi valable pour la décomposition dans l’espace
dual

a∗0 =
⊔

Q∈F(M0)

a∗,+Q

ou pour

ia∗0 =
⊔

Q∈F(M0)

ia∗,+Q .

Démonstration du Théorème de Paley-Wiener invariant Soient M ∈ L(M0) et σ ∈
Π2(M̃). Pour P ∈ P(M), w ∈WG

0 et w̃ ∈ K̃ un représentant, on note

RP̃ (w̃, σ) := RP̃ |P̃ (w̃, σ).

Le résultat suivant jouera un rôle crucial dans notre preuve.

Lemme 5.6.9. Soient L ∈ L(M), P ∈ P(M) et Q ∈ P(L) tels que Q ⊃ P , alors pour tout
λ ∈ ia∗L et tout w ∈WL

0 avec représentant w̃ ∈ K̃ ∩ L̃, on a

RP̃ (w̃, σλ) = RP̃ (w̃, σ).

Par conséquent, on a RLσ = RLσλ.

Démonstration. D’après (R5) dans la Définition 3.1.1, on a

RP̃ (w̃, σλ) = A(w̃) ◦ IQ̃(RL̃
w−1P̃∩L̃|P̃∩L̃(σλ)).

Cela est indépendant de λ ∈ ia∗L d’après (R6). L’assertion concernant RLσ en découle d’après la
définition du R-groupe.

Théorème 5.6.10. On a PW(G̃) = IC(G̃). L’application linéaire continue surjective C(G̃) →
IC(G̃) admet une section continue ; en particulier, c’est une application ouverte.

Démonstration. Vu la Proposition 5.6.5, on se ramène à montrer que TG̃ : Ĉ(G̃) → PW(G̃)
admet une section continue ϕ 7→ Φ. La preuve du cas non archimédien est identique à celle
de [17]. Supposons donc F = R dans ce qui suit. La preuve suivante est une variante de celle
d’Arthur qui évite l’usage de multiplicité 1 de K̃-types minimaux.

Soient M , σ comme ci-dessus. Comme F = R, on peut écrire de façon unique σ = (σ1)λ(σ)

où σ1 se factorise par M̃1 et λ(σ) ∈ ia∗M . Soit k ∈ K̃ un représentant d’un élément dans WG
0 , la

condition kσ ' σ équivaut à kσ1 ' σ1 et kλ(σ) = λ(σ). Si λ(σ) ∈ ia∗,+Q avec Q = LU ∈ F(M),
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la condition kλ(σ) = λ(σ) équivaut à k ∈ L̃. Donc Wσ = WL
σ1 et, pour P , Q, r, r̃ comme dans

le Lemme 5.6.9, on a RP̃ (r̃, σ) = RP̃ (r̃, σ1) et Rσ = RLσ1 .

Dorénavant, on conserve la notation σ pour un élément de Π2(M̃) tel que λ(σ) = 0, au-
trement dit σ se factorise par M̃1. On écrit tout élément de Π2(M̃) sous la forme σλ avec
λ ∈ ia∗M .

On fixe un ensemble fini de K̃-types, noté K(M,σ), tel que
– chaque élément de K(M,σ) est un K̃-type minimal (voir [43, Chapter X]) d’un πρ, où
ρ ∈ Π(R̃σ, χσ) ;

– pour tout ρ ∈ Π(R̃σ, χσ), πρ contient au moins un K̃-type minimal appartenant àK(M,σ) ;

– pour tout w̃ ∈ NK̃(M̃0), K(wM, w̃σ) = K(M,σ).

Alors il existe des constantes A,B > 0, qui ne dépendent que de G̃, M̃ et de la norme ‖ · ‖
sur hC, telles que pour tout δ ∈ K(M,σ), on a

‖µδ‖ ≤ A‖µσ‖+B.(IV.30)

En effet, le cas G̃ connexe est [43, Theorem 10.26] ; le cas général en résulte sans peine, cf. la
remarque dans [43, p.642].

On fixe fM,σ ∈ C∞(K̃) qui agit comme la projection sur les K̃-types appartenant à K(M,σ).
Soient P ∈ P(M), Q = LU ∈ F(M) avec Q ⊃ P . Le Théorème 5.4.1 donne

IP̃ (σ) =
⊕

ρ∈Π(R̃σ ,χσ)

ρ∨ � πρ =
⊕

ρL∈Π(R̃Lσ ,χσ)

EP (σ, ρL)

où EP (σ, ρL) = (ρL)∨ � π(σ, ρL) avec

π(σ, ρL) =
⊕

ρ∈Π(R̃σ ,χσ)

mult((ρL)∨, ρ∨)πρ.

Soit r ∈ R̃Lσ . On définit l’opérateur de IP̃ (σ) :

DQ
P (r, σ) := |RLσ |−1

∑
ρL∈Π(R̃Lσ ,χσ)

deg(ρL)(dimπ(σ, ρL)[K(M,σ)])−1·

· (R̃P̃ (r, σ)IP̃ (σ, fM,σ))|EP (σ,ρL)

où π(σ, ρL)[K(M,σ)] signifie le sous-espace de π(σ, ρL) se transformant par des K̃-types dans
K(M,σ). Montrons que pour r, r′ ∈ R̃Lσ , on a

tr
(
R̃P̃ (r′, σ)DQ

P (r−1, σ)
)

=

{
χσ(z), si r = r′z, z ∈ Zσ,
0, sinon.

(IV.31)

En effet, tr (R̃P̃ (r′, σ)DQ
P (r−1, σ)) est égal à |RLσ |−1

∑
ρL deg(ρL)tr (ρL)∨(r′r−1) d’après notre

choix de fM,σ.
Pour λ ∈ ia∗M , on définit l’opérateur

EQP (σ, λ) :=
∑

w∈WL
0 /W

M
0

∑
P ′∈P(wM)
P ′⊂Q

RP̃ ′|P̃ (w̃, σλ)−1RP̃ ′|P̃ (w̃, σ)

où w̃ ∈ K̃∩ L̃ est un représentant quelconque de w. Cela ne dépend que de λL d’après le Lemme
5.6.9 et est une homothétie non nulle pour λL = 0. Donc EQP (σ, λ) est inversible et lisse pour

λL dans un voisinage de 0 dans iaL,∗M .
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Soient w ∈WL
0 avec représentant w̃ ∈ K̃ ∩ L̃, et P ′ ∈ P(wM) tel que P ′ ⊂ Q. Montrons que

RP̃ ′|P̃ (w̃, σλ)EQP (σ, λ) = EQP ′(w̃σ, wλ)RP̃ ′|P̃ (w̃, σ), λ ∈ ia∗M .(IV.32)

En effet,

RP̃ ′|P̃ (w̃, σλ)EQP (σ, λ)RP̃ ′|P̃ (w̃, σ)−1 =
∑
w1,P1

RP̃ ′|P̃ (w̃, σλ)RP̃1|P̃ (w̃1, σλ)−1RP̃1|P̃ (w̃1, σ)RP̃ ′|P̃ (w̃, σ)−1

=
∑
w1,P1

RP̃1|P̃ ′(w̃1w̃
−1, w̃σwλ)−1RP̃1|P̃ ′(w̃1w̃

−1, w̃σλ)

où on utilise la propriété RP̃1|P̃ ′(w̃1w̃
−1, w̃σwλ)RP̃ ′|P̃ (w̃, σλ) = RP̃1|P̃ (w̃1, σλ), qui résulte de

(IV.29). On en déduit (IV.32) en remplaçant w̃1 par w̃1w̃ et M par wM .
Pour tout λ ∈ ia∗M avec λL proche de 0, on pose

DQ
P (r, σ, λ) := EQP (σ, λ)DQ

P (r, σ)EQP (σ, λ)−1, r ∈ R̃Lσ .(IV.33)

Pour P ∈ P(M), Q = LU ∈ F(M), r ∈ R̃Lσ , posons

SQP (r, σ, λ) = |WG
0 |−1

∑
w∈WG

0

|{P ′ ∈ P(wM) : P ′ ⊂ wQ}|−1

∑
P ′∈P(wM)
P ′⊂wQ

RP̃ ′|P̃ (w̃, σλ)−1DwQ
P ′ (wrw−1, w̃σ, wλ)RP̃ ′|P̃ (w̃, σλ)

où w̃ ∈ K̃ est un représentant de w. Cet opérateur est bien défini et lisse en λ pour λL proche
de 0. Pour w ∈WG

0 , w̃ ∈ K̃ un représentant et P ′ ∈ P(wM), l’argument pour (IV.32) donne

SwQP ′ (wrw−1, w̃σ, wλ) = RP̃ ′|P̃ (w̃, σλ)SQP (r, σ, λ)RP̃ ′|P̃ (w̃, σλ)−1.(IV.34)

On choisit des fonctions βQ sur ia∗M fournies par le Lemme 5.6.7 (et aussi par la Remarque

5.6.8) adaptées aux voisinages où les opérateurs SQP (r, σ, λ) sont bien définis. On peut aussi
supposer que βwQ(wλ) = βQ(λ) pour tout Q et tout w ∈WG

0 .
Soit (M,σλ, r) 7→ ϕ(M,σ, λ, r) = ϕ(M,σλ, r) une fonction dans PW(G̃). Pour r ∈ R̃σ, on

note L(r) le Lévi contenant M tel que r ∈ R̃L(r)
σ,reg. Étant donnés M , σλ et P ∈ P(M), on définit

l’opérateur

ΦP̃ (σλ) =
∑

Q=LU∈F(M)

βQ(λ)
∑
r∈RLσ

SQP (r−1, σ, λ)ϕ(M,σ, λL(r), r).

En fait, il faut prendre un relèvement de r dans R̃Lσ dans la somme. Vu l’équivariance de SQP
et ϕ sous Zσ, cela n’affecte pas la définition.

Montrons que Φ := (ΦP̃ )P∈F(M0) appartient à C(G̃). La lissité en λ est évidente. Pour

w ∈WG
0 avec représentant w̃ ∈ K̃ et P ′ ∈ P(wM), on vérifie

ΦP̃ ′(w̃σwλ) = RP̃ ′|P̃ (w̃, σλ)ΦP̃ (σλ)RP̃ ′|P̃ (w̃, σλ)−1

à l’aide de (IV.34). Cela permet de vérifier la condition de symétrie car βwQ(wλ) = βQ(λ) pour
tout Q.

La condition de croissance résulte des faits suivants.
– Pour tout Q ∈ F(M), toute dérivée de βQ est bornée.
– La condition de croissance satisfaite par ϕ.
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– Les coefficients matriciels K̃-finis des opérateurs d’entrelacement normalisés sont à crois-
sance modérée (cf. (R6) dans la Définition 3.1.1).

– La majoration (IV.30).
Vu les définitions des semi-normes définissant les espaces de Fréchet en question, ces arguments
impliquent aussi la continuité de l’application ϕ 7→ Φ.

Il reste à montrer que ϕ 7→ Φ est une section de TG̃. Soient P ∈ P(M) et r′ ∈ R̃σλ Calculons

d’abord tr (R̃P̃ (r′, σλ)ΦP̃ (σλ)). L’hypothèse sur r′ implique λ ∈ ia∗L(r′), donc λ ∈ ia∗,+Q(λ) avec

Q(λ) = L(λ)U(λ) et L(r′) ⊂ L(λ). Pour Q = LU ∈ F(M), si βQ(λ) 6= 0 alors Q(λ) ⊂ Q, donc
L(r′) ⊂ L(λ) ⊂ L. Quitte à changer P , ce qui est loisible d’après la symétrie de Φ, le Lemme

5.6.9 affirme que r′ ∈ R̃L(r′)
σλ = R̃

L(r′)
σ ⊂ R̃Lσ .

Les égalités (IV.31), (IV.32) et la définition de SQP (r−1, σ, λ) entrâınent que pour tout r ∈ R̃Lσ ,
on a

tr
(
R̃P̃ (r′, σλ)SQP (r−1, σ, λ)

)
=

{
χσ(z), si r = r′z, z ∈ Zσ,
0, sinon.

(IV.35)

Donc∑
r∈RLσ

tr
(
R̃P̃ (r′, σλ)SQP (r−1, σ, λ)

)
ϕ(M,σ, λL(r′), r) = ϕ(M,σ, λL(r), r

′) = ϕ(M,σ, λ, r′)

car λ ∈ ia∗L(r′). D’où

tr
(
R̃P̃ (r′, σλ)ΦP̃ (σλ)

)
=

∑
Q∈F(M)

βQ(λ)ϕ(M,σ, λ, r′) = ϕ(M,σ, λ, r′).

Ce qu’il fallait démontrer.

5.7 Caractères pondérés tempérés

Caractères pondérés tempérés de M̃ Fixons des familles de facteurs normalisants faibles.
Soient M ∈ L(M0) et π une représentation admissible irréductible de M̃ dont la X(M̃)-orbite
contient une représentation unitaire spécifique. Soit P ∈ P(M), introduisons les (G,M)-familles
suivantes des opérateurs méromorphes en π (sur la X(M̃)-orbite en question)

JQ̃(Λ, π, P̃ ) := JQ̃|P̃ (π)−1JQ̃|P̃ (πΛ),

RQ̃(Λ, π, P̃ ) := RQ̃|P̃ (π)−1RQ̃|P̃ (πΛ), Q ∈ P(M), Λ ∈ a∗M .

Alors RM̃ (π, P̃ ) est régulier si π est unitaire. Définissons le caractère pondéré

Jr
M̃

(π, f) := tr (RM̃ (π, P̃ )IP̃ (π, f)), f ∈ C (G̃).

C’est une distribution tempérée en f et c’est facile de voir qu’elle ne dépend pas du choix de P
à l’aide de (R1).

Posons aussi µP̃ |Q̃(π) :=
∏
α µα(π) où α parcourt Σred

Q ∩ Σred
P̄

, et les (G,M)-familles

µQ̃(Λ, π, P̃ ) := µQ̃|P̃ (π)−1µQ̃|P̃ (π 1
2

Λ),

MQ̃(Λ, π, P̃ ) := µQ̃(Λ, π, P̃ )JQ̃(Λ, π, P̃ ).

Le caractère pondéré canoniquement normalisé est défini comme

JM̃ (π, f) := tr (MM̃ (π, P̃ )IP̃ (π, f)), f ∈ C (G̃).

Comme dans le cas de groupes réductifs [18], on utilise les propriétés des fonctions µ et des
facteurs normalisants pour démontrer que
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– JM̃ (π, ·) ne dépend pas du choix de P , cf. ci-dessous ;
– JM̃ (π, f) est régulier si π est unitaire ;
– définissons la (G,M)-famille

rQ̃(Λ, π) := r ˜̄Q|Q̃(π)−1r ˜̄Q|Q̃(π 1
2

Λ), Q ∈ P(M),

d’où les termes rR̃
M̃

(π) définis comme dans [Chapitre III, §4], où R ∈ F(M) ; on montre

que rR̃
M̃

(π) ne dépend que de π et de la composante de Lévi de R, donc c’est loisible

d’écrire rL̃
M̃

(π) où L ∈ L(M) ;
– on a l’identité

JM̃ (π, f) =
∑

L∈L(M)

rL̃
M̃

(π)Jr
L̃

(πL, f)

où π est en position générale de sorte que πL := IL̃
M̃

(π) est irréductible ;

– rL̃
M̃

(π) est régulier si π est unitaire, pour tout L ∈ L(M).

Par exemple, prouvons l’indépendance de P de JM̃ (π, ·). On peut supposer π unitaire. Vu
la propriété

JM̃ (π, f) =
∑

L∈L(M)

rL̃
M̃

(π)Jr
L̃

(πL, f),

on conclut en utilisant le résultat suivant, ce qui sera utile plus tard.

Lemme 5.7.1. Soient P, P ′ ∈ P(M). On a

RM̃ (π, P̃ ) = RP̃ ′|P̃ (π)−1RM̃ (π, P̃ ′)RP̃ ′|P̃ (π).

Par conséquent, la distribution Jr
M̃

(π, ·) est indépendante du choix de P .

Démonstration. Fixons P ∈ P(M). Soit f ∈ C (G̃). Pour P ′ ∈ P(M), on a

RQ̃(Λ, π, P̃ ) = (RQ̃|P̃ ′(π)RP̃ ′|P̃ (π))−1RQ̃|P̃ ′(πΛ)RP̃ ′|P̃ (πΛ)

= RP̃ ′|P̃ (π)−1RQ̃(Λ, π, P̃ ′)RP̃ ′|P̃ (πΛ).

Comme

RM̃ (π, P̃ ) = lim
Λ→0

∑
Q∈P(M)

RQ̃(Λ, π, P̃ )θQ(Λ)−1

(resp. P ′ au lieu de P ), cela prouve queRM̃ (π, P̃ ) = RP̃ ′|P̃ (π)−1RM̃ (π, P̃ ′)RP̃ ′|P̃ (π). Il en résulte
que

RM̃ (π, P̃ )IP̃ (π, f) = RP̃ ′|P̃ (π)−1RM̃ (π, P̃ ′)RP̃ ′|P̃ (π)IP̃ (π, f)

= RP̃ ′|P̃ (π)−1RM̃ (π, P̃ ′)IP̃ ′(π, f)RP̃ ′|P̃ (π).

Donc Jr
M̃

(π, f) = tr (RM̃ (π, P̃ )IP̃ (π, f)) = tr (RM̃ (π, P̃ ′)IP̃ ′(π, f)).

Soit M ∈ L(M0), définissons les fonctions sur Πtemp,−

φr
M̃

(f, π) := Jr
M̃

(π, f), π ∈ Πtemp,−(G̃),

φM̃ (f, π) := JM̃ (π, f), π ∈ Πtemp,−(G̃).
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Alors on a

φM̃ (f, π) =
∑

L∈L(M)

rL̃
M̃

(π)φr
L̃

(f, πL).(IV.36)

Ici, il se peut que πL soit réductible ; dans ce cas-là on définit φr
L̃

(f, πL) comme une somme de
φr
L̃

(f, ·) évalué en les constituants irréductibles (cf. [18, §3]). Remarquons aussi que φG̃(f) = fG̃.
Le fait suivant est crucial.

Théorème 5.7.2 (Cf. [16, p.179] et [7, Corollary 9.2]). L’application φr
M̃

(resp. φM̃ ) induit une

application linéaire continue C (G̃)→ IC (M̃).

Démonstration. Pour l’application φr
M̃

, l’outil essentiel dans l’argument d’Arthur est le théorème

de Paley-Wiener invariant caractérisant IC(M̃), qui est déjà établi pour les revêtements. Pour

φM̃ , vu (IV.36), il suffit de majorer rL̃
M̃

(πλ) et ses dérivées en λ. Cela découle de (R8), cf. [18,
Lemma 3.1].

Les distributions dans la formule des traces locale Maintenant, plaçons-nous dans le
formalisme de la formule des traces locale. Les distributions en question vivent sur G̃ × G̃.
Nous fixons une famille de facteurs normalisants faibles r∨ (resp. r) dans la première (resp. la
deuxième) copie de G̃, telles que r∨ et r sont complémentaires (cf. la Définition 3.1.2). Néanmoins
on utilise la même lettre R (resp. Jr

M̃
) pour désigner les opérateurs d’entrelacement normalisés

(resp. les caractères pondérés normalisés) dans chaque copie, puisqu’il n’y aura aucune confusion
à craindre.

Prenons π = π∨1 � π2 ∈ Πunit, (M̃)× Πunit,−(M̃). Rappelons que le caractère pondéré non
normalisé JM̃ (π, ·) est défini à l’aide de la (G,M)-famille {JQ̃(Λ, π, P̃ ) : Q ∈ P(M)}. Définissons
ses avatars en posant

RQ̃|P̃ (π) := R ˜̄Q|P̃ (π∨1 )�RQ̃|P̃ (π2),

RQ̃(Λ, π, P̃ ) := RQ̃|P̃ (π)−1RQ̃|P̃ (πΛ),

Jr
M̃

(π, f) := tr (RM̃ (π, P̃ )IP̃ (π, f));

et

µQ̃(Λ, π, P̃ ) := µ ˜̄Q(Λ, π∨1 , P̃ )µ
Q̃

(Λ, π2, P̃ ),

MQ̃(Λ, π, P̃ ) := µQ̃(Λ, π, P̃ )JQ̃(Λ, π, P̃ ),

Jµ
M̃

(π, f) := tr (MM̃ (π, P̃ )IP̃ (π, f));

pour f = f1f2 avec f1 ∈ H−(G̃), f2 ∈ H (G̃).

Supposons désormais qu’il existe Λ ∈ a∗M,C, M1 ∈ LM (M0) et σ ∈ Π2,−(M̃1) avec π1,Λ, π2,Λ ∈
Πσ(M̃). Cela inclut les représentations qui interviennent dans la formule des traces locale.

Lemme 5.7.3. On a RM̃ (π, P̃ ) = JM̃ (π, P̃ ) = MM̃ (π, P̃ ), d’où Jr
M̃

(π, ·) = JM̃ (π, ·) =

Jµ
M̃

(π, ·).

Démonstration. Montrons la première égalité. Considérons d’abord le cas π1, π2 ∈ Πσ(M̃), alors

r∨˜̄Q|P̃
(π∨1 ) = r∨˜̄Q|P̃

(σM,∨)

= r∨
P̃ | ˜̄Q

(σM ) par (R2)

= r ˜̄Q|P̃ (σM ) car r∨ et r sont complémentaires

= r ˜̄P |Q̃(σM ) par (R4).
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où σM = IM̃
M̃1

(σ). D’autre part rQ̃|P̃ (π2) = rQ̃|P̃ (σM ). Leur produit est donc égal à r ˜̄P |P̃ (σM ),

qui est indépendant de Q. Idem si π est remplacé par πΛ et σ est remplacé par σΛ.
Donc RM̃ (π, P̃ ) et JM̃ (π, P̃ ) ne différent qu’à la constante

lim
Λ→0

r ˜̄P |P̃ (σM )−1r ˜̄P |P̃ (σMΛ ) = 1.

Le même argument permet de montrer la deuxième égalité ; il suffit d’observer que les pro-
priétés des fonctions µ entrâınent

µ ˜̄Q|P̃ (π∨1 ) = µ ˜̄Q|P̃ (σM,∨) = µ ˜̄Q|P̃ (σM ) = µ ˜̄P |Q̃(σM ),

µQ̃|P̃ (π2) = µQ̃|P̃ (σM ).

Lemme 5.7.4. La distribution JM̃ (π, ·) ne dépend pas de P ∈ P(M).

Démonstration. Grâce au Lemme 5.7.3, il suffit de montrer que Jr
M̃

(π, ·) ne dépend pas de P .

La preuve est similaire au cas d’une seule copie de G̃, cf. la démonstration du Lemme 5.7.1.

Soient γ ∈ Γell(M(F ))bon, γ̃ ∈ p−1(γ) et g ∈ H (G̃) (resp. g ∈ H−(G̃)). On sait définir
l’intégrale orbitale pondérée JM̃ (γ̃, g). Cf. [Chapitre III, §6.3]. Pour ce faire, il faut fixer une
mesure de Haar sur Mγ(F ). On choisit la mesure telle que mes(Mγ(F )/AM (F )) = 1.

Lemme 5.7.5. Avec le formalisme de [Chapitre III, §4.2], on a

JM̃ (π, f) =
∑

L1,L2∈L(M)

dGM (L1, L2)J L̃1

M̃
(π∨1 , f1,Q̃1

)J L̃2

M̃
(π2, f2,Q̃2

)

=
∑

L1,L2∈L(M)

dGM (L1, L2)J L̃1,r

M̃
(π∨1 , f1,Q̃1

)J L̃2,r

M̃
(π2, f2,Q̃2

)

où Li 7→ Qi ∈ P(Li), i = 1, 2, est associé à un choix de ξ ∈ {(H,−H) : H ∈ aM} en position
générale.

D’autre part, on a

JM̃ (γ, f) =
∑

L1,L2∈L(M)

dGM (L1, L2)J L̃1

M̃
(γ̃, f

Q̃1
)J L̃2

M̃
(γ̃, f

Q̃2
)

pour tout γ ∈ Γell(M(F ))bon qui est G-régulier, et γ̃ 7→ γ quelconque.

Démonstration. Pour l’assertion spectrale, les cas de JM̃ (π, ·) et de Jr
M̃

(π, ·) sont équivalents
d’après le Lemme 5.7.3. On applique la formule de scindage [Chapitre III, §4.2] à la (G,M)-
famille (RQ̃(Λ, π, P̃ ))Q∈P(M) :

RM̃ (π, P̃ ) =
∑

L1,L2∈L(M)

dGM (L1, L2)RQ1

M̃
(π∨1 , P̃ )�RQ2

M̃
(π2, P̃ ).

Maintenant on peut reprendre l’argument standard d’Arthur (cf. la démonstration de [7, Lemma
7.1]) pour obtenir la formule de Jr

M̃
(π, f), puisque pour chaque Li dans la somme (i = 1, 2), on

peut remplacer P par un parabolique contenu dans Qi d’après un argument analogue à celui de
la preuve du Lemme 5.7.1.

L’assertion géométrique résulte de la formule de scindage appliquée à l’ensemble (G,M)-
orthogonal définissant la fonction poids vM (x1, x2).
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On définit l’espace de Schwartz-Harish-Chandra C(G̃× G̃) et on note C (G̃× G̃) son sous-
espace des fonctions anti-spécifiques sous l’action de �m via l’immersion anti-diagonale ε 7→
(ε−1, ε). Les fonctions test f = f1f2 considérées jusqu’à présent appartiennent à C (G̃× G̃).

Proposition 5.7.6. Les distributions JM̃ (γ, ·) et JM̃ (π, ·) dans la formule des traces locale (le

Théorème 5.5.2) se prolongent de façon unique en des formes linéaires continues sur C (G̃×G̃).
De plus, la formule des traces locale (Théorème 5.5.2) demeure valable pour les fonctions test
dans C−(G̃)⊕ C (G̃).

Démonstration. Pareille que [16, p.189]. Cependant, pour la part concernant le Théorème 5.5.2
il convient de remarquer que la majoration d’Arthur [16, (5.7)]

|JM̃ (γ̃, f)| ≤ νr(f)(1 + | log |D(γ)||)dim aGM (1 + ‖HM (γ)‖)−n, f ∈ C (G̃) ∪ C−(G̃)

où n ∈ Z>0 est arbitraire et r = r(n) ∈ R dépend de n, est encore valable pour des raisons
triviales. En effet, |JM̃ (γ̃, f)| ≤ JM (γ, |f |) ; on applique alors la majoration d’Arthur à JM (γ, |f |)
et on note que la borne cherchée ne dépend que de |f | et γ. Par conséquent, on n’a pas encore
besoin du théorème de finitude de Howe sur les revêtements dans le cas non archimédien.

On est en mesure de définir les applications φM̃ pour la formule des traces locale.

φM̃ :C (G̃× G̃) −→ IC (M̃ × M̃)

f 7−→ [π 7→ Jµ
M̃

(π, f)]

où π = π∨1 � π2 ∈ Πtemp, (M̃)×Πtemp,−(M̃). C’est sous-entendu que π 7→ Jµ
M̃

(π, f) appartient

à IC (M̃ × M̃), un fait qui est inclus dans le résultat suivant.

Théorème 5.7.7. L’application φM̃ est bien définie, linéaire et continue.

Démonstration. Pareil que le cas avec une seule copie de G̃.

Remarque 5.7.8. Vu la théorie de R-groupe §5.4, on peut aussi changer le paramétrage et
définir les caractères pondérés JM̃ (τ, ·) ou Jµ

M̃
(τ∨1 � τ2), où τ, τ1, τ2 ∈ T−(M̃). Les caractères

pondérés “en π” et “en τ” s’expriment réciproquement à l’aide du Théorème 5.4.1.

5.8 La formule des traces locale invariante

Définition 5.8.1. Soient V, V ′ des espaces vectoriels topologiques et φ : V → V ′ une application
linéaire continue. On dit qu’une forme linéaire continue I : V → C est supportée par V ′ si
I|Kerφ = 0. Dans ce cas-là, la forme linéaire continue induite Im(φ)→ C est notée Î.

Dans cet article, cette notion sera appliquée aux cas suivants.

1 V = C (G̃), V ′ = IC (G̃) et φ = φG̃ ;

2 V = C (G̃× G̃), V ′ = IC (G̃× G̃) et φ = φG̃.

En tout cas φ est surjectif. Afin d’établir la formule des traces locale invariante, raisonnons
par récurrence sur dimG avec deux hypothèses qui seront établies dans le Corollaire 5.8.9. Dans
ce qui suit, γ signifie un élément dans ΓG−reg,ell(M(F ))bon et γ̃ ∈ p−1(γ) est quelconque.

Hypothèse 5.8.2. On a défini les distributions spécifiques IL̃
M̃

(γ̃, ·) : C (L̃) → C. Elles sont

supportées par IC (L̃) pour tout L ∈ L(M0), L 6= G. On définit

IM̃ (γ̃, f) := JM̃ (γ, f)−
∑

L∈L(M),L6=G

ÎL̃
M̃

(γ, φL̃(f)).
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Hypothèse 5.8.3. On a défini les distributions spécifiques IL̃
M̃

(γ, ·) : C (L̃ × L̃) → C. Elles

sont supportées par IC (L̃× L̃) pour tout L ∈ L(M0), L 6= G. On définit

IM̃ (γ, f) := JM̃ (γ, f)−
∑

L∈L(M),L 6=G

ÎL̃
M̃

(γ, φL̃(f)),

I(f) := J(f)−
∑

L∈L(M0),L 6=G

|WL
0 ||WG

0 |−1(−1)dimAL/AG ÎL̃(φL̃(f)).

La définition ci-dessus de I(f) est loisible car on vérifie que I(f) est égal à

Igeom(f) :=
∑

M∈L(M0)

|WM
0 ||WG

0 |−1(−1)dimAM/AG

∫
ΓG−reg,ell(M(F ))bon

IM̃ (γ, f) dγ(IV.37)

à l’aide du Théorème 5.5.2 et de la définition de IM̃ (γ, ·) ; donc I(·) est spécifique supportée par

IC (G̃× G̃) si chaque IM̃ (γ̃, ·) l’est, et c’est satisfait si l’on remplace G par L ∈ L(M0), L 6= G.

Tout d’abord, on voit que IM̃
M̃

(· · · ) = JM̃
M̃

(· · · ). Cela permet de déterminer les distributions
IM̃ par récurrence modulo les deux hypothèses ci-dessus. Nous pouvons énoncer la formule des
traces locale invariante maintenant. Rappelons que nous avons défini Igeom et Idisc dans (IV.37)
et (IV.25), respectivement.

Lemme 5.8.4. Soient M ∈ L(M0), γ ∈ ΓG−reg,ell(M(F ))bon. Avec le formalisme de [Chapitre
III, §4.2], on a

IM̃ (γ, f) =
∑

L1,L2∈L(M)

dGM (L1, L2)IL̃1

M̃
(γ̃, f

1,Q̃1
)IL̃2

M̃
(γ̃, f

2,Q̃2
).

où Li 7→ Qi ∈ P(Li), i = 1, 2, est associé à un choix de ξ ∈ {(H,−H) : H ∈ aM} en position
générale.

Démonstration. Vu le Lemme 5.7.5 et la définition de IM̃ (γ, f), cela résulte par récurrence.

Lemme 5.8.5. L’Hypothèse 5.8.2 entrâıne l’Hypothèse 5.8.3.

Démonstration. Les assertions dans l’Hypothèse 5.8.2 restent valables si l’on remplace l’indice
par −, car on peut toujours passer de l’un à l’autre en poussant le revêtement par l’automor-

phisme ε 7→ ε−1 de �m. L’assertion résulte du Lemme 5.8.4.

Théorème 5.8.6 (Cf. [21, Proposition 6.1]). Supposons vérifiées l’Hypothèse 5.8.2. Pour tout
f = f1f2 ∈ C (G̃× G̃), on a

I(f) = Igeom(f) = Idisc(f).

Démonstration. Il suffit de prouver Idisc(f) = I(f). Soit M ∈ L(M0). On définit par récurrence
des distributions

IL̃
M̃

(τ, ·) : C (G̃× G̃)→ C, L ∈ L(M), τ ∈ T−(M̃)

telles que JM̃ (τ, ·) =
∑

L∈L(M) Î
L̃
M̃

(τ, φL̃(·)). L’hypothèse de récurrence est que IL̃
M̃

(τ, ·) est

supporté par IC (L̃× L̃) pour L 6= G. Puisque toute représentation en vue est tempérée, pour
tout τ ∈ T−(M̃) on a

IG̃
M̃

(τ, f) =

{
fG̃(τ), si M = G,

0, sinon.

D’où l’hypothèse de récurrence. Comme I(·) est défini suivant la même procédure utilisant
J(·) = Jspec(·), il en résulte que I(·) est égal à la somme des termes avec M = G dans Jspec(·)
(voir le Théorème 5.5.2), ce qui est Idisc(·).
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Corollaire 5.8.7 (Cf. [15, Corollary 4.3]). Pour τ = (M,σ, r) ∈ Tell,−(G̃), on pose

d(τ) := det(1− r|aGM ).

Soient f1 ∈ C−(G̃) quelconque et f2 ∈ C (G̃) cuspidale, alors

∑
M∈L(M0)

|WM
0 ||WG

0 |−1(−1)dimAM/AG

∫
Γell,G−reg(M(F ))bon

IG̃(γ̃, f1)IM̃ (γ̃, f2) dγ

=

∫
Tell,−(G̃)

|d(τ)|−1Θ(τ∨, f1)Θ(τ, f2) dτ.

Démonstration. On utilise l’identité Igeom(f) = Ispec(f). Dans le côté géométrique, pour tout
M ∈ L(M0) et tout γ ∈ Γell,G−reg(M(F ))bon, on a un analogue directe du Lemme 5.7.5 :

IM̃ (γ, f) =
∑

L1,L2∈L(M)

dGM (L1, L2)IL̃1

M̃
(γ̃, f

1,Q̃1
)IL̃2

M̃
(γ̃, f

2,Q̃2
).

Si L2 6= G, alors IL̃2

M̃
(γ̃, ·) est supportée par IC (L̃2 × L̃2), donc IL̃2

M̃
(γ̃, f

2,Q̃2
) = 0 par la

cuspidalité de f2. D’autre part,

dGM (L1, G) =

{
1, si L1 = M,

0, sinon;

et on a IL̃1

M̃
(γ̃, f1,Q̃1

) = IG̃(γ̃, f1) lorsque L1 = M . D’où

Igeom(f) =
∑

M∈L(M0)

|WM
0 ||WG

0 |−1(−1)dimAM/AG

∫
Γell,G−reg(M(F ))bon

IG̃(γ̃, f1)IM̃ (γ̃, f2) dγ.

Par définition

Idisc(f) =

∫
Tdisc,−(G̃)

i(τ)Θ(τ∨, f1)Θ(τ, f2) dτ.

Soit τ = (M,σ, r) ∈ Tdisc,−(G̃). On fixe P ∈ P(M). Supposons que τ ∈ Tell,−(L̃) avec
L ∈ L(M). D’après la théorie dans §5.4, Θ(τ, f2) = tr (R̃P̃ (r, σ)IP̃ (σ, f2)) est une combinai-

son linéaire de f2,L̃(πL) où πL sont des éléments dans Πσ(L̃). Puisque f2 est cuspidale, on a

Θ(τ, f2) = 0 sauf si L = G. Montrons que dans le cas L = G on a W 0
σ = {1}. En effet, rappe-

lons que W 0
σ est associé au système de racine sur aM engendré par les racines réduites α avec

µα(σ) = 0. On choisit une chambre a+
σ de ce système et on identifie Rσ au sous-groupe de Wσ

fixant a+
σ . Si W 0

σ 6= {1} alors a+
σ 6= ∅, et r fixe la demi somme des coracines positives pour a+

σ .
Cela contredit l’hypothèse que r ∈ Rσ,reg.

Donc pour τ ∈ Tell,−(G̃) on a εσ(r) = 1 et i(τ) = |d(τ)|−1 selon la définition de i(τ) dans
(IV.24). Par conséquent

Idisc(f) =

∫
Tell,−(G̃)

|d(τ)|−1Θ(τ∨, f1)Θ(τ, f2) dτ.
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Corollaire 5.8.8 (Cf. [15, Theorem 5.1]). Soit f2 ∈ C (G̃) cuspidale. Pour tout M ∈ L(M0)
et tout γ ∈ ΓG−reg(M(F ))bon, on a

IM̃ (γ̃, f2) = (−1)dimAM/AG

∫
Tell,−(G̃)

|d(τ)|−1ΦM̃ (τ∨, γ̃)Θ(τ, f) dτ

où

ΦM̃ (τ∨, γ̃) :=

{
|D(γ)|

1
2 Θ(τ∨, γ̃), si γ est F -elliptique dans M,

0, sinon.

Démonstration. C’est plus commode d’utiliser les symboles M ′, γ′ au lieu de M,γ dans cette
preuve. Soient M ′ ∈ L(M0) et γ′ ∈ ΓG−reg(M ′(F ))bon. Supposons d’abord que γ′ n’est pas F -
elliptique dans M ′. Alors une formule de descente (voir [10, Corollary 8.3]), le Lemme 5.7.5, l’Hy-
pothèse 5.8.2 et la cuspidalité de f2 entrâınent que IM̃ ′(γ

′, f) = 0. D’autre part ΦM̃ ′(τ
∨, γ̃′) = 0

pour tout τ . Cela prouve l’assertion.
Supposons que γ′ est F -elliptique dans M ′. Soit τ ∈ Tell,−(G̃). Puisque Θ(τ∨, ·) est une

combinaison linéaire de caractères admissibles irréductibles, il est représenté par une fonction
invariante localement intégrable sur G̃ et lisse sur G̃reg. Soit f1 ∈ C−(G̃). La formule d’intégrale
de Weyl donne

Θ(τ∨, f1) =
∑

M∈L(M0)

|WM
0 ||WG

0 |−1

∫
Γell,G−reg(M(F ))bon

ΦM̃ (τ∨, γ̃)IG̃(γ̃, f1) dγ̃.

Pour γ ∈ Γell,G−reg(M(F ))bon avec un relèvement γ̃ dans G̃, on définit la distribution
spécifique

δ(M, γ̃, ·) := IM̃ (γ̃, ·)− (−1)dimAM/AG

∫
Tell,−(G̃)

|d(τ)|−1ΦM̃ (τ∨, γ̃)Θ(τ, ·) dτ.

Le but est de montrer que δ(M ′, γ̃′, f2) = 0. D’après le Corollaire 5.8.7 et la formule ci-dessus
pour Θ(τ∨, ·), on a∑

M∈L(M0)

|WM
0 ||WG

0 |−1(−1)dimAM/AG

∫
Γell,G−reg(M(F ))bon

IG̃(γ̃, f1)δ(M, γ̃, f2) dγ = 0.(IV.38)

On a des isomorphismes

[M, γ̃]
_

��

∈

( ⊔
M∈L(M0)

Γell,G−reg(M̃)bon

)
/WG

0

'

��
γ̃_

��

∈ Γreg(G̃)bon

'
��

(Gγ , γ̃) ∈
⊔

T :F−tore maximal
mod conjugaison

(T̃ ∩ G̃reg)/W (G(F ), T (F )).

Ces espaces sont des �m-torseurs au-dessus de leurs avatars associés à G(F ). On vérifie que
δ(·, ·, f2) est bien définie comme une fonction sur le première espace et IG̃(·, f1) est une fonction
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sur le deuxième espace. Le côté à gauche de (IV.38) peut être regardé comme une intégrale sur
l’un des trois espaces.

On pose T ′ := Gγ′ . On prend f1 ∈ C−(G̃) à support dans les classes de conjugaison rencon-
trant p−1(T ′ ∩ Greg)(F ). Si l’on regarde IG̃(·, f2) comme une fonction sur le troisième espace
dans ledit diagramme, alors elle est à support dans la composante indexée par T ′. De plus, on
peut prendre une suite de telles fonctions f1 de sorte que IG̃(·, f1) tend vers la mesure de Dirac
spécifique sur l’image réciproque de la W (G(F ), T ′(F ))-orbite de γ′. Le côté à gauche de (IV.38)
tend vers m(−1)dimAM/AG · |W (G(F ), T ′(F ))| · δ(M ′, γ̃′, f2). On en déduit que δ(M ′, γ̃′, f2) = 0,
ce qu’il fallait démontrer.

Corollaire 5.8.9. Les distributions IM̃ (γ̃, ·) sont supportées par IC (M̃).

Démonstration. Soit f2 ∈ C (G̃) telle que f2,G̃ = 0, alors f2 est cuspidale. Le corollaire

précédent permet de conclure que IM̃ (γ̃, f2) = 0 car Θ(τ, ·) est à support à IC (M̃).

Ce résultat justifie les Hypothèses 5.8.2, 5.8.3. On établit ainsi la formule des traces locale
invariante.

Donnons une application importante de ce corollaire.

Théorème 5.8.10 (Cf. [42, Theorem 0]). Supposons F non archimédien. Soit f ∈ C∞c, (G̃),
les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) f appartient au sous-espace de C∞c, (G̃) engendré par fonction de la forme g − gy, où

g ∈ C∞c, (G̃) et y ∈ G(F ).

(b) Pour tout γ̃ ∈ Γreg(G̃)bon, on a IG̃(γ̃, f) = 0.

(c) Pour tout π ∈ Π−(G̃), on a 〈Θπ, f〉 = 0.

(d) Pour tout π ∈ Πtemp,−(G̃), on a 〈Θπ, f〉 = 0.

Rappelons que Θπ siginifie le caractère de π.

Démonstration. C’est clair que (a) entrâıne (b),(c),(d) et que (c) entrâıne (d). Vu la Proposition
4.2.6, (b) entrâıne (a). D’après le Corollaire 5.8.9 appliqué au cas M = G, on voit que (d)
entrâıne (b). Cela achève la démonstration.

Remarque 5.8.11. L’une des conséquences directes de la formule des traces locale simple est
le rapport de l’orthogonalité, cf. [15, §6] ; les preuves sont identiques sauf que l’on utilise le
théorème de Paley-Wiener invariant tempéré (le Théorème 5.6.10) au lieu de sa version K̃-finie
à support compact. Cette théorie sera importante dans des applications de la formule des traces
aux revêtements.



Bibliographie
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Errata

Ajoutés le 5 juillet 2011.

– p.182. III §6.1 : L’ensemble X doit être défini comme l’ensemble des WG
0 -orbites des paires

(M,σ), où M ∈ L(M0) et σ est une classe d’équivalence de représentations automorphes
cuspidales de M̃1. Par ailleurs, les sous-groupes paraboliques ayant la même composante
de Lévi ne sont pas forcément conjugués.

– p.183. III §6.1 : Ajouter “Cf. ” devant la référence [66, II.1.6].
– p.183. III §6.1 : La définition correcte de MQ|P (w, λ) est

(MQ|P (w, λ)φ)(x̃) =

∫
UQ|P (ŵ,A)

φ(ŵ−1ux̃)e〈λ+ρP ,HP (ŵ−1ux)〉e〈−wλ−ρQ,HQ(x)〉 du.
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