université

PARIS

UNIVERSITE PARIS DIDEROT (PARIS 7)

L ]

DIDEROT

o
>
=
-
~

Ecole Doctorale Paris Centre

THESE DE DOCTORAT

Discipline : Mathématiques

présentée par

Wen-Wei Li

Vers une formule des traces stable pour le groupe
métaplectique

dirigée par Jean-Loup WALDSPURGER

Soutenue le 5 juillet 2011 devant le jury composé de :

M. Henri CARAYOL Université de Strasbourg Rapporteur

M. Jean-Francois DAT Université Pierre et Marie Curie - Paris 6

M. Jean-Pierre LABESSE Université Aix-Marseille 11

M. Gérard LAUMON CNRS, Université Paris-Sud - Paris 11

M. Bao Chau NGO University of Chicago Rapporteur (absent)
M. David RENARD Ecole Polytechnique

M. Jean-Loup WALDSPURGER CNRS, Université Paris Diderot - Paris 7 Directeur



Institut de Mathématiques de Jussieu Ecole doctorale Paris centre Case 188
175, rue du chevaleret 4 place Jussieu
75 013 Paris 75 252 Paris cedex 05



A la mémoire de mon pére.






Remerciements

Je tiens en tout premier lieu a remercier mon directeur de these Jean-Loup Waldspurger,
qui m’a proposé ce sujet de recherche et m’a donnée des remarques tres pertinentes sur quelques
points techniques dans cette theése. Sans ses encouragements constants et ses pénétrations im-
peccables, les résultats que 'on obtient n’auraient pas été si généraux.

Je suis reconnaissant a Henri Carayol et Ngé Bao Chau d’avoir accepté d’étre rapporteurs
de cette these. Je remercie ensuite Jean-Francois Dat, Jean-Pierre Labesse, Gérard Laumon et
David Renard qui m’ont fait I’honneur de participer au jury. Je remercie aussi les membres de
I’équipe des formes automorphes de I'Institut de Mathématiques de Jussieu, qui ont crée un
environnement tres favorable pour la recherche.

Grace au programme Erasmus Mundus ALGANT, j’ai pu faire mes études de Master en
Furope pendant 2006-2008. Je remercie Jean-Benoit Bost pour avoir dirigé mon mémoire M2
a ’Université Paris-Sud, ainsi que Bas Edixhoven et Gerrit van Dijk pour leurs aides lorsque
j’étudiais a I’Université Leiden aux Pays-Bas. Certes, je voudrais aussi dire merci aux professeurs
taiwanais I-Hsun Tsai, Chia-Fu Yu et Jin Yu, qui m’ont encouragé d’étudier en Europe.

Certaines idées cruciales dans cette these m’arrivaient aux moments ou j’étais a la Bi-
bliotheque nationale de France, site F. Mitterand. Je remercie tous les personnels et usagers de
ce lieu qui ont crée, quoiqu’inconsciemment, un atmosphere qui m’inspirait beaucoup.

J’ai eu des des discussion enrichissantes avec beaucoup de professeurs, pour en citer quelques-
uns : Wee Teck Gan, Volker Heiermann, Atsushi Ichino, Tamotsu Ikeda, Peter McNamara, Shu-
Yen Pan et David Renard, auxquels je remercie chaleureusement. Les discussions parfois non
mathématiques avec Arno Kret, Gang Liu, Shoumin Liu, Shijie Qiu et Chun-hui Wang m’ont
aussi été tres intéressantes. J’en remercie tous ces amis.

Vient a présent le moment pour remercier mes colocataires chez la Place du Petit Pont
d’Alfortville, notamment Feng Sha et Yuanyuan Zhu, ainsi que Junfeng Zhang qui est d’un
genre rare parmi les propriétaires parisiens. Enfin, je remercie de tout mon cceur ma mere pour
son support constant pendant ces années.






Résumeé

Résumé

Cette these se compose de deux parties, quatre chapitres. Dans le Chapitre I, on établit un
formalisme d’endoscopie du groupe métaplectique Sp(2n). On prouve le transfert d’intégrales
orbitales et le lemme fondamental. Dans le Chapitre II on énonce et prouve le lemme fondamen-
tal pondéré a la Arthur pour le groupe métaplectique sous ’hypothese du lemme fondamental
pondéré non standard. Dans le Chapitre III, on se propose d’étudier la formule des traces
d’Arthur-Selberg pour une classe assez générale de revétements des groupes réductifs connexes,
y compris Sp(2n). On établit la formule des traces grossiere et le développement fin géométrique
pour ces revétements. Dans le Chapitre IV, on aborde le coté spectral de la formule des traces
en étudiant des résultats de 'analyse harmonique locale. En particulier, on établit la formule
des traces locale invariante pour les revétements.

Mots-clefs groupe métaplectique, endoscopie, transfert, le lemme fondamental, la formule
des traces.

Towards a stable trace formula for the metaplectic group

Abstract

This thesis consists of two parts and four chapters. In Chapter I, we establish a formalism
of endoscopy for the metaplectic group Sp(2n). We prove the transfer of orbital integrals and
the fundamental lemma. In Chapter I, we state and prove a variant of Arthur’s weighted fun-
damental lemma for metaplectic groups, which is conditional upon the nonstandard weighted
fundamental lemma. In Chapter III, we consider the Arthur-Selberg trace formula for a quite
general class of covers of connected reductive groups, including Sp(2n). We establish the unre-
fined trace formula and the refined geometric expansion. In Chapter IV, we attack the spectral
side of the trace formula by studying some results of local harmonic analysis. In particular, we
establish the invariant local trace formula for covers.

Keywords metaplectic group, endoscopy, transfer, fundamental lemma, trace formula.
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Présentation générale

Les formes modulaires de poids entier s’interpretent en termes de représentations auto-
morphes de groupes réductifs connexes. Dans ce contexte, le programme de Langlands prédit
des liens profonds entre les représentations automorphes, les représentations galoisiennes et les
motifs. Il relie aussi les représentations entre des groupes différents, ce qui s’appelle le principe
de fonctorialité. L’un des outils essentiels pour ces problémes est la formule des traces d’Arthur-
Selberg. Afin d’appliquer la formule des traces, un probléeme central est sa stabilisation.

D’autre part, la théorie classique contient également les formes de poids demi-entier. Elles
s’interpretent en termes de représentations automorphes de certains revétements des points
adéliques de groupes réductifs connexes. Pour les formes modulaires de Siegel de poids demi-
entier, le revétement en question est p : Sp(2n) — Sp(2n), ou Sp(2n) est le groupe métaplectique
étudié par A. Weil [89]. Malgré son importance, le formalisme de Langlands ne s’appliquait pas
mot & mot a §f)(2n) car il n’est pas algébrique, et les définitions de L-groupes et stabilité
n’étaient pas claires. Par ailleurs, la formule des traces des revétements n’est jamais écrite de
facon sérieuse. Vu les progres récents sur la formule des traces stable, ces problemes semblent
enfin abordable.

Cette these se compose de deux parties, quatre articles en tant que chapitres. La premiere
partie est consacrée a ’endoscopie du groupe métaplectique, et la deuxieme partie aborde la
formule des traces d’Arthur-Selberg pour une classe assez générale de revétements. Donnons un
survol des contenus de chaque chapitre. Une introduction détaillée se trouve au début de chaque
chapitre.

Partie 1 : Le groupe métaplectique

I. Transfert d’intégrales orbitales pour le groupe métaplectique Dans ce chapitre, on
propose un formalisme de I’endoscopie pour le groupe métaplectique, qui s’inspire beaucoup des
travaux d’Adams [2] et de Renard [71]. On démontre ensuite le transfert d’intégrales orbitales et
le lemme fondamental pour I'unité de I'algebre de Hecke sphérique anti-spécifique. Grosso modo,
le groupe dual de Sp(2n) est Sp(2n,C); cela suggere que Sp(2n) est étroitement lié au groupe
SO(2n + 1) déployé, un fait connu depuis longtemps. Cependant, le formalisme proposé ici et
I’étude du lemme fondamental pondéré dans le Chapitre II suggerent une différence cruciale :
on doit remplacer Zgy (o, c) = {1, —1} par le groupe trivial dans le formalisme.

La démonstration du transfert et du lemme fondamental sont basées sur la descente de
Harish-Chandra. Cette méthode nous ramene a la situation sur l’algebre de Lie. On applique
ensuite les résultats de Ngd [67], & savoir I’endoscopie standard et non standard sur 1’algebre de
Lie. Le noyau dur mais élémentaire dans ce chapitre est la descente du facteur de transfert.

II. Le lemme fondamental pondéré pour le groupe métaplectique Pour des applica-
tions arithmétiques, il faudra stabiliser tous les termes de la formule des traces. Donc il faut
une variante du lemme fondamental pondéré d’Arthur [20]. L’énoncé proposé ici est formelle-
ment similaire au cas des groupes réductifs connexes sauf qu'une “torsion” curieuse v — 7y[s]
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intervient dans le c6té endoscopique. On reprend les arguments de Waldspurger [85] pour se
ramener a l'algebre de Lie. La preuve est conditionnelle : il faut le lemme fondamental pondéré
sur l'algebre de Lie prouvé par Chaudouard et Laumon [29, 30], ainsi que le lemme fondamental
pondéré non standard, qui reste encore conjectural. Néanmoins le lemme fondamental pondéré
non standard est tautologique en rang 1. Le point technique et toujours élémentaire est un
calcul combinatoire inspiré par les travaux d’Arthur [19].

Partie 2 : La formule des traces pour les revétements de groupes réductifs
connexes

III. Le développement géométrique fin On a déja parlé de la formule des traces pour
revétements, au moins pour Sp(2n). Dans ce chapitre on signale une classe de revétements a
étudier. Gross modo, ce sont des revétements finis des groupes topologiques dans le cas local.
Dans le cas global, on exige que (a) le groupe des points rationnels s’immerge dans le revétement
adélique, et (b) les revétements locaux induits sont “non ramifiés” en presque toute place ; cela
signifie grossierement la commutativité de l'algebre de Hecke sphérique anti-spécifique. Cette
condition est satisfaite pour les revétements provenant des Kq-extensions de Brylinski-Deligne
[27], ce qui incluent tous les revétements considérés jusqu’a présent.

Pour les revétements dans notre classe, on établit la formule des traces grossiere et le
développement fin de son co6té géométrique. Les ingrédients dans ce développement géométrique
sont des intégrales orbitales pondérées le long des bons éléments. Ici, un élément dans le
revétement est dit bon si son commutant est 'image réciproque du commutant de son image
dans le groupe réductif connexe. I’argument est basé sur celui d’Arthur. La méthode de des-
cente nous ramene au terme unipotent de la formule des traces de groupes réductifs connexes
tordu par un caractere. Puisqu’une telle formule des traces n’est pas encore systématiquement
traitée, on est obligé de faire une analyse détaillée dans ce cadre.

IV. Analyse harmonique locale On étudie les ingrédients locaux du coté spectral de la
formule des traces. Plus précisément, on justifie la formule de Plancherel, la normalisation
des opérateurs d’entrelacement, l'intégrabilité locale des caracteres irréductibles admissibles,
le théoreme de Paley-Wiener pour les fonctions de Schwartz-Harish-Chandra, et la formule des
traces locale invariante pour les revétements. Il est tentant de penser que ces théories s’adaptent
aux revétements sans peine, or il s’avere que les modifications nécessaires ne sont pas toujours
triviales.

Le but de la deuxieme partie est la formule des traces invariante d’Arthur. C’est clair que
ce programme est dans un état inachevé puisque ’on n’arrive pas encore au développement fin
spectral. Un obstacle éventuel a surmonter est le théoréme de Paley-Wiener pour les fonctions
lisses K-finies & support compact [32] sur les revétements archimédiens. Sa preuve pour les
groupes réels linéaires s’appuie sur certaines propriétés de K-types minimaux [81], qui exige la
commutativité des sous-groupes de Cartan. Néanmoins, cette difficulté ne se pose pas pour le
groupe métaplectique Sp(2n). Un projet a plus long terme est de stabiliser la formule des traces
pour %(271)

Signalons que ces quatre chapitres sont effectivement quatre articles indépendants ; des parts
sont déja mises en ligne ou parues dans le journal, eg. [53] [54] [55]. Pour faciliter la lecture et la
comparaison, on choisit consciemment des notations différentes ; par conséquent chaque chapitre
a son propre index. Plus précisément, dans le Chapitre I, la notation s’inspire de [48], [84]. Dans
le Chapitre II, on choisit les conventions de Waldspurger [85], qui sont compatibles avec celles
d’Arthur pour la plupart. Pour le Chapitre III, on suit systématiquement le formalisme d’Arthur.
Quant au Chapiter IV, on adopte le formalisme de [83] pour la formule de Plancherel, celui de
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Harish-Chandra [40] pour les distributions admissibles, et celui d’Arthur pour la normalisation
des opérateur d’entrelacement et pour la formule des trace locale.
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Premiere partie

Le groupe métaplectique
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Chapitre 1

Transfert d’intégrales orbitales pour
le groupe métaplectique

1 Introduction

La formule des traces d’Arthur-Selberg est I'un des outils les plus puissants pour la théorie
moderne des formes automorphes. Cette approche est surtout féconde lorsque 1’on compare les
formules des traces de deux groupes réductifs. Pour ce faire, il faut mettre la formule des traces
sous une forme “stable”. La théorie de ’endoscopie, inventée par Langlands et ses collaborateurs,
donne un plan pour résoudre ce probleme pour les groupe réductifs.

D’autre part, il existe une famille de revétements non linéaires é\f)(2n, F’) des groupes sym-
plectiques Sp(2n, F') sur un corps local F', qui s’appellent les groupes métaplectiques. A un
caractere additif non trivial ¢ : F — S' est associée une représentation admissible wy de
§f)(2n, F), qui s’appelle la représentation de Weil. Bien que le revétement métaplectique soit
traditionnellement un revétement a deux feuillets, pour des raisons techniques nous ferons agran-
dir le revétement métaplectique de sorte que p : Sp(2n, F') — Sp(2n, F') est un revétement a
huit feuillets. Autrement dit, Ker (p) = g:= {z € C*: 2% = 1}. Cela n’affecte pas les résultats
que l'on cherche.

Si I'on envisage d’établir et puis de stabiliser la formule des traces pour ,SY)(2n, F), le pre-
mier pas est d’étudier le transfert local des intégrales orbitales . Cependant, on ne peut
pas adapter littéralement la théorie de ’endoscopie car §f)(2n, F) n’est pas un groupe linéaire
algébrique ; en particulier il n’a pas de L-groupe. L’un des objets de cet article est de mettre en
place un tel formalisme.

Les représentations de §f)(2n, F) qui nous intéressent sont celles telles que la multiplication
par chaque € € Ker(p) = g agit par € - id; ces représentations sont dites spécifiques. Par
exemple, la représentation de Weil wy, est spécifique. Pour I’étude des représentations spécifiques,
il suffit de considérer les fonctions telles que f(eZ) = e~ ! f(Z) pour tout € € g; ces fonctions
sont dites anti-spécifiques. Ces notions se généralisent a tout revétement. La distinction entre
objets spécifiques et anti-spécifiques est superficielle pour Sp(2n, F') (voir .

Notre approche se modele sur ’endoscopie pour les groupes réductifs. Notons G := Sp(2n),
G .= §f)(2n, F). Tout d’abord il faut trouver des bonnes définitions pour :

1. les groupes endoscopiques elliptiques H de G,

2. la correspondance de classes de conjugaison semi-simples entre H et G,
3. une notion de conjugaison stable sur G,
4

. le facteur de transfert A.

19



20 CHAPITRE 1

Une fois que ceci sera fait, on pourra définir I'intégrale orbitale endoscopique

1

d’une fonction anti-spécifique f; les notations sont analogues a celles pour ’endoscopie des
groupes réductifs et on les expliquera dans Par la suite, on peut formuler le transfert de
fonctions f — fH qui fait concorder .J H,G‘(‘v f) et lintégrale orbitale stable J5(-, fH) sur H.
Comme pour ’endoscopie pour les groupes réductifs, le transfert doit étre explicite pour les
fonctions sphériques dans le cas non ramifié . De tels énoncés sont connus sous le nom de
“lemme fondamental”.

Esquissons nos réponses aux questions ci-dessus.

1. Soit F' une extension finie de Qp, p > 2. Selon un résultat de Savin [72], ’algebre d’Iwahori-
Hecke spécifique (ou anti-spécifique) de G est isomorphe & l’algébre d’Iwahori-Hecke de
SO(2n + 1), le groupe orthogonal impair déployé. Cela suggere que 'on doit regarder
Sp(2n,C) comme le groupe dual de G ; de telles évidences existent aussi pour le cas F = R
[3]. En poursuivant cette philosophie, on définit une donnée endoscopique elliptique de
éB(Zn) comme une paire (n/,n") € Z2%, telle que n’ + n” = n; le groupe endoscopique
associé est Hy v = SO(2n' + 1) x SO(2n” + 1). Contrairement & '’endoscopie pour
SO(2n + 1), on distingue les données (n’,n") et (n”,n’).

2. Soit v = (v',7") € Hy v (F) semi-simple ayant valeurs propres

ay,...al, 1, (a7 @) a1 (dl) T (e

provenant de v/ provenant de ~"/

On dit que 6 € G(F') correspond a 7 s'il est semi-simple avec valeurs propres

a'l, N ,CL;L/7 (a;/)fl, ey (CLll)il, —CLll,, ey —a;iu, —(a;;//)il, ey —(alll)il.

Cela induit une application entre classes de conjugaison semi-simples géométriques.

3. Il y a aussi une définition ad hoc de stabilité : deux éléments semi-simples réguliers dans
G sont stablement conjugués si leurs images dans G(F) sont stablement conjugués et si
tr w$ —trw, prend la méme valeur, ou wi sont les deux morceaux irréductibles de la
représentation de Weil. C’est aussi la voie poursuivie dans [2), 41].

4. Le facteur de transfert est plus subtil. Lorsque F' = R et n” = 0, Adams a défini un
facteur de transfert A sur 'ensemble des éléments semi-simples réguliers dans G et il est
égal a tr w;f — trw,,. Plus généralement, pour un groupe endoscopique H quelconque, le
facteur de transfert est défini dans cet article comme un produit A = A’A”Aq, ou A’, A”
sont fabriqués a partir des caracteres tr wf; et Ag est un terme relativement simple qui est
stablement invariant. Le facteur A coincide avec le facteur défini par Renard [71]. Il n’y
a pas de facteur Ay comme en [52], car nous avons normalisé les intégrales orbitales.

Le facteur de transfert satisfait aux propriétés suivantes.

Spécificité : on exige cette propriété de sorte que l'intégrale orbitale endoscopique
est bien définie.

Propriété de cocycle : ¢’est une condition naturelle pour I’endoscopie, qui affecte
des signes aux classes de conjugaison dans une classe de conjugaison semi-simple réguliere
stable.

Descente parabolique : cela réduit le calcul du facteur de transfert aux éléments
elliptiques ; c’est aussi la principale raison pour laquelle on travaille sur le revétement a
huit feuillets.
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Normalisation : dans le cas non ramifié, le facteur vaut 1 pour les éléments a
réductions réguliéres qui se correspondent.

Symétrie (5.3.8) : qui relie les facteurs de transfert pour H, ,» et Hyn s . Cette symétrie
est réalisée par la multiplication par une image réciproque canonique dans G de —1 €
G(F), ce que 'on désigne encore par —1. L’usage d'un tel élément est loisible car on
travaille avec le revétement a huit feuillets.

Formule du produit : elle servira a stabiliser les termes elliptiques réguliers dans
la formule des traces.

Les quatre premieres propriétés et la descente semi-simple caractérisent le facteur de transfert
dans le cas non ramifié (cf. [37]).

Dans le cas F = R, J. Adams [2] a établi le relevement de caractéres entre G et SO(2n 4 1)
et D. Renard [70] a démontré le transfert d’intégrales orbitales. Pour les groupes endoscopiques
Hy v en général, le transfert d’intégrales orbitales est établi par Renard dans le cas réel;
son formalisme parait différent, mais il est équivalent au notre, pour l'essentiel. Pour F' non
archimédien, n’ = 1 et n” = 0, J. Schultz a établi le relevement de caractéres entre G et SO(3)
dans sa these [74].

Indiquons briévement notre approche. A la suite de Langlands, Shelstad [50] et Waldspurger,
on applique la méthode de descente semi-simple de Harish-Chandra pour réduire le transfert
a lalgebre de Lie. Le revétement disparait et on se ramene a des situations composées de
I’endoscopie pour les groupes unitaires et symplectiques, ainsi qu’une situation “non standard”
étudiée dans [84], a savoir le transfert entre les algebres de Lie de Sp(2n) et SO(2n + 1). Grace
aux travaux de Ngo Bao Chau [67], le transfert est maintenant établi dans chaque situation
ci-dessus. Le noyau technique de cet article est donc de prouver que notre facteur A se descend
en les bons facteurs aux algebres de Lie. On demande de plus que les facteurs ainsi descendus
soient normalisés dans le cas non ramifié.

Récapitulons la structure de cet article.

— Dans §2, on recueille les définitions et propriétés de base du groupe métaplectique. L’usage
de cocycles est minimaliste. Il y a aussi des discussions de revétements non linéaires en
général.

— Dans §3, on parametre explicitement les classes de conjugaison dans les groupes clas-
siques. La classification est bien connue. Remarquons que notre convention differe de
celle de [82] (voir [3.3.6). Faute d’avoir une référence complete, on y reproduit toutes les
démonstrations.

— Dans §4, on rappelle les formules du caractere de la représentation de Weil dues a Maktouf
[59] en suivant ’approche de T. Thomas [79]. Leurs approches reposent sur le modele de
Schrodinger du groupe métaplectique. Ces formules servent aussi a caractériser le scindage
au-dessus d’un parabolique de Siegel . Pour traiter le cas non ramifié, il faudra aussi
étudier le caractere via le modele latticiel.

— Dans §5, les fondations de I’endoscopie sont mises en place. On établit aussi des résultats
utiles pour les articles qui feront suite.

— La section §6 traite le transfert archimédien. On réconcilie le formalisme de Renard avec
le notre. On prouve que nos facteurs de transfert coincident et le transfert archimédien
en résulte.

— La section §7 est consacrée a la descente semi-simple. La descente des termes A/, A”
repose sur des formules de Maktouf et le calcul de I'indice de Weil de la forme de Cayley
. D’autre part, la descente du terme Ay est une manipulation des symboles locaux
et des formes quadratiques.

— La section §8 reprend les arguments pour I’endoscopie des groupes réductifs (cf. [84]);
on établit le transfert non archimédien et le lemme fondamental pour les unités par la
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méthode de descente.
Dans §6-§7, on travaillera avec le revétement métaplectique a f feuillets avec 8|f. Dans §8, on
supposera f = 8.
Enfin, signalons un autre formalisme de I’endoscopie pour %(Qn) proposé par Renard dans
[71] pour le cas F' = R. Grosso modo, les données endoscopiques elliptiques sont toujours en
bijection avec les paires (n’,n”) € Z2, telles que n’ + n” = n, mais les groupes endoscopiques

sont Sp(2n’) x Sp(2n”). Le facteur de transfert est Ag. Nous étudierons une variante de ce
formalisme en détail dans dont les définitions marchent dans le cas non archimédien sans
modification. En particulier, on peut parler du transfert d’intégrales orbitales a la Renard.

Remarquons que 'on peut déduire le transfert a I'aide du transfert a la Renard composé
avec le transfert de Sp(2k) vers SO(2k + 1) (associé a la paire (k,0)) pour k =n’ et k =n". Vu
la définition du facteur de transfert A = A’A” A, cette approche parait raisonnable. En effet,
le transfert pour F' = R sera démontré de cette fagcon dans Réciproquement, si I'on peut
montrer que chaque intégrale orbitale stable sur SO(2m + 1) provient de Sp(2m) via transfert,
alors le transfert a la Renard résulte de notre formalisme. On espere revenir un jour sur cette
question.

Conventions

On note S' le groupe {z € C* : |z| = 1}. Si f € Z, on note ¢ le groupe {z € C* : 2f =1}
Si A est une algebre centrale semi-simple de dimension finie sur un corps F', on note la trace et
la norme réduite par tr o/ et Ny p respectivement.

Corps locaux Soit F un corps local non archimédien, on note op ’anneau des entiers, pp
I'idéal maximal de op et wpr une uniformisante choisie. On prend toujours la valuation v sur
F telle que v(wr) = 1. Le conducteur d’un caractere additif ¢ : F — S! non-trivial est le plus
grand sous op-module a de F tel que ¢|, = 1. Le symbole de Hilbert quadratique pour le corps
local F' est noté par (-,-)r. Le groupe de Galois absolu de F' est noté I'p.

Groupes réductifs Soit F' un corps et M un F-groupe réductif. La composante connexe de
M est notée M. Soit R une F-algebre commutative, on note I'ensemble de R-points de M par
M(R). Lorsque M est un groupe classique, on confond systématiquement M (F) et M.

Supposons que M agit algébriquement sur une F-variété X. Pour x € X (F'), on note M* C
M son fixateur et M, := (M?®)°. Par exemple, M agit sur lui-méme par conjugaison et on
obtient ainsi les commutants.

Supposons M connexe et soit m € M (F'). La classe de conjugaison contenant m est notée
O(m). On dira que mj,my € M(F) sont géométriquement conjugués s’ils sont conjugués par
M(F). La classe de conjugaison géométrique contenant m € M(F) est notée par O%°(m).
L’ensemble de classes de conjugaison (resp. conjugaison géométrique) semi-simples dans M est
noté par Gs(M) (resp. C5°(M)). L'ensemble des éléments semi-simples dans M(F) est noté
M(F)gs. On dira qu’un élément m € M (F')gs est régulier si M, est un tore, on dira qu'il est
fortement régulier si de plus M"™ = M,,. L’ouvert de Zariski des éléments semi-simples réguliers
dans M est noté M, eg.

Soient m1, my € M(F)ss, on dira qu’ils sont stablement conjugués sil existe z € M (F) tel
que 7 myxz = my et zo(z)"! € M, (F) pour tout ¢ € I'p. La classe de conjugaison stable
contenant m est notée par O%(m); 'ensemble de classes de conjugaison stable semi-simples
dans M est notée par €5(M). Si m est fortement régulier, alors 0&°(m) = O%*(m). On dit
qu'une fonction ¢ est stablement invariante si O%(z) = O%(y) implique ¢(z) = ¢(y).
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Eléments compacts Soit F un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle
p. Soient M un F-groupe réductif connexe et § € M(F). On dit que § est compact si I'en-
semble 07 est d’adhérence compacte dans M (F). On dit que § est topologiquement unipotent si
limy, 00 07" = 1. Soit X € m(F'), notons T le plus grand F-tore central dans le commutant de sa
partie semi-simple X. On dit que X est topologiquement nilpotent si |[z*(Xs)|r < 1 pour tout
x* € X*(T). Si p est assez grand (voir [84] 4.4 pour une borne explicite), ’exponentielle fournit
un homéomorphisme de I’ensemble des éléments topologiquement nilpotents sur I’ensemble des
éléments topologiquement unipotents. Tout élément compact § admet une décomposition de Jor-
dan topologique 0 = exp(X)n = nexp(X), ou X est topologiquement nilpotent et 7 est d’ordre
fini premier & p. Cette décomposition est unique, 1 et exp(X) appartiennent a 'adhérence de
6%. Les détails se trouvent, par exemple, dans [84] 5.2.

Formes quadratiques Dans ce texte, on ne considere que les formes quadratiques non
dégénérées. Soient A un anneau commutatif avec % et ay,...,am € A, on note (ay,...,an) la
A-forme quadratique sur A™ définie par

2

(T1,..., %) — @123 4 ... a2,

On note par H la forme hyperbolique de rang 2. On abrege souvent une forme quadratique
(V,q) par q. Si F est un corps local et ¢ est une F-forme quadratique, on note det ¢ le déterminant
de ¢ et s(q) linvariant de Hasse de ¢. On note la somme orthogonale des formes ¢; et ¢ par
q1 @ q2. Pour un caractere additif non-trivial ¢ : F — S' et une F-forme quadratique g, notons
Y(q) U'indice de Weil défini dans [89]. Il induit un homomorphisme du groupe de Witt W (F)
vers  s.

2 Le groupe métaplectique

2.1 Revétements de groupes réductifs

Soient F' un corps local et m € Z>;. Soient M un F-groupe algébrique et p : M — M(F) une
extension centrale de groupes topologiques telle que Ker (p) ~ ,,; on appelle un revétement
a m feuillets. Il y a une notion naturelle d’équivalence pour de tels revétements. Le groupe M
est localement compact. De plus, il est totalement discontinu si F' est non archimédien. Nous
fixons toujours une identification Ker (p) = .

Supposons M réductif. Soit P un sous-groupe parabolique défini sur F' dont U est le radical
unipotent. Alors il existe un unique scindage s : U(F) — M pour p, qui est invariant par
conjugaison par P(F') ([66], appendice A).

Objets spécifiques Soit C’COO(M ) lalgebre des fonctions lisses & support compact sur M,
munie du produit de convolution. Il y a une décomposition

Cx(M)= @ Cx0)
x€Hom( m,CX)

selon I'action par translation par ,,. Idem pour I'espace des fonctions de Schwartz S (]\Zf ) lorsque
F' est archimédien.

Soit x € Hom( ,,, C*). Une fonction dans C'EOX(M) (resp. Sy(M)) est dite x-équivariante.
Ceci permet de définir la notion de distributions y-équivariantes. Une représentation 7w de M
est dite x-équivariante si w|  est une somme de x. Le caractére d’une représentation de M ,
pourvu qu’il soit bien défini, est y-équivariante si et seulement si sa représentation ’est.
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Notons x— : ,,, < C* le plongement standard. Pour x = x_ (resp. x = Xil), les objets
X-équivariants sont abrégés comme spécifiques (resp. anti-spécifiques). Les objets spécifiques
(resp. anti-spécifiques) sont affectés de 'indice — (resp. --). Par exemple, on définit les espaces
Cgo_(M ) et CCOO(M ). Lorsque F' est archimédien, on définit de la méme maniére les espaces

S_(M) et S--(M).

Pousser-en-avant  Soit m|m’. On peut pousser-en-avant I’extension centrale 1 — ,,, — M —
M(F) — 1via ,, < v et on obtient ainsi un revétement & m/-feuillets p’ : M’ — M(F).
On le note aussi par M’ = M x . m'. La restriction de M’ & M identifie les objets spécifiques
sur M’ A ceux sur M (par exemple les fonctions, les représentations etc...). De méme pour les
objets anti-spécifiques.

Tout revétement que l'on rencontrera dans cet article provient d’un revétement a deux
feuillets. Indiquons un passage entre objets spécifiques et anti-spécifiques dans telles situations.

Proposition 2.1.1. Soient m € 2Zsy, p : M — M(F) un revétement & deux feuillets et
M':=M x , . Alors il existe un caractére continu € : M’ — my2 tel que §([m, €]) = e~ 2.

L’application m — wRE est une bijection des représentations spécifiques sur les représentations
anti-spécifiques. L’application f — f& induit un isomorphisme d’algébres CSO,(J\Z[’) = Cgo(]\;[/) ;
elle induit un isomorphisme S_(M') = S--(M') si F est archimédien.

Démonstration. On vérifie que £ est bien défini et continu. Le reste en résulte immédiatement.
O

Remarque 2.1.2. On aura parfois besoin de considérer M’ := M x ., C*, qui est une exten-
sion de M (F) par C*. Les définitions ci-dessus sont pareilles pour M’ et on a toujours ladite
équivalence entre objets spécifiques/anti-spécifiques.

Si F' est un corps global et A son anneau d’adeles, alors les terminologies précédentes
s’adaptent aux revétements de M (k) ou k est une sous-algebre de A munie de la topologie
induite.

Nous adoptons systématiquement la convention de désigner un élément dans M par 1, etc.,
et sa projection dans M (F') par m, etc.

2.2 La représentation de Weil et le groupe métaplectique local

Soit F' un corps local de caractéristique nulle. On fixe un caractere additif non trivial ¢ :
F — St

Soient n > 0 et (W, (-|-}) un F-espace symplectique de dimension 2n. On supprime souvent
la forme (-|-) quand on parle d’un tel espace.

Le groupe de Heisenberg H (W) associé a (W, (-|-)) est 'espace W x F muni du produit

(w, 1) - (', 1) = (w bl b+t + <w’2w,>> .

Le centre de H(W) est {0} x F' ~ F, on 'identifie & F.
Notons Sp(W) le groupe symplectique associé a (W, (-|-)). Il agit sur H(W) par

g- (wvt) = (g(w)vt)'

Le théoreme de Stone-von Neumann affirme qu’il existe une et une seule représentation lisse
irréductible (py, Sy) de H(W) de caractere central 1), a isomorphisme pres. De plus, une telle
représentation est admissible et unitarisable.
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Soit g € Sp(W). La représentation

Py, hoer py(g - h)

vérifie encore les propriétés du théoreme de Stone-von Neumann, d’ot un opérateur d’entrela-
cement M(g] : Sy :— Sy tel que

M(g] o py = pjj, o Mlg].

L’opérateur Mg] est unique & une constante multiplicative pres, donc g — M[g] est un ho-
momorphisme Sp(W) — PGL(Sy). Si I'on remplace (py, Sy) par sa version unitaire, on peut
supposer que M[g] est une isométrie.
Posons
Spy(W) := {(g9, M) € Sp(W) x GL(Sy) : M o py = pjj, o M}.

Cela fournit une extension centrale de Sp(W) par C* et Sp, (W) admet une structure naturelle
—~(2 P
de groupe localement compact ([89], §35). Notons Sp( )(W) le groupe dérivé de Sp,,(W).

—~(2 —~(2
Si F = C, le revétement p : Sp( )(W) — Sp(W) est scindé et on identifie Sp( )(W) a
9 X Sp(W); sinon, p est I'unique revétement non trivial & deux feuillets de Sp(W). C’est
pourquoi nous avons supprimé l'indice . La représentation de Weil attachée a i est la composée
—~—(2 o
Wy Sp( )(W) — Spy(W) — GL(Sy). Elle se décompose en deux morceaux non-isomorphes
irréductibles, I'un dit pair (+) et Pautre impair (—)

W :wi@w;,

ou les représentations wi sont admissibles et unitarisables. Cela permet de définir ses caracteres

—~(2
comme distributions spécifiques sur Sp( )(W)
Soit f € 2Z>1. Posons

()
Sp (W) =5 W) %, x.

~(f
Notons le revétement Sp( )(W) — Sp(W) par la méme lettre p. On obtient ainsi une famille de
(")

__(f —
revétements indexée par 2Z>; telle que Sp( )(W) C Sp (W) si et seulement si f|f’. Regardons

—~(f
wi comme représentations spécifiques sur les Sp( )(W) Idem pour leurs caracteres.

—~(f
Dans le cas F' = C, on a un scindage canonique Sp( )(W) ~ ¢ x Sp(W). Dans le cas trivial

e . ()
W = {0}, nos définitions entrainent que Sp (W) = .

2.3 Sous-groupes et réseaux hyperspéciaux

Supposons que F' est non archimédien de caractéristique résiduelle p > 2. Soit L C W un
op-réseau, on définit son réseau dual comme

L*:={weW:Yme L, (wm) € op}.
Un réseau L dans W est dit autodual si L* = L. De tels réseaux existent toujours.

Théoréeme 2.3.1. Si L est un réseau dans W tel que L* = L ou L* = ppL, alors Kj, =
Stabgpwy (L) est un sous-groupe hyperspécial de Sp(W). Cela fournit une correspondance bi-
univoque entre les sous-groupes hyperspéciaux et les réseaux L tels que L* = L ou L* = ppL.
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Un tel réseau L détermine un modele de Sp(W) sur op. On définit le réseau hyperspécial
dans sp(W) associé a L par £ := sp(W,op). Si Uon remplace (:|-) par wg(:|-) alors cela a
pour effet d’échanger les réseaux L avec L* = L et ceux avec L* = wprL, & homothéthie pres;
pourtant Sp(WW) ne change pas.

Observons aussi que Sp(W) agit transitivement sur les réseaux autoduaux. Nous avons fixé
une forme symplectique (:|-) sur W, cela a l'effet de distinguer une classe de conjugaison cano-
nique de sous-groupes hyperspéciaux de Sp(W), a savoir ceux associés aux réseaux autoduaux.
On ne considere que des tels sous-groupes hyperspéciaux dans cet article.

2.4 Modeles de la représentation de Weil

Nous donnerons deux constructions pour la représentation (py, Sy) et les opérateurs d’en-
trelacement M [g] dans les définitions précédentes. Commengons par une construction générale.

Soit A C W un sous-groupe tel que Ap := A x F est un sous-groupe abélien maximal dans
H(W); ceci est équivalent & A = A+ ot A+ := {w € W : Va € A, ¥((a,w)) = 1}. Puisque
Ar/({0} x Ker (1)) est abélien, il existe un caractere ¢4 : Ap — S' qui prolonge 1 x v sur
{0} x F. On définit

(pa. Sa) = Ind{ " (14).

Théoréme 2.4.1. (pa, Sa) est une représentation lisse irréductible de caractere central 1.

Le modele de Schrodinger

Les détails se trouvent dans [78, [79].

Un sous-espace £ C W est dit un lagrangien dans W si £ est totalement isotrope de dimension
maximale pour (-|-). Notons Lagr(W) lensemble des lagrangiens dans W.

Dans la construction ci-dessus, prenons pour A = ¢ € Lagr(W). Dans ce cas-1a {p = ¢ x F
comme groupes topologiques, et on peut prendre ¥y, = 1 X 1. Soit (pg, S¢) la représentation
ainsi obtenue. On fixe une mesure de Haar sur £ et on prend la mesure autoduale sur W par
rapport a ¥ ((-]-)). La représentation (ps, Sy) s’identifie a I'espace des vecteurs lisses de I'induite

. H(W)
compacte ind, " (¢y).

Soit ¢ un autre lagrangien muni d’'une mesure de Haar. P. Perrin a défini un opérateur
d’entrelacement canonique

yggg : Sg — Sg/.

C’est essentiellement une transformation de Fourier partielle convenablement normalisée.
Soit g € Sp(W), alors on obtient une isométrie par transport de structures :

gy : Sg — Sgg.

Définissons
Mylg] := Foge 0 g« = gx © F 144

On vérifie que (g, My[g]) € %w(W) Grosso modo, la représentation @, sur $¢(W) ne peut
pas étre définie sur Sp(W) car Fp ¢ 0 Fyp ¢ n'est pas égale & Fyr 4, mais differe par un nombre
complexe de module 1 (¢,¢',¢" € Lagr(W) quelconques). Pour expliciter cette obstruction,
récapitulons des propriétés de I'indice de Maslov telle qu’elles sont énoncées par T. Thomas
78]

Etant donnés fq, ..., by € Lagr(W) (m > 3), On définit une F-forme quadratique 7(¢1, ..., {p).
Elle s’appelle l'indice de Maslov. Soit [7(1,...,¥y)] sa classe dans le groupe de Witt W (F);
cette classe satisfait aux propriétés suivantes.
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1. Invariance symplectique. Pour tout g € Sp(W),
Ty, ooy lm) = 7(gly .y glm).

2. Additivité symplectique. Soient W7, Wy deux F-espaces quadratiques et W := W7 @
Wa. Si by, ..., Ly € Lagr(Wh) et £y, ..., 0, € Lagr(Ws), alors

Tl D),y D) =Ty, ) DT, ).
3. Symétrie diedrale.
Ty ) =Tl oy by b)),
[T(l1,. . )] = —=[T(lmm, ..., 01)].
4. Condition de chaine. Pour tout 3 < k < m, on a
[T(l1y ..o lm)] = [T(1y o )]+ [T (01, by - oy )]

Dans le cas m = 3, l'espace 7({1, {2, 3) est Witt équivalent a I'indice de Maslov défini par
Kashiwara [57]. Vu la condition de chaine, cela détermine [7(¢1,...,¥4y,)] € W(F) pour m > 3
quelconque. La dimension de 7 est aussi calculée :

Proposition 2.4.2 ([78]). Regardons les lagrangiens {l1,... Ly, comme indexés par 7/mZ.
Alors :
. m — 2)dim W . .
dim7(£y,. .., 0n) = (; - > dim(6 N i) +2d1mA M ¢
1E€EZ/mZ 1E€EZ/MmZ

Théoréme 2.4.3 (G. Lion, P. Perrin). Soient ¢1,...,¢,, € Lagr(W) (m > 3). Alors

F 1, 00 Tty = Yp(—T(l1, . b)) - ids,, -
Corollaire 2.4.4. Soit ¢ € Lagr(W), alors pour tout xz,y € Sp(W) on a

My[z] - Myly) = vy (7(€, yt, wyl)) My[zy].
On en déduit un scindage au-dessus d’un sous-groupe parabolique de Siegel.

Proposition 2.4.5. Soit ¢ € Lagr(W). Notons Py le sous-groupe de Sp(W) qui stabilise £, alors
op &= (x, My[z]) fournit un scindage de p : Spy, (W) — Sp(W) au-dessus de Py(F).

Démonstration. Vu la définition de la topologie sur %¢(W) ([89], §35), la continuité de oy est
immédiate. Il suffit que 7(¢, z¢, z2'¢) = 0 pour tous x, 2’ € Pp(F). Or dans ce cas 7(¢, zl, z2'l) =
T(l,0,0), et montre que sa dimension est zéro. O

Définition 2.4.6. L’élément oy(—1) dans Sp,, (W) est central d’ordre 2. Il s’envoie sur —1 dans
Sp(W). On le note abusivement par —1. Cette convention sera justifiée par le fait qu’elle ne
dépend pas de ¢ (2.4.7) et qu’elle est compatible avec tout scindage de p dont nous ferons usage

€53 [L12).

On abrége souvent (—1) - & par —Z, pour tout Z € Sp,,(W). L’'indépendance du choix de ¢
résulte de la proposition suivante.

Proposition 2.4.7. L’élément —1 € Sp, (W) agit par £id sur Sj

Démonstration. Fixons ¢ € Lagr(W). On se raméne & prouver que M;[—1] agit par +id sur ST,
ce qui résulte des formules explicites dans [65] chapitre 2, IL.6. O

~(f
Il sera démontré que —1 vit dans le revétement Sp( )(W) pourvu que 8|f (2.4.13). On

obtiendra aussi une caractérisation de —1 par la valeur du caractere de la représentation de
Weil.
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Le modéle latticiel

Dans cette sous-section, I’ est supposé non archimédien de caractéristique résiduelle p > 2.
Fixons un op-réseau L C W tel que L = L+ et prenons A = L dans la construction générale de
(pa,Sa). De tels réseaux existent toujours.

Prenons Ly = L x F. Puisque p > 2, Lp est un sous-groupe de H (W) et on peut prendre
Yr(a,t) = (t). D’olt une représentation lisse (pr,Sr) de H(W).

On choisit un systeme de représentants R C W de lespace discret W/ L. Pour tout r € R,
définissons une fonction localement constante & support compact f, : H(W) — C par

(T’\a>> Col
t+-5+), sir'=r
i vay = (1

0, sinon
our’ € Reta e L. Ces fonctions forment une base de Sy,. Si ’'on munit S;, du produit hermitien
(fl9) == X wew,r f(w,0)g(w,0) en rappelant que W/L est discret, alors {f; };cr est une base
orthonormée.

Proposition 2.4.8. Posons K := Stabs,wy(L). Pour x € K, soit Mp[z] : Sp, — Sp l'opérateur
unitaire g(-) — g(x=1(+)). Alors x — (x, My[x]) est un homomorphisme injectif continu de K

— ~—(2
dans Sp,,(W). Ceci fournit un scindage de p : Sp( )(W) — Sp(W) au-dessus de K.
Démonstration. Pour la deuxieme assertion, voir [65], Chapitre 2, II.10. O

Le sous-groupe ouvert compact K est toujours hyperspécial. Nous identifions désormais K

—~(2
comme un sous-groupe ouvert compact de Sp( )(W)

Proposition 2.4.9. Soient {f.},cr les fonctions définies précédemment. Pour r,r' € R et
re K, ona

siz l(r')—relL

(rla1() — 7)
(My[z)f,)(+,0) = d’( 2 )

0, sinon.

Autrement dit, si v’ € R représente la classe =1(r) mod L, alors on a

(Mylalf,) = v (W) i

Remarque 2.4.10. Lorsque v est de conducteur o, on a M+ = M* pour tout réseau M C W ;
en particulier, L est autodual.

Remarque 2.4.11. Supposons ¢ de conducteur op. Posons
H(L):=L xop.

C’est un sous-groupe ouvert compact de H(W). Soit (py,Sy) une représentation satisfaisant
aux énoncés du théoreme de Stone-von Neumann. En utilisant le modele latticiel associé a un
réseau autodual L, on montre que

dime S5/ = 1.

En effet, cet espace engendré par la fonction caractéristique de L. Soit sy, € S{Z 2

M7 [x] est caractérisé par My [z|(sp) = si.

, sp, # 0, alors



SECTION 2 29

Montrons une compatibilité entre le modele de Schrodinger et le modele latticiel qui sera
utile. Supposons qu'il existe ¢, ¢’ € Lagr(W) tels que W = £ @& ¢ et L = ({NL)® (¢ NL). Soit
x € Sp(W) tel que xl =L et xt/ =1'.

Proposition 2.4.12. Conservons les hypothéses ci-dessus. Soit T un F-tore maximal déployé
dans Py N Py, alors My[x] = Mp[z] pour x € T(F)N K.

Démonstration. Du point de vue du modele de Schrodinger, S{Z () et engendré sy, := Lpqp
([65] chapitre 2, II. 10). On a My [z](sr) = s, car x € K. D’apres la formule explicite de My[z]
([65] chapitre 2, II. 6), on a aussi My[z](sr) = sr,, d’ou lassertion. O

La construction de Lion-Perrin

Le modele de Schrodinger conduit a une construction du revétement a deux feuillets p :

~(2
Sp( )(W) — Sp(W), étudiée systématiquement par Lion et Perrin [56].
Pour V un F-espace vectoriel de dimension finie, posons

max

o(V)i= (\ V\ {0p)/F2

C’est un torseur sous F*/F*2; ici nous adoptons la convention \’{0} = F de sorte que
0({0}) = F*/F*2. Un élément dans o(V) est dit une orientation de V.

Soient (1,0 € Lagr(W) et e; € o(¢;) (i = 1,2). Les F-espaces vectoriels £1/(¢1 N {2) et
l5/(¢1 N £3) sont en dualité par rapport a (-|-), d’out 'accouplement

() s 0(l1 /(€1 N ko)) x 0(la)(0y N Ly)) — F*JF*2,

Fixons une orientation e € o(¢1N¥¢3) et choisissons €; € o(¢;/(¢1N¥¢3)) de sorte que €; Ae = ¢;
(i = 1,2). Définissons
Agl,@ = <él|ég> S FX/FX2.

C’est indépendant du choix de e.
Fixons maintenant ¢ € Lagr(W) et e € o(£). Pour tout g € Sp(W), munissons g¢ de 'orien-
tation transportée. On définit

w —dim gfné—1

mg(€) := yy(1) Yo (Agee)-

~(2
Cela ne dépend pas du choix de l'orientation e. On construit Sp( )(W) comme ’ensemble des
(9.t), g €Sp(W), t:Lagr(W) — C*

tels que
— t(€)? = my(£)? pour tout ¢;
— t(0") = yy(7 (¢, gt, gl', 0"))t(¢) pour tout ¢, .

La multiplication dans %(2)(W) est définie par (g,t)(¢',t") = (g9, tt’ - c4,4) OU
Ca.q () = y(7(¢, gL, 9g'0)).

~—(2
On définit p : Sp( )(W) — Sp(W) par p(g,t) = g. En utilisant les propriétés de 'indice de
Maslov, on vérifie que la multiplication est bien définie et associative, et que p est un revétement
a deux feuillets. L’élément neutre est (1, 1) ou 1 est la fonction constante de valeur 1.
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Soit ¢ € Lagr(W), on définit la fonction d’évaluation ev, par
@
(1.2) V(g,t) €Sp (W), eve(g,t) =1(L).

Etant fixé un lagrangien ¢ € Lagr(W), on a un plongement de é\f)(m(W) dans Sp,, (W) par
le modele de Schrédinger :

(9,t) = (g,t(€) My[g)).

—~(2 o
L’image ne dépend pas du choix de £ et cela identifie Sp( )(W) au sous-groupe dérivé de Sp,, (W).
Notons P = P, le stabilisateur de /; c’est le sous-groupe parabolique de Siegel associé a /.

—~(8
Le résultat suivant affirme que le revétement Sp( (W) est suffisamment grand pour réaliser le
modele de Schrodinger.

Proposition 2.4.13. Le scindage oy : P(F) — Spy (W) dans|2.4.5 est d valeurs dans é\f)(S)(W).
(8)(W)

En particulier, I’élément —1 dans|2.4.6| appartient a §f)

Démonstration. On a o¢(g) = (g, My[g]). Il existe ¢ : Lagr(W) — C* tel que (g,t) € §[;(2)(W).

On voit que o¢(g) et 'image de (g,t) dans Sp,,(W) different par t(¢) € C*. D’aprés la construc-
tion de Perrin-Lion, t(¢) est un produit des indices de Weil 7,(-), qui appartiennent a g. D’ott
I’assertion. O

Remarque 2.4.14. Soit P, = MU une décomposition de Lévi, alors le scindage est unique sur
U(F) ([65], appendice 1). Nous donnerons une caractérisation de oy|ps en termes du caractere

de wy (T13).

2.5 Le cas global

Dans cette section F' est un corps de nombres. Notons A ’anneau d’adeles associé a F'.
Fixons un caractere non-trivial ¢ : A/F — S!, regardé aussi comme un caractere de A avec
décomposition en composantes locales

d}: ®wv

Fixons un F-espace symplectique (W, (-|-)) défini sur op, notons L ’ensemble de op-points
de W, c’est un op-réseau dans W. Pour toute place v de F', on construit les objets suivants :

H(W,) : le groupe de Heisenberg;
(puv, Sy) : représentation irréductible lisse de caractere central 1),;

(f)

%¢(Wv), §13 (Wy), Pu : les revétements  (f € 2Z>);

Wy, : la représentation de Weil.

Pour presque toute place finie v, v, est de conducteur o, et le complété L, de L est autodual.
Pour une telle v, posons K, := Stab(L,) et s, € S, le vecteur correspondant & la fonction
caractéristique de L, pour le modele latticiel (cf. .

On définit (py, Sy) = ®; (pv, Sy), produit restreint par rapport aux vecteurs s,. On définit
le groupe de Heisenberg adélique H (W, A) par rapport a L, alors (py,, Sy) est une représentation
de H(W,A) de caractere central ¢. Le groupe Sp(W, A) agit sur H (W, A) de fagon naturelle.
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(f)

On sait construire le produit restreint H;gf) (W,) par rapport aux K,. Posons

N := {(ev) c@PKer(p,) =P ¢:[[e0 = 1},

@) 1o (f)
Sp(W,A) =[] sp " (W,)/N.

—~(f —~(f
On écrit une classe dans Sp( )(VV, A) comme [Zy)],, o &, € Sp( )(Wv) pour toute v.

—~—(f
Les projections locales (p,), fournissent un revétement p : Sp )(W, A) — Sp(W,A) et on a

Ker (p) = ¢. On définit la représentation de Weil adélique par w,, := ®; wy, ; elle est spécifique.
—~(f
On retrouve les avatars locaux p, : Sp( )(Wv) — Sp(W,) comme les fibres de p au-dessus des
Sp(Wa).
Par ailleurs, on peut formuler une variante du théoreme de Stone-von Neumann pour

H(W,A), ce qui permet de définir
Spy (W, A) := {(g, M) € Sp(W, A) x GL(Sy) : pf, o M = Mo py}
comme dans le cas local. C’est une extension centrale de Sp(W, A) par C*. On définit §13(2) (W, A)

comme le groupe dérivé de %d,(VV, A). La représentation de Weil wy, provient de la projection

sur GL(Sy), et on a
@ aw,a)x , .

(2)

On définit les %(f)(I/V, A) en posant SNp(f)(I/V, A):=Sp (W,A) x s f-

Remarque 2.5.1. Les constructions dans cette section ne dépendent pas du choix de L. En
effet, si L, L' sont deux tels réseaux, alors L, = L] pour presque toute place finie v.

Pour formuler la théorie des représentations automorphes, il faudra un scindage canonique
de p au-dessus de Sp(W). L’existence d’un tel scindage est di & Weil. C’est unique et & image
~(2
dans Sp( )(VV, A) car Sp(W) est engendré par ses commutateurs. Donnons une construction
explicite. Fixons ¢ € Lagr(W), on construit les opérateurs My, [z] pour tout x € Sp(W) et toute

place v de F ou £, ;= ®p F,.
Proposition 2.5.2. L’application
i:Sp(W) — @NM A)
x> (2, Q) My, [2])

est un homomorphisme bien définie.

Démonstration. Prenons ¢ € Lagr(W) tel que W = £ {'. Pour presque toute place finie v, on a
L, = L,Nl,& L,NE, . D’apres les formules explicites pour My, [x] et s, ([65] chapitre 2, I1.6, I1.10)
avec la décomposition de Bruhat, My, [z] fixe s, pour presque tout v, donc &, My, [z] € GL(Sy)
et i est bien défini.

Montrons que i est un homomorphisme. Soient z,y € Sp(W), alors

My, [x] Mg, [y] = vy, (T(£, 2L, 2yl)) My, [2Y].

L’espace quadratique 7(¢,z¢, zyl) est défini sur F. Grace a la réciprocité de Weil ([89] §30,
Proposition 5), le produit ], vy, (7(¢, x¢, xyf)) vaut 1, cela permet de conclure. O
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(®)

Corollaire 2.5.3. Pour toute place v, soit —1, € Sp' (W,) Uélément considéré dans |2.4.6,

Alors i(—1) est égal a [—1y]y.

Démonstration. Sil'on plonge §f)(8)(m A) dans Sp, (W), alors [—1,], s'identifie &
(-1, ® My, [_1])7

qui est égal a i(—1) par ladite proposition. O

3 Classes de conjugaison semi-simples dans les groupes clas-
siques

3.1 Formes hermitiennes

Dans cette section, F' est un corps parfait de caractéristique # 2.

Formes pour les anneaux & involutions Fixons A une F-algebre et 7 une F-involution
de A (i.e. un antiautomorphisme de carré l'identité). On dit qu’une telle paire (A, 7) est une
F-algebre & involution. Lorsque A est étale, on supprime souvent 'involution et on exprime
'algebre & involution par A/A%, ol A% est la sous-algebre fixée par 7. C’est loisible car les
données A, A# déterminent 7.

Soit M un A-module projectif a droite de type fini. Lorsque A est commutatif, les modules
a gauche et & droite se confondent. Une application bi F-additive ¢ : M x M — A est dite une
forme sesquilinéaire si pour tout m,n € M et a,b € A, on a

q(malnb) = 7(a)q(m|n)b.
Une telle application g équivaut & un homomorphisme

9q :M — M* := Homu (M, A)
m — q(m|-)

ou on regarde le dual M* comme un A-module & droite par (fa)(m) = 7(a)f(m) pour tout
a€ A meM.

Une forme sesquilinéaire ¢ est dite non-dégénérée si g, est un isomorphisme. Soit € = £1, on
dit que ¢ est e-hermitienne si g est non-dégénérée et g(m|n) = er(¢(n|m)) pour tout m,n € M;
cela équivaut a la commutativité du diagramme

M —2 pr

e‘wl
9q

M** M*

ouw : M — M** est donnée par w(m)(A) = (A, m) pour tous m € M, € M*. Il y a une notion
naturelle d’isométries entre ces formes. Notons la catégorie des (A, 7)-formes e-hermitienne par
Herm(A, 7).

Voici quelques cas spéciaux que nous utiliserons plus tard.

- A=F,7=1id, e =1 : les F-formes quadratiques.

— Idem, mais ¢ = —1 : les F-formes symplectiques.
— A = FE une extension quadratique de F', 7 I'involution associée, ¢ = 1 : les E/F-formes
hermitiennes.

— Idem, mais € = —1 : les E/F-formes anti-hermitiennes.
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Pousser-en-avant des formes Supposons donnés une inclusion (Ay,71) < (A2,72) et un
homomorphisme F-linéaire ¢ : Ay — A; tel que t o 79 = 71 o t. Soit ¢ une (Ag, 72)-forme
e-hermitienne, on en déduit une (Aj,m)-forme e-hermitienne t.q sur M (regardé comme un
Aj-module) définie par

(teq)(m|n) = t(q(m|n)).

Formes en catégories Afin de classifier les classes de conjugaison, travaillons dans un cadre
plus abstrait. Une référence possible est [45] II.

Définition 3.1.1 (cf. [45] II 2). Une catégorie F-additive avec dualité est un triplet (C, %, w) ou
C est une catégorie F-additive, * est un foncteur C°° — C et w : ide = ** est un isomorphisme
de foncteurs.

Une forme e-hermitienne dans (C, x,w) est une paire (M, ¢) ou M est un objet dans C et ¢
est un isomorphisme M = M* tel que le diagramme

M _ ¢ M*
-]
est commutatif. On dit aussi qu'une forme e-hermitienne est hermitienne si € = 1 et anti-
hermitienne si ¢ = —1. On note la catégorie des formes e-hermitienne dans C par $erm®(C).

Soient (Cy, *1, 1), (Ca, *2, wy) deux catégories F-additives avec dualité. Un morphisme entre
elles est une paire (G,7n), ou G est un foncteur F-additif C; — Co et 1 est un isomorphisme
G o %1 = %9 0 G, tels que

G(w=1)
_

G(M) G(M™)
w2 UbVsd

est commutatif pour tout M.

On définit aisément la somme orthogonale de formes e-hermitiennes. Une isométrie entre
deux formes e-hermitiennes (M, ¢1), (Ma,¢2) est un isomorphisme h : M; = My tel que
h*¢ah = ¢1.

Pour une catégorie F-additive (C,#*,w) et un objet M dans C, on associe la forme e-
hermitienne hyperbolique comme la forme H(M) := (M & M*,¢) ou ¢ : M & M* — M* & M**
a l'expression matricielle suivante

0  idp=

€M 0

Les formes e-hermitiennes pour les anneaux discutées précédemment sont des exemples de
ce formalisme.

Si (C,*,w) est un produit fini [[;_;(C;, *;, w;), alors la catégorie des formes e-hermitiennes
dans (C, x, w) est canoniquement isomorphe au produit des catégories des formes e-hermitiennes
dans les (C;, *;, @;).
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3.2 Kit de classification

Fixons maintenant ¢ = +1 et une F-algebre a involution (A, 7) de la forme suivante :

—soit A=F, 7 =id;

— soit A = E une extension quadratique de F' et 7 la F-involution non triviale associée.

Si (M, h) est une (A, 7)-forme e-hermitienne, on note U(M, h) son groupe d’isométries.

Considérons la catégorie F-additive avec dualité ($),*,w) (abrégée comme $) dans ce qui
suit) suivante :

— les objets sont les paires (M, x), ou M est un A-module de type fini et z € GLA(M) est

semi-simple ;

— un morphisme (Mj,x1) — (M2, x2) est un homomorphisme A-linéaire f : My — My tel
que foxy =x90 f;
pour tout objet (M, z), on définit (M, z)* = (M*, (z71)*);

I’isomorphisme @ : id = ** est I’isomorphisme canonique M = M**, pour tout M.

L’ensemble des classes d’isomorphismes de formes e-hermitiennes dans $) s’identifie a celui
des triplets (M, h,x) ou (M,h) est e-hermitienne et x € U(M,h) est semi-simple, a isométrie
pres.

Soit (g, *,w) la catégorie F-additive avec dualité de (A, 7)-formes e-hermitiennes. On a un
foncteur d’oubli $ — $g. Pour classifier les classes de conjugaison semi-simples dans U(M, h),
il suffit de classifier les formes e-hermitiennes dans $) ayant une image dans )¢ isomorphe a
(M, h).

Pour ce faire, nous suivons la recette dans [45] II (6.6) qui est essentiellement une variante

de 'équivalence de Morita. Tout d’abord, on vérifie les propriétés suivantes pour $) et £ (cf.
[45] 1I. (5.2), (6.3)) :

C1 : tout idempotent se scinde;

C2 : tout objet M admet une décomposition M = @@;", N; ot N; est un objet indécomposable
et End(N;) est un corps; si N; = (V;,z;) est un objet dans $) alors End(NN;) est engendré
par x; sur A;

C3 : pour tout objet M, le radical de Jacobson de End(M) est nul.

En effet, ces propriétés ne font pas intervenir la dualité x, elles résultent de ’algébre linéaire.
Elles impliquent aussi la propriété de Krull-Schmidt pour $) et £g, au sens suivant.

Définition 3.2.1. On dit qu'une catégorie additive vérifie la propriété de Krull-Schmidt si
tout objet M admet une décomposition M = @;"; N; en objets indécomposables, unique &
permutation et isomorphisme pres.

Le type d’un objet M dans une telle catégorie est I’ensemble des classes d’isomorphisme de
ses composantes indécomposables V;.

La classification marchera en trois étapes. Soit (M, x,h) une forme e-hermitienne dans §).

Etape 1 Puisque § vérifie la propriété de Krull-Schmidt, on peut décomposer (M, z) selon
son type et puis regrouper par dualité de sorte que

m

(M, 2, ) = @ (M, i, ha),

i=1

ot (M;, z;) est de type N; (avec N; >~ N/) ou (N;, N¥) (avec N; 3¢ N;) pour tout i.
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Etape 2a Fixons 1 < i < m. Supposons d’abord (M;,z;) de type N;. D’aprés [45] 11 (6.5.1)
I’objet N; admet une structure d’une forme hermitienne ou anti-hermitienne, disons k; : NV; —
N;}. Posons K; := End(V;) = A(x;), c’est un corps et il admet 'involution A-linéaire canonique
d’adjonction ([45] II (3.2)) :

i fe kR

On a 7(x;) = x; Let 7; prolonge 7 sur A. Posons KZ# le sous-corps fixé par 7;.
Lemme 3.2.2. Si x; # +1, alors 7; # id.

Démonstration. On a 7; = id si et seulement si 7;(x;) = x;, ¢’est-a-dire x; = x;l, ce qui contredit
I’hypothese car K; est un corps. ]

Siz; = +£1, alors la classification de tels (M;, x;, h;) équivaut a la classification de (A, 7)—formes
e-hermitiennes. Conservons I’hypothése que x; # +1 dans ce qui suit.

Etape 2b D’autre part, si (M;, x;) est de type (N;, N;) alors il existe r tel que (M;,z;) =
(N; ® N)®" car (M;, ;) ~ (M, z;)* ([45] II (6.4)). On pose

K; := End(N; & N}) = End(N;) x End(N}).

Il est muni de l'involution 7; : (a,b) — (w(b*),a*). La sous-algebre KZ# fixée par 7; est
isomorphe a End(N;), donc KZ# est un corps. On a

(K, 7) ~ (K x K, (a,b) — (b, a)).

De plus, z; s’identifie a 1’élément (x;|n;,, (xz|]_vll)*) € K. Montrons que 7;(x;) = z; ' # ;.
En effet, si 7(x;) = z; alors z;|n, = xlmll, d’ont zi|n;, = £1 car End(NV;) est un corps, mais cela
implique que N; >~ N, qui est contradictoire.

Etape 3 Supposons pour l'instant que x; # +1 pour tout 1 <4 < m. Pour tout 4, posons

Qi = N; si (M;,x;) est de type (IV;),
N e N} si (M, z;) est de type (N, N).

Les objets K;, K Z# , i sont définis comme précédemment. On peut identifier (non canonique-
ment) l'espace sous-jacent de @; a K;. Définissons k; : Q; — Q7 qui correspond a la forme trace
sur le A-espace vectoriel K;

(¢:4) = tr g, a(mi(q)d).

Alors (Q;, k;) est une forme hermitienne dans ) car 7;(z;) = = *.

Posons maintenant Q := @@, @;, muni du morphisme k = @k; : @ = Q* de sorte que
(Q, k) est une forme hermitienne. On construit les objets suivants :

K := (P K; = End(Q),

x = (z;);, K = Alx],

K* =P KT,
7
TK 1= @Ti.
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Alors K est une A-algebre étale dont 7k est une involution prolongeant 7: A — A, 7 (x) =
z~1 et K# est la sous-algebre fixée par 7.

Posons $)|¢ la sous-catégorie pleine de $ dont les objets sont facteurs directs des Q¥" (r > 1).
Elle contient (M,x). Considérons le foncteur G := Homg(Q, —) de H|g dans la catégorie des
K-modules projectifs de type fini. Il préserve les dualités et induit une équivalence de catégories
F-additives avec dualités (J45] II. §3). Cela induit aussi une équivalence

Herm®(H|g) = Herm (K, 7x).
Donnons une forme plus utile de cette correspondance.

Proposition 3.2.3. Il existe une correspondance biunivoque
Herm® (K, 7x) = Herm®(9|g)

donnée par
(M, 1) = (tr gpa)« (M, h),

ot M est muni de ’automorphisme qui agit par multiplication par x € Q.

Démonstration. Puisque la formation de cette application est compatible aux réunions de types
{N;},{N;, N;}, il suffit de considérer le cas Q = Q; pour un 1 < i < m. Soit M = Q%",
I’isomorphisme

Homg (M, M*) = Homy (G(M), G(M)*)

respecte laction de Endg(M) = Mat,y,(K) des deux cotés. Prenons une (K,7)-forme e-
hermitienne (M, h) munie de la multiplication par x, alors tr g4 (M,h) munie de I'action
de = est une forme e-hermitienne dans $)|g. En faisant agir les endomorphismes “symétriques”
dans Endg(M), on voit que toute forme e-hermitienne sur g est de la forme tr g 4 (M, h)
avec la multiplication par z. Cette correspondance est biunivoque.

Remarque 3.2.4. Si Q; = N; @ N ou N; % N/, alors toute forme e-hermitienne dans g,
est hyperbolique([45] II (6.4)).

Conclusion Compte tenu des raisonnements ci-dessus, on a obtenu :

Théoréeme 3.2.5. Soit (M, h) une (A, 7)-forme e-hermitienne. Les classes de conjugaison semi-
simples dans U(M, h) sont paramétrées par les données suivantes.
— Une A-algébre étale de type fini K et une involution i : K — K. La sous-algébre firée
par Tk est notée par K#.
— Un élément semi-simple v € K* tel que 7(z) = 27!, v # 41 et K = A[z].
— Une (K, 7 )-forme e-hermitienne (Mg, hg). Quitte a rétrécir (K, Tx), on peut supposer
que (Mg, hg) est fidéle.
— Deux (A, T)-formes e-hermitiennes (M4, hy) et (M_,h_).
Ces parameétres sont soumis a la condition

(M, h) >~ trgya, (Mg, hic) © (M, hy) © (M-, he).

1l y a une notion évidente d’équivalence pour les paramétres. Les parametres pour une classe
de conjugaison semi-simple sont uniquement déterminés a équivalence preés.
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Précisons cette correspondance. Etant donné un tel paramétre
(K/K*, 2, (Mg, hi), (M, ha)),
on fixe un isomorphisme
¢ (M, h) = (Mo, ho) := tr g/a, (M, i) & (M, hy) ® (M-, ho).

Il induit ¢, : U(Mo, ho) — U(M, h). Soit zg € U(My, hg) qui agit comme multiplication par
x sur Mg et comme +id sur My. Alors O(¢«(x0)) est la classe cherchée; elle ne dépend pas du
choix de ¢. La classe ainsi obtenue est notée O(K/K#,x, (Mg, hr), (M, h)).

Remarque 3.2.6. Si A = F est une extension quadratique de F, alors K = K# @p E.

Discutons deux opérations sur les parametres.

Somme directe Soient (M', 1), (M" 1) deux (A, 7)-formes e-hermitiennes et posons (M, h) :=

(M, By (M",h"), alors on dispose d’un homomorphisme ¢ : U(M’, b )xU(M",h") — U(M, h).
Soient (K'/K'# x' (Mg, hg'),(M),h')) un parametre pour O(g') € U(M',K) et

(K"/K"# 2" (Mg, hgn), (MY, L)) un parametre pour O(g”) € U(M",h"). On définit leur

somme directe
(K//K,#> l‘/, (MK’a hK/)? (M:/b hl:l:)) D (K”/KN#7 xﬂa (MK”v hK”)a (M:/é? hl:f:))
comme un paramétre (K/K#, z, (Mg, hg),(Mx,ht)) ol
(K, TK) = (K/,TK/) X (K”,TK!/)

comme F-algebres a involutions, (Mg, hix) = (Mg/,hg') & (Mgr, hgr) la (K, 7x)-forme e-
hermitienne correspondante, et on définit (My,hy) = (ML,hy) & (MY, k). Alors
(K/K#,z,(Mg, hr), (Mx, hs)) parametre la classe O(u(g', g")) € U(M, h).

Pousser-en-avant Soient L une extension finie de F' et B := A®p L. Alors (B,id®7) est une
extension finie de (A, 7). Soit (M, h) une (B,id @ 7)-forme e-hermitienne, alors (M, tr g/4_h)
est une (A, 7)-forme e-hermitienne. On a une inclusion U(M,h) CU(M,tr gjs h).

Soit (K/K*,z,(My,hk),(Ms,hs)) un parametre pour une classe O(g) dans U(M, h),
toutes les données étant définies par rapport & L, alors (K/K#, x, (Mg, hi), (M, tr B/A L))
parametre la classe O(g) dans U(M,tr g/a h). Ici on regarde K/K # comme une F-algebre
étale.

Décomposition
Remarque 3.2.7. Si 'on décompose
(K/K#,2) = [[(Ki/ KT )
iel
de sorte que K l# est un corps pour tout ¢, alors il y a un isomorphisme canonique
Heem® (K, 1) ~ H.V)etme(Ki,TKi),
1€l

(M, hie) ~ [ [(Mx,, hic,)-
i€l
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L’étude des (K, 7x )-formes e-hermitiennes se ramene a celle des (K, Tk, )-formes e-hermitiennes.
Posons
I" :={i €I: K, est un corps}.

D’apres il suffit de considérer les indices i € I*.

Remarque 3.2.8. Indiquons deux extensions de ce formalisme. D’abord on peut étendre cette
classification aux restrictions des scalaires de schémas en groupes classiques : cela équivaut a
remplacer F' par un sous-corps Fy C F. Ensuite, on peut aussi considérer des produits de la
forme []; Resp,/r(U;), ou F; est une extension finie de F' et U; est un groupe classique sur F;,
pour tout <.

3.3 Paramétrage explicite

Maintenant on peut décrire explicitement les classes de conjugaison dans les groupes clas-
siques et leurs commutants. Par conséquent, on dispose aussi d’une description de la régularité.

Les groupes symplectiques Prenons A = F, ¢ = —1 dans la classification ci-dessus. Soit
(W, (-|-}) un F-espace symplectique, alors U(W, (-|-)) = Sp(W). Les classes de conjugaison semi-
simples dans Sp(WW) sont donc paramétrées par les données suivantes.

— Données (K/K#, x) comme dans @L K = Flx].

— Une (K, 7x )-forme anti-hermitienne (W, hi) o Wi est un K-module fidele.

— Deux F-espaces symplectiques (W, (-]-)4) et (W_, (-|-)-).
Les espaces symplectiques sont classifiés par leur dimension, donc les parametres sont soumis a
une seule condition

dimp Wi + dimp Wi + dimp W_ = dimg W.
Commutants. Soit g € O(K/K* x, Wk, hr), (Wx, {:|-)+)), alors

Sp(W)? =Sp(W)y = U Wk, hg) x Sp(W,) x Sp(W_).

Décomposons K = [[;c; Ki, 7 = (7)), © = (21), et (Wk,hx) = (Wi, hi))ier comme dans
3.2.70 Si i ¢ I* alors U(W;, h;) ~ GL % (n;) avec n; := %dimK# W;. D’otut :

UWi,hi) = [ [ Ukiis (Wi, hi) x [ GL
iel* ¢+

Régularité. La classe ainsi paramétrée est réguliere si et seulement si W, = W_ = {0} et
Wk ~ K. Une classe réguliere est forcément fortement réguliere.

Les groupes orthogonaux impairs Prenons A = F, e = 1. Soit (V,¢q) un F-espace qua-
dratique de dimension impaire, alors U(V, ¢) = O(V, q). Les classes de conjugaison semi-simples
dans O(V, q) sont paramétrées par les données suivantes

— Données (K/K#,r) comme dans K = F[z].

— Une (K, 7k )-forme hermitienne (Vi, hi) ou Vi est un K-module fidele.

— Deux F-espaces quadratiques (Vy,q4+) et (V_,q_).
Les parametres sont soumis a la condition

(Vyq) = (tr g/p)« (Vi hie) @ (Vi q4) © (Vo q-).
Pour que O(K/K# ., x, Vi, hi), Vi, q+))) appartienne a SO(V, q), il faut et il suffit que

dimpV, =1 mod 2,
dimpV_ =0 mod 2.
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Commutants. Soit g € O(K/K#, x, Vi, hx), (Vi,qx)), alors

SO(V.q)! =U(Vk,hk) X R
SO(V) (Z)g = U(VKa hK) X SO(V+,q+) X SO(V—7Q—)7

ou le groupe U(Vk, hi) admet une description analogue au cas symplectique, et
R ={(a,b) € O(V4,q+) x O(V_,q_) : deta - det b = 1}.

Donc les composantes connexes de SO(V, ¢)? sont définies sur F' et

2, si Vo # {0},

1, sinon.

(SO(V,q)7 : SO(V,q),) = {

Régularité. La classe ainsi paramétrée est réguliere si et seulement si

WK = K)
dimp Vy =1,
dimgp V_ =0 ou 2.

Une classe réguliere est fortement réguliere si et seulement si dim V_ = 0.

Les groupes orthogonaux pairs Soit (V,¢) un F-espace quadratique de dimension paire,
alors U(V,q) = O(V,q). Les classes de conjugaison semi-simples dans O(V, ¢) sont paramétrées
par les mémes données pour le cas impair, mais la condition sur dimp V4 devient

dimpVy =0 mod 2,
dimpV_ =0 mod 2.

Une classe de conjugaison O(K/K#,z, (Vi,hg),(Vi,qs)) dans O(V,q) se décompose en
deux classes OF par SO(V, ¢). On n’aura pas besoin de les distinguer dans ce texte.

Commutants. La description des commutants est pareille que dans le cas impair.

Régularité. Une classe O(K/K#,z, Vi, hx), Vi, qs)) est réguliere si et seulement si

WK >~ K,
dimF V:t S 2.

Une classe réguliere est fortement réguliere si et seulement si V. = {0} ou V_ = {0}.

Les groupes unitaires Prenons A = E une extension quadratique de F' et 7 I'involution de
E associée.
Soit (V,h) une (E,T)-forme e-hermitienne. Les classes de conjugaison semi-simples dans
U(V, h) sont paramétrées par les données suivantes
— Données (K/K?,z) comme dans K=FE[z]. OnaK=K#@rFEet g =id®T.
— Une (K, 7 )-forme e-hermitienne (Vi , hx) ou Vi est un K-module fidele.
— Deux (F, 7)-formes e-hermitiennes (V4,hy) et (V_,h_).
Les parametres sont soumis a la condition

(V,h) = tr /g, (Vi hie) @ (Vi by ) © (Vo he).
Commutants. Soit g € O(K/K* x,(Vi,hk), Vi, q+)), alors

U(V,h)? =U(V,h)y = U(Vi, hi) x UV, hy) x U(V_, h_).
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Le groupe U(Vg, hg) se décrit comme dans le cas symplectique.
Régularité. La classe ainsi paramétrée est réguliere si et seulement si

WK EK,
dimg V4 < 1.

Une classe réguliere est automatiquement fortement réguliere.

Remarque 3.3.1. La description des commutants admet une paraphrase schématique. Plus
rigoureusement, il faudra remplacer le groupe U(Wg, hi) (resp. U(Vk, hi)) par la restriction
des scalaires Resg# , pU(Wk, hi) (resp. Resg#  pU(Vi, hic)).

Remarque 3.3.2. Supposons que F' est infini. Si 'on supprime x dans les parametres des
classes régulieres, on arrive a une classification des F-tores maximaux a conjugaison pres dans
les groupes classiques.

Sous-groupes de Lévi D’apres la classification des classes de conjugaison semi-simples et la
description de commutants, on arrive aussitot a une classification de sous-groupes de Lévi.

Proposition 3.3.3. Les sous-groupes de Lévi des groupes classiques sont classifiés comme suit.
— Si (W, {(-|-)) est une forme symplectique, alors les sous-groupes de Lévi de Sp(W) sont de
la forme

[ GLE(n:) x Sp(W),
i=1
sousmise a la condition .
ZQni + dim W, = dim W.
i=1
- Si (V,q) est une forme orthogonale, alors les sous-groupes de Lévi de SO(V, q) sont de la
forme

[1GLr(ni) x SOV, q4)
i=1
soumise a la condition

O _n)He (Vi,q4) = (V,q).
i=1

— Si (V,h) est une E/F-forme hermitienne ou anti-hermitienne, alors les sous-groupes de
Lévi de U(V, h) sont de la forme

[[GLE(®m:) x UV, hy),
=1
soumise a la condition

O n)He (Vi,hy) = (V,q).
=1

ot H signifie la E/F-forme hermitienne ou anti-hermitienne hyperbolique de dimension
2.
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Démonstration. 11 suffit de considérer les commutants connexes des éléments semi-simples en-
gendrant un F-tore déployé. O

Remarque 3.3.4. Nous utiliserons le fait suivant. En tout cas, les composantes GLr(n;) sont
associés a des espaces hyperboliques (en une catégorie convenable), dans lesquelles les éléments
laissent invariant un lagrangien. Cela découle de

Classes assez régulieres

Définition 3.3.5. On dit qu'une classe de conjugaison semi-simple dans un groupe classique
(symplectique, orthogonal ou unitaire) est assez réguliere si :
(cas symplectique) elle est réguliere ;
(cas orthogonal impair) elle est réguliere et paramétrée par (K/K#, z, Vi, hr), (Vi,q+))
avec V_ = {0}, dimp V4 =1;
(cas orthogonal pair) elle est réguliere et paramétrée par (K/K#, z, Vi, hr), (Vi, q+)) avec

Vi =V_={0};
(cas unitaire) elle est réguliere et paramétrée par (K/K7 x,(Vi, hx), Vi, ht)) avec Vi =
V_ ={0}.

Une classe assez réguliere est automatiquement fortement réguliere. Pour une classe assez
réguliére, la forme hx sur W ~ K dans son parametre est décrite par

Va,b € K, hg(alb) = tr g a(c(a)b)

ot ¢ € K* est tel que 7 (c) = ec.

Pour une classe assez réguliere dans un groupe orthogonal impair SO(V,q), la donnée
(Vy,qy) dans son parametre est déterminée par (V,q) et 'autre donnée (K /K7, x,c) d’apres le
théoreme de Witt. En tout cas, on peut simplifier le parametre d’une classe assez réguliere en
la donnée

(K/K* x,¢)
satisfaisant & 7 (c) = ec, 7k (x) = x~!. Deux données (K/K# x,c) et (K'/K'# 2’ c') sont
équivalentes si et seulement s’il existe un isomorphisme de F-algebres & involutions o : (K, 7x) =
(K', 1K) tel que
o(z)=2a

O'(C)Clil S NK//K/# (K/X)

Remarque 3.3.6. Ecrivons les paramétres comme K = [Ticr Ki, K% =Tlie; Kl# ol Kl# est
un corps, 7 = (73), et ¢ = (¢;) pour tout i. Pour le paramétrage dans [82] 1.7, la forme est décrite
par

hic((aiier|(bi)ier) = Y [Ki: Al 't woy it (Ti(ai)bici).
iel

Autrement dit, nos parametres ¢; correspondent & ¢;[K; : A]7! selon la convention de [82].

3.4 Le cas de l’algebre de Lie

On peut décrire les classes de conjugaison semi-simples régulieres dans les algebres de Lie
des groupes classiques au moyen des données (K/K7,x,c) ot i (z) = —x, i (c) = ec.
— Pour un groupe symplectique Sp(W), on parametre tous les éléments réguliers de cette
maniere. Les parametres sont soumis a la condition

dimF K= dimF W.
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— Pour un groupe orthogonal impair SO(V,¢), on parametre tous les éléments réguliers
de cette maniere. Les parametres sont soumis a la condition qu’il existe un F-espace
quadratique (Vp, qo) de dimension 1 tel que

(Vo) = (tr xyp)«((2, ) = 7re(2)yc) © (Vo, 00),

I'espace (V, q) est uniquement déterminé par le théoreme de Witt.

— Pour un groupe orthogonal pair SO(V, q), on obtient seulement les éléments semi-simples
réguliers qui n’ont pas de valeur propre nulle. Le parameétre correspond & deux orbites OF,
mais on n’aura pas besoin de les distinguer. Les parametres sont soumis a la condition

(Voq) = (tr g/p)«((2,y) = i (2)yc)-

— Pour un groupe unitaire U(V, h), on parametre tous les éléments réguliers de cette maniere.
Les parametres sont soumis a la condition

(Vi h) = (tr g/p)+((2,9) = Tr (2)yc).

3.5 Conjugaison géométrique, le cas des corps locaux

Fixons un groupe classique U sur F.

Proposition 3.5.1. Soient O(K/K#, x,c) et O(K'/K'#,2',¢) deur classes de conjugaison
semi-simple assez régquliéres dans U(F'). Elles appartiennent a la méme classe de conjugaison
géométrique si et seulement s’il existe un isomorphisme de F'-algébres a involutions

o: (K, 1k) 5 (K', 77)

tel que o(x) = 2.
La méme assertion reste valide pour les classes de conjugaison semi-simples réqulieres dans
lalgébre de Lie.

Autrement dit, le passage a conjugaison géométrique équivaut a oublier la donnée c.
Supposons que F est un corps local. Décomposons (K/K#, x,c) = @ieI(Ki/Kfﬁ,xi,ci)

comme dans [3.2.7] Posons sgn

KiK# KZ# * — 5 le caractere associé a I’extension quadratique
7

KZ/K,# siie " et Se gt = 1 si ¢ ¢ I*. En tout cas, on a

1, siae N, ,#(KP),

) #
SgnKi/Ki#(a) = { i/ K

—1, sinon.

On a un isomorphisme

(sgny, e diers + K#7 [Ny (KX) 5 4

Posons d’ailleurs
S/ g# 1= HsgnKi/Ki# CK#X .
iel
Supposons que U est un groupe classique et (K/K7,x,c) parametre une classe de conju-
gaison assez réguliere O(K/K* x,c) dans U. Soit ¢ € K* tel que 7(c/) = e, ¢ = —1 dans le
cas symplectique ou anti-hermitien et sinon € = 1. On dit que O(K/K#, z,¢') existe dans U si
(K/K#,x,c) parametre une classe de conjugaison dans U.
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Proposition 3.5.2 ([82], 1.7). Si U est symplectique, alors O(K/K# x,c) eziste toujours

dans U. Par conséquent les classes de conjugaison dans la classe de conjugaison géométrique

contenant O(K /K%, x,c) sont en bijection avec L.

Supposons F' non archimédien. Si U est orthogonal ou unitaire, alors (’)(K/K#, x, ) existe
dans U si et seulement si

sgnK/K#(c_lc’) =1.

Les classes de conjugaison dans la classe de conjugaison géométrique contenant O(K/K7¥, x,c)
sont en bijection avec

(2)h ={(t)e § : th’ =1}

Les mémes assertions restent valides pour l’algebre de Lie.

4 Le caractere de la représentation de Weil

Sauf mention expresse du contraire, F' est toujours un corps local de caractéristique nulle
dans cette section.

4.1 Formules du caractere

Nous adoptons I’approche de [79] et nous utiliserons systématiquement la construction de
Lion-Perrin dans cette section.
Désignons par W ’espace vectoriel symplectique (W, —(-|-)). Si x € Sp(W), alors le graphe

Iy = {(w,zw):we W}
est un lagrangien dans W @ W. On a un plongement f : Sp(W) — Sp(W @ W) donné par
flz) = (1, 2).
Proposition 4.1.1 ([79] 1.3). Il existe un homomorphisme continu injectif

;.o (2 (2

F:Sp (W)—=Sp (WeaWw)

donné par f(z,t) = ((1,), f+(t)) dans la construction de Lion-Perrin, ot f.(t) est déterminé
par

fe@) (@ £) = t(0).
De plus, il rend le diagramme ci-dessous commutatif :

) —L ST waw) .
Sp(W) Sp(W & W)

f
Définissons des ouverts de Zariski denses dans Sp(W) :
Sp(W)T := {x € Sp(W) : det(x — 1) # 0},
Sp(W)* := {z € Sp(W) : det(z®> —1) # 0, }.
(f)

On vérifie que Sp(W)T D Sp(W)* D Sp(W )yeg. Posons §f)(f)(W)T, Sp !
()

(W)*, Spy, (W)1, Spy, (W)?

leurs images réciproques dans §f) (W), %w(W), respectivement, ou f € 2Z>.
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~(2
Fixons une mesure de Haar sur Sp( )(W) L’admissibilité de wi permet de définir le caractere

—~(2 .
@i =tr (wi) comme une distribution sur Sp( )(W), d’ott la distribution ©, = tr (wy). Enongons
les formules du caractere de Maktouf.

Théoréme 4.1.2 (K. Maktouf [59]). La distribution O, est lisse sur §f)(2)(W)T. Si T = (z,t) €
2)

Sp(W)t, alors
1. en rappelant la définition de evr,(-) (L.2), on a
- evr, (f(#))
Oy() = — 13
|det(x — 1)|2

2. en fizant ¢ € Lagr(W), on a aussi

t(0)yy(T(Te, T1, £ & L))
| det(z — 1)]%

@w(m,t) =

3. il y a une autre formule avec ambiguité de signe :

’yq/,(l)dimw_lfyw(det(x — 1))
| det(x — 1)|%

0,(7) = +

2

De plus, |det(x + 1)\%@¢((Tv) est localement constante sur §1;( )(W)T.

Remarque 4.1.3. Si F' = C, on identifie §I/)(2)(W) a 9 xSp(W).On a
€

Ouer)= ——
[det(z — 1)]2

I

ott la valeur absolue | - |¢ est définie par |z + yi|c = 22 + y? pour tout z,y € R.

Notons par le méme symbole O, le caractere de w, sur la grosse extension %w, qui est
bien défini comme une distribution. On en déduit une formule pour ©, au moyen du modele
de Schrodinger.

Corollaire 4.1.4. Fizons { € Lagr(W). Soit & = (x,zM[x]) € Spy(W) otz € C* et x €
Sp(W)T, alors

Iy, I, 0t
@w(i,) _ ZPWJ(T( 1 619 ))

| det(z — 1)|2
Démonstration. Vu la spécificité de wy, il suffit de vérifier I’énoncé pour le cas T € §1;(2)(W).
L’immersion §13(2)(W) < Sp, (W) est donnée par (x,t) — (z,t(¢)M[z]). Donc il suffit de
vérifier le cas z = £({) et cela résulte immédiatement dudit théoréeme. O

~(f
Corollaire 4.1.5. Supposons que f € 2Z>1. Si T,y € Sp( )(W)T sont tels que x,y € Sp(W)
sont géométriquement conjugués, alors il existe € € ¢ tel que

O, (F) = e - Oy().

Démonstration. Pour f = 2, cela résulte de la troisieme formule du théoreme. Le cas général en
découle par la spécificité du caractere. O
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(8

Corollaire 4.1.6. Soit —1 € Sp )(W) Uélément défini dans|2.4.6. Alors

Oy (=1) = 2™
Démonstration. Vu il suffit de démontrer que
T(I‘,l,Fl,E GBE) =0

pour tout ¢ € Lagr(W). D’apres on a

dimW e W
2
—dimI' 1N —dimTyN (0@ l) —dim(l ) NT_,
+2dimI'y N1 N (f@f)
=dimW —0—-dim{—dim/+2-0
=0.

dimT(F_l,Fl,f@@ =

D’ou l'assertion. O

Corollaire 4.1.7. Fizons ¢ € Lagr(W), soit Py le stabilisateur de { et oy : Py(F) — §f)(8)(W)
le scindage défini dans(2.4.13 Supposons que x € Sp(W) et qu’il existe ¢' € Lagr(W) tel que
W=(@l etxec M(F):= (PN Pp)(F), alors

O (0¢(x)) € Ru.

Démonstration. D’apres et la définition de oy, il suffit de montrer que 7(I'y, "1, £ ¢) = 0.
En identifiant # & ¢V, le dual de £, on a = = (y,% ') ou y = x|,. Donc

NI ={(w,w) : we W,z(w) =w}
~ {v € L,y(v) = v},
mntal)={(ww):wel} =L
e l)NTy = {(w,z(w)) :w e £} ~ ¢,
r,nin(lal) ={(w,w):welz(w) =w}
~ {v el y(v) =v}.

On en déduit que dim7(T';, "1, £ & ¢) = 0 a l'aide de O

Remarque 4.1.8. L’hypotheése est équivalente & : = € Sp(W)' et x appartient & un facteur

de Lévi M de P;. Ce corollaire caractérise le scindage de p : §f)(8)(W) — Sp(W) au-dessus de

M(F) car Sp(W)t N M(F) est dense dans M (F).

4.2 Formules pour O — O, la forme de Cayley

(8

Proposition 4.2.1. La distribution @:Z — O, est lisse sur {T € Sp )(W) :det(z + 1) # 0}.

Pour tout T € é?)(s)(W) tel que det(x +1) #0, on a
(0 —0,)(F) = (0, +0,)((-1) - 7).

Ici —1 est I’élément défini dans 2.4.6]
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Démonstration. Soit Sy, = S;r <) 5’1; la décomposition de Sy selon w, = w:/j B wy. On conclut

par 241 O

Donnons un autre lien entre @g + @; et @;r — @;. Introduisons d’abord des formes qua-
dratiques auxiliaires.

Définition 4.2.2. Pour tout X € sp(WV) inversible, définissons une F-forme quadratique g[X]
sur W par
q[X](wrlwz) = (Xwi|wa).

Définition 4.2.3. Pour tout x € Sp(W)*, définissons un élément C, dans End(W) par

r—1
x+1

Cp:=2-

On vérifie que C; € sp(W). Si x est semi-simple régulier alors C, 1’est aussi.
On appelle ¢[C,] la forme de Cayley.
Théoréme 4.2.4 (T. Thomas [80]). Si & € %w(W)i, alors

1
2

O % () = i)
~F o= ) = TYplqCx]) -
Qw_@w

det(z + 1)
det(x — 1)

Démonstration. Par la spécificité de @i, il suffit de considérer le cas m = 2. Fixons ¢ € Lagr(W).

—~(2
Soit 7 := (x,t) € Sp( )(W)i une paire dans la construction de Perrin-Lion. Rappelons que 'on

a défini une constante m_; := m_j(¢) dans la construction. On a (z,t)(—1,m_1) = (—z,m_1t)

car 7(¢,¢,z¢) = 0 par D’apres on a

evr, (f(z,?
Ov(@ 1) = |detF(:£f—( 1)1)1)/2’

evr, (f(_xv m—lt))
[det(z + 1)]1/2

@1/,(—1', m_lt) =

Comme f est un homomorphisme, on a

evry (f(—x, m—lt)) =evr, (f(:l:,t)) ’ eVFl(f(_lﬂ m—l)) "WJ(T(PDFWP—GC))'

On sait que

eVFl(f(_lv m—l)) = er@é(f(_lv m_l))%p(T(f D €7€ ) 67 F—la Fl))7
=m_1({)

car T(U @ £, DL, T_1,T1) =0 par[2.4.2]
Soit —1 € Sp, (W) l'élément défini dans 2.4.6L alors (—1) - (z,t) = m_1(0)~' - (—z,m_1t)
comme un élément dans Spy, (W), d’olt Oy(—z,m_1t) = m_l(ﬁ)(@;z - 6,)(z,1) par m En

utilisant les formules ci-dessus, on arrive a

+ —_
@w—i—@w
+ —
Oy — 0y

det(z + 1) 2

(:L‘,t) = det(l‘—l)‘ ’W,(T(Fl, I‘x,I‘_w))

Calculons v, (7(I'1,I'y,I'_;)). En vertu de I'invariance symplectique, on a 7(I';, Ty, ') ~
7(Ty-1,T1,T_1). Posons y := 7!, alors C, = —C, et donc ¢[C,] ~ —¢[C,]. Il reste & prouver
que ¢q[Cy] est isomorphe a 7(I'_y, Ty, I'1).
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Puisque It N Ty = I't N Ty = {0}, on sait d’apres [68] 1.4.2 que 7(I'_1,T"y,T'1) est Witt
équivalent a la forme quadratique r sur I'y définie par

r(v) = (mr_ (V) |[V)wew

ot rp_, est la projection W & W =T & T'—1 — I'_1. Soit v = (w,y(w)) ot w € W. Posons

1+

wy 1= Ty(w),
1

w2 = Ty(w)a

de sorte que (w,y(w)) = (w1, w1) + (w2, —w2). Alors 7r_, (v) = (w2, —w2), et

r(v) = ((we, —w2)|(w, y(W)))7Few

= —(wa|w) — (waly(w))

= L@ -yl + y)w).

Apres le changement de variable w’ = (1 + y)w, la forme r est isomorphe a la forme ry sur W

définie par :

2
1
2
ri(w') = (2(y = Dy + 1D~ [w') = g[Cy)(w),

ce qui fallait démontrer. O

4.3 Parametres et la forme de Cayley

Lemme 4.3.1. Soit K/K# une F-algébre étale a involution. Pour tout r € K#* soit (K, q(r))
le F-espace quadratique défini par

q(r) = (tr g# /i)« (PN ()

ot on regarde (K, NK/K#(')) comme un K#-espace quadratique. Alors pour tout r,r' € K#*,

Yula(r")) = voa(r) sengps (5)-

Démonstration. Ecrivons

K=]]x

el
tels que les K Z# sont des corps, comme dans Ecrivons aussi r = (r;);. Alors
SgnK/K# = H SgnKZ/K#
iel* '
Posons ¢; ;= otr K# /P POUr 1€ I*. Alors
i€l

Effectuons la méme décomposition pour ¢(r’). Il suffira de démontrer que pour tout i € I,

T
(1'3) Vapi (T’NKZ/KZ#()) = Vips (T;NKZ/KZ#()) ’ SgnKi/Ki# <7",) '
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Prenons d; € K tel que K; = KZ#(\/a), alors det(nNK,/K#(-)) = detNK./K‘#(-) = —d;.

D’autre part, 'invariant de Hasse s(-) satisfait a
S(rilNpe, ge# () = (ri, =rids) o+
= (ri, =13) go# (ri, di) o
= (Ti, dl)K# :

Les mémes formules restent valides si r; est remplacé par 7.
On sait que ([56] 1.3.4) pour tout F-espace quadratique (E,Q), on a

Y (Q) = Yy (1) F-ly (det Q) s(Q).

Cela entraine que
i

Y (TiN e, e () = Y (rilNpe, e () - <7”§’ di> K

Or (-, di) s = SEN e /gt cela démontre . O

Soit X € sp(W) semi-simple régulier tel que X € O(K/K#,a,c). Désignons I'involution de
K par 7, on a 7(a) = —a, 7(c) = —c. Alors on peut identifier ¢[X] a la F-forme quadratique
qla] sur K :
gla) : (z,y) = —tr g/p(acT(2)y).

Lemme 4.3.2. Soit ¢ € K* tel que 7(c') = —c. Soit X' € sp(W) semi-simple tel que

X' e O(K/K*,a,c).

Alors
Y (a[X']) = 7y (a[X]) - sgnpeper (e ).
Démonstration. On conclut en appliquant ar:=acetr :=ac. O

Corollaire 4.3.3. Soient x,y € Sp(W) semi-simples réguliers. Si
zeOK/K¥ a,c)
y e OK/K¥ a,d)
alors
71/’(61[033]) = ’V’LZJ(Q[Cy]) : SgnK/K# (Clcil).

Démonstration. On a

C, eO(K/K#,Q- a_l,c>
a+1

a—1
K/K#. 2. .
Cy6(9< /K7, a+1,c>

On applique le lemme précédent pour conclure. ]
Notre but principal est ’assertion suivante.

Théoréme 4.3.4. Soient Px le polynome caractéristique de X € Endp(W) et Px sa dérivée,
alors

Y (alX]) = 3 (1" )y (det X) - sgnge s (¢~ Py (a))-
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La démonstration se fait en plusieurs étapes. Traduisons d’abord tous les objets en termes
de parametres. On a K ~ F[T]/(Px(T)), et Px est égal au polynéme caractéristique P, de
a € K. Le déterminant det X est égal & Ny, p(a). Observons aussi P,(a) € K*. Posons b := a?
et P, son polynome caractéristique, alors K# = F[b] et

P,(T) = P,(T?),
P,(a) = 2Py(b)a.

On a Px(X) € sp(W) et sa classe de conjugaison est paramétrée par (K/K#, P,(a),c). 1l
suffira donc de prouver

(I4) v (dlal) = Y (1" (N r(a))sgn c# (2~ By (b)a).

D’apres les deux cotés de [£.3.4] varient de la méme fagon par rapport & ¢, donc il suffit
d’établir (I.4) dans le cas ou

(I.5) ¢ = P,(a) = 2P, (b)a.

La forme g[a] est une F-forme quadratique sur le F-espace vectoriel K. On écrit un élément
w € K comme w =z + ya (z,y € K¥), alors g[a] s’écrit comme

w=z+yar> —trK/F(Qbe(b)NK/K# (x + ya))
= —4tr K#/F(be(b)(x2 — by?)).

En posant 2’ = 2P, (b)by, i’ = 2P,(b)z, on obtient
qla] = (¢ gew /) (Py(b) ', =By (b) '),
Les lemmes suivants sur la forme trace concluront la démonstration de .

Lemme 4.3.5. Définissons
go+aT+ -+ g 1TV = P(T)/(T —b) € K#[T.

Alors la base duale de {1,...,b" 1} par rapport a la forme trace (tr k#/p)(1) 1z tr K#/F(a:Q)
est

{By(b) g0, - .-, Po(b) M gn}-
Si l’on écrit Py(T) = hg + hT + - -+ T™, alors les g sont donnés par la formule

n
gk = Z hjbj_k_l.
j=k+1

Démonstration. L’énoncé est bien connu dans le cas ott K7 est un corps. Notre démonstration
est aussi une variante de la démonstration traditionnelle. On a

¥s=0,....n—1, > ]ij(_Tﬁ) REAN
BEF:Py(8)=0 By(8)
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car la différence des deux cotés est un polynome sur F de degré n — 1 qui s’annule en toute
racine de P,. Cela équivaut

Py(T) b°
Vs:(),...,n—l,trK#/F< b(T) ):Ts,

T —b By(b)
ol tr s (- ) signifie la trace appliquée & chaque coefficient d’un polynoéme.
En comparant les coefficients, on obtient

tr g /e (Bo(D) " gi - %) = O
On vérifie la formule des g; par g,—1 = 1 et la récurrence gx_1 — bgr = hg. O

Posons m := | 5.

Lemme 4.3.6. La F-forme quadratique
qQ = (trK#/F)*<Pb(b)71>
est isomorphe a
1. mH, sin = 2m.
2. mH® (1), sin=2m+ 1.

Démonstration. Prenons la base {go,...,gn_1}. Elle est duale & {1,b,...,b" 1} par rapport a
g1 d’apres La matrice Q := (q1(gi, 95))i,; est :
hi hy -+ hp1 1
ho hg --- 1 0
hs hy -~ 0 O
1 0 0 - 0
Notons que det @ = (—1)™ et go, ..., gm—1 forment un sous-espace totalement isotrope de
dimension m. Si n = 2m, alors ¢t ~ mH. Si n = 2m + 1, alors il existe a € F* tel que
q1 ~ mH @ (a). En comparant les déterminants, on peut prendre a = 1. O

Lemme 4.3.7. La F-forme quadratique
q2 = (tr K#/F)*(b_lpb(b)_1>

est isomorphe a
1. (m = 1H& (1, =Ng#/p(b)), sin=2m;
2. mH& (Ng#/p(b)), sin=2m+ 1.

Démonstration. Prenons la base {bgo, .. .,bg,_1}. Elle est duale & {1,b,...,b" 1} par rapport
a g9 d’apres La matrice Q2 := (q2(bgi, bg;)): ; est :

—hy O O --- 0 O
0 ha hs -+ hpog 1
0 hg hg - 1 0
0 hgy hs --- 0 O
0 1 0 O 0
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Donc ¢o se décompose en g2 = (—hg) @ g3 selon les blocs.

La forme ¢3 est déterminée de la méme fagon qu’en tq3 ~ mH si n = 2m + 1,
g3~ (m—1)H®® (1) si n = 2m.

D’autre part —hg = (—1)”+1NK#/F(I)) d’apres la description de Ceci permet de
conclure. O

Observons que g ~ (tr E#/F)*<be(b)_1>.
Démonstration du théoréme[{.3.4 Avec le choix de ¢ fait en (L.5)), on a vu que

qla] ~ q1 & —qo,

ol q1, g2 sont définies dans et En utlhsant. -et le fait Ny p(a) = Ng#/p(=b) =
(=1)"Ng#p(b), on arrive a

gla] =~ (n — DH® ((=1)"", Ng/p(a)).
D’ou
v(glal) = 7 (=" )y (N /p(a)).

Puisque sgn ) go# (2¢71Py(b)a) = 1 avec notre choix de ¢, cela établit ([.4)), donc finit la démonstration
del4.3.4 O

4.4 La formule via le modele latticiel

Supposons désormais F' non archimédien de caractéristique résiduelle p > 2 et fixons un op-
réseau L C W tel que L = L*. Posons K := Stabg, ) (L). Le modele latticiel (pr, ) permet
2

d’identifier K a un sous-groupe compact ouvert de é\f)
de ©y sur K.
Remarquons d’abord que le relevement de —1 € K a Spw(W) est égal a I’élément —1 défini

dans d’apres Par conséquent, 1’équation
Oy(—z) = @g(x) —0,(), z € Sp(W)I N K

(W). On va étudier le comportement

. . 14 a2
est vraie en deux sens : on peut considérer —z comme un élément de K, relevé a Sp (W) au

moyen du modele latticiel, ou au sens de Ceci justifie notre abus de notations.
Lemme 4.4.1. Pour x € K NSp(W)T, on a

o= ¥ v,

weW/L
(z—1)weL

qui est une somme finie si l'on fize x.

Démonstration. Prenons un systéme de représentants R C W de W/L et la base orthonormée
{fr}rer de Sr, dans Soit ¢ € C°(K N Sp(W)T) quelconque. Pour r € R, on a

(@o(6)£) (. 0) = / () (wp (@) f-)(r, 0) dz

KnSp(W)t

/ (x) g, ( )¢<<‘m2(r)>>dx

KnSp(W)f
(B, :={x € K :27'(r) —r € L}, qui est ouvert.)
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Si x est fixé, la somme sur tout r € R du terme intérieur est finie et bornée par
[o(@)] - #((z™" = 1)7'L/L) = |$(x)] - [det(z™! = 1)| 7,
qui est uniformément borné dans K NSp(W)'. En utilisant le théoréeme de convergence dominée,

Oy(¢) =) / o(z)Lp, (x) (W;(ﬂ)) dz

TER gnsp(w)t

= [ s tmw (”‘””2(”) dr

KNSp(W)t rek

_ / o) Y w(W;(T»)dx

reR
KnSp(W)f (@ 1—1)reL

on obtient

Le terme dans la somme ne dépend que de la classe de r mod L. On a (r|z~1(r)) = (z(r)|r), et
(x71 —1)r € L si et seulement si (x — 1)r € L car € K. D’ou le résultat cherché. O

Proposition 4.4.2. Soit x € K N Sp(W). On a :
1. si (x —1)(L) = L, alors
Op(z) = 1;
la condition est satisfaite lorsque —x est topologiquement unipotent ;

2. si x topologiquement unipotent, alors x € Sp(VV)*t et
Oy(x) = [det(z — 1)[7/2 - 34 (q[Cy]).

Démonstration. Montrons la premiére assertion. Si (x — 1)L = L, la somme dans porte
seulement sur I’élément 0, donc Oy (x) = 1.

Supposons que —z est topologiquement unipotent. Soit Z I'image de x dans Endr, (L/prL).
On a (—f)qm = 1 pourvu que m soit assez grand. Puisque ¢ est impair, il en résulte que —1
n’est pas une valeur propre de —z. Autrement dit : (z — 1)L = L. Cela démontre la premiere

assertion.
Montrons la derniére assertion. Soit x € Sp(W)TﬂK topologiquement unipotent. L’argument
pour la premiere assertion montre que (x + 1)L = L; en particulier |det(x + 1)] = 1 et donc

x € Sp(W)*. Par et on en déduit

Oy (z) = 7 (q[Ca])| det(z — 1)| 72O — ©)(~2)
= 7(q[Ca))| det(z — 1)| /20 (—a).

Or ©4(—z) = 1 par la premiere assertion. D’ott O (z) = | det(z — 1)| 7Y/, (q[Cy)). O
Corollaire 4.4.3. Soit x € K NSp(W)' tel que sa réduction Z € Sp(L/pL) est régulicre, alors
Oy(r) = Oy(—z) = 1.

Démonstration. Si T est réguliere, alors (z + 1)L = L. O

Dans ce cas, on dit que z est de réduction réguliere par rapport a L.
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4.5 Formules sur ’algebre de Lie

On peut obtenir une formule pour ©,, sur I’algebre de Lie, ce qui aura un intérét indépendant.
Soit X € sp(W) inversible. On fait I'une des hypotheses suivantes :
1. ’élément X est suffisamment proche de 0,
2. F est non archimédien de caractéristique résiduelle p assez grande par rapport a n ([84]
4.3), p > 2 et X est topologiquement nilpotent.
Alors il est loisible de définir exp(X) et exp(X) € Sp(W)*.
Lemme 4.5.1. Supposons que X wvérifie l'une des hypothéses ci-dessus. Soit © = exp(X) €
Sp(W)*, alors
q[Cs] ~ q[X].
Démonstration. 11 suffit de considérer le cas X semi-simple; le cas général en résultera par

continuité. Soit A la sous-algebre commutative de End(W) engendrée par X. Pour a € A,
considérons son rayon spectral

||la|| := sup{|A|F : A\ est une valeur propre de a}.

C’est une norme sur A car X est semi-simple; A est compléte par rapport a || - ||.
On cherche une série formelle P(T") € F[[T]] dont le rayon de convergence est > || X|| telle que

P(X) est inversible et ¢[2- x-l—l]( v|lw) = (X P(X)v|P(X)w) pour tout u,v € W. Cela équivaut a
exp(X) —1
PX)P(-X)X =2
(X)P(=X) exp(X)+ 1’

ou

+
Le terme & droite est de la forme 1+ Q(X), ou Q(T) € F[[T?]] a un rayon de convergence

> || X|| et T|Q(T). Cela nous permet de définir

PT) = exp 3 1o8(1+ Q1) ) € FlI7?]

Cette série formelle a aussi un rayon de convergence > || X||. Donc P(X) est inversible car il
appartient a I'image de I’exponentielle. On a

2 exp(T) -1
T exp(T)+1

On remplace T par X et cela permet de conclure. O

P(T)P(~T) = P(T)* = 1+ Q(T) =

Corollaire 4.5.2. Avec les mémes hypotheses, il existe une constante ¢ indépendante de X telle

que

N ¢ yp(qX])
Ou(2) = |det(:;p— |2

ot T := exp(X). Si Uhypothése (2) est satisfaite, on a ¢ = 1.
Démonstration. D’apres et le lemme,

et(x 1/2
Ol®) = M 15(a[C2]) (8, — ©5)()
t( ) 1/2
" |det(z —1) Y (4[X]) Oy (=)

Posons ¢ := |2]"0y(—1). Lorsque X est assez petit, O, (—%) = |det(z + 1)|7/2¢. Dans le cas
ou 'hypothese (2) est satisfaite, on a ¢ = 1. D’ou le corollaire. O
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4.6 Décompositions

Fixons f € 2Zx>;. Supposons qu’il y a une décomposition orthogonale d’espaces symplec-
tiques
W=W1&---oW,,

Alors il existe un homomorphisme canonique

v [T Sp(W) — Sp(W).
k=k

On en déduit un homomorphisme recouvrant ¢,

)

T ® o
i [ISp  (Ww) = Sp (W)
k=1

£
) ( )(Wk)T. Pour 1 < k < r, notons @1[5} le caractere de la

(W) = ITi=1Sp
—~(f —~(f

représentation de Weil de Sp( )(Wk) attachée a 1) ; il est lisse sur Sp( )(Wk)f. Le résultat découle

de l'additivité symplectique de I'indice de Maslov.

telle que j ! (§f)(f

(£
Proposition 4.6.1. Soient I}, € Sp( )(Wk)T pour 1 <k <r, alors
- - NN
Ouji(@r, ... 7)) = [ 05 (@)
k=1

Supposons maintenant F' non archimédien de caractéristique résiduelle p > 2. Fixons un
réseau L C W tel que L = L*. Soient Lj; := W), N L. Supposons que L = @Dj_; Lk, alors
Lé‘ = Ly, dans Wy, Posons K}, := Stabgyw, ) (Lk)-

Soit # € Sp(W)TN K tel que (L) C Ly pour tout k. Il existe alors x3 € Sp(Wy)T N K} pour

—~—(2
tout k tel que t(z1,...,2,) = x. On regarde = (resp. les x;) comme un élément de Sp( )(W)
—~—(2
(resp. Sp( )(Wk)) a l'aide du modele latticiel associé & L (resp. Ly). La proposition suivant
résulte immédiatement de 4.1

Proposition 4.6.2. Avec les hypothéses ci-dessus, on a
- k
Oy () = [] &3 (an).
k=1

4.7 La formule du produit

Dans cette section on se place dans le cas global. Fixons f € 2Z>;. Rappelons que 'on a

une immersion canonique i : Sp(W, F) — éB(Q)(T/V, A) C é{)(f)(W, A). On écrit i(x) = [Ty]y oU

. o®

Z, € Sp (Wv)

Définition 4.7.1. On dit que deux éléments x = (x, )y, ¥y = (Yu)» dans Sp(W, A) sont localement
géométriquement conjugués si pour toute place v, x, et y,, dans Sp(W, F},) sont géométriquement
conjugués.
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—(f
Théoréme 4.7.2. Soient x € Sp(W, F) et § = [§»] € Sp( )(VV, A) tels que y est localement

géométriquement conjugué a x. Supposons que det(x — 1) # 0. Alors Oy, (§,) = 1 pour presque
tout v, et le produit ], Oy, (J) est bien défini et a valeurs dans ¢. On a aussi

[19v. @) =1.

De méme, si det(x + 1) # 0 alors les assertions ci-dessus restent valables avec (@;;U -0,,)
au lieu de Oy, .

Démonstration. Traitons d’abord le cas det(x — 1) # 0. Pour presque toute place finie v on a
L, = L, 4, € Ky et (y, — 1)(L,) = Ly, alors entraine que Oy, (§y) = 1. Puisque les
distributions locales Oy, sont spécifiques, le produit [[, ©y, (J») ne dépend pas du choix des g,

——(f _
Fixons un lagrangien ¢ € Lagr(W). On plonge Sp( )(W, A) dans Sp,, (W, A), alors
i(x) = (z, Q) M, [2])
v

d’apres La formule entraine que

N (T, T, 0l

H@wv(xv): 2aolrle Ty 1/2 )>
v v | det(m - 1) v

Or [], |det(z —1)|, = 1, et la réciprocité de Weil entraine que

HV’(){)H(T(FJ;,F:[,K EB E)) = ]_

car I'espace quadratique 7(I'y, 'y, £B¢) est défini sur F'. D’ou la formule du produit de la premiere
assertion. Soit § = [,] € Sp(W, A) tel que y est localement géométriquement conjugué a x, on
a 0y, (7,)0y,(5,) "' € ¢ pour toute place v d’apres [4.1.5] cela démontre le reste.

Le cas det(x 4+ 1) # 0 résulte du cas précédent, de [4.2.1] et de [2.5.3] O

5 Endoscopie

—~ £
Désormais, fixons f € 2Z>1 et posons Sp(W) = Sp )(W) pour W un F-espace symplectique

—~ —(f
ot F' est un corps local. De méme, posons Sp(W, A) = Sp( )(VV, A) si F est un corps global.

5.1 Données endoscopiques elliptiques

Fixons F' un corps local ou global de caractéristique 0 et fixons (W, (:|-)) un F-espace sym-
plectique de dimension 2n, n € Z>q. Soient n',n” € Z>o, n’ + n” = n. Nous étudierons les
groupes

G = Sp(W),
H=Hy,=H xH' o
H':=S50(2n" +1),
H" :=50(2n" +1);
G {gp(W), lorsque F est local,
Sp(W, A), lorsque F' est global.
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Ici SO(2m + 1) (m = n' ou n”) signifie le groupe orthogonal impair déployé associé a la forme
quadratique sur F2m+1 .

m
2
(T e ey @Oy e ey Typy) > 2 E Tix—i + X

i=1

Notons p : G — G(F) (resp. p : G — G(A)) le revétement métaplectique si F est local
(resp. global). .

Une donnée endoscopique elliptique de G est une paire (n’,n”) comme ci-dessus. Désormais,
fixons une telle donnée (n/,n”). Le groupe H := H, ,» est le groupe endoscopique elliptique as-
socié a (n’,n’). Spécifions maintenant la correspondance de classes de conjugaison géométriques
semi-simples.

Fixons des F-tores maximaux déployés S C H', S € H” et posons S = S’ x 8", ¢’est un
F-tore maximal déployé dans H. Fixons aussi des F-tores maximaux déployés 7" C Sp(2n'),
T" C Sp(2n”) et T'C Sp(W). Ces objets sont uniques & F-conjugaison pres.

Notons par WH'(8"), WH" ("), WSeE) (") WSpE")(T") WE(T) les groupes de Weyl
associés A ces tores maximaux, alors WH(S) = WH'(8") x WH" (S"). Il y a des homomorphismes
canoniques

WH’(S/) =~ WSp(Qn’) (T/),
WH” (S//) ~ WSp(Zn”) (T”),
WSp(Qn’)(T/) « WSp(Qn”)(T//) N WSp(Zn) (T),
et des F-isomorphismes qui respectent les homomorphismes ci-dessus
WS ST
'u// :S” ; T”’
vIT' xT" S T.
On obtient ainsi des F-morphismes, notés par les mémes lettres :
Ml :S//WH’(SI) :> T’/WSp@n,)(T,),
’u// :S”/WH”(S”) ~ T”/WSP(Q””)(T”),
v I fWSPE () s T j WS (1) — T/ W(T).

Posons

(1.6) (= pipr g = v o (id, —id) o (', ") : S/WH(S) — T/WE(T).

Puisque G est simple et simplement connexe, 1 donne naissance a une application, notée
encore par f :

(L7) i GEO(H(F)) — CE°(G(F)).

Cette application ne dépend pas du choix de F-tores maximaux. De plus, elle est a fibres finies
car i, 1", v le sont.

Définition 5.1.1. Si § € G(F)ss, v € H(F)gs sont tels que u(O8° (7)) = 02 (4), on dit que §
et v se correspondent.
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Remarque 5.1.2. Lorsque n’ = 0 ou n” = 0, p est bijectif. C’est démontré dans [41] pour F'
un corps local, mais I’argument marche aussi sur un corps global.

Explicitons 'application p en termes de parametres.
Proposition 5.1.3. Soit v € H(F)ss = H'(F)ss x H'(F)ss tel que
v € O((K'/K'#,d, (Vi hier), (Vi ¢1)) @ (K" [K"#,a", (Vigu, hien), (VY ¢))),
alors un élément § € G(F)ss lui correspond si et seulement si O(9) est paramétré par
O(K/K7, (', —a"), Wi, hic), Wa, (|-)+))

ot K := K' x K" comme F-algébres étales a involution, et les autres données sont soumises
aux conditions

Wik ~ Vi @ Vgn comme K — modules,
dimp Wy + 1 = dimp V| + dimp V7,
dimF W_+1= dimF Vi + dimF V_,'/_,

Démonstration. L’application p’ induit une application Cfsgséo(H "(F)) — (gsgséo(Sp(Qn',F )) qui
envoie une classe de valeurs propres

ay,....a 1, (al )_1, e (a’l)_l
sur une classe de valeurs propres

ay,...al, ()7t (d) T
Il en est de méme pour p” avec n” au lieu de n’.

D’autre part v induit une application G&°(Sp(2n/, F)) x €5 (Sp(2n”, F)) — €5°(G(F))
préservant les valeurs propres. L’assertion en résulte par la construction de p (L.6)), (L.7). O

Définition 5.1.4. On dit qu'un élément v € H(F)s est G-régulier si u(O% (7)) est régulier.
On note 'ouvert de Zariski des éléments G-réguliers par Hg_reg-

Siy = (v,7") est G-régulier, alors v’ et 4" sont assez réguliers.

Corollaire 5.1.5. Deuz éléments v = (v, ") € Hg—reg(F) €t § € Greg(F') se correspondent si
et seulement s’ils admettent des paramétres de la forme suivante

Y € O(K' /K™ d!,.¢)
’7” c O(K”/Kﬂ#, CL”,C”)
5 € O(K/K* (d,—d"),c)

ot K = K' x K" comme F-algébres étales a involution. Il n’y a pas de restrictions sur les
données ¢, ", c.

Enfin, la formation de I’application p est compatible aux complétions.



58 CHAPITRE 1

5.2 Une notion de stabilité

Supposons que F' est un corps local. Soient § € Gireg(F) et T I'unique F-tore maximal
contenant §. Alors D(§) := O%()/conj est un torseur sous H'(F,T). Explicitons cette action.
Si O(6) est paramétré par (K/K#, a,c), K = [[;c; K;, alors on a des isomorphismes canoniques

HY(F,T) ~ K#* [Ny jjes (K*) ——— 7

(sgn;)ier

ou sgn; := sgn, .%. D’autre part O%(§)/conj est isomorphe au méme ensemble, sur lequel

Ki/
H(F,T) agit par multiplication.

Définition 5.2.1. Soient 8,8y € éreg, on dit qu’ils sont stablement conjugués si leurs images
dans G(F) sont stablement conjugués et si

(0] —©,)(01) = (8 — ©,)(5).

Soit 6 € éreg, notons (’)St(g) I'ensemble d’éléments dans éreg stablement conjugués a 5. On

définit D(d) := O%(§)/conj.

Pour F' = R, cette notion ad hoc coincide avec celle d’Adams (2] 8.10) si 'on se restreint a
—(2 ~
Sp( )(W) Pour F' = C, on identifie G & Ker (p) x G(C). Deux éléments réguliers (e1, d1), (€2, 02)
sont stablement conjugués si et seulement si d1, d2 le sont et €1 = 9, d’apres
Lemme 5.2.2. Soit 6 € Gy, alors p : G — G(F) induit une bijection D(6) — D(6).

Démonstration. Soit 8; € O%(8) et 6; € p~*(81) quelconque. D’apres il existe e € Ker (p)
tel que 3 3
(0, —©,)(01) =€+ (0, — 0,)(3).
Or G):; — @1; est spécifique, donc il existe un unique 6; € p~!(41) stablement conjugué & 5.

Cela permet de conclure. O

Soient 4, 6, stablement conjugués. Notons 7' le F-tore maximal contenant J, on pose inv(g ,01)
inv(d, 1) ; c’est I'unique élément ¢ € H(F,T) tel que ¢ - & = d;.

Remarque 5.2.3. La notion de stabilité est compatible avec la restriction : si f, " € 2Z>, f|f’

<< ~—(f <= ~(f
et 9,61 € Sp( )(W)reg, alors ¢ et 1 sont stablement conjugués dans Sp( )(W) si et seulement

——(f!
s’ils sont stablement conjugués dans Sp( )(W)
5.3 Facteur de transfert

Sauf mention expresse du contraire, dans cette section F' est toujours un corps local.
Soient § € Greg, ¥ = (7',7") € Hg—reg(F) tels que § et v se correspondent. Supposons que

’}/ € O(K//K/#,CL/,CI),
'Y” c O(K”/Kﬂ#,a”,cﬂ);

alors on a une unique décomposition orthogonale W = W' & W” stable par ¢ telle que si
lon pose ¢ := 0|y, 6" := d|wn, alors
8 e O(K'/K'* . d,¢)
5" e O(K”/K”#, _a//7 CH).
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On a un diagramme commutatif associé &8 W =W’ @ W" :

j —_—

Sp(W") x Sp(W") Sp(W)

o) j

Sp(W') x Sp(W")—————Sp(W)

et il existe &' € Sp(W'), 8" € Sp(W”) tels que j(&',8") = &, 1(8',8") = 0. La paire (¢',9")
est unique et appartient & Sp(W/')reg X Sp(W")reg. Par contre la paire (¢,0”) est unique &
multiplication par {(e,e7!) : € € Ker (p)} pres.

Définition 5.3.1. Avec les hypotheses ci-dessus, définissons

_ @I-‘r _ @/— ~
A,(él) = ‘@/’ﬁ _ @/’f’ (6/>7
¥ P
~ @//1-}}-_1_@//17—[) _
nesmy o 7
AT(07) = ‘@/H-_’_@//—’((S ),
P P

A0(6/7 (5//) = SgnK///K//# (Pa/(a")(—a")*”l det(é' + 1)),

ou @’i (resp. @”i) sont les caracteres définis sur Sp(W’) (resp. Sp(W")), et Py(T) € F[T)] est
le polynéme caractéristique de a’ € K'* (qui est aussi le celui de §' € Endp(W')). Remarquons
que Py (a")(—a")™™ € K"#*. En effet, Py(T)(T)™" € F[T + T~ car 7(a/) = a’~" ot 7 est
Iinvolution de K’, et la régularité de § entraine que P,/(a”) # 0.

Le facteur de transfert est défini par

A(7y,0) := Ng(8', ") A () A" (5.

Comme A’; A” sont des distributions spécifiques, A(v,d) est bien défini. Ce ne dépend que

de O%(v) et O(0), et le terme Ag ne dépend que de O%(7).
Définissons A(7,6) = 0 si v et § ne se correspondent pas. Cela définit une fonction A sur
HG—reg(F) X Greg-

Remarque 5.3.2. Le terme A est trivial lorsque n’ = 0 ou n” = 0. Lorsque F = R et n” = 0,

~(2
A coincide avec le facteur de transfert défini par Adams [2], quitte & se restreindre a Sp( )(W)
Lorsque F' = C, A est trivial.

Déduisons d’autres formules utiles pour A.

Proposition 5.3.3. On a aussi

. . @;g -0, -
A(%(S) = A0(5 ;0 ) : W(é) "Yw(Q[Ca//])
05 — Oy
0 +0, .
= No(0',6") - — 2P (8) -y (q[Cs]) V.
©,, + 6,
Démonstration. Cela résulte de [4.2.4] et [4.6.1] O

Proposition 5.3.4 (Spécificité). A est spécifique au sens suivant

Ve € Ker (p), A(y,e0) = eA(n,d).
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Démonstration. On utilise la premiere formule de Les termes Ag(d',6") et vy (q[Csr])
ne dépendent que de J, pourtant le terme (@;f —©,)(6)/]- - est spécifique. Cela permet de
conclure. O

Maintenant soit 7' le F-tore maximal contenant §, et T = T x T" la décomposition cor-
respondant & § = i(d’,6”). Décomposons les F-algebres étales dans les parametres pour &', 5"
comme

K =[] &,

el’

K" =] &7

el

Cela nous permet d’écrire

HY(F.T) = ",
HY(FT" = §".

Comme I’endoscopie pour les groupes réductifs, on dispose de la notion du caractere endo-
scopique k = k7 : HY(F,T) = 5. Vu 'identification ci-dessus, c’est défini par

% 1%
/{:éXé—)g

(()ier= t)ier=) — [ -
ie[//*

Proposition 5.3.5 (Propriété de cocycle). Conservons le formalisme ci-dessus. Si & est sta-
blement conjugué a 61, alors

A(’% Sl) = <"€7 iHV(S, 51)>A(77 8)

Démonstration. On utilise la premiere formule de Le terme Ag ne dépend que de (K’ /K’ #. a )
et (K"/K"#,a"), donc la stabilité n’y intervient pas. D’autre part @g — ©,, est constante sur
une classe de conjugaison stable par définition. Il suffit de traiter le terme ,,(¢[Cs~]). L’assertion
résulte immédiatement de O

Remarque 5.3.6. Si F est global, les caracteres locaux définis ci-dessus s’assemblent, par la
théorie du corps du classes, en un caractére

ky: HY(AJF,T) =
avec la notation de [49] §1.4. Ceci sera utile pour la stabilisation de la formule des traces.

Considérons la question de la normalisation (cf. [84] 4.6). Pour 'instant, supposons que F
est non archimédien de caractéristique résiduelle p > 2 et 1 est de conducteur op. Fixons un
réseau autodual L C W et le sous-groupe hyperspécial associé K C G(F'). Fixons aussi un sous-
groupe hyperspécial K de H(F'). Supposons qu’il existe v € Ky, 6 € K qui se correspondent
tels que v, sont de réductions régulieres. De tels choix existent.

Proposition 5.3.7 (Normalisation a la Waldspurger). Pour (vy,0) comme ci-dessus, on a
Ay,6) =1.
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Démonstration. 1l existe une décomposition L = L' ® L" ou L' = W' NL, L"” = W” N L par nos
hypotheses. Soient K’ C Sp(W’), K" C Sp(W") les sous-groupes hyperspéciaux associés, alors
0 e K', §" € K" et ils sont de réductions régulicres.

Montrons que Ag(d’,0"), A’(8") et A”(6") sont tous 1. C’est clair pour Ag; pour A’ et A",
on utilise [1.4.3] O

Proposition 5.3.8 (Symétrie). Notons Ay, le facteur de transfert associé a la paire (n',n")
et Ay celui associé a (n”,n’). Pour tous v = (v,~") € H(F) et § € G(F) qui se corres-
pondent, on a

An’,n”((’yly ’7”)7 S) = An”,n’((’}//, '7/), —S) St 8|f
ot —1 € G est celui défini dans . Plus précisément, on a

o ) Al (8") = Dl ) (=" VA ) (—8), 51 SIEs

(n ) (n/l 7n

Ag () (6',0") = Do oy (6", =0"), £ quelconque.

Démonstration. L’assertion pour A’A” résulte de L’assertion pour Ay sera démontrée en
1(.4.6l ]

Enfin, on dispose aussi d'une formule du produit. Supposons F global, ¢ : A/F — S! un
caractere non-trivial avec décomposition ¢ = [], 1. On a défini un facteur de transfert A,
pour toute place v.

Proposition 5.3.9 (Formule du produit). Soient v € Hg—reg(F) et 6 € G(F) qui se corres-
pondent. Soit i(0) = [0y]y, alors : )
— pour presque toute place v, on a Ay(7y,6,) = 1;

- Hv Ay(7,0,) = 1.

Démonstration. Dans ce cas-13, on a une décomposition W = W’ @& W” et des éléments §' €
SP(W')reg,0” € Sp(W")1eg tels que (87, 8”) = 6. Tous ces objets sont définis sur F. Vu la formule
du produit pour A’, A” ([4.7.2), il reste & prouver :

— pour presque toute place v, on a Ag,(¢",0”) =1;

— 11, Aow(d,6") = 1.
Supposons que &' € O(K'/K'*,d’, ), 8" € O(K" /K"#,a",c"). Posons d’autre part

o = Py(a")(—a")"™ det(1 +d') € K"#*.

La formation de o est compatible a complétion. Il s’agit de montrer que
[Isengy mpe (@) =1
v

ou K] est la complétée de K comme une F-algebre étale a involution. C’est une conséquence
de la théorie des corps du classes. O

5.4 Descente parabolique

Supposons maintenant que 8|f. Rappelons que les sous-groupes de Lévi de H sont de la
forme

(1.8) My = [[(GL(n) x GL(n})) x H’

el
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ot I est un ensemble fini, H> = SO(2m/41)xSO(2m"+1) avec (m/, m") € ZQZO, les (n},nl) € Zng
sont tels que >, ;n; +m' =0, Y, ;n? +m” =n". Le plongement de My dans H est défini
par [[, GL(n)) x SO(2m' + 1) — SO(2n' 4+ 1) et [, GL(n]) x SO(2m” + 1) — SO(2n" + 1).
Posons m = m/ + m”. On dit qu’un sous-groupe de Lévi M de G correspond & (M, H) s’il est

de la forme

(1.9) M = ][ GL(n:) x &,
el
ott G” := Sp(W”) avec W’ un F-espace symplectique de dimension 2m tel que n, +n! =n;

pour tout ¢ € I.

Fixons My et supposons M associé a (M, H). A Tlaide des décompositions ci-dessus, on
écrit les éléments de M(F) comme ((8;)ier,d’) et on écrit les éléments de My (F) comme
((7)ier,7”). Notons G” la fibre de p : G — G(F) au-dessus de G*(F), alors p : G* — G°(F)
est le revétement métaplectique et H” est un groupe endoscopique elliptique de G’ déterminé
par la paire (m’,m”). Le revétement p se scinde canoniquement sur les composantes GL(n;) par

[3.3.4}2.4.13| et |4.1.8] il y a donc un isomorphisme canonique

j: []GL(ni) x & 5 p~ ' (M(F)).

Pour ¢ € p~(4), notons 0’ € G® 'élément tel qu'il existe (;) avec 5((8;),8”) = d.

Un élément dans M (F)g est dit G-régulier s'il est régulier dans G. On note Mg—_yeg I'ouvert
de Zariski des éléments G-réguliers. Un élément v € Mpy(F),, est dit G-régulier s’il existe
0 € MG_reg(F') qui lui correspond.

SS

Proposition 5.4.1 (Descente parabolique du facteur de transfert). Soient My un sous-groupe
de Lévi de H et M un sous-groupe de Lévi de G qui correspond a (Mp, H). Soient v € My (F)
et § € Mg_rey(F) qui se correspondent comme éléments dans H(F) et G(F). Alors 7 et & se
correspondent. Notons Ay 4 et AHb,é" les facteurs de transfert associés a (G, H) et (G°, H®),
alors

AH’G(’% 5) = AHb’@b (’Yba 6b)

pour tout §e p1(0). Plus précisément, cette propriété est satisfaite pour tous les deuz facteurs
A'A" et Ay.

Démonstration. Pour le terme A’A”, observons que, d’apres [4.6.1}, [3.3.4] et [4.1.7, on a

04(j((6:),8)) = ©4(&)

ot le terme & gauche est défini par rapport & G”. Par on voit que

Or les classes de conjugaison des composantes d; donnent des formes hyperboliques comme
facteurs directs de ¢[Csr], qui n’affectent pas v, (¢[Cs~]). On obtient la descente du facteur
A’A” en appliquant encore une fois.

Pour le terme Ay, observons que O(0) est paramétré par une donnée

(K/K#,a,c) = @(Ki/Ki#, ai,¢;) ® (E/E*, a,)

(2
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ot O(0°) = O(E/E#,a,v) et K; ~ Kl# X KZ# pour tout i. Les données ont de plus les
décompositions K,; /K7 = K//K!* & K!'/K!I'" | etc.
Il s’agit de démontrer que 'on peut enlever (K{/KZ’# ai, c) et (KZ”/KZ”# a, ) dans la

» ) ? L T

définition de Ay. C’est clair pour (K /K # a;,c}) car le caractere sgn g4 (+) se factorise

par K#* — E#X_ Pour (KZ’/K{# al,ch), observons que la symétrie pour Ag échange les

Y
roles de ¢ et 6" quitte & les multiplier par —1. Un argument de va-et-vient permet de se ramener

au cas précédent. O

5.5 Enoncés du transfert et du lemme fondamental
Dans cette section, F' est un corps local.
Intégrales orbitales Soit M un F-groupe réductif connexe et soit m € M;es(F). Posons
Dyr(m) :=det(1 — Ad (m)|m/m,,).

Soit f € CX(M(F)). Fixons des mesures de Haar sur M (F') et M,,(F'). L’intégrale orbitale
de f en m est définie comme suit

Jar(m, f) o= | Dag(m)[ /2 / f(zVme) di.
My (F)\M(F)

Sim € M(F) est fortement régulier, I'intégrale orbitale stable est définie comme

Tai(m, f) =" Jar(ma, f)

olt my parcourt des représentants de O%t(m)/conj.
Les mémes définitions s’adaptent a 'algebre de Lie. Soit X € myeg(F'). Posons

DM(X) = det(ad (X)|m/mX)

Soit f € C°(m(F')). Fixons les mesures comme précédemment et définissons

(1.10) (X, f) := | Dar(X)|V2 / flz™1Xz)dz,
Mo (F)\M(F)
(1.11) Jar(X, f) izzJM(Xl,f)
X1

ol X; parcourt des représentants de O%(X)/conj.
On considere aussi les intégrales orbitales sur un revétement. Soit p : M — M(F) un
revétement d’un F-groupe réductif connexe satisfaisant a la condition simplificatrice suivante.

Hypothése 5.5.1. On suppose que Z,7 € M commutent si z,y € M(F) commutent.

Définissons les sous-ensembles M,q, et Mg comme les images réciproques de leurs avatars
sur M (F'). Fixons les mesures comme précédemment et définissons

(112) T, )= D)2 [ @ ) d
M (F)\M (F)
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ou T est une image réciproque quelconque de x. Si F' est archimédien, alors on peut définir les
intégrales orbitales d’une fonction f dans Iespace de Schwartz S(M(F)) ou S(M).

Revenons au cas du groupe métaplectique pour lequel 'hypothese est satisfaite. Soient
v € Hg—reg(F), f €C, o > ( ~) Définissons l'intégrale orbitale endoscopique par

HG77 ZAP}I, 6f)

N

ou :

— les & parcourent les représentants des classes de conjugaison dans G(F') qui se corres-
pondent & 7;

— § € G est une image réciproque quelconque de §, le choix n’affecte pas la définition car A

est spécifique (b et f est anti-spécifique.
Si F est archlmedlen, on peut aussi définir J,; ~(-, f) pour f € S--(G).

La conjecture de transfert Soient v € Hg_reo(F) et § € Greg(F') qui se correspondent.
D’apres la description des commutants via parametres dans on a un isomorphisme entre
F-tores H, = G5. On en déduit une correspondance entre les mesures de Haar sur H,(F) et
Gs(F).

Le résultat que nous établirons est le suivant.

Théoréme 5.5.2 (Transfert d’intégrales orbitales). Fizons des mesures de Haar sur G(F) et
H(F). Soit f € C2(G), alors il existe f7 € C°(H(F)) tel que

JHVCN,‘(’Ya f) = JSt(’Ya fH)

pour tout v € Hg_reg(F), ot on utilise les mesures de Haar qui se correspondent sur les com-
mutants. On dit que fH est un transfert de f.

Si F est archimédien et f € S--(G), alors on peut prendre ff € S(H(F)) satisfaisant d
l’égalité ci-dessus.

La fonction fH n’est pas unique, mais ses intégrales orbitales stables sont caractérisées par

f.

Le cas non ramifié : le lemme fondamental pour les unités de ’algebre de Hecke

Hypothése 5.5.3. On fait les hypotheses ci-dessous.
— F est non archimédien de caractéristique résiduelle p > 2 et |op/pr| > 3.
— p est assez grand par rapport a n. Une minoration possible de p est celle dans [84] 4.4,
appliquée aux groupes G et H.
— 1) est de conducteur of.

Définition 5.5.4. Soit M un F-groupe réductif non ramifié. On dit qu'une mesure de Haar
sur M (F') est non ramifiée si mes(K) = 1 pour tout sous-groupe hyperspécial K de M.

Remarquons que les sous-groupes hyperspéciaux sont conjugués par M,q(F), et la conjugai-
son préserve les mesures de Haar, il suffit donc de considérer un choix de K.

Prenons un réseau autodual L C W et notons K = Stabg(L) le sous-groupe hyperspécial de
G(F) associé. Fixons aussi un sous-groupe hyperspécial Ky de H(F'). Le lemme fondamental
pour les unités concerne le transfert de la fonction anti-spécifique

fr(Z) =

e7!, sizceK, e cKer(p),
0, siz¢p Y(K).
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Théoréme 5.5.5 (Le lemme fondamental pour les unités de 1’algebre de Hecke sphérique an-
ti-spécifique). Soit Kg un sous-groupe hyperspécial H(F'), alors 1g,, est un transfert de fx si
lon utilise les mesures non ramifiées sur G(F') et H(F).

La démonstration occupera les sections suivantes. Nous obtiendrons aussi des résultats plus
forts sur le transfert pour le cas archimédien.

Remarques sur le choix de revétements Les seuls résultats qui fait intervenir ’hypothese
8|f sont les suivants :

— la symétrie pour A’A” , qui fait intervenir I'élément —1 € G ;

— la descente parabolique

En particulier, on peut formuler la conjecture de transfert et le lemme fondamental pour
chaque choix de f. Montrons qu’elles sont équivalentes. Soient f,f’ € 2Z>; et supposons que
f|f’. Posons G’ := §f)(f,)(W), G = §f)(f)(W). Alors G < G'. Le résultat suivant découle

immédiatement.

Lemme 5.5.6. Soient f' € C2.(G') et f € Cgo(é) sa restriction. Pour tout § € G, on a

JG’/(S7 f/) = JG(Sv f)7
ot on utilise les mémes mesures de Haar sur G(F) et Gs(F).

Proposition 5.5.7. Les énoncés de transfert (cf. pour G et G' sont équivalents.
Dans le cas non ramifié, les énoncés du lemme fondamental pour les unités (cf. pour
G et G' sont équivalents.

Démonstration. Soient f’, f comme ci-dessus. Dans la définition de I'intégrale orbitale endosco-
pique Jy & (v, f'), on peut choisir les 6 dans G. Vu la compatibilité de la notion de stabilité
(par et du facteur de transfert (par sa spécificité) par rapport a restriction, on déduit par
ledit lemme que

JH,é’ (77 f,) = JH,G(’% f)

Le cas des fonctions de Schwartz dans le cas réel est analogue.

6 Transfert : le cas archimédien

Les résultats ici sont valables pour le transfert des fonctions a support compact ainsi que
les fonctions de Schwartz. Nous traitons principalement le premier cas et nous signalerons a la
fin les modifications nécessaires pour les fonctions de Schwartz .

Puisque la restriction des scalaires ne s’applique pas au groupe métaplectique, il faut traiter
le cas complexe séparément. Pour la plupart, nous nous occupons du cas F'=R; le cas FF =C
est beaucoup plus simple. Nous rajouterons quelques remarques a la fin.

—~ ~(8
D’apres [5.5.7} il suffit d’établir le transfert pour f = 8. Notons Sp(W) := Sp( )(W) pour

tout F-espace symplectique W.
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6.1 L’endoscopie chez Renard

Posons F' = R et n’ +n” = n. Soient W un F-espace symplectique de dimension 2n et
W =W eW" dimW’ = 2n/, dimW" = 2n”. A la paire (n’,n”) et & un F-tore maximal T
dans G est associé I'objet x dans
Afin de réconcilier avec le formalisme de [71], posons
G:= SP(W)v
G :=Sp(W),
G° = Sp(W') x Sp(W"),
G®:= Sp(W") x Sp(W"),

p°: G° — G°,
L:G° = G,
j: G = G.

Dans [71], Renard travaille avec les revétements a deux feuillets et il considere le groupe
Im (j) au lieu de G°. Mais peu importe.

Définition 6.1.1. On dit qu’une fonction f € Cg° (éo) est spécifique (resp. anti-spécifique) si
f est spécifique (resp. anti-spécifique) en les deux coordonnées. L’espace de telles fonctions est
noté par C2° (G°) (resp. C2-(G°)).

On dit qu'un élément (¢',0") € G° est G-régulier si +(d',8”) est semi-simple régulier. L’en-
semble des éléments G-réguliers est noté G%freg, et son image réciproque qureg-

Nous utiliserons systématiquement 1’application
7:G° = G°
(i'lv 53//) = ('%/7 _'/Z'”)7

ou 7" — —7" est 'opération définie par On a 72 =id.

Conservons les conventions de [71] pour les mesures et les intégrales orbitales. Identifions
donc une intégrale orbitale sur G' & une certaine fonction invariante ¢ € C’OO(Gmg); la méme
convention s’applique a G°. Dans ce qui suit, nous ne considérons que les fonctions anti-
spécifiques.

Définition 6.1.2. On dit qu'une fonction ¢ € C°°(Greg) est une intégrale orbitale anti-

spécifique §’il existe f € C’é’o(é) telle que ¢ = Jgs(-, f). L’espace des intégrales orbitales
anti-spécifiques est notée I(G’) De méme, définissons 1’espace I——(@°).
En utilisant la notion de stabilité introduite en qui coincide avec celle de [71], nous

définissons les espaces d’intégrales orbitales stables anti-spécifiques :

(@), T8 (G°).

On dit qu'une fonction ¢ € C°°(Greg) est une intégrale s-orbitale anti-spécifique si 7*¢ est
une intégrale orbitale stable anti-spécifique. L’espace des intégrales r-orbitales anti-spécifiques
est noté Z,, --(G°).

Notre définition des intégrales k-orbitales coincide avec celle de Renard d’apres [71] §3
p-1226. L’espace 7, (C~¥°) est une limite inductive d’espaces de Fréchet.

La démonstration du transfert archimédien repose sur trois ingrédients : le transfert de G
vers G°, le transfert de G° vers le groupe endoscopique H, et la comparaison des facteurs de
transfert. La comparaison sera fait dans la sous-section suivante ; les deux théoremes de transfert
se trouvent dans [70] et [71], mais il faut les mettre sous une forme convenable.
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Théoréme 6.1.3 (cf. [71] 4.7). On sait définir un facteur de transfert

AR GG reg = 2
de sorte qu’il existe une application linaire continue

Trans :Z--(G) — T, --(G°)
¢ ¢°
définie de la fagon suivante : ¢° est déterminée sur le sous-ensemble dense ég_mg par
0o == j(&',8"),
O°(5,8") = Ar(d,0") Y, (5w (3,00))6(9).
3e0st(do)/ conj

Observons en passant que j identifie O%(0")/conj x O%(6”)/conj & O%(dg)/conj.
Nous donnerons une expression explicite de A dans la section suivante.

Démonstration. Dans [71], ce théoreme est énoncé pour les revétements a deux feuillets, le
groupe Im (j) au lieu de G° et les intégrales orbitales spécifiques. Notre énoncé s’obtient en
trois étapes.
— Le théoreme [71] 4.7 est valide si 'on remplace Im (j) par G°. Ceci est clair.
— Il reste valide pour les intégrales orbitales anti-spécifiques; ceci est trivial car les objets
spécifiques et anti-spécifiques coincident pour les revétements & deux feuillets.
— Finalement, on étend le théoreme [71] 4.7 & tout revétement de G(F'). Cela se fait comme

dans B.5.71
]

Théoréme 6.1.4 (cf. [70] 6.7). Posons H := SO(2n’ + 1) x SO(2n” + 1), alors on peut définir
une application linéaire .
T : I°UG®) — T¥(H(F))

caractérisée par 3 3 o
T(®)(v',7") = A'(") A(6") (¢, 0")

oty etd e é{)(W’)T@g se correspondent par rapport a la donnée endoscopique (é{)(W’), SO(2n'+
1) x {1}), v" et 0" € Sp(W")eq se correspondent par rapport ¢ (Sp(W"),SO(2n” +1) x {1}), et

+ —

r_ 6111 — @dJ

: T .

0 — 6,

Démonstration. Cet énoncé est pour l'essentiel celui de Renard. L’énoncé dans [70] ne concerne

que le cas n” = 0, mais on ’étend sans difficulté aux produits directs. On procede comme dans
la démonstration de[6.1.3] et obtient la version énoncée ci-dessus. ]

6.2 Comparaison de facteurs de transfert
Les tores maximaux dans G sont isomorphes a des tores “standards” de la forme
T = (T X (8 x (RX)’,
2m+r+s=n.

Cela décrit tous les tores maximaux dans G & conjugaison stable pres.
On utilise les coordonnées 2 = (2;)i21, w = (w;)}_y, a = (ag)j—; pour T™"*. Soient Z;, w;, ay,
les caracteres correspondants.
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Proposition 6.2.1. Soit (¢',¢") € G° qui est G-régulier. Supposons que le tore mazimal T' xT"

s \ .
contenant (8',8") est de la forme T™ ™ x T™" """ " On paramétre (§,8") par ses coordonnées
(2w’ d, 2" w” ad"). Alors

r(6,0") = H sgn(Re(w}) — Re(wjn)).

/ //

Démonstration. C’est essentiellement [71] (4.8) et les discussions qui suivent. O

Corollaire 6.2.2. Le facteur Agr est constant sur une classe de conjugaison stable.
Proposition 6.2.3. On a Ag = Apg.

Démonstration. Tous les deux facteurs Agr et Ag satisfont a la descente parabolique 11
suffit donc de les comparer sur tores de la forme 770 x T™" 70 Soient (K'/K'# b ) et
(K"/K"# 1", ") les parametres de O(8') et O(6"), respectivement.
Calculons d’abord le polynéme Py (T)(—T)~". On a
— ——1
o (T — 2)(T — 2N T —2)(T— 2 )

PAT)(=T)"" = i i i i .

T? — 2Re(w’) + 1

11 fatiac
J

=TI@+ 77 = Gt T NE@+T7) = 7))

7

JJ@Re(w)) — (T +T71)).

J
Les termes dans le produit sur ¢ sont non négatifs si 7' est remplacé par un élément dans
S!. D’autre part,

det(1+4') = H(l +2)(1 427 Ha L)+ Z—g—l)‘

: H(l +wj) (1 +w)),

J
qui est un réel positif, d’ou

sgn(Pb/(wg-’u)(—w;fu)*”/ det(1+ ")) = Hsgn(Re(w;- /) — Re(wjn)).

J

On conclut en le comparant avec [6.2.1 ]
Conservons maintenant les notations de

Théoréme 6.2.4. Soit f € C'ofl(é'), alors il existe f71 € CX(H(F)) telle que pour tout
Y= (7/a7//) € HG—reg(F):
i, 1) ZA (€,0) 760, f)

ot la somme parcourt les classes de conjugaison des 6 € G(F') qui correspondent a v et 6ed
est une image réciproque quelconque de §. .

De plus, Uapplication linéaire ¢ — ¢g de I--(G) dans TH(H(F)) induite par f + 17 est
continue.
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Démonstration. Fixons b0 tel que & et v se correspondent. Prenons (56, 56’ ) € G° comme dans
alors j(d(, () = do. On peut supposer que les ¢ dans la somme parcourent O%(80) /conj.
Posons ¢ := Ja (-, f) € I--(G). D’apres le terme & droite vaut

N (36) A" (57) Ao (80, 80) D {k, inv(do, 6))(6).

)

Or et entrainent qu’il est égal a
A (55) A" (85)¢° (8, 65
ou ) ) o
A'(00) A (=0p) - (T7¢°) (95, —0p)-
Maintenant, &, correspond & ' pour la donnée endoscopique (ST)(W’ ),SO(2n’ + 1) x {1})
et —0% correspond & 4" pour (Sp(W"),S0(2n” + 1) x {1}). D’autre part 7*¢° € Z5¢(G°). En
appliquant on voit que la fonction ¢ € C°(Hg_reg(F)) définie par

7 A (80) A (=) - (77¢%) (8, —00)

appartient & Z'(H (F)). Ceci démontre I'existence de f. L’application Trans de et I’ap-
plication T de sont continues, d’ou I'assertion sur la continuité. O

Ce théoreme établit le transfert pour F' = R et pour les fonctions a support compacts.

Remarque 6.2.5. On peut démontrer une variante du théoreme ci-dessus ou f € S(G’) et
7 € S(H). 1l faut adapter nos arguments, ainsi que ceux de [70, [71], aux intégrales orbitales de
fonctions de Schwartz. Des résultats de Harish-Chandra et Shelstad permettent de caractériser
ces espaces. Par exemple, les conditions les plus subtiles (I5%), (I§) dans [71] ne changent pas
pour les fonctions de Schwartz, donc les mémes arguments marchent toujours.

Remarque 6.2.6. C’est aussi possible d’établir le transfert par la descente parabolique et la
descente semi-simple, qui sera établie dans la section suivante. Il suffit de reprendre les arguments
de [75] et utiliser la caractérisation des intégrales orbitales énoncée dans [71].

6.3 Le cas complexe

Supposons maintenant que F' = C. On confond les C-groupes et leurs points complexes.
Dans ce cas :
—~ G = ¢xG,et A(v,(t,0)) =t pourtoutt € ¢ettousy € H,d € G qui se correspondent ;

— on peut identifier C22-(G) a C°(G) via f — f(1,-);
— la conjugaison se confond avec la conjugaison géométrique ;
les tores maximaux sont conjugués;

— les intégrales orbitales stables se confondent avec les intégrales orbitales.

On peut toujours définir les espaces vectoriels topologiques d’intégrales orbitales Z(G) et
Z(H).

L’existence de transfert est équivalente a

Théoréme 6.3.1. Soit f € CX(G), alors il eviste f € CX(H) telle que pour tout v =
(f)/’,)//) € HG*?"egy .
JH(’%f ):JG(57f)

pour tout § qui correspond a 7.
De plus, Uapplication linéaire ¢ — ¢ de T(G) dans Z(H) induite par f — fH est continue.
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Esquisse d’une démonstration. La caractérisation des intégrales orbitales se simplifie énormément
pour les groupes complexes : il n’y a plus de “conditions de sauts” (eg. les conditions I§' et
I¥ pour le groupe métaplectique réel). En effet, les singularités éventuelles sont associées aux
racines ; localement elles forment des murs de codimension réelle 2. D’aprés un principe de
Harish-Chandra, on peut outrepasser ces murs.

Fixons des tores maximaux S C H et T C G. On sait qu’il existe un isomorphisme S = T,
équivariant par rapport au homomorphisme des groupes de Weyl W#H — WC. Les classes de
conjugaison semi-simples dans G (resp. H) sont paramétrées par T/WC (resp. S/WH). Le
transfert en découle immédiatement en appliquant la caractérisation des intégrales orbitales
mentionnée précédemment. O

Remarque 6.3.2. Comme le cas réel, il y a aussi une variante de ce théoréeme pour les fonctions
de Schwartz.

7 Descente semi-simple du facteur de transfert

Fixons f tel que 8|f. Les revétements métaplectiques dans cette section désignent les revétements
a f feuillets.

7.1 Le formalisme de descente

Fixons F un corps local, (W, (-|-)) un F-espace symplectique de dimension 2n, (n/,n") € Z%,
tel que n’ +n” = n. On en déduit les objets suivants.

G = Sp(W),
G = Sp(W),
H' :=S0(2n' + 1) déploysé,
H" :=S0(2n” + 1) déploysé,
H:=H x H".

Fixons € = (€/,¢’) € H(F)s et 7 € G tels que n € G(F)s et € se correspondent. Pour
simplifier la vie, supposons aussi que 77 = £1 lorsque 7 = £1 (ou —1 € G est celui défini dans
. Ecrivons les parametres de leurs classes de conjugaison comme

ne O(K/K#,’U, (WKahK)v (Wi7 <|>i))>
6/ S O(K’/K/#7’l)l, (VI/(7 h/K)v (Viv q/i))a
6// c O(K”/K”#,UN, (V”, h/]/{)7 (V//’q;/t)),

ou hg est anti-hermitienne et Y, b sont hermitiennes.
La correspondance de classes exige que

(K/K#,v) = (K'/K'# o) @ (K" K"#, —"),
Wk ~ Vi ® VL, comme K — modules,
dimp Wy + 1 = dimp V| + dimp V”,
dimp W_ 4+ 1 =dimp V' + dimp Vi’.

On décompose K en produit de F-algebres & involution L pour lesquelles L sont des corps.
Si l'on pose u := v|, alors L = F(u). Adoptons la convention d’indexer '’ensemble des paires
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(L,u) par u. Idem pour K', K”. Alors

(K/K#v o ) = @(L/L#7u7 (Wm hu)) ©® (W+, <’>+) S (W_, <|>—)7

u

(K'/K*,--) = @)L/ u, (Vi b)) @ (VL d) @ (V).

u
(K"/K"#, ) = D(L/L#, —u, (V) b)) @ (VI df) @ (V2 q");
u
ol
— on permet que pour tout u, au plus 'un de V) et V) est trivial;

— les paires (L, u) sont deux a deux inéquivalentes ;
— pour tout u, Wy, ~ V, @ V. comme L-modules.

D’apres
Gy = HU W, hu) X Sp(W4) x Sp(W_),
H, = HU V! hL) x SO(VL, d\) x SOV, ¢"),
= HU (VI Rl x SOV, d) x SOV, "),
H, = Hg, H,.

On note abusivement la restriction de n sur U(W,, hy) par u, celle de € sur U(V,/, hl) par

uru
u’ et celle de —€” sur U(V,)/, hll) par u”.

Rappelons que U(Wy, hy) =~ GLp#(5dim;4 W,,) si L ~ L# x L#. On a des immersions
canoniques
U(Wu, hu) = Sp(Wu, (| -)u)
U(Viys he,) = SO(Vy, (tr e )<, )
UV s ) = SOV, (br 1y )+ hyy)

u u
Ol () = (b1 11 )oh).
Lemme 7.1.1. Si H, est quasi-déployé, alors SOV, q") et SO(V,¢) sont déployés.
Démonstration. Si H. est quasi-déployé, d’apres la description des commutants dans §3.3] on
déduit que SOV, ¢,) et SO(VY, ¢/ ) sont aussi quasi-déployés. Or un groupe orthogonal impair
quasi-déployé est forcément déployé. O

Soient

X

(Xu)us X4y X-) € gy(F),
(Yo)u, YL, YL) € bu(F),
(
="

(Y/ Y// Y”) hell ( )

u

,Y") € be(F).

Hypothése 7.1.2. On suppose X,Y semi-simples réguliers et assez petits.

Supposons de plus que 6 := exp(X)n et v := exp(Y)e se correspondent.
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Définition 7.1.3. Soient my, mo des algebres de Lie de produits de restrictions des scalaires
de groupes classiques. On dit que deux éléments Z; € m; (i = 1,2) semi-simples assez réguliers
sont en correspondance par valeurs propres s’ils admettent des parametres de la forme

Zi € O(K/K*,a,c¢)
pour ¢; € K* convenables (i = 1,2). On note cette relation par
7 &8 7,
Lemme 7.1.4. Avec ces hypothéses, on a

Yu, X, <5 (YY), ,
Xy &0 (YLY),
x5 Ly,

Démonstration. Si X,Y sont assez petits, on peut écarter les valeurs propres provenant de u
différents. Cela permet de conclure. O

La correspondance ci-dessus fournit aussi des décompositions orthogonales W,, = W, & W
pour tout u et Wi = W/ & WY selon les valeurs propres. Les éléments X, X1 se décomposent
ainsi en

Vu, X, = (X[, X)),
X, = (X, XY),
X_ = (X', X"),

tels que
vu, X, <5 v xSy
X/ Y_{_, X// Y//
x. oy xr Xy

Enfin, posons .
d :=exp(X)7.

Pour tout u, prenons @ € éB(Wu) au-dessus de u tel que I'image de ((@),,1,—1) par I'ho-
momorphisme

]ISp ) % Sp(W.) x Sp(W-) = Sp(1V)

est 7. C'est poss1ble grace a I’hypothese que n ==l lorsque n = +1. Ensuite, prenons (¢/,4") €
Sp(W!) x Sp(W!) qui s’envoie sur @ € Sp(W,). Posons 7 (resp. i”) I'image de ((@')y,1,—1)
(resp. ((@")y,1,—1)) par

[ISp(Ws) x Sp(W}) x Sp(W’) — Sp(W”)
(resp. [ [ Sp(W}) x Sp(WY) x Sp(W”) — Sp(W")).

Décrivons le comportement du facteur de transfert A = AgA’A”.
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Proposition 7.1.5. Par rapport a ces décompositions, le facteur A" satisfait a

A(exp(X")if) = [ [ A (exp(X)i') - A/ (exp(X}))A'(— exp(XL)).

De méme,

A"(exp(X")7") = [ [ A" (exp(X])a@") - A" (exp(XL))A"(— exp(X”)).

u
Le produit A’ A" ne dépend pas de choiz de /', 7" et ', u"

Il est sous-entendu que les termes A/, A” A droite sont pris par rapport a des espaces
symplectiques convenables (eg. W/, W/ etc.)

Démonstration. Cela résulte de O

Autrement dit, A’A” est “additif” par rapport aux sommes directes de parametres. Le
comportement du terme A est plus pénible a écrire : il est “bi-additif”.

Proposition 7.1.6. Le facteur Ag(exp(X')n/,exp(X")n") est produit des termes suivants

Ao (exp(XY), exp(XY)),
Ap(— eXp(X') —exp(X")),

HAO exp(X,))u, exp(X)u),
T (s exp (Kl
HAO (exp(X,,)u, exp(X7)),
HAQ (exp(X,,)u, —exp(X”))
HAO exp(X%), exp(X,)u),

HAO eXp )a eXp(XZ)u),

Ao(exp(XY}), —exp(X")),
Ao(—exp(XL), exp(XY)).

Démonstration. D’une part, le caractére sgny / xr# () est additif par rapport aux sommes di-
rectes des parametres K”/K"#. D’autre part, si K" /K"# est fixé, alors

!

Py(a”)(=d")™ et det(d +1)

sont tous additifs par rapport aux sommes directes de parametres (K'/K’ #.a'). Dol I'assertion.
O

On démontrera que seuls les trois premiers termes survivent aprés descente.
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7.2 Le cas non ramifié

Afin d’établir le lemme fondamental, on aura besoin de considérer la version non ramifiée de
la descente. Nous conservons la plupart du formalisme précédent et précisons les modifications
ci-dessous.

Conservons I’hypothese [5.5.3]; en particulier, F' est un corps local non archimédien de ca-
ractéristique résiduelle p > 2. Fixons un réseau autodual L C W. Soit K = Stabg(L) le
sous-groupe hyperspécial de G(F) associé. Cela permet d’identifier K comme un sous-groupe
de G.

Hypothése 7.2.1. Supposons que
— 1 et € sont d’ordres finis premiers a p;
— 4,7 sont des éléments compacts avec décompositions de Jordan topologiques

d = exp(X)n,
v =exp(Y)e,
X,Y : topologiquement nilpotents ;

— 4,7 se correspondent ;

-nekK,n=71n;

— H, est non ramifié.

Dans ce cas, c’est loisible de supposer que (Vi,¢"\), (VI dL), (Vi k), (V) b)), (Wy,hy)
admettent des réseaux autoduaux ([84] 5.3). La nilpotence topologique de X,Y dans le cas non
ramifié remplace la condition précédente que X,Y soient assez petits.

On décompose G, et H, comme dans la section précédente. Les éléments v sont d’ordre fini

premier & p. En particulier, L est une extension non ramifiée ; lorsque L ~ L# x L# cela signifie
que L est une extension non ramifiée.

Lemme 7.2.2. Avec ces hypothéses, on a
Vu, X, <5 (Y1, Y,
X, &5 vy,
x_ & vy,

Démonstration. Cela résulte de I'unicité de la décomposition de Jordan topologique. O

7.3 Enoncé de résultats

Sauf mention expresse du contraire, F' est un corps local de caractéristique nulle. Conservons
aussi les formalismes précédents.
Pour simplifier la vie, introduisons des conventions.

Notation 7.3.1. On dit qu'une expression est une bonne constante si
— elle ne dépend que de O%(€) et O(7) ;
— elle vaut 1 dans le cas non ramifié.
Soient a,b deux éléments inversibles dans une F-algebre étale K. On dit que a = b si

a
sup ’a (7) — 1‘ _est assez petit,
O'EHOmF_alg(K,F) b F

ot |- |z est 'unique valeur absolue sur F' qui prolonge |- |z. La borne exacte dépendra du
contexte.
Dans le cas non ramifié, on dit que a ~ b si  est topologiquement unipotent.
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Théoréeme 7.3.2. Posons
AV, X) = Alexp(Y)e, exp(X) i),
alors il existe une bonne constante c telle que

NV, X) = c[[Au((Ys, Yy, Xu)-

’ A-i-((YJ/rv Yl/)aX-i-) ’ A—((Yiv YJ/r/)vX—)

Les termes Ay, Ay sont définis de la fagon suivante. Avec la convention e € {4+, — u}, sup-
posons que Xo € O(K/K* a,c) et (K'/K'#,d',c) @ (K"/K"#,a",c") est la décomposition
correspondant o Xo = (X, X.). Définissons

ALY Y, X)) = SGN v ot ('yuc 1PXu\L( "), pour tout u

A-i—((YJ/r?Yi,)vX-i-) I ) s (c ( H))?
A_((YZ, YJIF/)7X—) = SgnK’/K’#(C 1PX7(GI));
ot Px, € F[T] est le polynome caractéristique de X+ € Endp(Wx) et Px, 1, € L[T] est celui

de X, € End,(W,). Pour tout u, la constante v, € L* satisfait a 7(v,) = (—1)3mrWuy, et
Yu € 0] dans le cas non ramifié.

Observons que Py, |z, est bien défini méme si L ~ L# x L#: de plus, dans ce cas-1a A, =1
car K" = K"#* @4 L ~ K"# x K"#,

Démonstration. Ce théoréme s’obtient en multipliant les formules dans [7.5.1] [7.5.2] [7.5.3], [7.6.1
et [1.6.2) O

Corollaire 7.3.3. Pour tout A € F*, on a

A (Y, X) = A°(N?Y, A2 X).
Cela nous permet de prolonger A en une fonction définie sur toute paire

(K X) € (he)G—reg(F) X (gn)reg(F)'

Démonstration. Vu le théoreme, il suffit de constater que pour tout e € {+, —, u}, le facteur
A, vérifie la méme propriété, qui est immédiat. O

7.4 Des lemmes techniques

Les lemmes suivants seront les seuls ingrédients non-triviaux dans la démonstration de
On établit d’abord une formule de réciprocité pour sgn(-). Commencgons par une observation
élémentaire. Soit z un élément dans une F-algebre étale, P, désigne toujours son polynome
minimal sur F.

Lemme 7.4.1. Fizons un corps L. Soient K une L-algébre étale et z € K* tels que K = F[z].
Soient

€ PGL(2,L), cz+d#0,
c d

az+b
cz+d
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Soient P, € L[T] le polynome caractéristique de z et P, € L[T| celui de w. Posons m :=
deg P, = deg P, = dimp K, alors

al' +b a
T+d)mp, (%) —mp (—)P T),
(T'+4d) w(cT—i—d) e =(T)

(ad — be)(cz + d)" 2Py (w) = ™ P, (ﬁ) P.(2).

c
Démonstration. 11 suffit de démontrer la premiere formule. Observons que w # ¢, sinon ad—bc =
0. On se ramene au cas ou K est un corps. Le polynome a gauche s’annule en z et a degré m,

donc il est égal & P,(T') multiplié par une constante non nulle. On calcule son coefficient de T
et on arrive aisément au terme ¢ P, (%). O

Lemme 7.4.2. Supposons qu’il y a une décomposition orthogonale W = W' @ W", n' =

%dimW’, n” = %dimW”. Soit X € sp(W) semi-simple régulier tel que X = (X', X") ou
X' csp(W') et X" € sp(W"). Supposons que X € O(K/K#* a,c) et

(K/K#, a,c) = (K'/K'#,d',¢)® (K" /K"#,d" ")
par rapport a la décomposition X = (X', X"). Alors
st s (Poon (@) - s s (Per () = (=1, 1) (det X, det X")p.
Démonstration. Appliquons aXesp(W), X' €esp(W') et X" € sp(W”). On voit que

(1.13) Y (q[X]) = 1 ((=1)")yy(det X) - sgngpex (¢ Px (a)),
(1.14) Yo (q[X]) = 3 (=)™ ")y (det X') - sgnger e (¢ Py (a')),
(1.15) Yo (a[X"]) = 3 (= 1)"" ")y (det X) - sgngen s gens (" Py ().

On a aussi Px = Px/Px» et q[X]| = ¢[X'] ® ¢[X"]. En prenant ([.13) + ((I.14) x (I.15))), on
obtient

(I.16) sgnK//K/#(PXu(a’)) . sgnK///K//#(PX/(a”)) =
Yy(det X)yy(1) Y ((=1)""1)
Yo (det X7)yy (det X7) vy (1) (= 1) )y (1) 1))

En discutant les parités de n/,n” et en rappelant que v, (—1) = 7, (1)~!, on déduit

Y ((=1)"71) _ ()74, sin/,n” sont impairs;
Y (D (1) 1)y (1))

On utilise le fait suivant ([89], §25 prop. 3 et §28 prop. 4) : pour tout a,b € F*, on a

1, sinon.

Yo (ab) vy (1)
Yo (@) 7y ()
D’une part, en prenant a = b = —1, il en résulte que v,(1)* = (=1, —1)p = (=)', —1)p
si n’,n” sont impairs; en tout cas :
Yoo (D)7 (1) Dy (1) 1) ’
D’autre part, en prenant a = det X’ et b = det X”, il en résulte que

Yo (det X)yy (1)
Yo (det X7)yy (det X7)

Cela acheéve la démonstration. O

= (a, b)F

= (det X'/, det X"') .
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On en déduit une version au niveau du groupe a l’aide de la transformation de Cayley.

Lemme 7.4.3. Soit 6 € Sp(W )y tel que § = (8',0") ou W = W @& W”", §' € Sp(W') et
§" € Sp(W"). Supposons que § € O(K/K*,a,c) et

(K/K*# a,¢) = (K'/K'# d )@ (K"/K"#,d", ")

par rapport a la décomposition 6 = (¢§',6"). Alors

(L17)  sgngen goms (Par(a”)(—a”) ™™ det (8 — 1)) - sgnger e (Par (') (—a') ™" det(6” — 1))

i §+1 8 +1
=(-1,-1)% <det - 17det 5 1)

z+2

Démonstration. Posons 2/ = a’ + % e K'# 2 =d'+ % € K"#; posons d’autre part ¥’ = -,

et idem pour b”. Alors affirme que

T+2

P.(T)Py(1) = (T —2)" Py (T_Q) :

et idem pour 2" et b”, ce qui entraine

(1.18) P(2"Py(1) = (2" — 2)" Py (v"),
(1.19) Pz” (Z/)P//(l) = (Z/ - Q)nNPb//(bl).

/ 2 " 1
On a (a +1> =¥ (idem pour a”); on déduit du fait T(Z,,ﬂ) = —Z,,ﬂ (idem pour a’) que
Pa“+1 (T) = Pb//(Tz), d’ou

al’—1

a1 \a —1

a+1
Pb//(b/) — Pa”+1 (/) s

et idem si l'on échange a’ et a”. Observons aussi que P, /(z”) = Py(a")(@")™ et Pu(2) =
Pyu(a’)(a’)™™". Assemblons toutes ces égalités dans ([.18), et prenons sgn g gr#(+),
sgnpcr gr# (+). Pour (L.18), cela donne

_ a//+ 1
n Pa a’+1 (1)) = SgnKu/Ku# < Z — 2 /+i (CW—I)) .

a’—1

sgn e et (Par (a”)(a")

Or 2/ =2 = —(1—a")(1 = &) € (~1)Nygujgonn (K") et Poraa (1) = (~2)2" det(s’ — 1),
a’—1
d’ou

! CL” +1
SgnK///K//# (Pa’ (a”)(—a”) " det((S/ — 1)) = SgnK///K//# (Pa’Jrl (a// 1)) .
a’—1 -

Appliquons le méme argument a ([.19)) et multiplions les formules qui en résultent. Une appli-
cation de [.4.2] donne le résultat cherché. O

Considérons maintenant une situation différente. On aura besoin de deux lemmes concernant
les classes de conjugaison semi-simples de groupes orthogonaux pairs.

Lemme 7.4.4. Soit (V,q) un F-espace quadratique de dimension paire. Soit K/K# une F-
algebre étale a involution. Soit t € F*. Sl eviste a,c € K7 tels que T(a) = —a, 7(c) = c et
O(K/K#, a,c) eriste dans SO(V,q), alors

sgng s (1) = (8, (=1)7 5V det g) .
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Démonstration. Supposons que O(K /K7, a,c) existe dans SO(V, q), alors

(Viq) = (K, (tr k/p)«(cNg g (+))),
(Vi tq) = (K, (tr g/p)« (teNg 2 (4))),
ot Ng /g est la (K, 7c)-forme hermitienne w — Ny pex (w).

On a vy (tq)/vy(q) = sgng/p#(t) d’apres [4.3.1] D’autre part la formule de 7, en termes du
déterminant et de l'invariant de Hasse s(-) ([56] 1.3.4) entraine

Y (tq)
Yo (q)

= s(tq) - s(q)

car dimp V est paire. Posons m = %dimp V. Prenons une diagonalisation ¢ ~ (dy,...,dan)
quelconque. Alors

= [1( 0t aj)r(ai,t)r)
= (t,t)7(t,det q)p, car <2;n> =m mod 2

(t,—1)F(t,detq)p, car (t,t)p = (t,—1)F
= (t,(—1)"detq)p,

ce qu’il fallait démontrer. O

Lemme 7.4.5. Soit (V,q) un F-espace quadratique de dimension paire. Si'Y € so(V,q) est
inversible, alors detY € detq - F*2.

Démonstration. Fixons une base de V' de sorte que ¢ = (a1, ...,as,) et regardons Y comme
une matrice. Soit @) la matrice diagonale diag(aq, ..., a2n), alors Y € so(V, q) équivaut a ce que
Y @ soit une matrice anti-symétrique. Notons Pf(Y'Q)) € F* son pfaffien, alors

detY =detYQ - (det Q)™ = PH(YQ)? - (det Q)™ .
Or detQ = aq - - - asy, = det ¢, d’ou 'assertion. O
Etablissons maintenant la réciprocité du facteur Ag.
Corollaire 7.4.6. Sous les hypothéses de[7.4.3, on a
Do(8',8") = Dg(—8", 4,
ot Ag(—0",—0") est défini par rapport au groupe endoscopique transposé H” x H'.

Démonstration. D’apres on a

!/

A0(5/, (SII)A()(—5//, —5/) = SgnK///K//# <det M) SgnK//K/#((—l)n

-1
il §+1 8 +1
(=1L, -1)% deté’—l’deté”—l L

1
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La classe de conjugaison contenant g,ﬂ € sp(W') est paramétrée par (K'/K'#, Z:ﬂ,c’ )3
prenons ¢’ la F-forme quadratique sur K’ définie par (tr g p)«(¢' Ngr o (+)). 11 existe ¢ €
K'#* et Y' € so(K',q') tels que O(Y') est paramétré par (K'/K'#, Z,ﬂ, ¢y)- Appliquons la

méme construction & a” pour obtenir une F-forme quadratique ¢” sur K”. Par on a alors

y+1 0 +1 o /)
SGN oo ot (det5 _1> <d té T , (=)™ detg L

sgnsc o (1)) = (1), (=1)" det ¢) .

Par appliqué a Y’ € so(K',¢') et Y € s0(K",¢"), on a

& +1 8 +1 o, 0 —1
SgnK///K//# <det 5 — 1) <det ( 1) det 5”+ 1)

I 1! / "

On en déduit que Ag(d,0")Ag(—06",—0") = (=1, -1)%™ ((—=1)",(—=1)" )r = 1. Cela acheve
la démonstration. O

7.5 Descente des termes A’, A"
Proposition 7.5.1. Supposons que X4 € O(K/K¥ a,c), soient X4 = (X', X) et
(K/K#,a,¢) = (K'/K'#,d .d) & (K"/K"#,d", ")
la décomposition de paramétres correspondante. Il existe alors une bonne constante c telle que
A(exp(XYy ) A" (exp(X11)) = cysgnenoms (" Py (a)).

Proposition 7.5.2. Supposons que X_ € O(K/K¥ a,c), X_ = (X", X") et (K/K*,a,c) =
(K'/K'#.,d',d)® (K" /K"#,a",") la décomposition de paramétres correspondante.
1l existe alors une bonne constante c_ telle que

N(— exp(X1) A" (— exp(X")) = c_samge s (¢ P (a).
Les assertions sont équivalentes. En effet, d’apres

A'(exp(X])) A" (exp(XT)) = A'(— exp(XT))A"(— exp(X}))
A'(— exp(X7))A" (= exp(X”)) = Al(exp(X”)) A" (exp(X")).

Par conséquent, il suffit d’établir

Démonstration de[7.5.1. On a A’(exp(X,)) =1 par et la lissité de ©y ; dans le cas
non ramifié, on utilise D’apres il existe une bonne constante ¢ telle que

A (exp(XL))A"(exp(XY)) = ¢y (q[XE]).
Vu[d34] on a

o (gIXD) = 7o ((~ D)™ g (et X7 - sgngen s (" Py ().

Le terme 7, ((— 1)”"*1) étant une bonne constante, il suffit de montrer que 7, (det X/) I'est aussi.

Rappelons que X” Yoy et V7 € so(V",q"), V" est de dimension paire. D’olt y(det X7) =
Yy (det ¢” ) par qui est une bonne constante car det ¢ € o} dans le cas non ramifié. [



80 CHAPITRE 1

Proposition 7.5.3. Fizons la donnée u et posons L = F[u]. Supposons que X,, € O(K/K# a,c),
soient X, = (X, X!) et (K/K#,a,c) = (K'/K'#,d',d)® (K"/K"# a",c") la décomposition
de paramétres correspondante.

1l existe alors une bonne constante ¢, et une constante o, € L™, «y € UE dans le cas non
ramifié, T(on,) = (=)L Wi oy telles que

A(exp(X,) 0" )A" (exp(X;) ") = cusgen o (auc”*lemL(a”)).
Démonstration. D’apres [5.3.3
A (exp(X,,) i) A" (exp(X, ) ") = A'(exp(Xu)@) ¥y (a[Coxp(xyyur])-

Puisque det(u? — 1) # 0, le terme A’(exp(X,,)@) = A’(#) est une bonne constante d’apres

4.2.1f; dans le cas non ramifié, il faut aussi Il reste & traiter vy (q[Coxp(xryur])-
On a K" = K"# ®f L. Si L ~ L# x L# alors la forme q[Cexp(xyur] est hyperbolique

d’apres done vy (q[Coxp(xryur]) = 1. D’autre part sgnpn gns(-) = 1 dans ce cas-la et
la proposition est prouvée. Supposons désormais que L est un corps. Fixons un plongement
L < F; la formule finale sera indépendante du plongement.

Posons

m/ := dimy W),

A" = exp(d”),

o uA” —1
uA"+ 17

On voit que A” =~ 1 et C" =~ Z—ﬁ # 0. Grace ém

(1.20) .
. SgnK///K//# (C//_l.PQCW (20//))

[L:F]m”—l)

Le terme 7, ((—1) est une bonne constante, le terme vy (Ngn p(2C")) est égal a

o (Mg (2257 ) ) = eldg@u+ 1w = 1) w))

ce qui est aussi une bonne constante. Il reste donc a traiter le terme sgn g /e (- ).
Enfin, sgnKu/Ku#(c”*1P20//(2C’”)) = sgnKu/Ku#(20”*1].30//(0”)). Posons

EL/F = HomF,alg(L, F)

et posons og € Xr/p 'unique élément fixant u.
Observons que

Por = H Pg”\L

UEEL/F

olt la notation P, signifie le polynome caractéristique de e sur L, l'action de ¥ ,p sur L[T]
provient de l'action sur les coefficients. On a aussi deg Por f, = m”. 11 en résulte que

Pon(C") = Pomp(C") - T] P&wi(C”)
(1.21) o€X/F,

oFog

= kuPon(C"),
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ou k, € L™ est une constante ; k, € oz dans le cas non ramifié.
D’apres|(7.4.1] on a

2U(UA” + 1)m//72PC//‘L(CH) = um"PC//|L(I)PA//|L(A”),

d’ol
- 1 m!— —m! .
Pomp(C") = 5u HuA” +1)27™ Pon (1) Pan,(A”)
1 1 " .
(1.22) ~ g™ T w4 1P det(1— (u— 1) (u+ 1) 7HWY) Py (A7)
~ hupa”|L(a”)’

ou h, € L™ est une constante; h, € oz dans le cas non ramifié.
En combinant (I.20)),(.21)),(I.22), on voit qu’il existe une bonne constante ¢, et une constante
oy € L*, oy, € 0F dans le cas non ramifié, telles que

Yo ([ Coxp(xryur]) = Cu - Sg0Kr g (OéuC”_lPa//|L(a”)).

Pour que le terme dans sgny g appartienne a K "# il faut que (o) € (—1)m//au. Cela
acheve la démonstration.

O]

7.6 Descente du terme A,

Nous considérons d’abord les trois premiers termes des dix termes dans
Proposition 7.6.1. Soit @ € {+,—,u}. Supposons que

X, e O(K'/K'*,d,{),
X:/ c O(K”/K”#,CL”,CH);

alors il existe des bonnes constantes de telles que
1. Ao(exp(X,), exp(X4)) = ds - sgngen s (P (a),
2. Ao(—exp(XL), —exp(X")) = d_ - sgng s (Pxr (a')),
8. DNo(exp(Xy,)u, exp(X;)u) = dy-sgn(BuPxr|r(a")), ot Px: 1, est le polyndme caractéristique

de X! sur L, et B, € L* est une constante, 7(3,) = (—1)4mL WiBy : Bu € o dans le cas
non ramifié.

Dans les démonstrations ci-dessous, nous donnerons des formes explicites pour d4,d_, d,, et
Bu. Vu[7.4.6] il suffit d’établir le cas @ = + et ® = w.

Démonstration pour e = +. Posons

1
m' = = dimp W',

2

1
m” = 3 dimp WY,
A" = exp(d),

A" = exp(a”).
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Vu la définition de Ag, on a
Ag(exp(XY ), exp(XY)) = sgnenjns (Par(A”)(—A") 7™ 2™
= SgnKH/KH# (—1)m/SgHK///K//# (Pa/ (a")),

ol on a utilisé le fait P/ (A”) = Py (a”).
VP

Montrons que sgn g gn#(—1) est une bonne constante. Il y a une correspondance X N
Y" € s0(V”,q"). D’apres

sgn g gers (—1) = (=1, (1) det ¢ ).

/

Prenons dy = ((—1)™,(=1)™" det ¢" ), c’est une bonne constante. O

Démonstration pour @ = u. La démonstration est analogue a celle de A", A”. Si L = Flu] ~
L# x L#, alors les deux cotés valent 1 et on peut prendre d,, = 1, 3, quelconque. Supposons
désormais que L est un corps et fixons un plongement L < F.

Posons

m' ;= dimg W,,,
m” = dim W),
A" = exp(d),
A" .= exp(a”),
ZL/K = Homp,alg(L, F)

Regardons L comme un sous-corps de F. Notons oo € ¥, /k l'unique élément fixant u, alors

o
Pexp(X{L)u = Pan, = | | PA’u|L7
O'GEL/K

ol Py est le polynome caractéristique de A'u sur L, on a deg Ppry, = m'.
Sio € Xy p,0# 09, alors
PG (uA”) & (u—o(u)™ #0

D’autre part

PZ9U|L(UAH) = PA/u‘L(’LLA”) ~ um/PA/|L(A”)

~ umlPa/|L(a”).

Posons

S(u)y:= J] (w—ow)eL”

o€XL/F
o#og

On vérifie que
Bu = ((—u) T Flud(u)™ e L

satisfait & 7(3,) = (—1)" B, ; il en est de méme pour Py i(a”). On a aussi 8, € o] dans le cas
non ramifié. D’ott

Ao(exp(X])u, exp(X,)u) = 50 sers (BuPy 1 (a") det(u -+ 1]1V7)

= sgnKu/Ku# (ﬁuPX{L|L(a//))sgn}(”/}(”# (NL/F(’LL + 1))
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Soit ¢, la F-forme quadratique sur K" définie par (tr ,p)«(hy). Il y a une correspondance
X7 &y e w(V R, done

sgn e gt (Npyp(u+1)) = (Npyp(u + 1), (—1)™" 5] qet gl

d’apres [7.4.4]; notons-le d,,. C’est une bonne constante et on arrive &

Ag(exp(X])u, exp(X,))u) = dy - SEN K /e (BuPxr ("))
Remarquons que les définitions de d,, 5, ont aussi un sens dans le cas L = L# x L#. O
Traitons maintenant les sept autres termes dans

Proposition 7.6.2. Il existe des bonnes constantes ¢y v (pour tous u' #u"), cuy, Cu—, Ctu,
C—u, C+,—, C— 4 telles que

Ag(exp(X ), exp(Xu") = ey,
Ao (exp(X,,)u, eXP(X”)) = Cu+;
Ao (exp(X,)u, —exp(X”)) =
Ag(exp(X]), exp(Xy)u) = 4,
Ao(— exp(X’) exp(X; )u) = c—u,
Ao(exp(X}), — exp(X")) = 4.
Ao(—exp(X1), exp(X)) = ..

Démonstration. Pour tout e € {u’ u”,+,—}, on suppose que X, € O(K'/K'#,d’,c), X! ¢
O(K"/K"# a",c"). Vu il suffit d’établir les cas (v, u"), (u,+), , (+,u) et (+,—).

Le cas (u/,u”). Posons

, 1

m = §dimF W,
1

m’ = §d1mp W/,

L":= F[u"].

Alors

’

Pexp(aryw (exp(a”)u”) (= exp(a”)u") ™™ = Py (u")(—u') ™™,
ou P, est le polynéome caractéristique de v’ € Endp(W),). On vérifie que P, (u”)(—u" )y e
L#*. On en déduit que
Ao(exp(X})u',exp(X i )u") = sgnen g (P (u) (=) ™™)-
. SgnK///K//# (dgt(ul + 1|qu/))

Soit ¢" = (tr pupr#)s(hyn). 11 y a une correspondance X, LN Y!, € so(V),,q"). On
déduit par que

1

sgnen o (P (W) (—u") ™) = (P () (=) 7™, (< 1) 751 det ¢") s
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Toujours par [7.4.4] on a aussi
st e (det(u’ + 1W)) = (det(u’ + 1W,), (—=1)™" det((tr poe /p)+d")) F

= (Npyp(u' + 1), (=1)™" det((tr s /) <d")

=: co.

Prenons ¢, ,» 1= cic2, c’est une bonne constante car c¢i et c le sont.

Le cas (u,+). Posons m’ := § dimp W), m" := J dimp W/. On a Poayu(exp(a”)) = Py(1) €
F>*.D’ou

AO(GXP(X{L)U, Xi) = Sgl’lK///K//# (Pu(l)(—1)7m/)sgnK///K//# (d}gt(u + HWZL))

= Sglfcn ) g (Pu(l)<_1)7m/)sgnK”/K”#(NL/F(U +1))
= Sgl’lK///K//# (dgt(l — U|Wé)(—1)_m/)SgHKu/Ku# (NL/F(U + 1))

Il y a une correspondance X'/ LN s s0(V” ¢"”). On déduit par [7.4.4 que

st e (det(1 — uWH(—=1)"™) = (det(1 — wWH (=)™ (=1)™" det ¢’ ) p
=:C1,

qui est une bonne constante.
De méme, on a

sgh e s (Npyp(u+1)) = (Npp(u+ 1), (—1)™" detq” ) r

=:!C2,

c’est aussi une bonne constante. Prenons ¢, 1 := cico.

Le cas (4,u). Posons

m, = idlmF W_?_,
1
m” = gdimF W),
L := Flu].

Comme dans le cas (u,+), on arrive a

Ao(exp(X} ), exp(X)))u) = sgngen s (Py(u) (—u) ™™ 22™)

= SNy o (Pl (u)(_u)im )7

ol P(T) = (T —1)>" est le polynéme caractéristique de 1 € Endp(W7).
Soit ¢" := (tr 1w/ pr# )«(hy). Comme dans le cas (u',u”), on conclut par que

! / m

sgn s pers (Pr(u)(—u) ™) = ((u = 1™ (—u) ™™, (1)

T det q//)L# .

Prenons-le comme la bonne constante c4 .
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Le cas (+,—). Posons m/:= 3 dimp W,. Alors

Ag(exp(X’,), —exp(X")) = sgnyn /K,,#(Pl(—l)QQm' )
= SgnK///K//#((—Q) . 2)2777/ =1.

Prenons donc ¢y — = 1. O

7.7 Comparaison avec les facteurs de transfert des groupes classiques

Supposons F' non archimédien. Les facteurs de transfert pour les algebres de Lie des groupes
classiques quasi-déployés sont décrits dans [82], Chapitre X. Comme dans [82], la correspondance
de points est la correspondance par valeurs propres.

Relions maintenant [7.3.2] et les facteurs de transfert pour les groupes classiques.

Théoréme 7.7.1. Supposons que H, est quasi-déployé. Les facteurs dans[7.3.9 satisfont a :
— pour tout u, A,((Y.),Y)), X,) est le facteur de transfert pour le groupe endoscopique
UV hl) x UV R de U(Wy, hy) ;
- AL((YL,Y"), X)) est le facteur de transfert pour le groupe endoscopique
Sp(W) x SO(V”,q") de Sp(W) évalué en (X', Y"),X4);
- A_((YL,Y]),X_) est le facteur de transfert pour le groupe endoscopique SO(V',q") x
Sp(W”) de Sp(W_) évalué en (Y, X"), X_).
De plus, ce sont les facteurs de transfert normalisés au sens de [8])] §4.7 dans le cas non
ramifié.

Démonstration. Prenons garde (cf. que notre paramétrage de classes de conjugaison est
différent que celui de [82] (cf. 3.3.6). Il faut aussi les observations ci-dessous.

— Il s’agira de groupes classiques sur les corps L := F'[u]. Cela ne gene pas car le formalisme
de ’endoscopie est compatible avec la restriction des scalaires.

— Nos formes (W), h,,) sont anti-hermitiennes, pourtant celles de [82] sont hermitiennes;
cela n’affecte pas le groupe unitaire, mais cela change le choix de parametres (7(c) = —c
au lieu de 7(c) = ¢) et la description de formes dans [82] X.3.

— Afin d’étendre les formules pour le facteur de transfert de [82] aux groupes classiques non
quasi-déployés, on utilise [52] (4.2) (il faut 'adapter a I’algeébre de Lie). Soit M un groupe
unitaire ou orthogonal sur F', fixons une forme intérieure quasi-déployée M™* et un torseur
intérieur v : M xp F = M* xp F. 1l faut calculer un invariant défini comme dans [52]

(3.4), avec des notations évidentes :
: Y, X
v { 77 ) -

Pour des tels groupes, on peut choisir (M*,) dont la classe de cohomologie provient de
HY(F,M) au lieu de H'(F, M,q). Cela permet d’éviter les constructions de doublements
de [52]. Un calcul explicite analogue a celui dans [82] X permet de conclure.

— Les cas ou SO(V”,¢") ou SO(V”,¢"”) est isomorphe & Gy, sont exclus dans [82] car ils
rendent ’endoscopie non elliptique; pour la méme raison, on ne considere pas le cas
L ~ L# x L*# (qui revient & I’endoscopie pour GL.) Or les formules de Waldspurger
restent valables dans ces cas-1a : elles valent la constante 1, et il en est de méme pour nos
formules.

— A cause de notre définition d’intégrales orbitales, nous avons supprimé le facteur Ay
dans le facteur de transfert de [82].
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Apres des modifications, 'identification de A4 résultent immédiatement. Quant & A, il
suffit de considérer le cas ou L = F[u] est un corps et U(W,,h,) est quasi-déployé. Posons
d := dimy, Wy, on peut choisir v € L* et une base de {e; : 1 < j < d} de Wy, de sorte que

haes en) 0, sij+k#d+1,
wleier) = 4
P Y og(c1)HY, i k=d+ 1.

On peut prendre v € o} dans le cas non ramifié.

Supposons que X, € O(K/K#, a,c), X, = (X, X") et (K/K¥, a,c) = (K'/K'#,d,c) @
(K" /K"# a",c") la décomposition de parametres correspondante. Alors le facteur de transfert
pour le groupe endoscopique U(V,, b)) x U(V), hl) de U(Wy, hy) est, & une constante multipli-
cative pres,

sgngengens (¢ Py, (a).

D’autre part, il existe v, € L*, 7, € 0} dans le cas non ramifié tel que 7(v,) = (—1)%y, et
Au((Y2,Y!), X,.) est égal &

(bonne constante) - sgn g /s (v 1 Px, (a")).

Il suffit de montrer que sgng, K//#(%) est une bonne constante. Cela résulte de m car

XU ST Y et UV 1) C SOV, (tr yp#)hil).
Quant & la normalisation, voir la remarque a la fin de [82] X. O

8 Transfert : le cas non archimédien

Dans cette section, F' est toujours un corps local non archimédien de caractéristique nulle,

§f)(W) désigne le revétement métaplectique a huit feuillets gf)(s)(W) de Sp(W).

8.1 Voisinages d’un élément semi-simple

Soit M un F-groupe réductif connexe ou un revétement d’un tel groupe vérifiant
Dans le cas d'un revétement p : M — M(F), si n € My, posons M" := p~(MPM(F)) et
M, = p 1M p(n)(F )). Dans le cas d’un groupe réductif, on confond systématiquement M et

Pour tout n € Mg et tout ouvert M"-invariant &' C m, contenant 0, il existe un ouvert
M"-invariant 8 C Y’ tel que

1. exp : Y — M, est défini et est un homéomorphisme sur son image, qui est ouvert dans
M,

s
2. Tapplication (X, z) — 2~ exp(X)nx de 4 x M sur M est partout submersive, son image
% est un ouvert M"-invariant de M ;

3. six € M et 8l existe X € U tel que 2~ exp(X)nx € exp(U)n, alors z € M.

De plus, tout ouvert M-invariant dans M contenant i contient un ouvert de la forme (7,
Lorsque M est un F-groupe réductif et {’ est invariant par conjugaison géométrique, on peut
supposer de plus que

— il est invariant par conjugaison géométrique sous M";

— siz € M(F) et sil existe X € U tel que 2~ exp(X)nz € exp(Lh)n, alors x € M"(F).

Posons Ureg 1= U N My reg.
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Proposition 8.1.1 (Descente d’intégrales orbitales). Soit b un ouvert comme ci-dessus. Sup-
posons i suffisamment petit.
— Soit f € C(UY), alors il existe f € CX (L) tel que

Jagy (X, f) = Jar(exp(X)n, £7)

pour tout X € Uyeq.
— Inversement, soit f € C°(U) tel que X v Jur, (X, f) est invariant par M"(F'), alors il
existe f4 € C(UN) qui satisfait a I’égalité ci-dessus.
Supposons que M est un F'-groupe réductif connexe et l'ouvert L est invariant par conjugai-
son géométrique sous M, alors les énoncés précédents restent vrais pour l’égalité

Tit, (X, F) = T3 (exp(X)n, f9),

et la condition sur f pour Uezistence de f? est que X I, (X, f) soit invariant par conjugaison
géométrique par M".

Ces propriétés sont bien connues, voir par exemple [84] 2.3.

8.2 Un triplet endoscopique non standard

Rappelons la définition d’'un triplet endoscopique non standard (G1, Ga, j.) dans [84] 1.7. Ici
(1, G2 sont des groupes semi-simples connexes et simplement connexes, quasi-déployés sur F.
Fixons des tores maximaux T; C G; qui font partie d’une paire de Borel définie sur F'. Posons
Xix = Xu(Ty), X; == X*(T;) et posons X; . g := X« ®zQ, Xi*@ = X ®z Q. Notons ¥; C X/
les racines et ¥; C X! les coracines. La donnée j, est un isomorphisme

j* : X17*7Q :> X27*7Q'

Notons j* : X;‘Q 5 X i@ I’isomorphisme transposé. Ces données sont soumises aux condi-
tions suivantes :
— il existe des bijections T : Y = 532, T : Yo — X et des applications b:Y — Q=o,
b: Yy — Qg telles que j, (1) = b(@1)7(d1) et j*(az) = b(as)7(ag) pour tous &; € 31,
g € Yo. De plus, le diagramme suivant est commutatif

El$22

o

ot ¥; — ¥; (i = 1,2) sont les bijections naturelles de données radicielles.
— jx et j* sont équivariants pour les actions de I'p.
Observons que la définition est symétrique en G et Gs.
L’application 7 induit un isomorphisme de groupes de Weyl W& 5 W&2, On vérifie que
ces données donnent naissance a un F-isomorphisme naturel

Jq/VVG1 — fQ/WGQ,

ce qui permet de définir la correspondance de classes de conjugaison semi-simples dans les
algebres de Lie pour I’endoscopie non standard. Soient X; € t;,¢5(F) qui se correspondent et
notons 7; le commutant de X; dans G; (i = 1,2), comme pour I’endoscopie standard, il y a
aussi une correspondance de mesures de Haar sur 71 (F') et To(F).
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Théoréme 8.2.1 (Transfert non standard, [84] 1.8). Soit (G1, G2, j«) un triplet endoscopique
non standard. Fizons des mesures de Haar sur Gi(F),Ga(F). Si X; € Gineg (1 = 1,2) se
correspondent, alors pour tout fo € C°(ga(F)) il existe fr € C°(g1(F)) telle que

Jéi (X17 fl) = Jgg <X27 f2)7

ot les intégrales orbitales sont définies par rapport a des mesures compatibles sur les commu-
tants. On dit que f1 est un transfert de fs.

On a aussi une version non standard du lemme fondamental.

Définition 8.2.2. On dit qu'un triplet (G, Ga, j«) est non ramifié si
— (31, G9 sont non ramifiés,
— les fonctions b, b prennent valeurs dans Qo NZ; .

Théoréme 8.2.3 (Lemme fondamental non standard, [84] 4.10). Supposons que (G1, Ga, jx) est
un triplet endoscopique non standard non ramifié. Soient ¢, C g1(F) et €2 C go(F') des réseauz
hyperspéciauz. Alors 1y, est un transfert de 1lg, si l’on utilise des mesures non ramifiées sur

G1(F) et Go(F).

Remarque 8.2.4. Les intégrales orbitales dans [84] ne sont pas normalisées. Cependant on
voit aisément qu'il existe une constante ¢ € F'* telle que Dg, (X1) = ¢Dg,(X2) si X7 et Xo
se correspondent ; de plus, ¢ € oy si (G1, G2, j«) est non ramifié. Donc notre formulation est
équivalente a celle de [84].

Le transfert et le lemme fondamental sont énoncés pour les groupes simplement connexes.
En pratique, on utilise une variante de ce théoreme dans laquelle Go (ou G) est remplacé par
un quotient.

Lemme 8.2.5. Soit 0 : Go — G2 une F-isogénie. Il existe une constante ¢ > 0 dépendant de
mesures de Haar sur Go(F'), Gy (F'), telle que pour tous Xo € g2, reg(F), fo € C°(g2)(F), on a

J& (Xa, fa) = ¢J&, (X2, f2)

ot X = 04(X2), f2=(0")""(f2).
Démonstration. Les intégrales orbitales stables J& (Xa, f2) et J& (Xa, fo) sont prises sur le
méme espace ((G2)x,\G2)(F) = ((@)&\@)(F),ﬁdentiﬁcation respectant les mesures. [

Proposition 8.2.6. Soient (G1,G2,j«) un triplet endoscopique non standard et o : Go — G
une F-isogénie. Identifions g2,9, et C(g2),Cc°(g,) a Uaide de o, alors l'assertion de
reste valable pour G1 et G,.

Supposons (G1, Ga, j«) non ramifié. Soient €1 C g1(F'), €2 C ga(F) et £, C g2(F) des réseaux
hyperspéciaux, qui correspondent aux modeéles G, Go et Go définis sur op. Si o provient d’une
or-isogénie Go — G, alors lassertion de reste valable pour G et G, si l'on utilise des
mesures non ramifiées.

Démonstration. La premiere assertion résulte de et Pour la deuxieme, [8.2.3] et
fournit une constante ¢ > 0 telle que

(123) JG1 (Xh ]132) =C- JQQ (K% HEQ)

si X1 € g1reg(F) et Xo € g2 reg(F) qui se correspondent et si 'on pose X, = 0,(X2).

On peut prendre X; € ¢, Xo € ¥y de réductions régulieres, alors X, € £, l'est aussi.
Un résultat de Kottwitz adapté aux algebres de Lie ([47] 7.3) montre que les deux intégrales
orbitales stables dans valent 1 avec les mesures non ramifiées. D’ou ¢ = 1, ce qu’il fallait
démontrer. O
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Nous ne considérons qu’une seule famille de triplets endoscopiques non standards. Prenons
G1 = Sp(2n), G2 = Spin(2n + 1). Identifions X . a Z" avec la base standard {e1,...,e,}. La
base duale pour X est notée par {fi,..., fn}. Identifions Xy, au groupe des (z1,...,z,) € Z"
tels que z1 + ...+ x, € 2Z. Alors
Sy ={tfit fi:1<i#j<n}U{£2fi:1<i<n},
Yy ={te;t+ej:1<i#j<n}U{te; :1<i<n},
EQZ{ifiﬂ:f]‘ZlSi#jSﬂ}U{ﬂ:fiilgiSn},
Yo={te;+ej:1<i#j<n}uU{t2e:1<i<n}

On a X9, C X1 4, X240 = X140 et j« = id. Prenons des bijections

T 29 — X
+ fi fi—= £fi £,
+ fi = 223
T :21 — 22
+Te; te;— Le; ey,
+ e; — +2e;.
Définissons b : 39 — Qs par b(£f; = f;) = 1, b(£f;) = & ; définissons b : 1 — Qs par

b(ei + ej) = 1, b(+e;) = 3. Ces données fournissent un triplet endoscopique non standard
(G1,G?2, j«). La correspondance de classes de conjugaison est la suivante : X € sp(2n)yeq(F) et

Y € spin(2n + 1)eg(F) = 50(2n + 1)eg(F') se correspondent si et seulement si X My (la
notation dans [7.1.3)).
Remarquons que ce triplet est non ramifié lorsque p > 2. Les groupes Sp(2n), Spin(2n + 1)

et SO(2n + 1) sont tous définis sur Z et Spin(2n + 1) — SO(2n + 1) est une isogénie sur Z[1].
Cela permet d’appliquer [8:2.6] dans le cas non ramifié.

8.3 Démonstration du transfert

Soient € = (¢/,€”) € H(F)ss. On commence par établir le transfert local en e.

Lemme 8.3.1. Supposons H. quasi-déployé. Il existe un voisinage 3 C b (F') vérifiant les
propriétés du paragraphe tel que si f € C2-(G), alors il existe fH e C2(U5) telle que

e ) = Ji (v, £1)

pour tout v € Ui N HeG_reg(F).

Démonstration. Soit U € he(F) un voisinage vérifiant les propriétés du paragraphe Mon-
trons d’abord qu'’il existe gf € C>°(4) telle que

(1.24) Tyalexp(Ye, ) = J§ (Y, g
pour tout Y € i tel que exp(Y)e € 4N He reg(F).
Soient 11, . .., nm des représentants des classes de conjugaison semi-simples qui correspondent

a €. Quitte a rétrécir U, on peut supposer qu’il existe des voisinages U; C g,, vérifiant les
propriétés du paragraphe tels que I’ensemble des éléments correspondant a des éléments
dans 4% est inclus dans ‘Iiul - U%. Alors

m

JHG(% f)= Z Jg)(';(% f)

i=1
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pour tout v € U N Hg_reg(F) et tout f € Cgo(é), ol Jz(;)é(% f) est défini de la méme fagon
que ([.12) sauf que la somme est restreinte aux 6 € ;. Ecrivons vy = exp(Y)e. On se ramene a
démontrer que pour tout 1 <7 < m, il existe geH () ¢ C2°(U) tel que

O ) = JE (v, g0,
Fixons un 1 < ¢ < m. Conservons le formalisme de et paramétrons O(e) et O(n;) par

i € OEDEL/LY u,(Way b)) & (Wi, ([ )4) @ (W, (])-)),s

u

¢ € O(PEL/L* u, (Vi ) @ (VE.dy) @ (V! d),

u

& € O@D(L/LH*, —u, (V. WD) @ (VI ) @ (V7 q")).

u

Alors
= HU W, hu) % Sp(W5) x Sp(W-),

! = HU (V! hl) x SOV, d}) x SO(V,q),
h = HU VIR x SOV, ¢L) x SOV, ¢"),

HE - Hé/ X Hé//.

Prenons des images réciproques 7; € p~!(7;) telles que 7; = +1 lorsque 7; = +1. Par la
descente des intégrales orbitales il existe une fonction f? € C2°(%;) telle que

(1.25) T ) = 7 Alexp(Y)e, exp(X)ih) Ja,, (X, ),
X

ou X parcourt les représentants des classes de conjugaison dans g, (F) telles que exp(X)n;

. . . VP
corresponde a -y, ou ce qui revient au méme, X <— Y.
Effectuons les décompositions dans

X = ((Xu)u, X4, X4),

Y = ((YU)U,Y+,Y_),

Xo = (X0, X)) € u(Wy, hy),

Yo = (Y, Y) € u(Vy, ) x u(Vi/, by,

Y:E = (Y:tqu,:/) S 50(Vj:aQ:t) X SO(V:,/:,,(]:F)

ou e € {u,+,—} comme d’habitude.

1l suffit de considérer le cas f? = ([[, fu) - f+ - f— dont f, € CPW(Wy, hy)), fr €
C(sp(Wx)). D’apres la descente du facteur de transfert [7.3.2] quitte & rétrécir U le coté a
droite de s’exprime comme le produit ([[, Ju) - J+ - J—, olt

Ju = Ju(Ya) = Au(Va, Xu) Ty ) (K fu),
Xu

Jp=Jp(Yy): ZA+ (Y, X ) Jspw) (X, f1),

J_ = ZA JSp(W )(X—uf )
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ou les éléments X, parcourent les représentants de classes de conjugaison telles que X, AL Y.

On se ramene a démontrer que Y, — Jo(Ys) est une intégrale orbitale stable. Pour J,, cela
découle de et du transfert sur l'algebre de Lie ([84] 1.6) pour ’endoscopie des groupes
unitaires. Pour J,, fixons un X dans la somme. Le transfert pour le groupe endoscopique
Sp(W4) x SO(V”,¢") de Sp(W,) fournit une fonction

g+ € CZ(sp(W}) x s0(V,q"))

telle que
T (Ye) = J5pwr yxsowr g (X5, YD), g1).

En décomposant g, = > ¢, - ¢ ou g/, € CZ(sp(WY)), ¢f € CX(so(V”,¢")) et en appli-
quant le transfert non standard au triplet (Sp(W2),Spin(V{, ¢, ),...) et & l'isogénie
Spin(V{,¢,) = SO(VY, ¢, ), on déduit que Y, — J(Y) est une intégrale orbitale stable. Le
méme argument montre que Y_ — J_(Y_) lest aussi. Cela établit .

Déduisons maintenant ce lemme de en remontant les intégrales orbitales. En effet, Y +—
J;_}E (Y, ) est invariante par conjugaison géométrique par H€ car .J H,G(" f) Dest. D’apres
il existe f7 € C2°(UF) tel que J5f (Y, gH) = J5i(exp(Y)e, fH). Cela achéve la démonstration. [

Pour démontrer [5.5.2] nous ferons usage d’une caractérisation locale des intégrales orbitales
stables due a Langlands et Shelstad. Adoptons la convention de [52] concernant les mesures de
Haar.

Théoréme 8.3.2 ([50] 2.2A). Soit M un F-groupe réductif quasi-déployé. Soit J une fonction
sur Myeg(F). Supposons que :
— J est stablement invariante ;
— 1l existe un ouvert compact C C M(F) tel que J est a support dans UmeM(F) mCm™ N
M,eg(F') ; on dit que J est a support compact modulo conjugaison ;
— pour tout € € M(F)ss, il existe un ouvert 20 contenant € et fe € C°(M(F)) tels que

J(v) = Jai (v, fo)

pour tout v € WN Myey(F) ; on dit que J est une intégrale orbitale stable locale en e.
Alors il existe f € C(M(F)) tel que J(v) = Jit (v, f) pour tout v € Myey(F).

Démonstration del5.5.2. On veut appliquer le théoréme de caractérisation a J H,@(” f) sur
H(F). A priori, cette fonction stablement invariante est définie sur Hg_reg(F). Or le trans-
fert local appliqué aux éléments réguliers permet de la prolonger sur Hyeg(F'). Comme
dans I’endoscopie pour les groupes réductifs, on montre que J .G est a support compact mo-
dulo conjugaison. Soit € € H(F)ss. Pour étudier le comportement local en €, on peut supposer
H, quasi-déployé d’apres les arguments dans [50] 1.3. Maintenant |8.3.1| montre que J .G est une
intégrale orbitale stable locale en e. Cela permet de conclure. O

8.4 Démonstration du lemme fondamental pour les unités

Nous nous placons dans le cas non ramifié Notons p la caractéristique résiduelle de F.
Fixons G = Sp(W) et H = H,y ,,» un groupe endoscopique de G. Fixons un réseau autodual
L C W et posons K = Stabg(L). Identifions K & un sous-groupe compact ouvert de G & Paide
du modele latticiel.

Conservons les notations de[5.5.5 Cette section est consacrée a la démonstration de I’égalité

(1.26) T a(n fx) = Ji (0 i)
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pour tout v € Hg_reg(F'), ot on utilise les mesures non ramifiées sur G,H(F) et des mesures
compatibles sur les commutants.

Comme le transfert, ce lemme fondamental sera démontré par la méthode de descente. Pour
ce faire, effectuons des réductions.

Lemme 8.4.1. Si~y nest pas un élément compact, alors Jy 5(v, fr) = Ji(v, 1k,) = 0.

Démonstration. La compacité ne dépend que de la classe de conjugaison géométrique ([84] 5.2).
Supposons que 7 n’est pas compact, on a alors O%*(y) N Ky = 0, d’ou J5i (v, 1k, ) = 0. D’autre
part, si § € G(F) qui correspond & v n’est pas compact, alors O(6) VK = (), d’out J5 (6, fx) = 0.
Or la correspondance de classes de conjugaison semi-simples de préserve la compacité. On
en déduit que JH,G(% fx)=0. O

Supposons dés maintenant que v = (7/,7”) est compact, alors on a la décomposition de
Jordan topologique

(1.27) v =exp(Y)e,
(1.28) e=(€,¢€"),
(1.29) Y =(@Y"Y"),

telle que € est d’ordre fini premier a p.

Lemme 8.4.2. Avec les hypothéses ci-dessus, il existe y1 € Hg_reg(F) tel que

— 7,71 sont stablement conjugués ;

— soit v1 = exp(Y1)e1 la décomposition de Jordan topologique, alors He, est quasi-déployé.

De plus, supposons H. quasi-déployé, alors € est stablement conjugué a un élément de Kpg
si et seulement si He est mon ramifié.

Les mémes assertions restent valides pour un élément compact 6 € Greg(F') et sa décomposition
de Jordan topologique.

Démonstration. Voir [84], 5.13 (2) et 5.3 (v). O

Lemme 8.4.3. Supposons que y € Hg_eq(F) est compact avec € € Ky, alors il existe 6 € G(F)
qui correspond a vy avec la décomposition de Jordan topologique 6 = exp(X)n telle que n € K.

Démonstration. Cf. [84] 5.7 (ii). O

Traitons maintenant la descente d’une intégrale orbitale sur G.

Lemme 8.4.4. Soitn € K d’ordre fini premier a p, alors Gy, est non ramifié et K, := KNG, (F)
est encore un sous-groupe hyperspécial de G, (F'). Notons €, C g,(F) le sous-réseau hyperspécial
associé. Pour tout X € g,(F), on a

Ja(exp(X)n, fx) = Ja, (X, 1e,)
= JGn(eXp(X)7 lKn)7

si l'on utilise les mesures non ramifiées.

Démonstration. D’apres [84] 5.3 (iii), Gy, est non ramifié et K, := KNG, (F) est un sous-groupe
hyperspécial de G, (F').
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Posons T” := (G);) x. Les arguments dans [84] 5.11 montrent que

(1.30) [ e ey i -
Gexp(x)n(FI\G(F)
> mes (T’ (F)\T"(F)zK,) frc (' exp(X)nZ),
GET? (F)\G(F) /Ky

ol T est une image réciproque quelconque de x. Montrons que

(1.31) Vi ep H(Gy(F)), [fr(@ ' exp(X)ni) = L (™" exp(X)nz).

En effet, si 27 'exp(X)nz ¢ K, alors les deux cotés valent 0. S’il appartient & K, le coté a
droite vaut 1. Supposons donc 7~ !exp(X)nZ € eK ou € € Ker (p). En prenant la limite des
(p™*)-iémes puissances avec np — +0o une suite convenable, on obtient Z7!ni € eK. Or
centralise 7, d’ou € = 1.

Maintenant on peut reprendre les arguments dans [84] 5.11 et on arrive a

Ja(exp(X)n, fx) = Ja, (X, 1y, ).
]

Démonstration del2.5.3. Vu les résultats précédents, on peut supposer que 7 est compact avec
les décompositions — et que H est quasi-déployé. Soit 6 € G(F') qui correspond a
7, alors ¢ est compact avec la décomposition de Jordan topologique § = exp(X)n. S’il n’existe
pas 0 comme ci-dessus satisfaisant a n € K, alors J H,é(% fx) =0, et H. n’est pas non ramifié
d’apres Dans ce cas-1a O%(y) ne coupe aucun sous-groupe hyperspécial de H(F) ([84] 5.3
(v)), d’ott J5(v, 1k, ) =0 et est vérifié.

Supposons donc 7 € K, alors G, est non ramifié et K, := K N G,(F) est encore un sous-

groupe hyperspécial de G, (F') par m
Prenons un ensemble de représentants {d;},ec; de O%(8)/conj. Soit Jy I'ensemble des j € J
tel que O(d;) N K # 0. D’apres [84] 5.11, on peut prendre les §; (j € Jy) avec décompositions
de Jordan topologiques de la forme
d; = exp(X;)n,

ou {X;};cj, forment un ensemble de représentants des classes de conjugaison dans g, coupant
¢, dans O%(X). On a

(1.32) Tua(n k) =Y Alexp(X;)n, exp(Y)e) Jg(exp(X;)n, fx).
J€Jo

Notons comme précédemment ¢, C g,(F') le sous-réseau hyperspécial associé a K. Grace a

pour tout j € Jy on a
Jé(eXP(XJ)Ua fK) = JGn (X]a ]]-En)'
Prenons des parametres pour O(n) et O(e) comme dans la preuve de On a

Gy = HU W, ha) X Sp(W) x Sp(W_),
o= HU Vi, h,) x SO(VY, qy) x SO(VZ,q"),
N = HU VIR x SOV, ¢L) x SOV, ¢"),

H, = H;,
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Introduisons aussi les objets X4, X, Y4, Y, etc... dans Les mémes arguments qu’en
8.3.1| permettent d’exprimer J; (7, fx) comme un produit (][, Ju)J;J- avec

Ju = Ju(Ya) = Au(Va, Xu) Trwy ) (K fu),

Xu

Jp = (V) = AL (Ve Xy ) Jspwy (X, f4),
Xt

Jo=J (V)= A (Y, X ) sy (X, fo).
X

Ces expressions sont, pour I'essentiel, composées des intégrales endoscopiques pour les groupes
classiques et des intégrales orbitales stables auxquels le transfert non standard s’applique (cf.

la démonstration de [8.3.1]).

Supposons que H n’est pas non ramifié. On a vu que J5§ (v, 1x,) = 0 dans ce cas. D’autre
part, un résultat de Kottwitz ([47] 7.5) adapté aux algebres de Lie montre qu’au moins 'un des

Ju, Jy, J— s’annule, d’ott Jy; 5(7, fx) = 0 et [5.5.5| est vérifié.
Supposons désormais H. non ramifié. C’est loisible de supposer ¢ € Ky et dans ce cas

Kpe := Kg N H(F) est un sous-groupe hyperspécial de H(F') ([84] 5.3 (iii),(v)). Notons
t. C h(F) le sous-réseau hyperspécial associé. On le décompose en des réseaux hyperspéciaux :

tre = P rw ® tu g &b,
Ertu C uw(Vy, By,) & u(VyY, 1),
b+ Cso(VL,qh) ®so(Va,dh).
Alors la descente des intégrales orbitales stables ([84] 5.11) donne

JJS’}(% ILKH) = JHE(Yv :ﬂ‘eH)
= H Jau - JH+  JH, -,

L t

Tt = Ty <oy nn Ve Lo, ),
.__ 78t

Ti4 = Jsov1 g, ) xsowrgn Ve T .,

. 7st
T = Jsow ¢ yxsor gy (Y=:Ley -

Comme les hypotheses dans sont satisfaites, les facteurs de transfert A, (o € {u,+,—})
sont normalisés au sens de [84] §4.7 d’apres Les arguments qui restent sont analogues
a ceux pour [8.3.1] sauf que 'on utilise le lemme fondamental sur les algebres de Lie pour les
groupes classiques et le lemme fondamental non standard sous la forme de [8:2.6] Le bilan est
que Jy, = Jgu, J4+ = Ju+ et Jg,—, ce qui achéve la démonstration. ]
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Le lemme fondamental pondéré pour
le groupe métaplectique

1 Introduction

Cet article s’inscrit dans un programme consistant a stabiliser la formule des traces d’Arthur-
Selberg pour le groupe métaplectique de Weil, qui est un revétement non algébrique p :
Sp(W) — Sp(W) du groupe symplectique d’un espace symplectique (W, (])). Le formalisme
de ’endoscopie elliptique est déja adapté a ce revétement dans [Chapitre ], et les conjectures a
la Langlands-Shelstad, a savoir le transfert et le lemme fondamental pour les unités, sont aussi
prouvées. Néanmoins, pour stabiliser toute la formule des traces, Arthur [20] a aussi besoin d’une
généralisation sophistiquée du lemme fondamental en presque toute place non archimédienne,
dite le lemme fondamental pondéré. L’objectif de cet article est de formuler puis prouver une
variante du lemme fondamental pondéré pour les groupes métaplectiques. La preuve est condi-
tionnelle lorsque dim W > 2 : on admet le lemme fondamental pondéré non standard sur les

algebres de Lie

Fixons un corps local F' de caractéristique nulle et un caractere unitaire non trivial ¢ : F' —
C*. Soient G = Sp(W) et p : G = Sp(W) — G(F) le revétement métaplectique déterminé
par . Tout d’abord, il faut étudier les sous-groupes de Lévi de G, ou plus précisément les
fibres de p au-dessus des sous-groupes de Lévi de G. Dans [Chapitre I], on a choisi de travailler
avec les revétements métaplectiques tels que Ker (p) = g := {e € C* : &® = 1}. Grace &
ce choix, les Lévi ont une forme trés simple comme suit : M = [Lic; GL(ns) x Sp(W?), et
cela introduit une structure de récurrence pour l'étude des groupes métaplectiques. De tels
revétements p : M — M (F) s’appellent les groupes de type métaplectique. On définit les
données endoscopiques elliptiques de M par composantes, de la fagon évidente : en la composante
Sp(W?), on 'a déja défini en [Chapitre I]; en les composantes GL(n;) elles sont tautologiques.
Ensuite, on peut définir les données endoscopiques pour G comme les données endoscopiques
elliptiques d’un Lévi, pour I'essentiel (voir , comme dans le cas de groupes réductifs.

En fait, on définira les données endoscopiques de G en termes du groupe dual G = Sp(2n,C)
muni de l'action galoisienne triviale, ott 2n = dimp W, a l'instar de Langlands-Shelstad [52].
Or le role du centre ZE’ qui fournit des symétries de données endoscopiques dans le cas de

groupes réductifs, est remplacé par Z2 := {1}. On conserve ce symbole non trivial pour {1}

afin de signaler I’analogie et d’indiquer la généralisation aux groupes de type métaplectique : si

95
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M = [Lic; GL(n;) x SB(W"), 2m = dimp W”, alors on pose

M =[] GL(n;,C) x Sp(2m, C),
i€l
AN * % {1}.
L =[] < {1}

icl

Maintenant, supposons que F' est non archimédien de caractéristique résiduelle p suffisam-
ment grande par rapport & G, et que 1 est de conducteur or. Pour G, M comme ci-dessus,
fixons une donnée endoscopique elliptique sy pour M qui donne un groupe endoscopique M' et
une correspondance de classes de conjugaison géométriques semi-simples. On sait aussi définir le
facteur de transfert A dans ce cadre. Soit K un sous-groupe hyperspécial de G(F') associé a un
réseau autodual dans (W, (|)) en bonne position relativement & M, alors A et K sont adaptés
au sens de [Chapitre I, 5.15]. On sait définir les intégrales orbitales pondérées non ramifiées
TJ%[,K
de fagon habituelle

(1) en les éléments réguliers de G. L’intégrale orbitale pondérée endoscopique est définie

7’]?4!71(('7) = Z A(f)/a 5)7’]?7[’[((6)7 0SS M!Gfreg(F)‘
d€M(F)/conj

Suivant Arthur, on définit un ensemble fini £,;1(G) qui indexe des données endoscopiques
elliptiques pour G “couvrant” so, avec des multiplicités. Soit s € & M'(G), on note le groupe
endoscopique par G[s]. On récapitule la situation par le diagramme

ou les plongements de sous-groupes de Lévi sont uniques a conjugaison pres.
C’est une partie du lemme fondamental pondéré pour les groupes réductifs connexes, prouvé
par Chaudouard et Laumon [29] 30] en étendant la méthode de Ngo, que 'on peut définir les

“fonctions stabilisées” SJ\G};S] : Mé[s}_re o

de la fonction caractéristique d’un hyperspécial. En reprenant le formalisme d’Arthur [20], le
lemme fondamental pondéré métaplectique est 1’égalité

F) — C*, qui généralisent les intégrales orbitales stables

k= S (G GlsDsSE (s),

ol

— iy (G, G[s]) sont des coefficients définis dans ;

— 4[s] := - 2[s], ol z[s] est un élément d’ordre deux et central dans M'(F) défini dans

B33

L’apparition de la “torsion” 7 + ~[s] est plus curieuse. On peut penser qu’elle reflete la
différence entre la correspondance de classes par “Lévi d’un groupe endoscopique” et celle par
“groupe endoscopique d’un Lévi” (voir [3.3.4). D’ailleurs, la démonstration ne marche pas sans
cette torsion car elle rend des commutants corrects dans la procédure de descente.



SECTION 2 97

Méthodologie L’idée de base est la méthode de descente de Harish-Chandra : on prouve
I’égalité cherchée pour v au voisinage d’un élément semi-simple ¢ € M !(F ) tel que M, 6' est quasi-
déployé. La méthode est modelée sur la démonstration du lemme fondamental pondéré tordu
par Waldspurger [85]. Ainsi, on transforme 7"]%,7 K(*y) en une combinaison linéaire des intégrales
orbitales pondérées endoscopiques sur les algebres de Lie. L’autre coté est transformé en une
combinaison linéaire des fonctions stabilisées sur les algebres de Lie. On compare les deux a
l’aide de
— le lemme fondamental pondéré sur les algebres de Lie, ce qui est prouvé par Chaudouard
et Laumon [29] [30] dans le cas de caractéristique positive, auquel le cas de caractéristique
nulle se réduit d’apres [86].
— le lemme fondamental pondéré non standard, qui reste conjectural a ’heure ou cet article
est écrit; or on s’attend a ce que la méthode de Chaudouard et Laumon s’y applique
également.

Deux autres ingrédients sont aussi cruciaux : I'identification des commutants et la descente
du facteur de transfert. Heureusement les résultats dans [Chapitre I] sont encore applicables.
Enfin, on se rameéne a une comparaison des coefficients. Cela fait I’objet du yoga du dont
la preuve s’inspire de celle d’Arthur [19].

Remarquons en passant que notre résultat n’est pas conditionnel si dim W = 2 : le lemme
fondamental pondéré non standard qui y intervient peut étre vérifié a la main.

Organisation de cet article Aprés un court rappel de conventions et notations dans le §2]
nous définirons les données endoscopiques dans le Les cas qui nous occupent sont (1) G
un groupe métaplectique et s une donnée endoscopique quelconque pour G: (2) M de type
métaplectique et sy une donnée endoscopique elliptique pour M. On peut aussi considérer le
cas le plus général ; on peut méme déduire le transfert et le lemme fondamental non pondéré
pour les données endoscopiques non elliptiques. Comme ceux-la ne sont pas les propos de cet
article, tous sont laissés au lecteur.

Signalons aussi que le corps F' et le caractere v n’interviennent pas dans les définitions
de données endoscopiques et d’ellipticité. Ces notions ont donc un sens pour tout F' local de
caractéristique nulle ou un corps de nombres. Les facteurs de transfert peuvent étre définis pour
tout F local de caractéristique nulle.

Dans le §4] nous commengons a supposer que F est non archimédien de caractéristique
résiduelle suffisamment grande par rapport a G et ¥ est de conducteur op. Le lemme fonda-
mental pondéré y est énoncé. La encore, c’est possible de le généraliser au cas de groupes de
type métaplectique. Dans le §5] nous rappellerons les définitions de I’endoscopie et le lemme
fondamental pondéré (standard et non standard) sur les algebres de Lie. Il y aura aussi des
calculs du coefficient qui apparaissent dans le lemme fondamental pondéré non standard.

Dans le §6] nous étudierons la situation apres la descente. Il faut identifier des commutants
connexes a certains groupes endoscopiques, a 1’opération pres qui remplace les facteurs SO
impairs par Sp. On I'a traité dans [Chapitre I], mais ici la situation se complique & cause d’une
construction d’Arthur.

L’argument dans [85] est repris dans le Grace a la descente et aux divers lemmes fon-
damentaux pondérés sur les algebres de Lie, les deux cotés de 1’égalité du lemme fondamental
pondéré sont transformés en des combinaisons linéraires des fonctions stabilisées sur les algebres
de Lie. On en introduira un ensemble d’indices E". Dans le il sera démontré que les coeffi-
cients pour les deux cotés coincident comme fonctions définies sur E%, d’ott le lemme fondamental
pondéré.
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2 Notations et conventions

Les groupes métaplectiques Soient F' un corps local de caractéristique nulle et ¢ : F — C*
un caractére unitaire non trivial. Nous conservons les notations de [Chapitre I|. En particu-
lier, soit (W, {(|)) un F-espace symplectique de dimension 2n, notons G := Sp(W) le groupe
symplectique et p : G = Sp(W) — G(F) le revétement métaplectique & huit feuillets, i.e.
Ker(p) = s ={e € C*:e®=1}. Si M C G est un sous-groupe de Lévi, nous noterons
M :=p Y (M(F)) et p: M — M(F) le revétement ainsi induit. Toute construction des objets
dits métaplectiques dans cet article dépendra du choix ).

Soit n € Zx>g, le symbole SO(2n + 1) désigne toujours le groupe orthogonal spécial impair
déployé.

Groupes réductifs Soient S un schéma et M un S-schéma en groupes raisonnable (voir [II
Exposé VIg §3]), on note MY sa composante neutre. Soient F' un corps et M un F-groupe
réductif connexe. Les normalisateurs (resp. commutants, commutants connexes) dans M sont
notés Nas(-) (vesp. Zar(+), Zar(-)°). Le centre (resp. centre connexe) de M est noté Zys (resp.
Z%,). Sim € M(F), on écrit aussi M™ := Zpr(m) et M, := Zyr(m)°. La classe de conjugaison
de m dans M (F) est notée O™ (m). L’ensemble des classes de conjugaison géométriques semi-
simples dans M rencontrant M(F) est noté €5° (M (F)).

Soit T un F-tore, notons X, (7") := Hom(Gy,,T); il est en dualité avec X*(7T'). Lorsqu’il y
en a besoin d’indiquer le corps de base, on les notera X, (T)r et X*(T)p.. Notons X*(M) :=
Hom(M, Gy, ) et aps := Hom(X*(M),R). Il y en a une autre interprétation : notons Ay le plus
grand F-tore déployé dans Z);, alors la restriction X*(M) — X*(Aps) induit un isomorphisme
X (Ap) @z R = ans-

Soient G un F-groupe réductif connexe et M un sous-groupe de Lévi. L’ensemble des sous-
groupes de Lévi de G contenant M est désigné par £LZ(M). On désigne par P%(M) I'ensemble
des sous-groupes paraboliques de G ayant M comme composante de Lévi. On pose W& (M) :=
Na(M)(F)/M(F).

On a la restriction X*(G) — X*(M) ainsi que I'inclusion Ag < Ajs. Ces deux applications
induisent une suite exacte courte WG(M )-équivariante, scindée canoniquement

0— ag — ay S a§; — 0.

Le revétement simplement connexe du groupe dérivé de G est noté m : Ggc¢ — G; on note
Mye =7 Y(M).

Soit F une F-algebre commutative de dimension finie. Soit G un FE-groupe. Par abus de
notation, on omet la restriction des scalaires relativement a E/F et on regarde G comme un
F-groupe.

Corps locaux, la décomposition de Jordan topologique Soit F' un corps local, le groupe
de Galois absolu est noté I'r et le groupe de Weil absolu est noté Wg. Si F' est non archimédien,
le sous-groupe d’inertie de W est noté Ir ; on note op ’anneau des entiers de F et pr son idéal
maximal.

Supposons F' non archimédien de caractéristique résiduelle p. Soit G un F-groupe réductif
connexe. On dira que p est suffissamment grand par rapport a G si la minoration [84, 4.4 (H1)]
est satisfaite et p > 2. Dans ce cas-la, on peut définir les éléments topologiquement unipotents
(resp. nilpotents) dans G(F') (resp. dans g(F')). L’exponentielle définit un homéomorphisme
de D'espace des éléments topologiquement nilpotents sur celui des éléments topologiquement
unipotents (voir [84), 4.3 et appendice B]).
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Un élément x € G(F) est dit compact si le sous-groupe engendré par x est d’adhérence
compacte. Un tel élément = € G(F') admet une unique décomposition de Jordan z = ¢z, =
Ty Tty, O T,y est d’ordre fini premier a p et x¢, est topologiquement unipotent. Il existe un
unique X € g(F'), qui est topologiquement nilpotent, tel que exp(X) = x¢,. De plus, z¢, et z,
appartiennent a I’adhérence du sous-groupe engendré par x.

L-groupes Pour les groupes algébriques complexes, on confond systématiquement le schéma
en groupe et la variété formée de ses C-points. Une donnée de L-groupe pour un F-groupe
réductif connexe M signifie les données suivantes

— un torseur intérieur ¢ : M xp F = M* xp F, o M* est un F-groupe réductif quasi-

déployé;

— une paire de Borel (T*, B*) de M* définie sur F';

— un C-groupe réductif M muni d’une paire de Borel (T, 3) ;

— une action p de T sur M qui laisse (7', B) invariante.

— un isomorphisme I'p-équivariant entre les données radicielles basées W(M*, T*, B*)V =

W(M,T,B), ot ¥(---)V désigne le dual.
C’est possible de rigidifier certains de ces choix en fixant des F-épinglages; nous ne le faisons
pas dans cet article. Il existe toujours une donnée de L-groupe pour M, ce que 'on fixe. On
introduit ainsi le L-groupe M := M x Wpg.

Supposons maintenant que M est un sous-groupe de Lévi de G. Fixons Py € PG(M ). On
dira que les données de L-groupes pour G et M sont compatibles si elles vérifient les conditions
suivantes :

— le torseur intérieur ¢ : G — G* se restreint en celui pour M, disons ¢|y : M — M*, tel

que P§ := ¢(P) est défini sur F';
— notons (T*, (BM)*) la paire de Borel pour M*, la paire de Borel pour G* est (T*, B*) ou
B* est I'unique sous-groupe de Borel tel que (BM)* C B* C P} ;

- McC G’, les actions galoisiennes étant compatibles;

— notons (7', BM) 1a paire de Borel pour M, la paire de Borel pour G est de la forme (T, B) ;

— a P est associé¢ 'ensemble de ses racines simples Apx qui correspond par dualité & I'en-

semble Ap , olt Py e PE(M), tel que BM ¢ B C Py;

~ les isomorphismes W(M*, T*, (BM)*)V 5 w(M, T, BM) et U(G*,T*, B*)Y = ¥(G, T, B)

sont compatibles.

De tels choix sont possibles. Ces choix induisent une inclusion canonique LM — LG, Cela
permet aussi de définir une application injective £&(M) — L’G(M ). Son image consiste des
L e £ (M) tels quil existe P € PY(L) tels que L et P sont tous I'p-stables. Cf. [19, §1].

3 Endoscopie métaplectique
Le corps local F' et le caractere ¢ : F' — C* sont fixés dans cette section.

3.1 Données endoscopiques

Soit (W, (|)) un F-espace symplectique de dimension 2n, n € Z>g. Posons G := Sp(W). Un
sous-groupe de Lévi M correspond a des sous-espaces de W

([ia gi)iEIu Wb

ou
— I est un ensemble fini;
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— pour tout i, (£ @ ¢;, (])) est un F-espace symplectique dont ¢ et ¢; sont des lagrangiens ;

— (W?,(])) est un F-espace symplectique;

— on a une somme directe orthogonale W = @, (¢' & ;) ® we.

Posons n; := dim ¢;, alors

M =] GL(n:) x Sp(W”).
el

Les sous-groupes de Lévi de G sont ainsi paramétrés, a conjugaison par G(F') pres, par les
données (I, (n;)icr) ou

— I est un ensemble fini,

— (ni)ier € ZL, & permutation pres,
telles que m :=n — > icrmi > 0.

Fixons un sous-groupe de Lévi M associé a la suite de sous-espaces comme précédemment.
Soit p : G — G(F) le revétement métaplectique, alors (voir [Chapitre I, §5.4]) p : M — M(F)
est canoniquement isomorphe au revétement
(IL1) M =[] GL(n:) x Sp(w?) L2 TT GL(n:) x Sp(W?),

icl i€l

ol la restriction de p a la composante §f)(Wb) est encore notée par p. Remarquons que, tandis
que le choix des espaces symplectiques (W?, (|)), (W, (|)) n’affecte pas les groupes & isomorphisme
prés pourvu qu’ils aient les bonnes dimensions, il affecte les plongements M — G et M — G.
Par ailleurs, selon [Chapitre I], les candidats de sous-groupes hyperspéciaux et de facteurs de
transfert dépendent aussi de la forme symplectique. S’il n’y a pas de telles dépendances a
craindre, on écrira G = Sp(2n) et G = Sp(2n), idem pour M, M.

Définition 3.1.1. Les revétements p : M — M(F) de la forme sont dits de type
métaplectique. Par abus de notation, on dit aussi que M est un groupe de type métaplectique.
Ici c’est sous-entendu que 'on a choisi (W?, (|)).

Sip: L — L(F) est de type métaplectique et M C L est un sous-groupe de Lévi, alors
la restriction p : M — M (F) est aussi de type métaplectique de fagon évidente. On dit aussi
que M est un sous-groupe de Lévi de L. Les notions de distributions spécifiques et de fonctions
anti-spécifiques (cf. [Chapitre I, §2.1]) s’adaptent a ce cadre sans difficulté.

Rappelons que le dual de Langlands de GL(n) est le groupe complexe GL(n,C) et celui de
SO(2n + 1) est Sp(2n,C), tous munis de 'action galoisienne triviale. La définition ci-dessous

reflete I’analogie entre Sp(W) et SO(2n + 1).

Définition 3.1.2. Soit M = [L;cr GL(n;) x %(W") un groupe de type métaplectique avec
dim W” = 2m. Posons

M =] GL(n;,C) x Sp(2m,C),
i€l
7L =1]c*x {1
o e 1),
i€l
ou on identifie C* au centre de GL(n;,C) pour chaque ¢ € I. Il y a une bijection naturelle
entre les classes de conjugaison des sous-groupes de Lévi de M et celles de M. Munissons M de

laction triviale de I'g.

Donnons une définition ad hoc des données endoscopiques de M ; une interprétation plus
naturelle sera donnée dans [3.1.8
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Définition 3.1.3. Avec les notations précédentes, une donnée endoscopique de M est une classe

dans .
E(M) := Z%\{s € M : s est semi-simple}/conj.
M
Ecrivons s = ((si)ier,$°). Chaque s; détermine une donnée endoscopique de GL(n;), &
laquelle est associé le groupe endoscopique MZ' Supposons que les valeurs propres de s” sont
+1 +1
ay ..., a0, +1 ., —1
R , N ) =~
Ky fois k, fois 2m/’ fois 2m/’ fois
ouai,...,a # 1l et a; # ajﬂ si ¢ # j. Définissons le groupe endoscopique associé comme

M' =] M x ] GL(k;) x SO@2m' + 1) x SO(2m” + 1).
iel j=1

Remarque 3.1.4. Si M = [Lic; GL(n;) x g, i.e. s'iln’y a pas de revétement, alors la définition
ci-dessus se réduit a I’endoscopie pour le groupe réductif connexe M = [[,.; GL(n;). En général,

on se ramene aussitot a I’étude de 'endoscopie pour GL et de I’endoscopie pour Sp.
Définition 3.1.5. On dit que s € £(M) est elliptique si Zﬁ(s) (bien défini & conjugaison pres)

n’appartient a aucun sous-groupe de Lévi propre de M. L'ensemble des données endoscopiques
elliptiques pour M est noté Eq(M).

Le résultat suivant est immédiat.

Proposition 3.1.6. Soient M = [[,.; GL(n;) x Sp(W) et s = ((si)icr, s°) € E(M), alors s est
elliptique si et seulement si s; est central dans GL(n;, C) pour chaque i € I et (s”)? = 1. Dans
ce cas-la, on a

(IL.2) M' =[] GL(n:) x SO@2m/ +1) x SO2m” + 1), m'+m” =m.
el

Par conséquent, Eq(M) est en bijection avec {(m/,m") € 73y :m/ +m"” =m} : la multi-
plicité de 1 (resp. —1) dans les valeurs propres de s° est égale a 2m’ (resp. 2m” ).

Remarque 3.1.7. Pour le cas M = éB(W), on se ramene au formalisme posé dans [Chapitre
1.

Proposition 3.1.8. Soient L un groupe de type métaplectique et s € 5([:) Alors il existe un

sous-groupe de Lévi M et sy € M tels que
— sy détermine une donnée endoscopique elliptique pour M dont le groupe endoscopique
M' est isomorp/h\e a LA!;
— wia Vinclusion M < E, sy détermine la donnée endoscopique s pour L.
Le Lévi M est unique & conjugaison prés. La donnée endoscopique elliptique pour M déterminée
par sy; est unique. On en déduit une application surjective

(11.3) L)~ || Ea(d).
M /conj
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Démonstration. On se ramene aussitot aux cas L = GL(n) ou L = Sp(2n). 1l suffit de traiter le
deuxieme cas. Soit s € £ (i) ; on en prend un représentant dans E, noté encore par s. Il existe

un Lévi de E, noté M , tel que I'on peut écrire

M = ][ GL(n:,C) x Sp(2m,C),
el

s = ((si)ier,s") € M,
ol
— les valeurs propres de s’ € Sp(2m, C) sont +1;
- 8 € CX = ZaL(n;,c) €t 8i # £1 pour tout i;
- 8 7é s Lsiij.

Alors M est unique & conjugaison prés. On prend M un Lévi de L dual de M et on prend
s M = s. La donnée endoscopique pour M déterminée par s); est elliptique et M' = L' d’apres
Un tel élément dans & (M) est déterminé par la multiplicité de +1 (resp. —1) dans les
Valeurs propres de la composante en Sp(2m, C) de sjs. Or c’est égal a la multiplicité de 1 (resp.
—1) dans les valeurs propres de s, d’ou 'unicité.

Montrons la surjecﬁi\vité de . Fixons une donnée endoscopique dans é’eu(]\Z ) déterminée

par un élément sp; € M. On peut prendre s = syt ot t € Z est en position générale de sorte
M

que s vérifie les conditions précédentes relativement a M. La surjectivité s’ensuit. ]

Remarquons que M admet la description comme le commutant dans L du centre connexe
de Zf(s). La théorie que nous élaborerons ne dépend que de l'image de s sous , pour
I’essentiel.

Soient L, M, M' comme ci-dessus. Comme dans I’endoscopie de groupes réductifs connexes,
on a

AL < ap — ayp = ap.

Une donnée endoscopique pour L est elliptique si et seulement si a;1 — ay, via ces applications.
Parallelement, on a des inclusions

70 < 79 <y Zlr — Zlr,
Z ]’\Z M! L

3.2 Correspondance des classes géométriques semi-simples

Fixons L un groupe de type métaplectique. Soient s € & (IN/) et L' le groupe endoscopique
associé. Notre but est de définir une application

e CEO(L(F)) = CEO(L(F)).

D’apres il existe un sous-groupe de Lévi M tel que s induit une donnée endoscopique
elliptique de M et M' = L'. On sait définir une application G&°(M'(F)) — €&°(M(F));
en effet, selon , I’endoscopie est tautologique en les composantes GL et c’est la situation
considérée dans [Chapitre I| en la composante Sp, pour laquelle une application p des classes
géométriques semi-simples est déja définie. Rappelons-la brievement.

Supposons momentanément que M = Sp(Wb) le groupe endoscopique elhpthue de M
associé a la paire (m/,m") est M' = SO(2m/ + 1) x SO(2m/” + 1). Soit v = (v/,~") € M'(F)
semi-simple ayant valeurs propres

ay, ... a1, (a7 d) T a1, (dl) T (a’ll)_ll.

~
provenant de «/ provenant de '/
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On dit que § € M (F') correspond a - s'il est semi-simple avec valeurs propres
/ / / —1 /I\—1 " " " —1 m—1
ayy oy () (@) —ay, ooy —apn, —(apn) .., —(a])

On en déduit une application G (M'(F)) — €5°(M(F)). Le cas ot M est de type métaplectique
s’ensuit.

Composons G5 (M (F)) — €5°(M(F)) avec Papplication canonique €5° (M (F)) — €&°(L(F)),
on obtient u. On récapitule la situation par le diagramme suivant.

jLeVl
M‘ endo.ell. ~

On dit que v € L'(F)ss et § € L(F)g se correspondent si leurs classes géométriques se
correspondent via .

Proposition 3.2.1. Supposons que 6 € L(F)ss et v € L'(F)ss se correspondent. Si § est
régulier, alors 0 et vy sont tous fortement réguliers et on a

L ~ Ls.

Démonstration. Dans L, régulier implique fortement régulier et on se raméne au cas ot L' est
un groupe endoscopique elliptique pour L. On se raméne ensuite au cas L métaplectique qui est
traité dans [Chapitre IJ. O

Remarque 3.2.2. Jusqu’a maintenant, nos définitions ont peu a faire avec le corps F' et le
revétement n’y intervient pas. Donc on peut aussi définir les données endoscopiques, la no-
tion d’ellipticité et la correspondance ci-dessus dans le cas ou F' est un corps global. Nous ne
I'utiliserons pas dans cet article.

Supposons maintenant M de type métaplectique, s € Sell(M ) et M ' est le groupe endosco-
pique elliptique associé. Nous allons définir le facteur de transfert. Ecrivons

M = [ GL(n:) x Sp(W?),
i€l

M' =[] GL(n:) x SO(2m' + 1) x SO(2m” + 1).
i€l

Soient v € M'(F)Moreg, € M (F)yeq qui se correspondent. On isole les composantes dans GL(n;)
en les écrivant comme v = ((y)ier,7,7") et 8§ = ((6)icr,6°). Alors v° := (v,7") et 6” sont
réguliers et ils se correspondent pour I'endoscopie elliptique associée & la paire (m’,m”). On
applique la théorie de [Chapitre I].

Définition 3.2.3. Soient d, 7 comme ci-dessus. Soit & = ((6;)ier,0’) € p~'(8), on définit le
facteur de transfert par

A(va) = AM',]\;[('-%S) = A(’vagb)’

_ Sid e M(F) ety e M'(F) ne se correspondent pas, on pose A(y,8) = 0 pour tout
5*) € p~1(9).



104 CHAPITRE II

Ce facteur vérifie toutes les propriétés énumérées dans [Chapitre I, §1]. En particulier, il ne
dépend que de la classe de conjugaison géométrique de v et la classe de conjugaison de §;ona
aussi A(7,ed) = eA(~,d) pour tout € € .

On dit que v € M'(F)g est L-régulier s’il correspond & un élément § € M (F) qui est régulier

dans L(F'). On note la sous-variété ouverte des éléments L-réguliers par M!Lfreg7 c’est inclus
dans M]!\/[—reg‘
Remarque 3.2.4. On peut étendre au cas des données endoscopiques non elliptiques d’'un
groupe métaplectique. Soit v € M!Lfreg(F ). Notons ZM[+] '’ensemble des classes de conjugaison
dans M (F) qui correspondent & v, et ZL[7] la variante pour L au lieu de M. C’est bien connu
(eg. [85, 5.4 (4)]) que 'application naturelle ZM[] — ZL[4] est bijective. Pour tout 6 € G tel
que ¢ correspondant & 7, on peut choisir un conjugué oy € M (F'); alors 8 est conjugué a un
élément SM € M. Posons

A(7,8) := A7, 0u)

en utilisant le cas elliptique Montrons qu’il est bien défini. Soient o , 5]2\/[ deux choix
comme ci-dessus. Il existe alors x,y € L(F) tels que zéz! = 5]1\4, yoy L = 5]2\/[ On sait aussi
qu'il existe m € M (F) tel que méi,m~1 = §%,. Donc I’action adjointe par m~1yz~! préserve 0} ,.
Rappelons que deux éléments dans un groupe de type métaplectique commutent si et seulement
si leurs images par le revétement commutent. Il en résulte que m~lyxz~! centralise 6t dou
mg}wm_l = 5%/[ et

A(y,031) = A(7, 63)-

3.3 L’ensemble &, (G)

Prenons désormais G = é?)(W) et M un sous-groupe de Lévi de la forme M = [I;cr GL(ns) x
Sp(W?"). Supposons choisis Py € P(M), des paires de Borel (T, BM) et (T, B) définies sur F
pour M et G, respectivement, telles que BM ¢ B C Py (cf. . En particulier, M est un Lévi
standard de G pour ces choix.

Fixons toujouri\so € Sen(M ) et le groupe endoscopique elliptique associé M '. On prend un

représentant dans M de la classe sg et on le note abusivement par le méme symbole sg. Ecrivons

s0 = ((s0.4)ier, 53) selon la décomposition M = [L;e; GL(ni, C) x Sp(2m, C).

el
Définition 3.3.1. Posons

Evi(G) = {s ¢ SoZ%[;/Z% - (la classe de s) € En(G)}.
C’est sous-entendu que cet ensemble dépend de sg, non seulement du groupe M.

Lemme 3.3.2. On a |,,(G)| = 2.

Démonstration. La donnée endoscopique étant elliptique, on a so; € C* pour tout ¢ € I. On
peut prendre un représentant de sg tel que sp; = 1 pour tout ¢ € I. Alors

E10(G) = {((s)ier, ) € M : 5 = 41}

d’apres d’ou I'assertion. ]
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Soit s € £,:(G), il fournit un groupe endoscopique elliptique pour G, noté G[s] dans ce
contexte. Ecrivons s = ((s;);, s%) avec s; = =1 comme dans la preuve de et posons

I''={iel:s;=+1},
I"={iel:s;=-1},
n = m/—l—Zni,

iel’

" "
n =m —+ E ;.

iel”

Alors n/ +n” = n et s est la donnée endoscopique elliptique de G associée & la paire (n/,n”).
Donc on a G[s] = SO(2n’ 4+ 1) x SO(2n" + 1). D’autre part, on peut plonger M' dans G[s] de
la fagon suivante : [[,.;» GL(n;) x SO(2m' + 1) (vesp. [[,c;» GL(n;) x SO(2m" + 1)) se plonge
dans SO(2n’+1) (resp. SO(2n” 4 1)) comme un sous-groupe de Lévi. Ce plongement est unique
a conjugaison pres par G[s|(F). On récapitule la situation par le diagramme suivant.

Lévi Lévi

Dans cette situation, le Lévi M de G correspond & la paire (G[s], M') au sens de [Chapitre
I, §5.4]. On peut regarder M ' de deux maniéres : un groupe endoscopique elliptique du Lévi M
de G, ou un Lévi du groupe endoscopique elliptique G [s] de G. Au contraire du cas des groupes
réductifs, il y une différence comme suit.

Définition 3.3.3. Soit s € &, (G). Posons z[s] := ((2i)icr, 1) € Zyp(F) ou z; = +1 (resp.
—1) sii € I’ (resp. si i € I"). Cest contenu dans tout sous-groupe hyperspécial de M'(F).
Soit v € M'(F) , posons 7[s] := z[s]y. Signalons aussi que I'on peut translater une classe de
conjugaison dans M'(F) par 1’élément central z[s].

Cette définition se généralise immédiatement au cas G de type métaplectique et s € € M (é) :
les facteurs GL supplémentaires de G n’y interviennent pas.

Plus généralement, soit s € SoZQM\ / Z% . Alors il existe un sous-groupe de Lévi L de G conte-

nant M, tel que s € EM!(Z}). On définit z[s] € Z,,(F) et application v — v[s] = z[s]y sur
M'(F) par référence & L.

Proposition 3.3.4. Notons 1 : C4°(M'(F)) — €5°(G(F)) le composé de Css(M'(F)) —
Css(G[s](F)) (induit par Uinclusion) avec pi : Css(G[s|(F)) — Css(G(F)) (induit par I’endoscopie
déterminée par s). Alors

pour tout O € €4 (M'(F)).
Démonstration. C’est clair d’apres la définition de p. O

Notons qu’il y a une inclusion canonique WEbl(M') < WY (M). En effet, notons G*(I)
le produit semi-direct &(I) x (Z/2Z)!, ot &(I) est le groupe symétrique opérant sur I. Alors
WS (M) s'identifie & &F(I), tandis que WELI(M") s’identifie & &+ (I') x &F(1").

Le résultat suivant est alors immédiat.

Proposition 3.3.5. L’isomorphisme ay; —+ ay; est équivariante par rapport d WG[S](M!) —
W& (M).
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Proposition 3.3.6. Désignons par A, v et AG[S] @ les facteurs de transfert associés aux

données sy et s, respectivement. Soient y € M!(F)G_reg et § € M(F)G—reg qui se correspondent.
Pour tout § € p~1(8), on a

AM!J\}[(% 5) = AG[SLG(V[SL 5)

Démonstration. Adoptons la notation dans [3.2.3] D’apres la descente parabolique de AG[S] G

[Chapitre I, 5.18], appliquée en (v[s],d), on a
5) = )
AG[SLG(’Y[S]’ 5> o ASO(Qm’—i—l)><SO(2m”+1)7§f)(Wb)(ry a6 )

Or c’est exactement la définition de A, 7 (7,6). O

Remarque 3.3.7. Cette propriété et permettent d’étendre le transfert (vrai pour tout
corps local F' de caractéristique nulle) et le lemme fondamental non pondéré aux données en-
doscopiques non elliptiques de G ; le facteur de transfert étant celui défini dans En effet,
on le réduit de fagon usuelle au transfert (resp. au lemme fondamental) elliptique suivi par une
descente parabolique des intégrales orbitales. Les détails sont laissés au lecteur.

4 Intégrales orbitales pondérées endoscopiques et les fonctions
stabilisées

Dans cette section, F' est une extension finie de Q. Posons toujours G .= SNp(W) Supposons
que

— Ylop =1, ¢|p;1 non trivial ;

— p est suffisamment grand par rapport a G.
Fixons aussi un Lévi M de  associé & la donnée de sous-espaces ((li, 0)ier, Wb), posons n; 1=
dim ¢; pour tout ¢ € I, alors M est de la forme

M =[] GL(n;) x Sp(W").
1€l

Posons 2m = dimp W’.

4.1 Intégrales orbitales pondérées non ramifiées anti-spécifiques

Fixons un réseau autodual £ C W par rapport a (|) et posons K := Stabgr)(£) C G(F),
c’est un sous-groupe hyperspécial de G(F'). Supposons que £ est en bonne position relativement
a ((4;,0")ier, W?), cest-a-dire

c=P(ngaEng)s@ N
el

Cela entraine que K™ := K N M(F) est aussi hyperspécial dans M (F). Ecrivons KM =
[Lics KZM x K’. Le modele latticiel de la représentation de Weil induit un scindage K <

Sp(W?), d’oti le scindage KM < M. Idem, K < §f)(W) Bien entendu, il faut une compatibilité.

Proposition 4.1.1. Le diagramme suivant est commutatif.

K—>G

]

KM _ M



SECTION 4 107

Démonstration. On se ramene aussitot au cas M = GL(n). D’apres [Chapitre I, 2.13], on a la
compatibilité cherchée sur un F-tore maximal déployé dans M. D’autre part la compatibilité
sur des sous-groupes unipotents est automatique. On en déduit la compatibilité sur la grosse
cellule de M par la décomposition de Bruhat, et le cas général en résulte par densité. ]

Prenons la mesure de Haar sur G(F') de sorte que mes(K) = 1; cette mesure ne dépend
pas du choix de K. Le scindage du revétement p au-dessus de K permet de définir la fonction

fx € C2.(G) telle que
. el sizceK,ec g;
fr(@) = {

0, sinon.
Fixons sy € 8611(]\~4 ), auquel est associé le groupe endoscopique

M' =[] GL(n:) x SO(2m' + 1) x SO(2m” + 1).
i€l
tel que m’ +m” = m.

On sait définir la fonction poids d’Arthur vy : M(F)\G(F)/K — Rx¢ (voir [12]). Elle
dépend du choix de K et de la mesure de Haar sur a,; induite du choix d’une forme quadratique
définie positive sur ay;, invariante par WG(M ), ce que l'on fixe dorénavant.

Soit 0 € Greg(F'). On normalise la mesure de Haar pour le tore T'(F) := Gs(F) comme
suit. D’apres [20, 4.4], il existe un op-schéma en groupes canonique T, qui est lisse et de fibre
générique T. Alors T°(of) s’identifie & un sous-groupe ouvert de T(F). Prenons la mesure de
Haar sur T(F) telle que mes(%°(0r)) = 1. La méme convention s’applique aux commutants
des éléments fortement réguliers dans n’importe quel F-groupe réductif connexe. Puisque la
construction ne dépend que du tore T, c’est compatible avec la correspondance des mesures
utilisée pour I’endoscopie [85, 2.8], ainsi que sa variante métaplectique [Chapitre I, §5.5].

Définition 4.1.2. Soit § € Gheg. Fixons la mesure de Haar sur Gg(F) comme ci-dessus et
posons

T]%,K(S) = |DG(5)‘% / fK(l’*lO:x)’UM(x) dz,
Gs(F)\G(F)
ot DE(8) = det(1 — Ad (5)[g/g5).

Définition 4.1.3. Soit v € Mé_reg(F ). L’intégrale pondérée endoscopique non ramifiée en
est définie comme

TJ?J37K(7) = Z A(77 S)T]%LK(S)’
0€M (F)/conj

ot & € p~1(d) est quelconque; le produit A(vy, 5)7‘% K(S) ne dépend que de v et 4. C’est une
somme finie, en fait la somme porte sur les classes de conjugaison dans p(O%(v)).

Rappelons brievement les fonctions stabilisées définies par Arthur. Pour l'instant, soient L
un F-groupe réductif connexe non ramifié et R un sous-groupe de Lévi de L. Supposons aussi
fixée une forme quadratique définie positive sur agr, invariante par WL(R). Imposons les mémes
choix de mesures de Haar sur L(F') et sur les F-tores que précédemment.

On dit que v € R(F)gss est L-régulier s’il est régulier comme un élément dans L(F)s. La
sous-variété ouverte des éléments L-réguliers est notée Rp_;ee. On définit (voir [20, 5.1]) la
fonction stabilisée

sﬁ t Rp—reg(F) = C.

Si y1,72 € Rp—reg(F) sont stablement conjugués, on a sﬁ(yl) = Sé(’yg). Ces fonctions ne

dépendent que de la mesure sur ar induite par le choix de la forme quadratique.
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4.2 Enoncé du lemme fondamental pondéré

Conservons les mémes notations. On a l'inclusion Z% < Z55- Soit s € Eyt(G). On a aussi
= !

Z(% — Z an- Ces inclusions ont des conoyaux finis, donc c’est loisible de poser
B [Z@ A
(I1.4) i (G,Gls]) = —2L
[Z = : Z2]
alsl - Y5

Prenons les formes quadratiques positives définies invariantes sur a,, et sur ap; qui se
correspondent par lidentification a,; ~ ayz, qui est équivariante pour WE(M') «— WE(M).
Soit v € Méfreg(F ), alors 7[s] est aussi G[s]-régulier. Ainsi, v — sf}f] (7[s]) est bien défini et
il ne dépend que de la classe de conjugaison stable de . Le principal résultat de cet article

s’énonce comme suit.

Théoréme 4.2.1 (Cf. [20, 5.1] ). Supposons vérifié le lemme fondamental pondéré non standard
sur les algébres de Lie . Pour tout v € Mé_reg(F), on a

SGEAI! (é)

Le lemme fondamental pondéré non standard sera rappelé dans le La démonstration
du théoreme occupera le reste de cet article.

Remarque 4.2.2. Lorsque M = G, on a Eq(G) = {s0}, 7[s0] = 7 et G[so] = G*. On a aussi
icr(G,G") = 1. Dans ce cas-1a Tg! () est I'intégrale orbitale endoscopique de la fonction fx, et

sg: (7) est l'intégrale orbitale stable de la fonction caractéristique d’un hyperspécial quelconque

de G'(F). Donc se réduit au lemme fondamental pour I'unité [Chapitre I, 5.23].

Les définitions des intégrales orbitales pondérées endoscopiques et les fonctions stabilisées
correspondantes se généralisent sans peine au cas GG de type métaplectique : il suffit de combiner
la théorie pour les groupes GL(+) avec le résultat pour Sp(W).

Corollaire 4.2.3. L’assertion demeure valable dans le cas plus général ot G est de type
métaplectique.

5 Endoscopie : standard et non standard

5.1 Endoscopie standard

Données endoscopiques Soit R un F-groupe réductif muni d’'une donnée de L-groupe
(T, 3, ...). On appelle donnée endoscopique pour R un quadruplet (R!, R',s, é ) tel que

— R' est un F-groupe réductif connexe quasi-déployé, muni d’une donnée de L-groupe;

— R' s’inscrit dans une extension topologique scindée

1R SR - Wp—1
telle que I'action de Wy sur R' coincide avec p';

— s € R est semi-simple;
— ¢:R'— LR est un L-homomorphisme, i.e. il commute aux projections sur W, tel que :
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— il existe un 1-cocycle a : Wr — Z, dont la classe cohomologique est triviale, tel que
Ad( )oé(x) = a(w(x))é(x ) pour tout r € R', ott w(z) désigne sa projection dans Wi ;

~ ¢ induit un isomorphisme RS Z, 7(s).
On dit aussi que R' est un groupe endoscoplque pour R associés a s. Un 1som0rphlsme
entre deux données endoscopiques (R, R',s f) et (R",R",s',€') de R est un élément # € R
tel que Ad (#)E(R!) = & (R") et Ad( )(s) = s’ mod Zp. On dit qu'une donnée endoscopique

(R, R, s,€) est elliptique si &(ZL = )9 C Zg. On dit que cette donnée est non ramifiée si

— la caractéristique résiduelle p de F' est suffisamment grande par rapport a R;

— R est non ramifié et le torseur intérieur fixé est I'identité ;

— R' est non ramifié et £(R') D Z(s)? x Ip.

A isomorphisme pres, on peut supposer que s € 1" et (é _I(T), ¢ _1(3)) est la paire de Borel
I"p-invariante de ;2\' L’endoscopie fournit une inclusion I'p-équivariante Z; — ZE!. D’autre

part, en dualisant 5 | é-1(7)> On obtient une inclusion ap — ap. La donnée endoscopique est

elliptique si et seulement si ag — ap.

Une construction d’Arthur Supposons que R est un sous-groupe de Lévi d’un F-groupe
réductif non ramifié L. Choisissons Py € L¥(R), qui fait partie du choix des données de L-
groupes compatibles pour L et R, ce que 'on fixe, dont les torseurs intérieurs sont id.

La construction suivante est due & Arthur [19]. Soit (R', R, so,£) une donnée endoscopique
elliptique non ramifiée pour R. Soit s € SOZEF / ZEF . Posons

—

L[s] = Z;(s)",
Lls] == L[s]E(RY),
[s]

£[s] : L]s] = VL est 'inclusion.

~

Cela fournit une donnée endoscopique (L[s], L[s], s, &[s]) pour L qui est encore non ramifiée.
Posons

Ep(L):={s¢e SOZEF/ZEF . (L[s], L[s], s,£[s]) est elliptique}.

(’est un ensemble fini d’apres [I8, §4]. Soit s € Ex (L), alors on peut regarder R' comme
un sous-groupe de Lévi de L[s]. L’endoscopie elliptique fournit I’homomorphisme WEs/(R') —
WE(R), pour lequel I'isomorphisme ap — ag: est équivariant. On sait aussi définir le coefficient

Tr :ZI:F]

! R
ipt(L, Ls]) = L P

i 7L

Le lemme fondamental pondéré sur les algebres de Lie Plagons-nous dans la construc-
tion d’Arthur. Fixons une donnée endoscopique elliptique non ramifiée (R', R', so,é) pour R.
A cette donnée est associée une correspondance de classes de conjugaison géométriques semi-
simples entre les algebres de Lie t(F) et t'(F). On définit ainsi la sous-variété ouverte des
éléments L-régulieres t!L_reg de facon usuelle.

Fixons un sous-groupe hyperspécial K de L(F') en bonne position relativement & R, ce qui
détermine un réseau hyperspécial £ C [(F'). Fixons aussi une forme quadratique définie positive
WE(R)-invariante sur ag; on obtient ainsi une forme quadratique définie positive sur ap qui
est WLl (RY-invariante pour tout s € Epi(L). Notons 1 la fonction caractéristique de €. Ces
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choix permettent de définir les intégrales orbitales pondérées de 1

r]L%’K(X) = ]DL(X)]% / Ie(z~ ' Xx)vg(z) de, X € treg(F),

Lx (F)\L(F)

ot D¥(X) := det(ad (X)|[/lx). Les mesures de Haar sont choisies comme dans le
On définit le facteur de transfert

ANE t!R_reg(F) X treg(F) = C

qui est adapté a K, cf. [84], 4.7]. On définit les intégrales orbitales pondérées endoscopiques

Té!,K(Y) = Z A(YvX)Té,K(X)v
Xer(F)/conj

R!

ainsi que les fonctions stabilisées sHe! (Y), pour tout Y € t!L_reg(F) et tout s € Ep (L) (voir [85]
ou . Enon(;ons le lemme fondamental pondéré comme suit.

Théoréme 5.1.1 (Chaudouard, Laumon [29, [30], Waldspurger [86]). Pour tout Y € thfreg(F),
on a
. L
rh () = 3 (L L[s)shT (7).
SEgR[ (L)

5.2 Exemples

Nous allons considérer I’endoscopie elliptique des groupes linéaires généraux, symplectiques
et unitaires. Nous en donnerons les conditions pour que la donnée endoscopique soit non ramifiée
et la construction d’Arthur sera explicitement décrite. Le cas non elliptique sera traité dans[5.2.4]

Exemple 5.2.1. Soient m € Z>g, R := GL(m). La seule donnée endoscopique elliptique pour
GL(m) & isomorphisme pres est la donnée tautologique (R,R, 1,id).

Exemple 5.2.2. Soit R := Sp(2m). Alors R = SO(2m + 1,C). Soit (R',R',s,€) une donnée
endoscopique elliptique pour R. Les valeurs propres de s sont forcément +1 d’apres ’ellipticité.
Notons 2m/ + 1 la multiplicité de +1 et 2m” celle de —1. On a

P

R'=S0(2m’ +1,C) x SO(2m”,C).

Donc
R' = Sp(2m/) x SO(V", ¢")

ou (V" q") est un F-espace quadratique de dimension 2m” ayant noyau anisotrope de dimension
< 2 car R' est quasi-déployé. On exclut le cas dim V" = 2 et (V”, ¢") hyperbolique, pour lequel
la donnée endoscopique n’est plus elliptique. De plus, SO(V”, ¢") détermine H'.

Inversement, toutes données m’ et (V”,¢”) comme ci-dessus proviennent d’une donnée en-
doscopique elliptique, unique a isomorphisme pres. La donnée endoscopique est non ramifiée si
et seulement si (V”,¢”) admet un réseau autodual & homothétie pres.

Supposons R' de la forme ci-dessus. Soient X € teq(F), Y = (Y, Y") € t!reg(F), alors X et
Y se correspondent si et seulement s’ils se correspondent par valeurs propres, c’est-a-dire

— les valeurs propres de Y’ sont +a/,...,+al ,;

— celles de Y sont +af,...,+a! ,,0;

m!’
— celles de X sont +a,...,+al ,,+af,...,£ad” .
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Prenons maintenant un ensemble fini I, (n;);er € lep et

L= Sp(2n)7

R =[] GL(n:) x Sp(2m),
i€l

R =] GL(n) x Sp(2m’) x SO(V".¢").
i€l

tels que m + Y, .,y = n, ot m, m’ et (V",¢") vérifient les conditions précédentes, qui font
de R' un groupe endoscopique elliptique non ramifiée de R (tautologique en les composantes
GL(n;)). A isomorphisme pres, ’élément sy correspondant dans la donnée endoscopique est de
la forme
so = ((1)icr, 59) € [[C* x SO(2m +1,C) C R.
el

Les éléments s € Exi(L) sont en bijection avec les décompositions I = I' LU 1" : & une telle
décomposition est associée s = ((s;)icr, ) avec s; = 1 (vesp. s; = —1) sii € I’ (vesp. sii € I").
Soit s € Exi(L), on introduit le groupe endoscopique elliptique L[s] de L ; écrivons-le comme

L[s] = Sp(2n’) x SO(U",r")
d’apres ce qui précede. On a des inclusions uniques a conjugaison pres :

H GL(n;) x Sp(2m’) < Sp(2n’),
iel’
1 GL(ri) x SO(V",¢") = SOU",+").
iel”

Ces fleches font de R' un sous-groupe de Lévi de L[s]. Ainsi, SO(U”,r") est aussi déterminé : &
homothétie pres, (U”,r") et (V”,¢") ont le méme noyau anisotrope.

Inversement, tout (U”,r") ayant le méme noyau anisotrope que (V”,¢"), pris & homothétie
pres, provient d’'un unique s € Epi(L).

Exemple 5.2.3. Soient E//F une extension quadratique et R := Ug,p(m), le groupe unitaire
quasi-déployé qui est isomorphe & GL(m) sur E. On a R = GL(m,C). 11 est muni de l'action
du groupe I'g/p := I'p/T'g : I'élément non trivial dans I'g/p opere, modulo automorphismes
intérieurs, en renversant le diagramme de Dynkin A,,_;. On introduit ainsi le L-groupe “R.

Décrivons les données endoscopiques elliptiques (R!, R, s, é) pour R. Les valeurs propres de
s sont £1; notons m’ la multiplicité de 1 et m” celle de —1. Alors

R' = GL(m/,C) x GL(m",C).
Etant donné (m/,m”), il n’y a qu'une seule possibilité de R' et de R' :
R =Ug/p(m') x Ugyp(m”).

Inversement, toute donnée endoscopique elliptique de R s’obtient d’une paire (m/, m”) telle
que m' + m” = m, unique & la symétrie (m’,m”) — (m”, m’) pres. La donnée endoscopique est
non ramifiée si et seulement si E/F est.

La correspondance des classes de conjugaison est similaire au cas du groupe symplectique,
c’est-a-dire la correspondance par valeurs propres des applications FE-linéaires. Nous ne la
répétons pas.
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Supposons maintenant que E/F est non ramifiée. Prenons I, (n;);c; comme dans et
posons

L=Ug/r(n),

R= HGLE(ni) x Ug/p(m),
icl

R = HGLE(m) x Ugyp(m') x Ug/p(m”),
el

qui font de R' un groupe endoscopique elliptique non ramifiée de R. On peut supposer que
I’élément sg de cette donnée endoscopique s’écrit

so = ((1ier, 59) € [ [ ©* x GL(m, C).

el

Comme dans les éléments s € Epi(L) sont en bijection avec les décompositions I =
I’ U I"; le groupe endoscopique elliptique associé est de la forme

Lls| = Ug/p(n') x Ug p(n").

On a des inclusions bien déterminées a conjugaison pres :

H GLg(ni) x Ugyp(m') = Ugp(n'),
el

H GLEg(ni) x Ugyp(m”) = Ug/p(n”).
el

Cela détermine aussi (n/,n”). Remarquons que des différents choix de s peuvent induire la méme
donnée endoscopique pour L.

Remarque 5.2.4. En général, une donnée endoscopique (L!, L, s,é) s’interprete comme une
donnée endoscopique elliptique d’un sous-groupe de Lévi R de L. Le sous-groupe R est unique
a conjugaison pres par L(F'), tandis que la donnée endoscopique elliptique pour R est unique a
Iaction de W¥(R) pres.

5.3 Endoscopie non standard

Définitions Rappelons la définition dans [85, 3.7]. Soient G1, G2 deux F-groupes réductifs
connexes et simplement connexes. Supposons qu’ils sont non ramifiés et p est suffisamment
grand par rapport a G; et Gy. Pour ¢ = 1,2, fixons une paire de Borel (7}, B;) définie sur
F pour G, ; notons %;, ; les ensembles de racines et coracines, respectivement. Une donnée
endoscopique non standard non ramifiée est un triplet (G, Gz, j«) ou
— (1, G4 sont comme ci-dessus, munis de paires de Borel définies sur F';
— G Xu(M)p ® Q5 Xo(To) p ® Q, son transposé est noté j*;
— il existe des bijections 7 : Y — 22, 7 : Y9 — 3 et des fonctions b : ¥ — Qso N Z;,
b:32 — Qs NZy, telles que
— 7 g’identifie & 7! via les bijections naturelles ¥; ~ %;, i = 1,2
— j* et j, sont ['p-équivariants;
— on a ji(d1) = b(d)7(d1) et j*(az) = b(ag)T(an) pour tout é; € X1 et tout ap € Lo.
A Tinstar du cas standard, ces données définissent
— une correspondance de classes de conjugaison géométriques entre gq reg(F') €t g2 reg(F);
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— les bijections de racines induisent une correspondance de sous-groupes de Lévi semi-
standards de G et Gs.

Soient M C Gy, Ma C Go des sous-groupes de Lévi semi-standards qui se correspondent,
alors WY (M) = WE2(My) et on a un isomorphisme équivariant ay;, —+ apy,.

Notons R; (resp. Ry) le sous-groupe engendré par ¥ (resp. 33). La méme définition s’ap-
plique & M, M, et leurs coracines. On définit ainsi les groupes RM1, RMz,

Soient Hi, Ho deux sous-groupes commensurables dans un groupe fixé, adoptons la conven-
tion [Hy : Hs) := [Hy : Hy N Ha][Hy : Hy N Hy] ™t D’apres [85, 3.7] et I'erratum [87], on définit
le coefficient

Tr . . (pl
(II 5) CGLGQ - [RQF :]*(RlF)]
) My, M3 - [RM27FF ;j*(RMl,FF)]'
Signalons que ce coefficient dépend de j,. Enongons le lemme fondamental pondéré non
standard comme une conjecture.

Conjecture 5.3.1 ([85]). Soient Y1 € my g, —reg(F) €t Y2 € My ¢y —reg(F) qui se correspondent.
Alors
G G1,G2 G
san (Y1) = eip 801, (Y2)
ou les fonctions stabilisées sfji (i = 1,2) sont définies a l’aide des formes quadratiques invariantes

sur ayy, et aps, qui se correspondent via ay;, —+ ap,.

Passage au quotient Pour ¢ = 1,2, soit m; : G; — G, une isogénie centrale; notons
M, = m;(M;). Cela n’affecte pas les algebres de Lie, les espaces apy; et les groupes de Weyl. La

]
correspondance de classes marche pour G;, M, au lieu de G;, M;.

Corollaire 5.3.2. Supposons vérifiée [5.5.1 Soient Y € mi g —reg(F) €t Yy € My g 10 (F)
qui se correspondent. Alors

G G1,G2 G

saf, V1) = €5 a5, (Ya)-
Démonstration. Pour i = 1,2, soit Y; € m;(F") I'élément qui s’envoie sur Y, alors il suffit de
noter que SC]\Z_ (Y;) = s]\%i,(zi), ce qui résulte de [85] 5.7]. O

La convention suivante sera commode. Soient G;, M; (i = 1,2) tels que M; est un Lévi de G;
et que les groupes G; sc, M; s sont comme dans le lemme fondamental pondéré non standard
(.31 Nous noterons

G1,G2 _ Gisc,Gasc
(11.6) Oy My = CMy o Mo e -

Un exemple Supposons n > 1. Fixons un ensemble fini I, (n;);er € ZI>1, m € Zx>q et posons
n:=m-+ ) ;.;n; Posons

G1 = Sp(2n), Gy :=S0(2n +1),
My = [ GL(n:) x Sp(2m), M, := [ [ GL(n:) x SO(2m + 1),
i€l iel

Regardons M; comme un sous-groupe de Lévi de G en choisissant un plongement, qui est
unique a conjugaison pres par G (F'). Idem pour G, et M,. Notons 7 : Go — G, le revétement
simplement connexe, c’est-a-dire Go = Spin(2n + 1), et posons My := 7~ 1(M,), alors Ms et un
sous-groupe de Lévi de Gbs.
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Comme indiqué dans [Chapitre I, §8.2], on peut choisir des F-tores maximaux déployés T1,
T, dans My, My respectivement, avec Ty := 7(T»), de sorte qu’il existe une base {e1,...,e,}
de X, (T1) telle que 'on a des identifications

X(Th) = P Zex,
k=1

n

X.(Tp) = {Zrkek : Zrk =0 mod 2} ,
k=1 k=1
X.(Ty) = EP Zex.
k=1

En choisissant des sous-groupes de Borel convenables, les coracines se décrivent comme suit.

Yi={te;tej:1<i#j<n}u{de :1<i<n},
Yo={fe;tej:1<i#j<n}uU{d2e:1<i<n}.

Alors 'inclusion X, (T3) — X (I'5) correspond a l'isogénie 7 : G — G.

On prend j, := id : X,(T1) ® Q = X.(T3) ® Q. On prend les fonctions 7, 7, b, b qui
fournissent un triplet non standard non ramifié (G, Ga, j«), pour laquelle M; et My sont des
sous-groupes de Lévi semi-standards qui se correspondent.

Remarquons que le choix des divers identifications peut affecter j,, mais la correspondance
de classes et la correspondance de mesures de Haar sur ap;, et ayz, ne changent pas.

C’est plus pratique de travailler avec Gy et M,. La correspondance des classes géométriques
entre @i reg(F) et gQ,reg(F) est la correspondance par valeurs propres. Pour m; et m,, c’est la
meéme correspondance pour les facteurs sp(2m) et so(2m + 1); pour les facteurs gl(-), c’est la
correspondance tautologique.

Le coefficient de cette donnée endoscopique non standard se calculent comme suit.

Proposition 5.3.3. Pour cette donnée,

CGI’QQ _ GGy . _ {1, sim # 0,

Mi,My, — “Mi,Ms * 1 sim=0
27 -

Démonstration. Les coracines dans ¥ et Yy engendrent respectivement les réseaux X, (1) et
X«(T3). Vu les identifications ci-dessus et le choix j, = id, on voit que [RSF : ]*(Rgp)] = 1.
Soient My, Ms des sous-groupes de Lévi semi-standards qui se correspondent. Alors il en est
de méme pour [RM2U'F . j (RM1TF)] sauf si le facteur Sp (resp. SO) n’apparait plus dans M
(resp. M) i.e. sauf si m = 0, auquel cas on a trivialement [RM2TF . j (RM1Tr)] = 1. Cela
permet de conclure. O

Remarque 5.3.4. Explicitons I'isomorphisme ay;, — ap, = ap, induit par ji. On peut se
limiter au cas My = T1 et My = T,. On a identifié T} et Ty dans la description de X, (T;)
(i = 1,2). Comme j, = id, il induit application id : ap, — ar,. Le cas général en découle :
si 'on identifie les composantes [[,.; GL(n;) dans My et M,, alors apy; 5 ay, est encore
I'identité.
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6 Descente des données endoscopiques

Le formalisme est celui du mais ici les revétements métaplectiques ne nous concernent
pas. Désormais, fixons des éléments n € M(F)s, € € M'(F)s qui se correspondent. Supposons
de plus que 7 et € sont d’ordre finis premiers a p. Nous nous placerons sous 'une des deux
hypotheses suivantes.

(A) M! est quasi-déployé.

(B) M, et M. sont non ramifiés.

L’hypothése (B) est plus forte que (A). En tout cas, écrivons n = ((1;)icr,1’) et € =
((€)iers eb). Quitte & conjuguer 7 et €, on peut supposer que 1; = ¢; pour tout 7 € I.

6.1 Paramétrage

Plagons-nous sous ’hypothese (A). Rappelons la paramétrisation des classes de conjugaison
semi-simples dans [Chapitre I, §3 et §7.1]. A la classe OM (1) sont associées (OCL(%) (1,))ser et
les données

— K : une F-algebre étale de dimension finie;

— 7 : une involution non triviale de K, qui est déterminée par la sous-algebre fixée K# :=

KT:id :
— a € K* est tel que Ny, g#(a) :=at(a) =1;
— (Wg, hg) : une (K, K7)-forme anti-hermitienne, ot on suppose que W est un K-module

fidele;
— (Wx,(])+) : deux F-espaces symplectiques.
Ces données sont soumises a la condition dimp Wg + dimp W, + dimp W_ = 2m. Elles sont

uniques modulo la notion d’équivalence évidente. L’élément 7 se réalise comme 'opérateur
(w — aw, +id, —id) dans 'espace Wi @ W, @ W_.

Ecrivons SO(2m/41) = SO(V’, ¢') et SO(2m”+1) = SO(V"”, ¢") en choisissant des F-espaces
quadratiques convenables. A OM' (¢) sont associées (OCT(™)(¢;));er et les données

- K K" .F -algebres étales comme précédemment ;

—d € K" est tel que Ny g (a) = 1;

— (Vje, W) = une (K’, K'#)-forme hermitienne, ot on suppose que Vj, est un K’-module

fidele ;

— (VL,d.) : deux F-espaces quadratiques;

— des objets similaires (K", K"#), ", (V{, W), (VI qL).
Ces données sont soumises aux conditions

(tr gr/p)«(Vie, ) ® (VI ¢ @ (V2 ¢") ~ (V', ),
(tr gy p)«(Vie, ) @ (V) & (V2 ,¢7) ~ (V" 4"),
dim Vfr =dimV/=1 mod 2,

dimV’ =dimV” =0 mod 2.

Elles sont uniques modulo la notion d’équivalence évidente. Si ’on note n = (n',7n”), alors o’

se réalise comme l'opérateur (v' — a'v’,+id, —id) dans l'espace Vi @ VI & V', et i comme

(V" = a"v", +id, —id) dans Vi; @ V' @ V”. La correspondance entre 7 et € entraine que

(K' K'# . d') x (K", K"#, —d") ~ (K,K",a),
Wik ~ Vi @V}, comme K — modules,
dimp W4 + 1 = dimp V] + dimp V",
dimp W_ + 1 = dimp V! + dimp V|
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ou le produit de triplets dans la premiére condition est pris au sens évident.
On sait aussi décrire les commutants connexes.

M, = [[ GL(na)y, x Ugeres (Wic, hic) x Sp(W) x Sp(W-),
i€l
M = HGL(ni)ei
i€l
X UK’/K’#(VI/O i) x UK”/K”#<VI,</7 k)
x SOV, q.) x SO(V”,¢")
x SO(V!, ¢") x SOV’ q").

D’apres nos hypotheses, SO(V{, ¢, ) et SO(V{, ¢/[) sont déployés.

Définition 6.1.1. Soit L un F-groupe réductif admettant une décomposition

L=1Lox [[SO(2a + 1),

ou a parcourt des entiers positifs et Ly ne contient aucun facteur direct de type SO impair
déployé. On notera

L:= Ly x H Sp(2a).

Les groupes que l’on rencontrera dans cette section sont tous de ce type. Remarquons aussi
Lr0 ~ T
que ZLF s Ztr ZLr0 X ZUr0 op g, = ag.
L L L L

Avec cette convention, on a
ﬁe! = H GL(ni)e,
i€l
x UK'/K'#(V}/(? W) X UK”/K”#(VI,(Ia )
x Sp(VL) x SO(V”,q")
X Sp(VT’r’) x SO(V',q"),

ou V, VI ont les bonnes dimensions et sont munis de formes symplectiques.

6.2 Des nouvelles données endoscopiques

Conservons toujours I'hypothese (A) et les notations précédentes. On munit M, d’une donnée
de L-groupe de sorte que le tore maximal T dans M, est ce que l'on a fixé dans la donnée de
L-groupe pour M. Les actions galoisiennes sur T héritées de M, et de M peuvent différer

par un l-cocycle I'r — Ny, (T'). Toutefois I'inclusion Zy, < Zi7 est I'p-équivariante et est
U]
indépendante de tout choix. On a aussi ay; < an, -

Vu |5.2.2L |5.2.3| et |5.2.4|, ﬁ; est un sous-groupe endoscopique de M,, ce qui détermine la

—_— — A~ — — ~
donnée endoscopique (M}, M_, 50, £) & isomorphisme prés. La donnée endoscopique (M}, M, 59, €)
est non ramifiée sous ’hypothese (B).

Lemme 6.2.1. Soient X € my s(F), Y € m!ﬂreg(F). Soit Y € @(F) tel que Y etV se
correspondent par valeurs propres.

Si 6 = exp(X)n € M(F) et v = exp(Y)e € M'(F) sont des décompositions de Jordan
topologiques, et si § correspond ¢ vy, alors X et Y se correspondent via ’endoscopie décrite
ci-dessus.
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Démonstration. Lorsque I = (), cela est démontré dans [Chapitre I]. Le cas général en découle
car I’endoscopie est tautologique en la composante GL(n;), = GL(n;),,, pour tout ¢ € I. ]

D’apres il existe un Lévi R de M,, unique a conjugaison prés par M, (F ), tel que M
est un groupe endoscoplque elliptique de R. Rappelons que R et M partagent le méme tore
maximal 7. A isomorphisme pres on peut supposer 55 € T et So falt encore partie de cette
donnée endoscopique elliptique pour R.

On a R # M, si et seulement si U grs(Vig, M), Ugnjponn (Vi Bg), SOV, ¢”) ou
SO(V’,q") contiennent des facteurs GLg(:), ou E est une certaine extension finie de F. On
absorbe ces GLg(+) supplémentaires en introduisant les objets I D I, K C K, K' C K', etc., et
on écrit

R =[] GLr(n:)y, x Ug s (Wi, hic) x Sp(Wy) x Sp(W_),
iel
ME' = H GL(n,-)E
iel
X UK//K/# (V/* h,* ) X Uf(///f(//# (V[%/-, h}%)
x Sp(V]) x SO(V",q")
X Sp(V " x SOV, q.),

Ici F; est une extension finie de F' pour tout i € If , (K, K #) est une F-algebre étale a
involution qui est un facteur direct de (K, K7), et (Wg, hi) est le facteur direct correspondant
de (W, hx); idem pour (K, K'#), (K", K"#) etc. D’autre part (V”,q") = ({0},0) si (V",q")
est de dimension 2 hyperbolique; sinon (V”,¢") = (V",q"). Idem pour (V',g_). Supposons
comme d’habitude que n; = ¢; pour tout ¢ € I.

A —_— | A~

Rappelons que 59 € T est I’élément faisant partie de la donnée endoscopique (M}, M_, 50, &)
pour M. Décrivons-le. Soit 7 € I, écrivons

GLF, (nl)m = H GLFij (nij)
JjE€J;

ou J; est un ensemble fini; pour tout j € J;, Fj; est une extension finie de Fj. Ecrivons
_ 7U + —
Ji=Jy UJruJ;

tel que j € J; * i et seulement si la composante dans GLf,; (n;) de n; est 1, sinon j € JY.

En regardant les descriptions de R et de M;, il s’ensuit que l'on peut écrire
s— ((59) - U et a-)eh
50 = (5)icr»50:% %0 )€
JE€J;

ol
55 <+le groupe endoscopique U st (Vigs W) X U gense (Vi R )
pour Ug ) g# (Wk, hi),
3¢ +le groupe endoscopique Sp(VT’r) x SO(V", ")
pour Sp(W-.),
5, <le groupe endoscopique Sp(V/) x SO(V’,q")
pour Sp(W_).

Il y a aussi des restrictions sur 37 ot i € I'\ I : joints avec (55, 54,5, ), ils sont tels que
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= Uk (Vig, W) X U gen o (Vg i) est un groupe endoscopique pour Uy ges (Wi, b)),

— Sp(V{) x SO(V”,¢") est un groupe endoscopique pour Sp(W.),

— Sp(VY) x SO(V”,¢") est un groupe endoscopique pour Sp(W_).

Il reste a traiter les composantes §éj ount € I et j € J;. La seule condition est que §éj
appartient au centre du dual de GLf,; (n;;). Faisons désormais le choix suivant

1, sijeJ,
(IL.7) 50 =41, sijeJ,
1, sijeJY.

3

Le symbole “—1" a un sens car Fj; = I lorsque j € Jl-i, auquel cas le dual de GLf,, (n;;) est
GL(n;;,C). Ce choix des 54 sera justifié dans m

6.3 Rapport avec &, (G)

. N !
Dans cette sous-section, nous nous plagons sous I’hypothese (B). Les groupes M; et M, sont
tous non ramifiés, donc les données endoscopiques décrites dans le §6.2] sont non ramifiées.

Rappelons sg est un élément dans M qui détermine 'endoscopie elliptique pour M, dont
M est le groupe endoscopique associé. On peut supposer que

so = ((V)ier, 9) € [ GL(ni,C) x Sp(2m, C).
el

Fixons maintenant s = sot € £, (G), ot t € ZL/Z2 est de la forme
M G

t= ((ti)ieb 1) € H{il} X Sp(Qm,(C),

iel

comme dans auquel est associée une décomposition I = I' U I” telle que i € I’ (resp.
ielI”)sit; =41 (resp. t; = —1).
La recette du marche aussi pour € G(F'). Nous nous contentons de décrire G, :

Gn = U}C/}C#(WKah’C) X Sp(W+) X Sp(W*)

avec des notations compréhensibles. Il contient M, comme un sous-groupe de Lévi.

D’autre part, introduisons €[s] € M'(F), c’est encore d’ordre fini premier & p et on a M} =
Mé[s}. D’apres €[s] et n se correspondent pour la donnée endoscopique déterminée par s.
Reprenons la recette du pour écrire

Gslets) = Ui jio (Vies i) X Ugenjens (Vie, hi)
x SOV, Q) x SO(V", Q")
< SOV, Q") x SOV, Q).

Et aussi

G5l = Uperprern (Vi ) X Upen s (Vi )
x Sp(V}) x SO(V", Q")
x Sp(VT) x SO(V, Q").
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C’est un groupe endoscopique non ramifié de G, et il contient M} comme un sous-groupe de Lévi,
Iinclusion étant bien déterminée a conjugaison pres. Il fait partie d’'une donnée endoscopique
non ramifiée (G[s][s), G[5]e[s]> 55 ¢ ) qui est unique & isomorphisme pres. Indiquons que la condition
sur s est vide dans ce cas.

On a déja décrit § et 59 dans le §6.2] Nous nous proposons d’exprimer § en termes de ¢ et
so Rappelons que les données de L-groupes pour M et M, sont choisies de sorte que M et

M77 partagent le méme tore maximal T qui fait partie de la paire de Borel I'p-stable dans les
données de L-groupe. L’inclusion Z; < Z7+ est bien définie et I'p-équivariante. Faisons la

My
meéme construction pour G et G, par rapport au méme tore maximal 7' de facon compatible.
On a

(IL.8) 50,5€T.
On obtient ainsi I’homomorphisme

(IL.9) T ZA/ZO — Zyy)Zg — ZEE/ZFF.

Lemme 6.3.1. Quitte a changer 5 par un isomorphisme des données endoscopiques, on a
s = §OT(t).

Démonstration. La torsion € — ¢[s] n’affecte que les composantes GL(n;) de M '. En comparant

la paramétrisation de e[s] dans M' et dans G[s], on voit que I'inclusion M! <+ GJs] c[s] est de la
forme
Ugr it (Vies Wie) = U pio (Vie, hie),
UK///K//#(VK, ) — U’C”/’C”# (V”,h )
Sp(VL) = Sp(V%),
SO(V,q") = so(”,Q"),
( Vi) = Sp(VY),
q") = SO0V ,Q").

Pour tout i € I'\ I, ces fleches déterminent aussi les inclusions des composantes GL F;; (nij) dans

G[s]e[s) - Décomposons T et 5 selon la décomposition de R

T = HTUXTUXTJ'_XT_;
iel,
J=
5=((89);;,8Y,57,57).

Les inclusions précédentes affirment que I’on peut supposer que, quitte a changer la donnée
endoscopique de G, par un isomorphisme, on a

sV =5y, 5" =57, 5 =5,

59 =57, siiel\I.

Ce sont exactement les composantes correspondantes de So7(t). Il reste donc a considérer
les composantes dans T ot i € I. Ecrivons 7(t) = ((7(t)”)s,1,1,1) suivant la décomposition
ci-dessus de T'.

Pour tout (i,7), GLF,(ni;) se plonge dans un unique facteur dans la décomposition de

Gls]ejs) selon i et la restriction de e[s] sur GLg,,(ni;). Soit i € I, alors 7(t)¥ = 1 pour tout
J € Ji. Rappelons aussi la définition (LL7). Sur le facteur GLE,, (n;;), on a :
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J € €[s] Eéj inclusion 5%
Jr1 1 1 GLp,, (nij) = Sp(V}) 1

Jo | -1 -1 | -1 | GLpg,(nyg) = SOV ,Q") -1

JU | #+1 | #+1| 1 | GLg,;(nig) = U pon (Vi hi) | 1

Soit i € I", alors 7(t)" = —1 pour tout j € J;. Sur le facteur GLg;,; (n;;), on a :

J € €[s] Eéj inclusion 5%
J: 1 -1 1 GLp,, (nij) <= SO(V”, Q") —1
Jo | -1 1| -1 GLp,, (nij) < Sp(V{) 1
JU | #E1 | #F1| 1 | GLg, (nij) = Ugnjene (VE RE) | =1

ou la colonne §% signifie un choix loisible des §% € T", ce que ’on fixe.
e RO
On voit ainsi qu’en tout cas, on a 5§ 7(¢)" = §9. O

On peut aussi regarder 7(t) comme un élément dans Z}E,F /ng Ledit lemme permet d’ap-
n
pliquer la construction d’Arthur dans la situation

Gy

endo.ell J

M- et R
avec § = §o7(t) € EOZEF /ng On construit ainsi une donnée endoscopique non ramifiée pour
n
G, déterminée par le groupe endoscopique Gy[5], qui est éventuellement non elliptique.

Lemme 6.3.2. La construction d’Arthur utilisant § et la descente en (e,n) fournissent la méme
donnée endoscopique pour Gy, : on a Gy[5] ~ G[s]c-

Démonstration. Les groupes en question sont des groupes endoscopiques non ramifiés pour G,
un produit direct des groupes considérés dans le a restriction des scalaires pres. De plus,
entraine qu’ils sont associés au méme élément 5 € T. Or tous les deux contiennent le méme
Lévi M!, donc sont isomorphes d’apres la remarque sur les noyaux anisotropes dans ]

6.4 Une généralisation

On aura aussi besoin de considérer le cas général s € s9Z%/Z%. Montrons comment le
M G

ramener au cas s € &1 (G).
Rappelons que I'application v — v[s] sur M*(F) est définie dans le cas général ot G est de
type métaplectique et s = spt € SOZOQ/Z% (voir [3.3.3)). On définit ainsi les éléments §,50 € T

Y
en combinant les résultats dans le §6.2| et la descente des données endoscopiques pour GL(+),
qui est simple.
On dispose encore de ’homomorphisme

7: 2% )72 — 7-r j7hr
M G Mn Gn

Ainsi, on formule les analogues de et dans ce cadre, avec les mémes notations. Le
bilan est que les assertions de et sont encore valables dans cette situation.
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Proposition 6.4.1. Quitte a changer s par un isomorphisme de données endoscopiques pour
Gy, on a § = 507(t). De plus, la construction d’Arthur utilisant 5 et la descente fournissent la
méme donnée endoscopique pour Gy : on a Gy[3] ~ G[s]¢-

Démonstration. Procédons pas & pas. Il convient de remarquer que I’élément z[s| est défini dans
[3.3.3] suivant le méme schéma.

1. Supposons G de type métaplectique et s € Eyp (G). Alors on se ramene au cas G = Sp(W),
qui est déja traité, et au cas G = GL(n) x g, qui est simple.

2. Supposons G = éB(W) mais s € soZ% /Z% est quelconque. Alors|[3.1.8| affirme qu’il existe
M

G1 € LE(M) tel que G[s] = Gy[s] et s € EM!(Gl). On peut aussi supposer que n € G1(F).
L’étape précédente est alors applicable a (1.
Posons § := 597(t). Apres descente en (€,7), on s’est ramené a la situation

(H.lO) G[S]E[s} G77
Lévi
_ endo. Y
G1 [S]E[S] —=G1y[8] - s=sor(t) Gy
Lévi Lévi

Montrons que

(I1.11) Zé;(g) C Giy-
Ecrivons
G= Sp(W)7
G1 = [] GL(n}) x Sp(W*),
kel
M =[] GL(n:) x Sp(W”),
el
M' = [ GL(n;) x SO(2m' + 1) x SO(2m" + 1).
i€l

Posons 2n := dimp W, 2mi = dimp W9 et 2m := dimp W?. Soient i € I et k € Ih,

écrivons i — k si GL(n;) — GL(ni). Exprimons ¢ selon la décomposition de G :

t = ((ax)pers- 1)) € J] GL(n}.C) x Sp(2m#, C)
keIt

oua € C* C GL(ni,(C), ap # +1 pour tout k € I et aj, # af,l sik#K.

Rappelons que Egj € {£1} pour tous i € I, j € J;. Vu la description des commutants

des éléments semi-simples dans les groupes classiques, il suffit de montrer que, pour tous

i,i' €I, jeJ;, j € Jy tels que

— dans la décomposition de G, selon les valeurs propres de 7, GLf,; (n;;) et GL Fyy (ngjr)
se plongent dans le méme facteur direct,
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— ik, =K,
_ij _i'g! 1, . ’
on a 55 aj = (50 ak/) si et seulement si k = k’.

En effet, GLp,;(nij) et GLp, , (nij) se plongent dans le méme facteur seulement s'il existe

o c {+,—,U} tel que j € J® et j' € J5. Cela entraine que Ef)j = Egj/ d’apres (I1.7). Donc

.. e +1
§6jak = <§6j ak/) si et seulement si ap = aki,l, si et seulement si k = k’. On en déduit

(1),
Vu (IL10) et (IL11)), le groupe endoscopique G|[s]q = Gi[sles] = G14[3] pour Gy, est
associé & § = 5¢7(t), d’out 'analogue de Montrons que G[8] =~ G[s].s. En effet, ces

deux groupes endoscopiques de G, sont tous associés a 5 et ils partagent le Lévi M!, donc
sont isomorphes (cf. la démonstration de [6.3.2)). D’olt 'analogue de [6.3.2]

3. Le cas général : supposons G de type métaplectique et s € s9Z% /Z% quelconque. Ecrivons
M

G = [1rex GL(ng) x Sp(W) ot (np)rex € Zgl. Pour achever la preuve, il suffit de

combiner I’étape précédente pour éB(W) avec la descente des données endoscopiques pour
GL(ny) pour chaque k € K.

O]

7 Descente des intégrales orbitales

7.1 Les fonctions combinatoires

Pour l'instant, soit G un F-groupe réductif connexe quelconque. Soit M un sous-groupe
de Lévi. Fixons une forme quadratique définie positive WG(M )-invariante sur aps telle que
ay = a?@ @ ag est une décomposition orthogonale.

Soit n € M(F)ss. Posons G := G, et M := M, Fixons un sous-groupe de Lévi R de G qui
est inclus dans M. Il existe une inclusion ap; < apr induite par Ap; — Ag. On peut prolonger
la forme quadratique choisie sur ap; en une forme quadratique définie positive sur ag, invariante
par WE(R), etc.

Notons a% le complément orthogonal de aj; dans ag. Idem, on définit I’espace ag. Tous ces
espaces héritent des formes quadratiques définies positives invariantes. n

Soit L € L’Q(ﬂ). On a une application linéaire canonique X : a% @ a]% — a%; ces espaces
sont munis de mesures de Haar grace aux formes quadratiques choisies précédemment. Suivant
Arthur, on définit

la mesure sur a$
R - M L _ @G
. AR ap D agp =ap,
dp(M, L) := { X, (la mesure sur a% & a:) - -
0, sinon.
Remarquons que a4 & aL = a$ si et seulement si a¥, ®a¢ = a€. En effet, il suffit de prendre
q que ap Dap R MPaL R ; p

les compléments orthogonaux dans ag.

7.2 Descente de l’'intégrale orbitale pondérée endoscopique

Conservons les notations introduites dans le

Proposition 7.2.1. Soit v € M!G_mg(F). Si v n’est pas compact, alors rf/[, () =0.
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Démonstration. La correspondance des classes de conjugaison préserve la compacité, et une
classe de conjugaison dans G(F') ne coupe pas K si elle n’est pas compacte. Donc 'assertion

découle de la définition de 7“](\’;[,7 () O

Supposons maintenant y € Mé_reg(F ) compact avec la décomposition de Jordan topologique
v = exp(Y)e, Y € m!@reg(F).

Comme 7 —> ch\;/jﬁ (7) est invariante par conjugaison géométrique, on peut supposer que Me'
est quasi-déployé d’apres [46].

D’apres la correspondance des classes de conjugaison géométriques régulieres dans I’endo-
scopie non standard et la définition de M. dans on déduit une correspondance de

. . 7 T !
classes de conjugaison géométriques entre m ., (F) et ml ., (F).

Proposition 7.2.2 (cf. [85, 5.4] ). Soit € comme ci-dessus.

1. Si M! n’est pas non ramifié, alors rf/[! (1) =0.

2. Si Me' est non ramifié, alors il existe n € KM qui lui correspond tel que 'on peut choisir
R C M,, comme dans le qui est non ramifié et

7”]?’4!7]((’7) = Z d%(M, L)Tij(?)v
LeLCn(R) '

oY eml . (F) correspond ¢ Y.

€,reg

Démonstration. Supposons d’abord que Me' n’est pas non ramifié. Si pour chaque § € M(F)
correspondant & v, la classe O%(8) ne coupe pas K, alors 7"](\;4,7 (1) = 0 et assertion est vérifiée
dans ce cas.

Supposons maintenant qu’il existe 6y € M(F) correspondant & v tel que O%(5y) N K # 0.
Montrons que OM(5p) N KM # . 1l existe g € G(F) tel que gdpg~! € K. Prenons P =
MU € P%(M), la décomposition d’Iwasawa permet d’écrire g = kum avec k € K, u € U(F) et
m € M(F). Alors uméymtu™! € K. 1l existe v’ € U(F) tel que umdoymtu=! = u'mdym =",
Comme M est en bonne position relativement & K, on a v’ € K et mdgm "+ € KM,

On peut donc supposer que 6y € KM. Notons §p = exp(Xo)n la décomposition de Jordan
topologique, alors n € K et K, := G,(F) N K est un sous-groupe hyperspécial de G, d’apres
[85], 5.3]. En particulier, G, est non ramifié. Désignons ¢, le sous-réseau hyperspécial dans g, (F)
associé a K. Idem, on obtient K,]y C M, (F), 3,17\4 C m,(F) jouissant des mémes propriétés.

Posons EM1[Y] I'ensemble des classes de conjugaison dans my e(F) qui correspondent &

— —_ M —
Y ; posons EMn K" [V] son sous-ensemble des classes coupant K,]]V[ . Prenons un ensemble de

représentants =M’ [Y] dans m,(F). Comme dans la démonstration de [Chapitre I, 5.23],
’ensemble des classes de conjugaison dans M (F) qui correspondent & 7 et coupent K™ a pour

ensemble de représentants
{exp(X)n L X € EM Iy D—/}} :

Rappelons que le Lévi R C M, choisi dans le n’est unique qu’a conjugaison par M, (F')
pres. Comme K, C G, (F') est encore en bonne position relativement a M,,, on peut prendre un
F-tore déployé maximal Ty de G, tel que Ty C M, et K, correspond a un sommet hyperspécial
dans I'appartement associé a Ty dans I'immeuble de Bruhat-Tits de G, Quitte a conjuguer R
par M, (F), on peut supposer que Ty C R. Avec ce choix, K% := K N R(F) est un sous-groupe
hyperspécial de R(F).
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On définit l’enseIPble ER[Y]_en remplacant M, par R dans la définition ci-dessus. L’appli-
cation naturelle ER[Y] — EMn[Y] est bijective d’apres [85, p.154 (4)]. Prenons un ensemble de
représentants ZR[Y] dans t(F). Le bilan est

7’](\;4' (exp(Y Z A(exp(Y)e, exp(X)n) 7'1(‘;;[7K(exp(X)77),
XG’Z‘R }

ou on regarde n comme un élément dans M a Daide du scindage de p au-dessus de KM.
La descente semi-simple de facteur de transfert [Chapitre I, 7.23] affirme que

A(exp(Y)e, exp(X)n) = AE,R(?’ X)

ou le terme a gauche signifie un facteur de transfert pour la donnée endoscopique elliptique pour
R construite dans le qui n’est pas forcément non ramifiée.

D’autre part, la descente d’intégrales orbitales pondérées non ramifiées [85, 4.4] s’adapte au
cas métaplectique (cf. la preuve de [Chapitre I, 8.10]). Cela affirme que

PG elexp(X)m) = > dg(M, Lyrk . (X)
LeLC(R)

ou KL := K, N L(F), qui est hyperspécial dans L(F). Donc

(I1.12) i) = > dGOLL) [ Agp oV, X)rh (V)
LeLSn(R) XeER[Y]

Si Me' n’est pas non ramifié, M/ ne I'est pas non plus, et le terme dans la parenthese est
nul d’apres une variante d’un résultat de Kottwitz (voir [85], pp.154-155]). Alors I’assertion est
vérifiée dans ce cas-la.

Il reste a traiter le cas ME' non ramifié. Fixons un sous-groupe hyperspécial K' de M'. Dans
ce cas-la, quitte a remplacer v par un conjugué géométrique, on peut supposer de plus que
¢ € K' d’apres [84, 5.3] et [46]. Vu [Chapitre I, 8.9], il existe toujours § € M (F) qui correspond
a v avec la décomposition de Jordan § = exp(X)n tel que € K™. Donc la formule est
valable. L’hypothese (B) du §6| est valable et la donnée endoscopique elliptique (Me' . ) pour
R est donc non ramifiée. Le facteur de transfert descendu A— ., est normalisé par rapport a

KT toujours d’apres [Chapitre I, 7.23]. D’out
> Aypr RV, X)rg (V) = M, ), Le L% (R).
XeER[Y]

L’assertion en résulte en le mettant dans (I1.12]). O

MR

Supposons que Mé est non ramifié et n € KM est 1’élément fourni par tel que n
correspond & € et M, est non ramifié. Avec ce choix de (¢,7), posons

(I1.13) E™ .= {(L,5): L € L(R), dG(M,L)#0, 5 € Exr(D)}-
Corollaire 7.2.3. Avec les hypothéses précédentes, on a

A . _1\ _LI[3] /5
S = > dG(M, Lyiga(L, L[5)saY(7)
(L,§)€E‘i“5t €

ouY €m! ., (F) correspond a'Y.

€ reg(

Démonstration. Cela résulte aussitot de et du lemme fondamental pondéré sur les algebres

de Lie 5.1.1l O
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7.3 Descente des fonctions stabilisées

Cette sous-section est parallele a la précédente. Nous ne répétons plus les notations et
hypotheses.

Lemme 7.3.1. Si~y € M!G_Teg(F) n’est pas compact, alors

. ~ G
>0 an(@.Gls) syl ols) =o.
SEEAﬂ(é)
Démonstration. En fait, 5%8] (7v[s]) = 0 pour tout s car [s] n’est pas compact : cela est prouvé
dans [85, 6.1]. O

Supposons désormais que v = exp(Y)f est compact. Comme remarqué plus haut, on peut
supposer M, quasi-déployé. Soit s € £,,1(G), alors y[s] = exp(Y)e[s] est encore une décomposition
de Jordan topologique.

Pour tout L¢ € £E)e) (M), supposé muni d’une donnée de L-groupe , posons

[Z]%F! Nzt Zg’i]—ldf}f} (MY, L), sid{5 (M, L) #0,

WM L) = L B
¢ 0, sinon.
Posons
(IL14) E* = {(L¢,s) : s € Eyp (@), LE € LWl (1)), dAG/[[f](M’, L) # 0}.

Proposition 7.3.2. Conservons les hypothéses précédentes.

. 1 . s,
1. Si M. n’est pas non ramifié, alors

3 iw(G.Gls)) - s (1)) = o.

SGSM[(G)
2. Si M est non ramifié, alors

S (GGl s Os) = DD (G GlsDeSE (MY L) - sk (V).

s€€,(G) (Le,s)eLst

Démonstration. 11 suffit d’appliquer [85] 6.4] aux groupes M' < G[s], & 'élément exp(Y)e[s],
pour tout s, et noter que Mﬁ' = Mé[s}. [

7.4 Un ensemble d’indices

Placons-nous sous I’hypotheése (B) du §6| pour 7 et €. Soit s = spt € sOZOQ/Z%. Prenons
M

§ = §o7(t) comme dans Soit L € LE(R). Par abus de notation, on désigne I'image de 5
dans EOZEF /ZEF par le méme symbole 5.

Soit L € EG"(R), la construction d’Arthur donne un groupe endoscopique L[s] de L; si
L = R alors L[35] = M. Supposons fixé un plongement M. < G,[5], alors la construction
d’Arthur est compatible aux sous-groupes de Lévi au sens que l'on peut regarder L — L[3]

comme une application £57(R) — LEBI(M!) : le dual de L[3] s’identifie au commutant dans

G/n[\g] de I'image de ZVF0 qans 7180, D’apres |6.4.1), on obtient

L M!

€

LE1(R) — LEEE (1Y),
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Cette application admet une section canonique, donc est surjective : soit L¢ € LG ls)ers) (E),
on définit L € L (R) tel que L est le commutant dans G, de 'image de Z%T’O dans ZII;F’O (cf.
[85 p.162 (7)]). Par construction, L¢ est un groupe endoscopique elliptique de L, d’olt a7, = aze
pour cette section L€ — L.

Signalons que G|s] ¢[s) est un groupe du type obtenu par la construction Idem pour ses
sous-groupes de Lévi. En inversant cette construction-la, on a une bijection canonique

£Glslers) (E) 2 £Glsles) (M')

€

Le composé est noté

(IL.15) £6n(R) ——> LOFI0) (M) > £l (M)

Ly LI[s] Le.

qui admet la section L€ — L€ — L décrite précédemment.
On a le diagramme suivant, dont toute fleche est injective et I' p-équivariante.

(11.16) A Ze
| _
Zﬁ i 7
Zs Z= Z

Montrons qu’il est commutatif. En effet, la commutativité est claire sauf pour les deux
grandes faces. Pour prouver que Z% — I = 4= 7 v coincide avec 2% — Z il Z
o A

n M} ¢ M MY’
il suffit de noter que le facteur Sp(2m) de M ne contribue pas & Z2 ; donc on se ramene au cas
M

M = [];c; GL(n;), pour lequel I'assertion devient évidente. Idem pour la grande face contenant
7Y . Désormais, regardons tous ces centres comme des sous-groupes de Zz\?"
G :

€

On a un diagramme commutatif similaire

(11.17) /ag aaGls
apy l = ay ‘
aGﬂ aG[Sk[S] = l aG[S]e[s]
/ / ~
an, o ap
Gp————03 7
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Rappelons qu'une forme quadratique définie positive W (M )-invariante sur ay; est fixée
au début; on la transfere vers a,,, puis on le prolonge en une forme sur s vérifiant des
propriétés similaires. Ainsi, on peut supposer que les formes quadratiques sur chaque espace ci-
dessus s’obtiennent par ces fleches. Désormais, regardons tous ces espaces comme sous-espaces
de ay:.

Pour tout L € £L%(R), désignons par 77, le composé

T

. 70 0 I'r j7lF Ir ) l'F
(11.18) TI, - Z/M\/Za — Zm/Zé; — ZR /Zﬁ .

Posons E" I'ensemble des paires (t,L) € <Z9]T} /Z%) x LG (R) vérifiant les conditions sui-
vantes :
(E1) s:=sot € Ep(G);
(E2) 5:=5o7L(t) € Egp(L);
(E3) d3(M,L) #0;
(E4) dJ\G/[[f](M!,U) £0.

Avec ces notations, on définit deux applications

et L Ef — B,
(t, L) — (L% 5);

einst Eh — Einst
(t,L) — (L, s).

Lemme 7.4.1. L’application €5t est bijective.

Démonstration. Soit (L, s) dans I'image de **. Par (E2), ona aj, = ar[5) = azc, ce qui détermine
le sous-espace ar,, donc détermine L € £&7(R). D’autre part, 'égalité s = sot détermine ¢. D’ont
Iinjectivité.

Soit (L€, s) € E®. Notons t I’élément tel que s = spt et L 'image de L€ par la section de la
suite associée & s. Montrons que (t, L) € E%. En effet, la définition de E® entraine que

S € gM'(G),

M Le _ Gls]
ClMeg S ClME! = aMé .
qui ne sont que (E1) et (E4), respectivement.
Comme aj, = aze pour la section L¢ — L de (IL.15]), on voit que (E2) est vérifié. Enfin,

(11.17) donne un diagramme commutatif

af, 4 af —=a§
G[s] Gls] Gs]
an + Gre —=0yn -

Les fleches verticales sont des isomorphismes par ellipticité. (E4) équivaut & ce que la somme
de la ligne inférieure est directe et la fleche horizontale inférieure est un isomorphisme, donc il
en est de méme pour la ligne supérieure, ce qui équivaut & (E3). D’oll la surjectivité de est. [
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Lemme 7.4.2. L’application ™ est surjective, chaque fibre a [ZEF VAN Z%] éléments.
M

Démonstration. Soit (L,5) € E™*. On a 5 € EOZEF/ZEF car ZA%E C ZII%F. On a un homomor-
n
phisme canonique

ok Z%/Zg — Z?F’O/ZFF’O.

Colfnme aR &) c;R 0— ag, ou ce qui revient au méme, aM & aL = ag, on déduit par dualité
que Z F0 Z0 Z B2 d’on la surjectivité de TL. Signalons aussi que 77, est le composé de TL

FF, FF, I'r /7l'F
ot ZL00/ 2L s Zhr 78 ’
D’apres [19, Lemma 1.1], ’'homomorphisme ZEF’O/ZEF’O — ZEF /ZEF est surjectif. Ecrivons
§=35ptoute ZII%F/ZEF, alors il existe ¢t € ZQAV/Z% tel que t = 77,(t). Le nombre de choix de ¢
M
est égal a |Ker (17)| = [ZgF Nz . Z%]. Il reste & montrer que (t,L) € E".
M

Comme (L,5) € E™, les conditions (E2) et (E3) sont automatiquement satisfaites. Posons
s = sot. Cet élément définit une donnée endoscopique pour G, éventuellement non elliptique.
Contemplons le diagramme ([1.17)). Montrons que

(I1.19) ag[s] c a§;Nnaf.

Pour prouver aG[ ) C aM, on utilise agp C app = ap. Pour prouver aG[ - aL, rappelons

s

D ag(s) d’ou

que aj, = arjz par (E2); or L[3] est un Lévi de Gl[s]. et R = 9als)

Sle[s)

€e[s]

I'inclusion cherchée.
On a aussi g, C af. Vu (E3), on déduit afy) = {0} de ([L19), donc (E1) est vérifi. En
utilisant 'argument dans la derniére étape de la preuve de on en déduit (E4). O

8 Comparaison des coefficients

8.1 Réduction
Soit ¥ € My op(F).

Lemme 8.1.1. On a rjc\*;[ x() = Zseg (@) iy (G, Gls])s G[s]( [s]) = 0 sauf si, a conjugaison
géométrique pres, vy vemﬁe les conditions suivantes :

— 7 est compact avec la décomposition de Jordan topologique v = exp(Y)e,

— M} est non ramifié.

En particulier, est vérifié si v ne vérifie pas les conditions ci-dessus.

Démonstration. Cela résulte de[7.2.1] [7.3.1] [7.2.2 et [7.3.2] OJ

Désormais, supposons que -y est compact avec la décomposition de Jordan topologique v =
exp(Y)e telle que M, est non ramifié. D’apres on peut choisir n € KM correspondant &
€ tel que M,, est non ramifié. On s’est ainsi ramené a la situation dans le @ Conservons le
formalisme- la et posons, pour (t,L) € Ef,

(L,5) := ™, L),
( ) = (tv L)?
I . _\p T 0 . 707-1
(¢, L) == dG (M, Lyigr(L, L[s)[Z;" Zﬁ : Zé]
L):

st (t

= g (M, L)ipn (G, Gls))

dMU(M L)zt Zix -Zg%]]_liMz(G,G[s]).
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Indiquons que les intersections des groupes complexes sont prises a 1’aide du diagramme (I1.16|).

Lemme 8.1.2. Supposons vérifié le lemme fondamental pondéré non standard [5.3.1. Soit v =
exp(Y)e et n comme ci-dessus, ou'Y € m.(F). Alors

3 1ns L[s],L €
e = D0 L si (),

(t,L)eEn
. = G €
> (@Gl Glsh = Y0 L) sy ().
s€€,1(G) (t,L)EE"
. - . L[s], L
Ici nous utilisons la convention (1.6 pour le coefficient ¢ M e , qui sera justifiée dans la

€

preuve.

Démonstration. On combine [7.2.2] [7.3.2] [7.4.1} [7.4.2] et le fait, noté dans [Chapitre I, §8], que
L[5]sc et L font partie d’un triplet non standard. Ce triplet est un produit direct de triplets
tautologiques (avec J« = id) ou des triplets de type (Sp(2a), Spin(2a + 1), j.), ou j. est choisi

comme dans le §5.3 par lequel (M )Sc correspond & (M)
De plus, l’apphcatlon aLﬁ[!] = aM! induit par j, coincide avec celle obtenue par ([1.17))

€

(ou plutot (I1.23)). En effet, il suffit de comparer et Cela permet de conclure en
appliquant le lemme fondamental pondéré non standard ]

Lemme 8.1.3. Pour tout (t,L) € E®, on a I’égalité

MUt L)t (¢, L) = (2 N Z 50 ZE[F] QZLF,’ I
p S

On démontrera ce résultat combinatoire dans le §8.2] En admettant [8.1.3] pour I'instant,
montrons notre théoreme principal.
Démonstration de[{.2.1 D’apres et il suffit de fixer (¢,7) comme ce que l'on a fait
dans cette section, et prouver que

inst 1 st L[s} Le
(11.20) AN, L) (L) = o
pour tout (t,L) € E". D’apres

Mt D) L) = (2 N 20 208 0 20
L[s

Rappelons que L[5] € LGl 1(M}) s’écrit sous la forme

LI[s] Ly X Sp(2a) X Sp(2b)
Lévi Lévi
M! —— N X [TGL(-) x Sp(2a’) X [TGL(-) x Sp(20")

ot a,b,a’, 1’ € Z>p, et Lo, My n’ont aucun facteur direct de type SO impair déployé, cf. la
description de M!. Selon la définition on en déduit

Lf —— I x SO(2a + 1) x SO(2b + 1)

wl ] 1 Y

M! —— I X [TGL(-) x SO(2a° + 1) X [T1GL(-) x SO(20° + 1).
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D’ou

ANV R A R AN L R
L M) LE M
—1

= ‘ZSp(2a7C) Nn(I] Zer.o) * {1})‘_1 ' ‘ZSp(Qb,(C) (] Zerio) x {1})

Ces expressions s’évaluent sans difficulté :

-1 {3, sia>0,a"=0
(1L21) | Zspaacy N ([T Zav.c) x {(11)] ={2’ SoomeTn

1, sinon.

[s],Le

. L[5 Ga [N
Idem pour b, au lieu de a,a’. D’autre part, %‘? , Ga,Ga  Gr,Go

dgal rodui . U
T AL est égal au p odutcﬁmMa %,Mb’ ou

Go =S0(2a+1), M, = []GL(-) x SO(2a° 4+ 1) C G, et G,, M, sont définies selon Idem

pour b, b’ au lieu de a, a”. Vul5.3.3 cf/["%[‘ admet la méme description ci-dessus que ([1.21)), et
: Gy,Gy 7
idem pour LM, On conclut que
(258 0 7500 Zle o g0t - L
e M Ll T M{,M!
ce qui fallait démontrer. O

8.2 Yoga de centres

Nous nous proposons d’établir Fixons (¢, L) € E" et conservons les notations précédentes.
On a les variantes suivantes des diagrammes ([1.16]), ([1.17)) :

(11.22) zZ2 Z
G [s]
/ \
z%
M

i

Z; Z— ‘ 7

L[3] i Le
/ e
Zg ZI\Z’ ZJ\Z!

dont toute fleche est injective et I' p-équivariante, et

(11.23) ag ac(s)
e v L
M \L Ay
ar, aL[S} ‘ Are
. / / |
R aMel q'Me!

dont toute fleche est injective et toute fleche horizontale est un isomorphisme, car les données
endoscopiques en vue sont toutes elliptiques.

Lemme 8.2.1. On a [’égalité

dG(M, L) = dS5 (M, L),
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Démonstration. Contemplons (I1.23)). La définition de E? fournit le diagramme commutatif

G G__~ G
Oy D a; ——ap
G[s] Gls] ~_ _G[s]

aM! ) uLe HQMG! .

Les égalités verticales préservent les formes quadratiques choisies (rappelons (I1.17) et la re-
marque qui le suit). Les facteurs dj(-,-) sont les rapports des mesures relativement aux fleches
horizontales, donc sont égaux. O

Les preuves suivantes reposeront sur ([1.22) et deux faits.

1. Soient H un F-groupe réductif connexe et .S un sous-groupe de Lévi de H. Supposons
qu’ils sont munis de données de L-groupes compatibles. Alors

r Tp,Tp,0
Z.F=ZFZ. ",
s =8

2. Soient a, A, B des sous-groupes dans un groupe commutatif tels que a C A. Alors
AN (Ba) = (AN B)a.
Le premier est [19, Lemma 1.1] et le deuxiéme est élémentaire.
Lemme 8.2.2. On a l’égalité

CULL) _ (gte g0, g0,
d%(M, L) g M

Démonstration. Notons ¢; le terme a gauche dans ’assertion. En déroulant les définitions, on
voit que

_17YFr . Ve l'Fr . 7P 1—17,l'F 0 . 707-1
Cl_[Z]\;z'ZRHZL/[E}'Zﬁ] [Zﬁ QZM.Zé] .

r r r .
Comme ZLF — ZEF?ZI’O et ZLF0 — ZAF’O, on a la suite exacte
M L[s] ! M R

7Y q gzt gle  ZLr
L[3] R L[3] M!

1— — —1
Z.r zr 7
Donc
¢ = [ZZ/[L;] NZF: 2,717z n Z%\f : Z%]_l.
On a aussi

U _ 7Tr yTF0
R L “rR
ZI:F’O — Z?F’OZ%
R L M
ou la derniere égalité découle de I'hypothese d%(M ,L) # 0 et dualité. D’ou ZII;F = ZEF Z9,
M
donc

Ip T'r _ T'r 0 7U'r\ _ (7lF 0 \7TF
ZENZEE = 2k (ZMZﬁ ) (235N 2%)z;
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car ZEF ZF[F] On en déduit

AV A AV S aWANd
L " o~ LS R
A AN A
L i L

Donc

= [zt n ZA AL A8l VAT e BN
L[5 L M L M a

=[zte ﬂZA 721
G

L[3]
Il reste a observer que 79 = Zlifl’o. O
M M-
Lemme 8.2.3. On a l’égalité
St L) ﬂZPF’ :Z%]_l

Gl ar! Te =73 e
dME' (Mle)

Démonstration. Notons ¢y le terme a gauche dans ’assertion. Déroulons les définitions : ¢o est

égal a
VAR S VAV S AN AT SEA' R A AR | ANl A A
M Le Gls] M! M Gls| G MM M Le G
On a ZFF’ 7%, donc
M
e =72 27 n 2 Z2)

- [z}%ﬁ : Z]%T’O][ZLFI Nz ZAF; Nz

[ZLF’ Nz’ :ZC%]
Montrons que

(L24)  [Zr . Z5e 0zt n Zhr FF’ Nz =250 Z2r ZFAFv Nz
M! M! M! Le M!

On a
Zk =782,
M E

Zbr0 = Zr0 ZRF’O
M I

ol la derniere égalité résulte de I’hypothese df}f] (M, L¢) # 0. Par conséquent Z]I\;[f: = Zg\f ZJ%F"O,

donc

78 — 78 7L — 7lr A (z&vzw) - (zLF n zzf) ZLr 0.
M! M! M! M! Le M! M Le M!

€

D’ou la suite exacte

TNz SNzt zr
1— — — — — 1.
ZFFu m ZFF7 ZFF7 m ZFF7 Zl—/‘fzo
Le M Le M! M!

On déduit ([1.24]) de cette suite. En mettant ([1.24]) dans la derniere expression de ¢y, on
obtient ’égalité cherchée. O
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Démonstration del8.1.5 Vu([8.2.1] 2et[8.2.3 on a
MUt L) (t, L) = (2 0 Z500 s ZhE 0 ZBe),
Le M L[s] M
Posons
A:=2ZF0 ZFF’
B:= ZEF\ n ZFAF’
' L[3] M
C = I'r0 _ »I'r0
' L[] Le
R G[S] € I'r,0 _ ~I'r,0
appelons que d (M L¢) entraine que ZM =75 C. On a donc
Lr Z0r0 = ffm( Ef’oc) = ( FEHZFE’O)C:AC,
IZI Vi I M e 7
2 780 = 70t 0 (Z5800) = (75 0zt ) ¢ = BC
L[s] M! L[s] M L[s] M! '
D’apres ce qui précede et I'inclusion sz s — sz
S
AmBC:( fflel”’(’) Zirnziet) — zin 0700~
Le M! L[3] M! L[3] )
Donc A/B ~ AC/BC. 1l en résulte que
"(t, L)e* (1, L) = [A: B] = [AC: BO] = |25 280 705 0 201,
S
ce qu’il fallait démontrer. O
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Deuxieme partie

La formule des traces pour les
revetements de groupes réductifs
connexes
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Chapitre 111

Le développement géométrique fin

1 Introduction

Motivation La théorie des représentations automorphes des groupes réductifs connexes a
depuis longtemps été 'objet de travaux intensifs, et la formule des traces d’Arthur-Selberg s’est
avérée un outil indispensable. Or certaines questions arithmétiques nous obligent a considérer
non seulement les groupes réductifs connexes, mais aussi leurs revétements finis qui ne sont pas
algébriques. Cet article fait partie d'un projet consistant & étendre les travaux d’Arthur aux
revétements.

Historiquement, Flicker et Kazhdan [34] 35] ont déja utilisé une forme simple de la formule
des traces sur les revétements métaplectiques de GL(n). Mezo [64) [63] reprenait leur travail a
I’aide de la formule des traces invariante d’Arthur. Malheureusement ils ne considérent pas les
autres revétements. De plus, vu la profondeur des travaux d’Arthur sur la formule des traces
invariante [10] [11], les justifications données dans [64] ne sont peut-étre pas suffisantes.

Passons en revue le cas des groupes réductifs connexes. Soient F' un corps de nombres et
G un F-groupe réductif connexe. Désignons A = Ap I'anneau des adeéles de F'. On sait définir
le sous-groupe G(A)! C G(A) (voir §3.4). Fixons un sous-groupe de Lévi minimal My et un
sous-groupe compact maximal K de G(A) en bonne position relativement a My. Grosso modo,
la formule des traces “grossiere” d’Arthur [5 [6] est une égalité des fonctionnelles linéaires sur
C°(G(A)) (que I'on appelle aussi “distributions”, par abus de terminologie)

Ti=> Jo=)Y_Jy,
0 X

ot o (resp. x) indexe des données géométriques (resp. spectrales). Les données o sont faciles
a décrire : elles correspondent aux classes de conjugaison semi-simples dans G(F). Le terme
correspondant & la classe {1} est noté Jynip et s’appelle le terme unipotent. Les données x
correspondent, en gros, aux représentations automorphes cuspidales sur les sous-groupes de Lévi
semi-standards modulo 'action du groupe de Weyl de G. Cette formule grossiére est relativement
facile & adapter aux revétements (voir §6.1)).

Avant d’obtenir la formule des traces invariante, il faut d’abord développer les distribu-
tions J, (resp. Jy) en termes des intégrales orbitales pondérées (resp. caractéres pondérés),
et le résultat s’appelle le développement géométrique (resp. spectral) fin. En sommant les
développements fins pour chaque J,, le développement géométrique fin prend la forme (cf.
[91)

T = DWWt S (S AL ). f e CR(GA)Y,
M YEM(F))m,s

ou
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— M parcourt les sous-groupes de Lévi semi-standards de G ;

- Wd\/l est le groupe de Weyl de M ;

S est un ensemble fini de places de F suffisamment grand relativement a f;
(M(F))m,s est 'ensemble des classes de (M, S)-équivalence (voir ;

— le symbole pointé  signifie que ’on choisit une mesure invariante sur la classe de conju-

gaison de v dans M (Fs);

— aM(S,4) s’appelle le coefficient de ce développement en 4, qui est un objet global ;

— Ju (%, f) est Pintégrale orbitale pondérée de f en 4, qui est un objet local.

C’est ce qui est problématique pour les revéetements. Le principal but de cet article est
un développement géométrique fin pour les revétements. Quoique le résultat a lair tres
similaire, sa formulation ainsi que sa démonstration nécessitent des modifications inattendues.
Précisons.

Revétements Avant d’entamer ce projet, il faut bien str signaler une classe convenable de
revétements. Soit F' un corps local ou global, toujours supposé de caractéristique nulle dans cet
article. Soit G un F-groupe réductif connexe. Notons A := F' si F est local et A := A si F est
global, alors G(A) est muni d’une topologie déduite de celle de A. En premier lieu, on considere
des extensions centrales finies topologiques de G(A), a savoir

1 N->G2GA) -1

ot N est un groupe abélien fini. Les représentations de G se décomposent selon les caractéres
de N. On fixe un tel caractere £ : N — ,,, oum € Z>y et ,, = {e € C* : €™ =1}. On
pousse ’extension centrale en avant via £. On s’est ainsi ramené aux revétements avec N =,
ce que 'on suppose dorénavant, et les représentations sur lesquelles ,, (regardé comme un
sous-groupe de é) opére par € — € - id. De telles représentations sont dites spécifiques. Pour
I'étude des représentations spécifiques, il suffit de considérer les fonctions f sur G telles que
f(ex) = e 1 f(Z) pour tout e € ,,, T € G ; de telles fonctions sont dites anti-spécifiques.

On montrera qu’un revétement se scinde de facon canonique au-dessus des sous-groupes
unipotents. Lorsque F' est global, on suppose de plus qu'un scindage au-dessus de G(F') est fixé.
Tel est le formalisme posé dans [66] ; on dispose alors de la théorie de décomposition spectrale
et des séries d’Eisenstein. Mentionnons aussi que d’un revétement de G(A) se déduisent des
revétements de G(F,), ou v est une place de F', en prenant la fibre de p au-dessus de G(Fy).

Or ces hypotheses ne suffisent pas dans le cas adélique. Par exemple, pour avoir un théoreme
de décomposition tensorielle des représentations lisses irréductibles spécifiques, il faut définir les
algebres de Hecke sphériques anti-spécifiques en presque toute place et montrer qu’elles sont
commutatives. On posera des conditions (dites “non ramifiées”) dans §3.1| qui doivent étre
vérifiées en dehors d’un ensemble fini de places Vi contenant les places archimédiennes. Notre
traitement de tels revétements s’inspire beaucoup de [72] [73, [62].

D’apres une philosophie bien connue, il faut considérer non seulement un revétement p :
G — G(A), mais aussi ses fibres au-dessus des sous-groupes de Lévi; on appelle ces fibres les
sous-groupes de Lévi de G. Nos hypothéses pour un revétement local, non ramifié ou adélique
sont préservées par passage aux sous-groupes de Lévi de G. De plus, si I'on exige que 'algebre de
Hecke sphérique anti-spécifique d’un revétement non ramifié est commutative, et idem pour tous
les sous-groupes de Lévi, alors les conditions posées dans sont bien minimales. Par ailleurs,
nos hypotheses sont aussi préservées par pousser-en-avant le groupe ,, par un homomorphisme.

En pratique les revétements sont souvent dotés de structures supplémentaires. On démontrera
dans que les Ko-torseurs multiplicatifs de Brylinski-Deligne [27], qui généralisent la construc-
tion de Steinberg, Moore et Matsumoto [60], fournissent des revétements vérifiant nos hy-
potheses. La démonstration est basé sur un résultat de Weissman [90].
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La formule des traces grossiére Soit p : G — G(A) un revétement au sens ci-dessus.
Fixons un sous-groupe de Lévi minimal My et un sous-groupe compact maximal K C G(A)
en bonne position relativement & My. Notons G' := p~*(G(A)") et C’g‘i(él) I’ensemble des
fonctions anti-spécifiques dans Cfo(él) Comme dans le cas des groupes réductifs connexes, on

a la formule des traces grossiere
J(f) =D Jo(f) =D I(f). feCZ(GY
0 X

ou les indices o correspondent aux classes de conjugaison semi-simples dans G(F) comme
précédemment, et les indices x correspondent, en gros, aux représentations automorphes cuspi-
dales spécifiques sur les sous-groupes de Lévi semi-standards de G modulo I’action de W(? .

Ici on observe une asymétrie : le co6té géométrique est indexé par toutes les classes de
conjugaison semi-simples dans G(F), tandis que le coté spectral ne fait intervenir que les
représentations spécifiques. Nous y remédierons lors du raffinement.

Raffinement géométrique Pour un groupe réductif connexe G, le raffinement géométrique
d’un terme J, repose sur la descente au terme ng"ip dans la formule des traces grossiere associé

au commutant connexe G, de o, ou ¢ € 0. On exprime Jan‘;p en termes des intégrales orbitales
pondérées unipotentes définies dans [I12]. Les intégrales orbitales pondérées satisfont aussi a
une formule de descente. En comparant ces formules de descente, on exprime .J, en termes des
intégrales orbitales pondérées sur le méme groupe.

Le procédé pour un revétement p : G — G (A) est analogue sauf que le revétement disparait
apres la descente, et le résultat n’est plus Jggp, mais tordu par un certain caractére de G, (A)
4 cause du fait qu'un élément dans p~!(G4(A)) ne commute pas forcément avec le relevement
de ¢ dans G. Mentionnons que la partie elliptique de la formule des traces “avec un caractere”
est beaucoup étudiée (eg. [49]), cependant il nous faut 'autre extréme, la partie unipotente.

De meéme, nous définissons les intégrales orbitales pondérées sur les revétements et leurs
propriétés se déduisent par descente aux intégrales orbitales pondérées unipotentes sur un groupe
réductif connexe, et 14 encore un caractere intervient.

Notre méthode du raffinement est, pour essentiel, celle d’Arthur [8, ©]. Or d’une part
I’adaptation au cas avec caractere n’est pas toujours triviale, et d’autre part nous avons besoin
de renseignements plus précis sur les coefficients dans le développement géométrique fin avec
caractere. Cela nécessite la longue section §5 Une fois que le formalisme avec un caractére
est mis en place, la théorie sur les revétements en découle par descente. L’'un des nouveaux
ingrédients dans le développement géométrique fin sur les revétements [6.5.9| est la notion des
bons éléments (voir ; pourtant c’est difficile de les caractériser pour les revétements en

général. Le résultat s’écrit

Ty = whwEt o Y aM(8.95) 05 (s, ),
MeL(Mo) YE(M(F)) 3"
Y98
ol

- M, Wé\/l et S sont pareils que dans le cas des groupes réductifs connexes ;

- (M (F))]\K/[’gon est le sous-ensemble de (M (F))y,s défini dans ; notons que la seule
nouveauté est la bonté, les autres conditions sont implicites dans les travaux d’Arthur (cf.
[20, Lemma 2.1));

— la correspondance v ~» vg € Mg est déﬁnie ol on suppose que -y est un représentant
admissible de la classe de (M, S)-équivalence ;
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— aM(8, %) est le coefficient de ce développement en ~g ;

- Jy (%, f) est lintégrale orbitale pondérée anti-spécifique en *’y\é

Nous démontrerons que le produit a™ (S, %)JM(%, f) ne dépend que de la classe de (M, S)-
équivalence et de f. Donc cette expression est loisible.

Notons en passant que la démonstration sera beaucoup plus simple si 'on considéere un
revétement tel que deux éléments dans G commutent si et seulement si leurs images par p
commutent. Tel est le cas du revétement métaplectique de Weil.

Remarquons que notre méthode permet aussi de raffiner le c6té géométrique de la formule des
traces avec caracteére pour un groupe réductif connexe (voir l’exemple. Une généralisation
aux groupes tordus aura un intérét arithmétique.

Structure de cet article Dans §2| nous définissons les revétements dans le cas local, mettons
en place le formalisme de base de 'analyse harmonique et fixons les notations. Le traitement
n’est nullement original, mais nous essayons de travailler dans un cadre général : il n’y a aucune
hypothese sur le déploiement, la connexité simple du groupe ou sur les racines d’unité du corps
en question.

Dans §3| nous étudions les revétements “non ramifiés”, établissons un isomorphisme de
Satake et puis définissons les revétements adéliques. Afin de supporter nos hypotheses, nous
démontrons que les Ko-torseurs multiplicatifs de Brylinski-Deligne [27] fournissent de tels revétements
adéliques.

La section §4] ne sert qu’a fixer les notations sur les fonctions combinatoires de Langlands
et les (G, M)-familles.

Dans g5, nous étudions le coté géométrique de la formule des traces grossiére avec un
caractére. Aprés I'étude des intégrales orbitales pondérées avec caractére, nous obtenons le
développement géométrique fin dans ce contexte. Enfin, nous étudions diverses propriétés des
coefficients dans le développement fin, qui serviront a remonter ce développement au revétement.

Dans §6] nous mettons en place d’abord la formule des traces grossiére pour les revétements.
Puisque des structures analogues sont déja présentes dans §6.1] nous procédons rapidement.
Ensuite, nous définissons les intégrales orbitales pondérées anti-spécifiques. Le développement
géométrique fin découle d’une réduction au cas unipotent. Nous donnons aussi des formules
pour les coeflicients similaires a celles d’Arthur.

Une grande partie de ce travail consiste en des paraphrases des travaux d’Arthur. Vu
I’épaisseur des ses articles, on se contentera souvent d’indiquer les modifications nécessaires.

Conventions Les schémas en groupes sur une base S sont désignés par les symboles G,
M etc. Leurs algebres de Lie sont désignées par g, m etc. Le centre de G est noté Zg, le
centralisateur d’un sous-schéma en groupes H (resp. d’'un S-point z) est noté Zg(H) (resp.
Zc(x)); le normalisateur de H est noté Ng(H). Soit T' un S-schéma, ’ensemble des T-points
d’'un S-schéma X est désigné par X (7). Lorsque T' = Spec A ou A est une algebre, on écrit
aussi X (A) au lieu de X(7'). Si A est muni d’une topologie, on munit X (A) de la topologie
induite.

Soit F un corps, on fixe une cloture algébrique F de F. Soit G un F-groupe algébrique.
On désigne 'ensemble des éléments semi-simples dans G(F) par G(F)g. Soit x € G(F'), on
pose G* := Zg(x) le commutant de = dans G, et G, désigne la composante neutre de G*.
On dit que x € G(F )y est régulier (resp. fortement régulier) si G, (resp. G*) est un tore. On
désigne la sous-variété des éléments semi-simples réguliers par Geg. La sous-variété des éléments
unipotents dans G est désignée par Gupnip. De méme, pour 'algebre de Lie g, on a la sous-variété
greg des éléments réguliers semi-simples et le cone nilpotent gpi.
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On désigne le sous-groupe dérivé (schématique) de G par Gye et le groupe adjoint par
Gap- Si G est réductif et connexe, on désigne le revétement simplement connexe de Gger par
T GSC — Gder-

On dit que deux éléments z,y € G(F') sont géométriquement conjugués s’ils sont conjugués
par un élément dans G(F). On définit ainsi les classes de conjugaison géométriques dans G(F).

Soit F' un corps complet a valuation discrete. On utilise toujours la valuation normalisée v
de sorte que v(F) = Z. L’anneau des entiers est noté op et I'idéal maximal est noté par pp. Soit
F un corps global, on prend les valeurs absolues | - |, de fagon usuelle en chaque place v de telle
sorte que [[, |z], = 1 pour tout = € F*.

Pour deux éléments u, v dans un groupe quelconque, leur commutateur est défini comme

[u,v] := v o™ tuw.

On désigne la fonction modulaire d’'un groupe topologique A par d4(-). On désigne la mesure
d’un espace mesurable E par mes(FE).

2 Revétements locaux

2.1 Généralités

Soient F' un corps local de caractéristique nulle et M un F-groupe algébrique affine. Un
revétement de M (F) a m feuillets (ot m € Z \ {0}) est une extension centrale de groupes
topologiques

1= w—o M2 MEF) -1,

ol :={e € C*:e™ =1}. Alors M est unimodulaire si M (F) l'est. Si F est archimédien,
alors M appartient a la classe de Harish-Chandra. De plus, si /' = C alors p provient d’'un
revétement étale de C-groupes algébriques affines ([36] Exp XII, 5.1). Si F' est non archimédien,
alors M est un groupe localement profini. Cela permet de parler de représentation lisses, ad-
missibles etc. On dit que p est modéré si F' est non archimédien de caractéristique résiduelle ¢
premiere & m. Nous adoptons la convention de doter les éléments dans M d’un ~, par exemple
Z, et désignons son image dans M (F') par le symbole sans ~, par exemple x = p(Z).

Remarquons que M (F') agit sur M par conjugaison : de chaque z € M(F) se déduit un
homomorphisme 7 — 2~ de M. Sauf mention expresse du contraire, un revétement signifie
un revétement d’un groupe réductif connexe.

Notons

“m = Hom( ,,,C*).

Pour un revétement & m feuillets p : M — M(F), on peut définir les objets spécifiques et anti-

spécifiques selon I'action de ,,, dotés de I'indice — et -- respectivement, ou plus généralement les

objets équivariants par rapport & certain élément dans ~,,. Plus précisément, soit y_ 'inclusion
m < C*; pour tout x € ~,,,, posons

CS(M) = {f € CX(M) : Ve € o, Vi € M, f(eF) = x(€) (@)},
C (M) :==C,_,
C (M) = X .

Notons II(M) I’ensemble de classes d’équivalences de représentations admissibles irréductibles
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de M, posons

I (M) := {r € I(M):Ve € ,n, n(e) = x(e)id},
H—(M) = HX—(M)>

I (M) := I~ (M),

De méme, on définit I’ensemble HQ(M ) (resp. Htemp(M ), Humt(M )) de représentations de la
série discrete (resp. tempérées, unitaires) de M, et on rajoute les indices —, - ou x € T, pour
signifier I’équivariance.

On a une décomposition canonique C°(M) = D, Cé’g’((M ). Cela permet aussi de parler
de I’équivariance de distributions de sorte qu’'une fonction y-équivariante localement intégrable
fournit une distribution y-équivariante. L’étude des représentations sur les revétements se
ramene, pour l’essentiel, a I’étude des représentations spécifiques.

Remarque 2.1.1. Pour I’étude de représentations y-équivariantes sur M, il suffit de considérer
les fonctions test y-équivariantes. En effet, supposons fixée une mesure de Haar sur M. Soient

X,& € “m. Pour tout m € IL, (M) et f € g’%(M), l'opérateur

w(f) = [ ) i
M

est nul sauf si & = y.

2.2 Scindage unipotent
Conservons les notations précédentes.

Proposition 2.2.1. Il existe une seule section continue s : Mypyi,(F) — M de p telle que
— pour tout sous-groupe unipotent U de M défini sur F, S\U(F) est un homomorphisme ;
— s est invariant par conjugaison.

Démonstration. C’est contenu dans [66, A.1]. Donnons une preuve directe pour le cas de ca-
ractéristique nulle. L’exponentielle fournit un F-isomorphisme de variétés algébriques

exp : My — Munip‘

Pour tout z = exp(X) dans Mypip(F'), prenons Z’ un relevement quelconque de exp (%) Alors
s(x) := (')™ € p~ () est canoniquement défini; en particulier s est invariant par conjugaison.
On vérifie aisément la continuité de s.

Soit U un sous-groupe unipotent de M, alors U(F') est divisible et sans torsion. D’apres la
construction ci-dessus, p se scinde au-dessus de U(F) si et seulement si s|;(y est un homomor-
phisme ; de plus, dans ce cas-1a 3|U( ) est 'unique scindage.

Montrons que p se scinde au-dessus de U (F'). Si U est commutatif, alors s est un homomor-
phisme d’apres la construction, d’ou le scindage. En général, les revétements a m feuillets de
U(F) sont classifiés par H2(U(F), m) (la cohomologie continue) et il suffit de montrer que ce
H? est trivial. Supposons que dim U > 1. Il existe un sous-groupe algébrique distingué U; <« U
tel que dimU; < dimU et U/U; est commutatif. Rappelons que U(F) /Uy (F) = (U/U;y)(F) car
HY(F,U;) = 0. Pour tout F-groupe unipotent U’, on a H'(U'(F), ,,) = 0. D’ou la suite exacte
de restriction-inflation

0 — H>(U/UL)(F), m)— HXU(F), w)— H*(UL(F), ),

ce qui entraine que H2(U(F), ,,) = 0 par récurrence. Par conséquent s|y(r)y est un homomor-
phisme. Comme M pip(F') est la réunion des U(F'), cela caractérise s. O
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Ce scindage canonique s’appelle le scindage unipotent. Identifions désormais M unip (F') comme
un sous-ensemble de M via s. Cela permet de généraliser la décomposition de Jordan.

Proposition 2.2.2. Pour tout & € M, il existe & € M et u € Munip(F') tels que o est semi-
simple et T = 6u = ua. Cette décomposition est unique.

On dit que & (resp. u) est la partie semi-simple (resp. unipotente) de Z.

Démonstration. Soit © = ou = uo la décomposition de Jordan dans M (F') avec o € M (F)gs et
U € Mynip(F). Prenons 1'unique & € p~!(o) de sorte que # = Gu. L'unicité de (&,u) provient
de celle de (o, u). De plus, on a 5u = ud par l'invariance du scindage unipotent, d’ou le résultat
cherché. O

Corollaire 2.2.3. Soit & = cu la décomposition de Jordan. Soit § € M, alors Yy commute a I
st et seulement si yo = oy et yu = uy.

Démonstration. Cela résulte de 'unicité de la décomposition de Jordan et I'invariance du scin-
dage unipotent. O

2.3 Sous-groupes de Lévi et paraboliques

Passons en revue la description des sous-groupes paraboliques. Les détails se trouvent dans
[22] §5]. Soit F' un corps quelconque et G un F-groupe réductif connexe. Fixons un sous-groupe
de Lévi minimal My de G : c’est le centralisateur d’'un F-tore déployé maximal Ag. Un sous-
groupe de Lévi M est dit semi-standard si M D My, un sous-groupe parabolique P est dit semi-
standard si P D Ag. Tout sous-groupe parabolique semi-standard P admet une décomposition
de Lévi canonique P = MpUp avec Mp semi-standard et Up le radical unipotent de P. Notons
P=M pUp le sous-groupe parabolique opposé de P.

Pour un sous-groupe de Lévi semi-standard M, définissons les ensembles finis suivants

L(M) := {les Lévis contenant M},
P(M) := {les paraboliques dont M est un facteur de Lévi},
F (M) := {les paraboliques contenant M }.

Nous indiquons le groupe ambiant G' en exposant dans ces notations : £Z(M), P%(M),
FY (M) lorsqu’il y a crainte de confusion.

Notons Ajs le F-tore central déployé maximal dans M. Si P € P(M), notons Ap := Ayy.
Posons aussi X*(M) := Homgue(M,Gn) et ap = ay := Hom(X*(M),R). Relativisons ces
constructions. Pour tous L, M semi-standards tels que L D M, on sait définir les R-espaces

vectoriels de dimension finie aﬁ avec une suite exacte courte scindée canonique

0—>aL—>aM‘:>a]LW—>0.

Ainsi, on regarde a& comme sous-espace de ag. En dualisant, on en déduit des suites exactes
courtes scindées pour (af,)*, a%, etc. Les complexifiés des espaces sont notés par aﬁ/[@, (aLM,(C)*’
etc.

Pour tout M € £(Mjy), notons W le groupe de Weyl de M. Si M = G, on le note aussi Wy.
Pour deux sous-groupes paraboliques semi-standards P, P’, “I’ensemble de Weyl” W (ap,ap:)
est I’ensemble des isomorphismes linéaires ap — aps obtenus en restreignant les isomorphismes
g — ag induits par W{. En particulier, on peut définir les groupes W (ap) := W (ap, ap). Deux
sous-groupes paraboliques semi-standards P, P’ sont dits associés si W (ap,ap:) # 0.

Fixons Py € P(Mp). Un sous-groupe parabolique P est dit standard si P O Py. Un sous-
groupe de Lévi M est dit standard s’il existe un sous-groupe parabolique standard P avec
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décomposition de Lévi canonique P = MU. Soit P un sous-groupe parabolique. Il existe un
sous-ensemble fini ¥p C X*(Ap) C a} paramétrisant la décomposition

up = Lie (Up) = @ Uy

aEXp

en espaces propres pour l'action adjointe de Ap. Par abus de notation, on dit aussi que Xp est
P’ensemble des racines pour (Ap, P), bien qu’il ne forme pas un systeme de racines en général.
Notons E}?d le sous-ensemble de X p des racines réduites, i.e. indivisibles. Posons

1 :
PP =3 Z (dim ug ).

a€Xp

Soit Ag = A§ I’ensemble des racines simples de (Ag, Py), c’est une base pour (a$)*. Les pa-
raboliques standards sont en correspondance biunivoque P < Ag) avec les sous-ensembles de Ag
préservant I'ordre. Plus précisément, supposons que P D Py et soit P = MU la décomposition
de Lévi canonique; posons Ap := Ag \ Al’. On peut identifier Ap & un sous-ensemble de
Z}ed par restriction. Tout élément dans > p admet une unique écriture en combinaison linéaire
d’éléments de Ap a coefficients dans Zx>.

On obtient ainsi les bases

Ao C (a§)* . racines simples,

Ay Caf :  coracines simples,

Ao C (a§)*:  la base duale de A},
&\g ca$: labase duale de A.

On peut aussi relativiser cette situation : étant donnés sous-groupes paraboliques standards
P D @, on obtient les bases

P P\ x
AQ C (aQ) ,
PV P

AQ C CIQ,
P P\x
Ag - (GQ) >

/1:)\\/ P

2.4 L’application de Harish-Chandra : le cas local

On se donne F' un corps local, G un F-groupe réductif dont M est un sous-groupe de Lévi.
On définit 'homomorphisme de Harish-Chandra local Hy; : M(F) — aps par

Vx € X*(M), (x,Hu(z)) =log|x(z)|

Définition 2.4.1. On dit qu’un sous-groupe compact maximal K C G(F') est en bonne position
relativement & M (et réciproquement) si
— dans le cas F' archimédien, les algebres de Lie de K et de Aps(F) sont orthogonales par
rapport a la forme de Killing de G';
— dans le cas F non archimédien, K est associé a un sommet spécial dans I'immeuble de
Bruhat-Tits élargi de G, noté .# (G), qui appartient a I'image d’une immersion équivariante
I (M) = F(G).
Arthur I'appelle admissible dans [7].



SECTION 2 145

Notons M (F)! := Ker (Hys). Si P € P(M) et K est un sous-groupe compact maximal en
bonne position relativement a M, alors la décomposition d’Iwasawa G(F') = P(F)K permet de
prolonger Hj; en une fonction Hp : G(F) — aps en posant

Hp(umk) = Hy(m), weU(F),me M(F), ke K.

Pour tout € G(F), Hp(z) est déterminé par la classe de « dans U(F)\G(F')/K. La fonction
modulaire §p de P(F) s’exprime comme dp(x) = e(2PP-Hpr@),
Nous adoptons la convention suivante : soit € G(F'), écrivons-le comme

x =up(x)mp(x)kp(z) € G(F),
up(x) € Up(F),mp(x) € Mp(F),kp(z) € K,

al’aide de la décomposition d’Iwasawa ; I’élément mp(z) (resp. kp(z)) est uniquement déterminé
comme une classe dans M (F)/M(F)N K (resp. dans P(F) N K\K).
Posons

ClM7F = HM(M(F)),
an,r = Hy(Ap(F)).

Ils coincident avec ap; si F' est archimédien ; sinon ils sont des réseaux dans a¢g. Définissons
leurs réseaux duaux dans iaj,

aVMjF = HOIn(ClM7F, QﬁiZ),

a\]\//LF = HOHI(E(MJT, QWiZ).

Ils se réduisent & {0} si F' est archimédien; sinon ia},/ay, » et ia},/ay, » sont des tores réels
compacts. 7 7

Considérons un revétement & m feuillets p : G — G(F). On prend les images réciproques
M (resp. ]5) par p des sous-groupes de Lévi M (resp. sous-groupes paraboliques P) de G. Soit
M € L(My). En composant Hy; avec p, on obtient Hyy : M — ayy ; en particulier on sait définir

M :=Ker (Hy) =p H(M(F)Y).

2.5 Mesures et intégrales

Soient F' un corps local de caractéristique nulle et G un groupe F-réductif connexe. Sup-
posons fixées des mesures de Haar sur M (F') pour tout sous-groupe de Lévi M. Imposons les
regles suivantes

— un sous-groupe compact maximal fixé de G(F’) est de masse totale 1;

— un groupe discret est muni de la mesure de comptage.

Fixons des mesures de Haar sur aj; pour tout sous-groupe de Lévi M de G, d’ou les mesures
de Haar duales sur ia}j, au sens que

/ / G(H)e= M AH dx = ¢(0)

pour tout h € Cc(aps). Si F' est non archimédien, nous demandons que

mes(ia}y, /a5 ) = 1.
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Comme ayy r est soit discret, soit égal & ans, et Ker (Has]4,,(r)) est compact, on normalise
ainsi la mesure de Haar sur A/(F'). De méme, une mesure de Haar sur M (F') induit une mesure
de Haar sur M (F)?!.

Fixons désormais une forme quadratique définie positive Wy-invariante sur agy. Soient L D M
deux sous-groupes de Lévi de G, on vérifie que la décomposition canonique

aM:aﬁGBaL

est orthogonale par rapport a la forme quadratique Wy-invariante. Puisque les mesures de Haar
sur ays et ar sont déja fixées, on en déduit une mesure canonique sur aﬁ. En dualisant, on
normalise la mesure de Haar sur (a%,)*.

Soient P = MU € P(M) et K un sous-groupe compact maximal en bonne position relati-
vement a M, alors on dispose de la décomposition d'Iwasawa G(F) = U(F)M(F)K. Il existe

une mesure de Haar sur U(F') de sorte que pour tout f € C.(G(F)),

(ITL.1) /f /// f(umk)dp(m)~t dk dm du.

G(F) U(F)xM(F)xK

Dans le cas F' non archimédien et G non ramifié, la compatibilité des mesures est simple.
Prenons K hyperspécial. Prenons la mesure de Haar sur G(F) (resp. M(F),U(F)) telle que
G(F)NK (resp. M(F)N K, U(F)N K) a masse totale 1. Alors ces mesures vérifient ([IL1]).

Considérons maintenant les revétements. Conservons les conventions précédentes pour les
groupes réductifs et leurs sous-groupes. Imposons la regle suivante pour les mesures sur les
revétements :

— supposons que p : A — B est un revétement fini de groupes topologiques localement
compacts, et B est muni d’'une mesure de Haar, alors A est muni de la mesure de Haar
telle que mesp(E) = mes4(p~'(E)) pour tout £ C A mesurable.

Montrons qu’avec nos définitions, appliquées au revétements de G(F'), les formules d’intégration
habituelles restent valables. Soit p : G — G(F) un revétement & m feuillets. En prenant les
images réciproques par p et en utilisant le scindage unipotent, on a G = U (F )M K. Prenons
les mesures de Haar sur G, M et K selon la regle ci-dessus. Alors pour tout f € CC(G), on a

(I11.2) /f di = // F(umk)op(m)~" di din du.

U(F)xMxK

En effet, il suffit de le vérifier pour les fonctions f qui se factorisent par p : G — G(F).
La convention sur les mesures permet de remplacer l'intégrale sur G par celle sur G(F), et
idem pour M, M (F) et K, K. L’identité cherchée en résulte. Les compatibilités avec d’autres
décompositions (eg. la décomposition G = K AK) se vérifient de la méme maniere.

2.6 Commutateurs
On revient aux notations de Définissons la sous-variété
Comm(M) :={(z,y) € M x M : zy = yx}.

Pour (z,y) € Comm(M)(F'), choisissons des relevements , 7 € M, alors le commutateur

[,9) =27"97'E5 € s

ne dépend pas du choix de relevements. On en déduit une application continue [, | : Comm (M )(F') —
m, notée (z,y) — [z,y]. Les propriétés suivantes sont immédiates.
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— Si x,2' commutent & y, alors [z2/,y] = [z, y][2, y].

— Soit t € M(F), alors [tot~! tyt~1] = [z, y] pour tout (z,y) € Comm(M)(F).

Pour tout (z,y) € Comm(M)(F), on a [z,y] = [y, z] L.

Si (z,y) € Comm(M)(F) et s’ils appartiennent a un sous-groupe de M (F') sur lequel p
est scindé, alors [z,y] = 1.

Soit v € M(F), on a

vy~ =M, ye MY(F).
D’olt un homomorphisme continu M7(F) — ,,, noté [-,7] : y — [y,7].

Définition 2.6.1 (cf. [35], 1.8] ). Un élément v € M (F) est dit bon si [-,7] = 1 sur M7 (F). Cette
propriété ne dépend que de la classe de conjugaison de y. On dit qu'une classe de conjugaison
dans M est bonne si son image par p l’est.

Montrons que la bonté est stable par petite perturbation par le centre. Posons

(I11.3) Ay (F) o= Ay (F)™,
(I11.4) Ay i=p (Au(F)),
(IIL.5) A= (Au(F)).

Alors AA/MJr (resp. Apr(F)T) est un sous-groupe ouvert et fermé d’indice fini de Ay (resp. de
Apr(F)). De plus, E/WT est central dans M.

Lemme 2.6.2. Pour tout v € M(F) et tout a € Ap(F)T, v est bon si et seulement si avy Uest.

Démonstration. On a M® = M"Y car a € Ay (F). Soit z € M, on a [z,av] = [x,7] car ZIJ\V/IT
est central. Cela permet de conclure. ]

3 Revétements non ramifiés et adéliques

3.1 Le cas non ramifié

Soit F' un corps local non archimédien avec ¢ := |op/pr|. On se donne un revétement
p:M—> M (F') a m feuillets tel que M est non ramifié. Fixons un sous-groupe hyperspécial
K C M(F) et supposons qu’il existe un scindage continu s : K — M de p au-dessus de K.

Regardons K comme un sous-groupe de M en fixant un tel scindage s. Prenons la mesure
de Haar sur M (F) telle que mes(K) = 1, d’ott une mesure de Haar sur M selon les conventions
de Cette mesure est canonique car les sous-groupes hyperspéciaux sont conjugués par
Map(F). )

On définit I’algebre de Hecke sphérique H(G//K) : ¢’est I’espace des fonctions K-bi-invariantes
& support compact, muni du produit de convolution. Soit xy € ~,,, posons HX(G J/K) =
H(G//K)N ng((é) : Cest une sous-algebre et on a H(G//K) = [ H, (G //K). Définissons
la fonction fr, € H,(G//K) & support dans K telle que

Vee m, Vke K, fry(eK)=x(e),
Vi ¢ K, fry(%)=0.

Selon notre convention de mesures, fr , est I'unité de %X(é//K) Si x = x_' (i.e. on considere
'algebre de Hecke sphérique anti-spécifique), posons fx = fr .
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En particulier, on peut définir I’algebre de Hecke anti-spécifique associée a K, notée H-- (é //K)
dont fx est I'unité. De méme, on peut définir I’algébre d’Iwahori-Hecke anti-spécifique (ou plus
généralement, y-équivariante) sous les mémes hypotheses.

Définition 3.1.1. On dit qu’un triplet (p, K, s) vérifie la condition non ramifiée si
— p: M — M(F) est un revétement ;
K C M(F) est un sous-groupe hyperspécial ;
s: K — M est un scindage de p au-dessus de K par lequel K s’identifie & un sous-groupe
de M ;
— ¢ est premier avec m := |Ker (p)|, i.e. p est modéré;
— soient T un F-tore déployé maximal et My := Zy/(T') en bonne position relativement &

K, alors le groupe

(I11.6) H := Zy (K 0 My(F))

est commutatif.
Par abus de notations, on dit aussi que p : M — M(F') muni des données (K, s) est un
revétement non ramifié.

La derniere condition technique sert a garantir la commutativité de I'algebre de Hecke, ce
qui fait 'objet du paragraphe suivant. Observons aussi que les F-tores déployés maximaux en
bonne position relativement & K sont conjugués par K, d’apres [25, 7.4.9 (i)].

Lemme 3.1.2. Si la condition|3.1.1] est vérifiée, alors le scindage unipotent coincide avec
s sur K N Mypip(F).

Démonstration. 11 suffit de le vérifier sur K N U(F) ou U est un sous-groupe unipotent quel-
conque. Notons p la caractéristique résiduelle de F. Comme U(F’) est une union croissante de
pro-p-groupes, KNU (F') est un pro-p-groupe. Donc Iapplication u +— u™ est un homéomorphisme
de KNU(F) sur lui-méme car m est premier a p. Vu la construction du scindage unipotent, on
voit qu’il n’existe qu'un seul scindage possible de p au-dessus de K N U(F). ]

Remarque 3.1.3. Soit p : M — M (F)) un revétement a m feuillets. Soit , — v un
homomorphisme quelconque et posons p’ : M’ — M (F) la poussée-en-avant de p via ., — /-
Alors le triplet (p/, K, s) vérifie la condition non ramifiée si (p, K, s) la vérifie.

Remarque 3.1.4. Soit p : G — G(F) un revétement et (p, K, s) un triplet vérifiant la condition
non ramifiée pour G. Soient M un sous-groupe de Lévi en bonne position relativement a M et
Py 1 M — M(F) le revétement induit. Alors (pas, K N M(F), s|gna(r)) satisfait aussi a la

condition non ramifiée pour M.

3.2 Isomorphisme de Satake

Considérons un revétement p : G — G(F) avec un sous-groupe hyperspécial K et un
scindage s : K — G vérifiant la condition non ramifiée. Nous allons établir une variante de
I’isomorphisme de Satake.

Définissons le support de I'algebre de Hecke sphérique anti-spécifique par

Supp(H--(G//K)) := ] {Supp(f) : f € H-(G//E)}

Fixons désormais un F-tore déployé maximal T en bonne position relativement a K. Alors
My := Zg(T) est un sous-groupe de LéVNi minimal de G ; de plus, My est un F-tore non ramifié.
Posons Ky := K N My(F'). Définissons H C T' comme dans
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Lemme 3.2.1 (cf. [62, 9.2] ). On a Supp(H--(G//K)) = KHK.

Démonstration. Dans [62] on ne considere que les groupes déployés, or la méme preuve s’adapte
aux groupes réductifs connexes non ramifiés sans modification. O

Remarque 3.2.2. C’est loisible d’identifier WCG a (Ng(T)(F)NK)/Ky. Comme Ky centralise
H, on voit que WO opére sur H. D’autre part, 13.2.1 appliqué a My et Ky affirme que

Supp(H--(Mo//Ko)) = H

(on peut aussi le vérifier directement). Cela permet de faire opérer W§ sur H——(]\% //Ko) de
fagon canonique.

Posons
A:={\€ X.(T) : Nwr) € p(H)},
Alors A est un sous-réseau de X, (7T') ayant le méme rang; en effet, A D mX.(T).

Lemme 3.2.3. L’algébre ’H——(]\%//Ko) est commutative. De plus, elle est isomorphe a [’algébre
C[A], ce qui s’identifie a l’algébre en polynémes de dim X, (T') variables.

Démonstration. 11 suffit de considérer le support de ’H(]\% //Kp). On a déja remarqué que
Supp(H--(My//Ko)) = H, qui est commutatif selon

Cpgisissons une Z-base A1,..., A de A. Pour tout 1 < ¢ < r, prenons une fonction f; €
H--(Mo//Ko) & support dans Kop~!(A(wr))Kp. Alors \; — f; se prolonge en un isomorphisme
C[A] S H-- (Mo // Kp). O

Fixons Py = MUy € P(My). Prenons la mesure de Haar sur Up(F') telle que mes(K N
Uo(F)) = 1. Définissons I’application

S H--(GJ/K) = He- (Mo )/ Ko)
S(f)(@) = bpy(« %/fux

Uo(F)

On vérifie que S est un homomorphisme de C-algebres et il est a image dans H -- (]\Afo //Ko)Wo
Les arguments sont identiques a ceux pour le cas des groupes réductifs, cf. 28, §4] §4. Par contre,
le lemme suivant fait intervenir le revétement.

Lemme 3.2.4. Soit t € T tel que |a(t)] > 1 pour toute racine positive o pour (T, P). Alors on
a
KtK NUy(F)tK = tK.

Siu € Uy(F), k € K satisfont a ut = tk, alors u € Uy(F) N K.

Démonstration. L’inclusion KtK N Uy(F)tK D tK est claire. Prouvons I'autre inclusion dans
le premier énoncé. Dans G(F') on a KtK NUy(F)tK = tK d’apres [25], 4.4.4]. Soient u € Uy(F)
et k € K tels que utk € KtK NUy(F)tK. 1l existe donc € € ,, et k' € K tels que utk = etk’.
Posons k" := k'k—!, alors
ut = etk”,
ou encore
tut = ek’

D’apres 'invariance du scindage unipotent et la compatibilité 3.1.2] on a € = 1. Cela
prouve a la fois les deux énoncés voulus. ]
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Proposition 3.2.5. On a lisomorphisme d’algébres
~ S — G
H--(GJ/K) = H--(Mo /] Ko)"".
Démonstration. 1l suffit de reprendre la démonstration usuelle de I'isomorphisme de Satake sauf
qu’il faut utiliser Plus précisément, soient A\, \' € X, (T), écrivons A <p, ' si (@, N'—=X) >0
pour tout a € Ag. Posons
AT :={ e A: X <p 0}

Pour tout £ € TN H, on peut prendre f; P'élément de H--(G//K) & support dans KK
tel que f;(f) = 1 d’apres Pour tout A € A~, sélectionnons une image réciproque ¢ de
t = MNwp) € T et posons f := f;. D’aprés la décomposition de Cartan et on voit que
B:={f\: X € A} est une base pour H--(G//K).

La méme construction fournit une base {gy : A € A} pour H--(My//Ky). Pour tout [A] €
A/WE, posons

I = Z 9x-

AE[A]

Alors By := {fjy : [M € A/WEY est une base pour ’}-LW(]\%//KO)WOG. Chaque W{-orbite dans
A rencontre A” en un et un seul point, par conséquent B et By sont en bijection canonique.

Sélectionnons un ordre total < sur X, (T) tel que A <p, A entraine A < X'. Identifions X, (T")
et T(F)/T(F)NK alaide de A — A(wp) et notons v : T'(F') — X.(T') 'homomorphisme ainsi
obtenu. Dans G(F'), on a

Vi, t' e T(F), KtKNUy(F)tK #0 = v(t) <p, v(t')
d’apres [25] 4.4.4]. Il en résulte que S s’écrit dans les bases B, By comme
Shv= D AN fpy, e\ N) e
AN

C’est une matrice triangulaire inférieure. Montrons qu’il n’y a pas de zéro dans la diagonale.
Etant fixé \' € A~, sélectionnons ¥ € p~!(N(wp)) comme précédemment, alors ¢ satisfait a
I’hypothese de Maintenant entraine que

(Sfx)(F) = op, (t) 2 / Py (') du = 5p, ()2 / Ldu,

Uo(F) Uo(F)NK
Cela entraine que ¢(N, \) = dp, (¢ )7% # 0, ce qu’il fallait démontrer. O

Vu on en déduit
Corollaire 3.2.6. L’algébre H--(G//K) est commutative de type fini sur C.

3.3 Le cas adélique

Considérons un corps de nombres F et posons A = []| F,, son anneau d’adeles. Notons Vg
I’ensemble de places de F'. Notons Vi := {v € Vg : v|oo}. Pour S C Vp, nous utilisons 'indice
S (eg. Fs, s, fs) pour signifier les composantes v € S et I'exposant S (eg. F¥, 7%, f%) pour
signifier les composantes v ¢ S.

Comme dans le cas local, on se donne un F-groupe réductif M, un entier m et on considere
une extension centrale de groupes topologiques

1= m— M5 MA) -1
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Soit S C Vp fini. Notons pg : Mg — M (Fs) la fibre de p au-dessus de M (Fg). Lorsque S = {v}
on écrit tout simplement p, : M, — M (Fy), c’est un revétement de M (F,).

On dit que p : M — M(A) est un revétement & m feuillets si 'on se donne les données

— une immersion i : M(F) — M qui scinde p au-dessus de M (F);

— un ensemble fini de places Viam D Vo ;

— un modele lisse et connexe de M sur 0yapy,, 'anneau de (Viam \ Voo )-entiers dans F';
vérifiant les conditions suivantes

(G1) pour toute v ¢ Viam, posons K, := M(0,), alors il existe un scindage continu s, : K, — M,
que 'on fixe;

(G2) le triplet (py, : M, — M(F,), K., s,,) vérifie la condition non ramifiée [3.1.1];

(G3) pour tout voisinage V de 1 dans M, il existe un ensemble fini de places S O Viam tel que
sy(Ky) CV pour tout v ¢ S.

Ces propriétés passent aux sous-groupes de Lévi et sont stables par pousser-en-avant en .

Le lemme permet de définir le scindage unipotent adélique Mynip(A) — M en ras-
semblant les scindages unipotents locaux. Vu la construction du scindage unipotent, le résultat
suivant est clair.

Lemme 3.3.1. Le scindage i et le scindage unipotent coincident sur Mynip(F').

Nous supprimons systématiquement les symboles i et (sy),¢v;,,, €t nous regardons G(F') et
K, comme des sous-groupes de M.
Soit S C Vg, on a l'isomorphisme canonique

/ ~ o o~
(HUGSMU) /NS — MS

ou le produit restreint est pris par rapport aux K, pour v ¢ Viay si |S| = oo, et

Ng = {(Ev)ves € @ m HEU = 1}.

veSs v

Lorsque S = Vp, posons tout simplement N = Ng.

Le choix de Viam, le 0ram-modele lisse et le relevement de K, n’ont pas d’importance es-
sentielle, quitte a passer a un ensemble fini de places plus grand. Etant donné un revétement
adélique, nous supposons fixées des telles données dans l'article.

Un élément z € MS s’exprime comme [Z,]ycs, ol (Zy)yes est un représentant de & dans
H;e SMU. Par abus de notation, on écrit les décompositions tensorielles 7 = &), g T, pour des
représentations irréductibles admissibles (resp. f =[], cg fo pour des fonctions) sur Mg, o m,
(resp. f,) sont des représentations (resp. fonctions) sur M, bien que 7 et f sont définies sur le
quotient [T, . SMU /Ng. Soit x € 7, alors f =[], fu est x-équivariant si et seulement si chaque
fv Pest. Idem pour les représentations.

Les mémes conventions de mesures de §2.5[ s’imposent dans ce cadre; nous demandons de
plus que

— si v ¢ Viam, on utilise la mesure sur M (F,) pour laquelle mesM(Fv)(Kv) =1;

— pour tout sous-groupe unipotent U C M, on prend la mesure sur U(A) pour laquelle

mes(U(F)\U(A)) = 1.

De tels choix sont possibles. On a les mémes formules d’intégration comme précédemment.
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3.4 L’application de Harish-Chandra : le cas adélique

L’application de Harish-Chandra s’adapte au cas adélique : soient G un F-groupe réductif
connexe et M un sous-groupe de Lévi. Définissons Hys : M (A) — aps par

Vx € X*(M), (x,Hy(z)) =log|x(z)|

ott || =TI, | | est la valeur absolue adélique. Notons M (A)! := Ker (Hy), alors M(F) C
M(A)L

Définition 3.4.1. On dit qu'un sous-groupe compact maximal K = [[, K, de G(A) est en
bonne position (ou réciproquement) relativement & M si K, I'est pour tout v.

Fixons un tel sous-groupe compact maximal K. Soit P = MU € P(M), on obtient I’appli-
cation Hp : G(A) — aps en posant

Hp(umk) = Hy(m), weU(A),me M(A), ke K.

Soit p : G — G(A) un revetement adélique. Prenons les groupes K et P = MU comme
précédemment et notons M = p~}(M(A)), K = p~}(K). On a la formule d’intégration (cf.

(111.2))
/f(:ﬁ)d:i: /// f(umk)dp(m)~t dk dm du.
G U(A

VX MxK

En composant les applications Hj,;, Hp ci-dessus avec p, on obtient leurs avatars sur le
revétement, notés encore Hyy, Hp. Posons G! = Ker (Hg) = p~ ' (G(A)!), on a G(F) € G'. Les
notions de domaines de Siegel, hauteurs etc. se généralisent & cette situation. Cela permet de
développer la théorie des formes automorphes et la décomposition spectrale sur les revétements
(voir [66], 1.2]).

Signalons une décomposition utile pour 'étude de la formule des traces. Posons Fy, :=
Hv| oo Fv- Le F-tore Ag étant déployé, il est I'extension des scalaires d’'un Q-tore déployé Ag .
L’immersion canonique R — Fi fournit une immersion Ag g(R) — Ag(Fux). Notons Ag o« la
composante neutre de Ag g(R) pour la topologie usuelle. On vérifie que G(A) = G(A)! x Ag .
Si M est un sous-groupe de Lévi, alors il existe une immersion canonique Ag oo — A oco-
Rappelons que Ag ~ est un produit de R, donc simplement connexe. Cela permet de relever
la décomposition ci-dessus canoniquement au revétement : G = G* x AG oo

3.5 Kos-torseurs multiplicatifs de Brylinski-Deligne

Montrons que les revétements provenant des Ko-torseurs multiplicatifs de Brylinski et De-
ligne [27] satisfont nos hypothéses pour un revétement adélique. Dans le cas G simplement
connexe et déployé, ce sont exactement les extensions considérées dans [60]. Rappelons tres
brievement la construction.

Soit S un schéma quelconque, notons Sz, le gros site de Zariski associé. La K-théorie de
Quillen fournit des faisceaux en groupes (K )n>0 sur Sza,; notons que K; = Gy,. Soit G un
S-schéma en groupes réductif connexe. Une extension centrale par Ko est alors un Ko-torseur
G(-) sur G muni d’une structure multiplicative convenable (voir [27, §1]) dans la catégorie
des faisceaux en groupes sur Sz,.. Nous 'appelons un Kos-torseur multiplicatif. Lorsque S est
régulier de type fini sur un corps, la catégorie de ces torseurs est concretement décrite dans [27].

Dans ce qui suit, G désigne toujours un groupe réductif connexe sur la base en question
et G(-) désigne un Ko-torseur multiplicatif sur G. Puisque G(-) — G est un torseur pour la
topologie de Zariski, si S est le spectre d’un corps ou d’un anneau a valuation discrete, alors
K(S) < G(S) - G(S) est une extension centrale de groupes.
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Revétements locaux Prenons F' un corps local, X := Spec F. Le théoreme de Matsumoto
assure que Ko(F') est I'objet initial de la catégorie des applications (dites “symboles”)

{,}:F*xF*— A, A: un groupe abélien,

tel que {-,-} est bi-multiplicatif, alterné et {z,y} = 1 lorsque = + y = 1. Ainsi on peut par-
ler des symboles localement constants sur F'* x F*. D’apreés un théoréme de Moore, cette
sous-catégorie admet un objet initial K$°"(F) muni d’un homomorphisme naturel Ko(F) —

K$"(F). Désignons le groupe de racines d’unité dans F' par p(F). On a

KSomt (F) = {{1}, si ' =C;
p(F), sinon.

Posons np := |K$°™(F)|. Alors F* x F* — K™ (F) s’identifie au np-iéme symbole de
Hilbert, et K$O"(F) ~ ..

Soit G() un Ko-torseur multiplicatif sur G. On prend les F-points et on obtient une exten-
sion centrale G(F) de G(F) par K3(F). On la pousse via Ko(F) — K$*(F). De la structure
de torseur se déduisent des trivialisations locales (pour la topologie de Zariski) de cette exten-
sion centrale. Ces cartes se recollent via des sections locales de Ko sur GG, qui fournissent des
fonctions dans KS°™(F) sur des ouverts de G(F). Elles sont localement constantes sur G(F)
(pour la topologie induite par | - |r) d’apres [27, 10.2], donc on obtient une extension centrale
topologique K$°™(F) < G — G(F). Si I’on choisit un isomorphisme K$*(F) ~ ,,_, alors on
obtient un revétement a np feuillets de G(F') selon la définition dans

Extension résiduelle Décrivons la construction dans [27, 12.11] qui sera bientot utile. On se
donne un corps local non archimédien F'. Posons V' := Spec (o), 7 son point générique et s son
point spécial. Soient Xy un V-schéma lisse, X, (resp. X) sa fibre générique (resp. spéciale) et
E un Ky-torseur sur X,. Avec les notations standards, on a les inclusions

X, 5 Xy & X,

Imposons d’abord la condition suivante :
(*) chaque point de X, admet un voisinage ouvert U dans Xy tel que E se trivialise sur UNXj,.

Cette condition dit que j,F est un j,Ko-torseur sur Xy . Via ’homomorphisme de résidu
71+Ko — 1, K; = .Gy, on obtient un 7,Gp-torseur sur Xy, ou ce qui revient au méme, un
Gp-torseur sur X,. Notons-le Ej.

Prenons maintenant Xy = Gy un schéma en groupes réductif, avec fibre générique G et
fibre spécial G. Prenons F = G(-) un Ko-torseur multiplicatif sur G. Alors G(-), hérite la
structure multiplicative : on obtient ainsi une extension centrale de G4 par Gy,.

En général, la condition (x) est satisfaite quitte & passer & un revétement étale V' — V. On
construit ainsi le Gy,-torseur G’() s par descente galoisienne. On ’appelle 'extension résiduelle
de G(-). Si l'extension résiduelle est scindée, on dit que G(-) est résiduellement scindé.

Revétements adéliques Prenons F' un corps de nombres, X := Spec(0r); posons np :=
|1(F)|. Soient G un F-groupe réductif connexe et G(-) un Ko-torseur sur G.

Prenons S; un ensemble fini de points fermés de X (i.e. des places non archimédiennes).
Notons S I'union de S; avec les places archimédiennes de F'. Pour S suffisamment grand, on
peut supposer que :

— G admet un modele lisse sur X \ S;;
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— G(-) est la fibre générique d’un Ko-torseur sur G défini sur X \ Sy, notée encore G(-) (voir
[27, 10.5]) ;
— np, est premier avec la caractéristique résiduelle de F, pour tout v € X \ Sj.
Soient (S1,G,G(-)) et (S},G’,G’(-)) deux données comme ci-dessus, alors elles deviennent iso-
morphes si l'on se restreint & X \ S ou S D S; U S] est fini et assez grand.
Soit v une place de F', on construit I’extension centrale topologique

(I11.7) 1 = K$(F,)) = Gy — G(F,) — 1.
D’autre part, [27, 10.6] affirme que H*(X \ S1,Ksz) = 0, d’oll une extension centrale
(I11.8) 1= HY(X\ S, Ks) = G(X\S1) = G(X\Sy) — 1.

Pour toute place v, il y a un morphisme naturel de (III.8) dans ([I1.7). Lorsque v € X \ Si, ce

morphisme se factorise via

1 — Ks(0y) — G(0,) G(0y) 1
1 —— K$"(F,) G G(F,) —1.

Or npg, est premier avec la caractéristique résiduelle de F),, donc la composée Ka(0,) —
Ks(F,) = K$™(F,) est triviale et ce diagramme fournit un scindage de (IT1.7)) au-dessus de
G(0y).

Réunissant ce que 'on a obtenu, il a un diagramme commutatif avec lignes exactes

1—= HY%(X\ 51,K») G(X\ S1) G(X\ S1)

7
-
-
-
P
-

1 E—— HI},)G;AS(C ,LL(F’U) E—— HUES GNU X H’UGX\Sl G(Ov) /4/ H’UES G(F/U) X H’UGX\S1 G(Ov) —_— 1
~ ﬁ/
1 u(F) Gs % Texys, Glov) [oes G(F) % [Texys, Glon) —=1

ot as((¢) ves ) = I1, (L“(F“):“(FH et la derniére ligne s’obtient de la deuxiéme en poussant-
F,

v

en-avant via ag. La fleche --» provient du fait que I’application H°(X \ S1,K3) — p(F) ainsi
obtenue est triviale, ce qu’assure la réciprocité de Moore [27, (10.4.2)].
On passe a la limite par rapport a S; et on obtient une extension centrale topologique

wF) = G 5 G(A). Elle se scinde canoniquement au-dessus de J[,cx\g, G(00) et au-dessus
de G(F) (a l'aide de --»). Enfin, on peut identifier u(F) et ., mais il n'y a pas de choix
canonique. On vérifie sans peine que p satisfait aux conditions d’un revétement adélique (avec
Viam := S) sauf la commutativité du groupe H dans , ce qui fait I'objet du paragraphe
suivant.

Remarquons aussi que, pour toute place v, la fibre locale p, : Gy — G(F,) de p est la
poussée-en-avant de via pp > onp, (2 ¢ F):p(F)]

Vérification des hypothéses Placons-nous dans le cas F un corps de nombres avec G, G ()

. . . ~ P .
comme précédent. On construit ’extension centrale topologique p(F') < G — G(A). Identifions
w(F) et 5, en fixant un générateur de pu(F). Le but est ’énoncé suivant.
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Théoréme 3.5.1. Les données ci-dessus forment un revétement de G(A) a np-feuillets.

Soit S O Viam un ensemble fini de places de F' vérifiant les conditions dans le paragraphe
précédent. Soit v ¢ S, on prend K, := G(0,), T}, un F,-tore déployé maximal dans G, := Gx pF,
en bonne position relativement & K, et posons My, := Zg,(T},). C’est un F-tore maximal car

G est non ramifié. Définissons I:{v C m comme dans ([IL.6]). D’apres ce qui précede, il suffit
de vérifier la commutativité de H, pour tout v ¢ S afin de prouver

Lemme 3.5.2. Conservons le formalisme ci-dessus. Si G(-) est résiduellement scindé en v,
alors H, est commutatif.

Démonstration. On se ramene aussitot au cas G = My, qui est un F),-tore non ramifié. Dans ce
cas-1a, c’est 'assertion de [90}, 6.5]. O

Lemme 3.5.3. Pour toute place v ¢ S, G(-) est résiduellement scindé en v.

Démonstration. Cf. [27, 12.14 (iii)] 12.14. Rappelons que les conditions sur S entrainent que G
admet un modele lisse sur V = Spec (0,) et G(-) xp F, est la fibre générique d'un Ks-torseur
multiplicatif défini sur V, disons Gy (-).

Dans cette situation (x) est évidemment satisfait. Donc l'extension résiduelle est obtenue en
poussant-en-avant Gy (-) via les homomorphismes de faisceaux sur Gy :

K2 — ]*Kg — Z*Kl

Cela faisant partie de la suite de localisation en K-théorie, la composition est triviale. D’ou
la trivialité de ’extension résiduelle. ]

Démonstration del3.5.1. D’apres les remarques apres[3.5.1] il suffit de combiner les deux lemmes
précédents. O
4 La combinatoire

Fixons un corps F, un F-groupe réductif connexe G, un sous-groupe de Lévi minimal My
et Py € P(Mg)

4.1 Analyse convexe

Les résultats ici se trouvent dans [7]. Soient P, deux sous-groupes paraboliques semi-
standards de G tels que Q D P, définissons des cones ouverts dans ag

02" = {H € ap: Vo € AL, o(H) > 0},

+ag ={H €qp:Vw € Ag, w(H) > 0};

et leurs fonctions caractéristiques
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v oV v oV
Notons ZAg (resp. ZA% ) le réseau dans ag engendré par Ag (resp. Ag ) et posons

Vi
63N = mes(a?/zAZ )™ I Aa¥),
aVGA}Q;.v
A —ov._
02(\) ==mes(aB/ZAL )t ] A=)
wveng’

pour tout A € (ag)(*c. Ce sont des fonctions holomorphes en \. Lorsque ) = G, on supprime les

exposants et on les note a;, Tap, 7p, 7p, Op et ép.
Etant donnés des sous-groupes paraboliques semi-standards Q D Q' D PP D Pet Y € a®

P
notons YJS I'image de Y via ag — a?,,. Lorsque Q = Q' (resp. P = P'), on simplifie les notations

en supprimant les exposants (resp. les indices) comme précédemment.

Proposition 4.1.1 (cf. [7, 2.1]). Soient R D P deuz sous-groupes paraboliques semi-standards,
on a

| 1, siP=R
dim(Ap/A T ’ |
Z (_1) im(Ap/ Q)Tg(XQ) Q(XQ) - {0 stnon

Q:RDOQDP | |

Proposition 4.1.2 (cf. [T, §2]). Conservons les notations précédentes et posons

PR, Y) = Y (~1)imAeMn R(x9)il(Xg - Vo), X.Y €af.
Q:RDQDP

Alors F§(~,Y) est a support compact. On a la relation de récurrence suivante
X -Y)= Y (~)IAeMRR(XTE (X, Yo).
Q:RDQDP

Soit F un espace de Banach. Soit cp : iap — E une fonction, définissons

(ITL.9) dp(N) =Y (1) HmArAQGT(N) T eg(Ag)bp(Ao) !
QDP

ol cq = C‘”E' C’est bien défini sur le complément dans iap des murs associés aux coracines et
copoids simples.

Proposition 4.1.3 (cf. [7, 6.1]). Si cp est lisse, alors cp se prolonge en une fonction lisse sur
A€ tap.

Proposition 4.1.4 (cf. [7, 2.2]). S’il eziste X € ap tel que cp(N) = eMX), alors

dp(N) :/rg(H,XG)eMm dH, € idp.
e
Cela étant la transformée de Fourier d’une fonction a support compact, ¢ se prolonge en
une fonction holomorphe sur apc. De plus, cp(0) est un polynome homogéne en X de degré

dim(Ap/Ag).
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4.2 (G, M)-familles

Passons en revue la définition et les propriétés de (G, M )-familles. Les références sont [7, §6]
et [10, §7].

Définition 4.2.1. Soit £ un espace de Banach. Une (G, M)-famille & valeurs dans E est une
famille des fonctions lisses
cp:iay =+ E, PeP(M)

telle que pour tous P, P’ € P(M) adjacents et tout A € i(a},) 5 Ni(a},) 5, onacp(N) =cp(N).

Proposition 4.2.2. La fonction

est bien définie et lisse sur iay,.

On en déduit des fonctions lisses ¢ sur iap selon (LIL.9)). Posons ¢y := ¢pr(0), c’est le terme
qui nous intéresse.

Exemple 4.2.3. On dit qu'un ensemble ) = (Yp) pep(ar) de points dans aps indexé par P(M)
est un ensemble (G, M)-orthogonal (resp. (G, M)-orthogonal positif) si pour tous P, P’ € P(M)
adjacents séparés par o € Ap, on a

Yp—Yp € Ra” (resp. Yp—Yp € Rzoav).
A un tel ensemble ) est associée une (G, M)-famille

CP()‘7 y) = eA(YP)'

Vud14 on a
D) = [ THHYE)NM R

G
4p

Ci-dessous une récapitulation des opérations utiles. Soit (c¢p)p une (G, M)-famille & valeurs
dans E.

1 Supposons que E est une algebre de Banach. Soit (dp)p une autre (G, M )-famille & valeurs
dans E. Posons (cd)p(\) := cp(N)dp(N), alors (ed)p est encore une (G, M)-famille.

2 Fixons L € L(M). En rappelant que aj < a}, canoniquement, posons
cq(N) =cp(N), Qe P(L),\ecia]

ou P € P(M) est tel que P C @ ; on vérifie que cg(A) ne dépend pas du choix de P. Alors
(cQ)q est une (G, L)-famille.

3 Fixons L € L(M) et Q € P(L) comme ci-dessus. Si R € P¥(M), notons Q(R) I'unique
élément de P(M) tel que Q(R) C Q et Q(R) N L = R. Posons

L) = comy(N),  RePEM) N € idl,.

Alors (Cg) R est une (L, M)-famille. Lorsque les fonctions cg ne dépendent pas de @), on

les note aussi cﬁ.
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4 Soient Fj une extension de F' et M7 un sous-groupe de Lévi de G := G x g F}. Supposons
que M D M sur Fy, d’ott une inclusion canonique a}; < aj, . Soit (cp,)p, une (G1, M1)-
famille, posons

cp(\) == cp (N), P eP(M)Aeidy
ou P € P(M) est tel que P, C P sur Fj; on vérifie que c¢p(A) ne dépend pas du choix
de P;. Alors (¢p(M))p est une (G, M)-famille.

Dorénavant, les (G, M )-familles sont supposées a valeurs dans une algebre de Banach fixée.

Lemme 4.2.4 ([7, 6.3]). On a

(V) = D cF(ADdp(Ag)-
QeF (M)

En particulier,
(cd)pr = Z C%d/Q.
QEF(M)
Corollaire 4.2.5 ([7, 6.4 et 6.5]). Soient (cp), (dp) des (G, M)-familles.
— Supposons que L € L(M) et Q € P(L). Si la famille (cg) ne dépend pas du choixz de Q,
alors

(cd)uN) = > ci(A)dr(Ar).
LeL(M)

Plagons-nous dans la situation 4l Soit L € £(Mjy). Si 'homomorphisme canonique

L
Sahy, @ajyl — afy,

est un isomorphisme, posons

G
la mesure sur a iR

(I11.10) Sy, (M, Ly) :=
L
N (la mesure sur a%l Da Mll>

en rappelant que 'on a fixé des mesures de Haar sur les espaces en question; sinon, posons
G —
dyy, (M, Ly) := 0.
Prenons

(I11.11) S a%l en position générale.

Pour Ly € L(M) tel que dJ\G41 (M, Ly) # 0, on voit que (£ + a§;) N afl consiste en un seul point
non singulier; ce point appartient donc a aal pour un unique @1 € P(L1). Cela définit une
application L — @ pour de tels L.

Lemme 4.2.6 ([10, 7.4]). Avec le choizx précédent de £ € a%l, on a
N = > dS (M, L)cF (A%, X € iy
L1€E(M1)

En particulier,
=Y d§ (M, Ly)cF}.
L1€£(M1)
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Considérons maintenant une variante. Soient L1, Lo € L(M), on dispose toujours d’une

application canonique

. qla Ly G
Yoiay Day; — ay;.

Cela permet de définir le coefficient d%(Ll, Ls) comme en (III.10). De méme, prenons
(I11.12) ¢cal:={(H,~H): Hcay}

en position générale; ce choix fournit une application (L1, Lo) — (Q1,Q2) pour les Ly, Ly avec
d§;(L1,Ly) #0, et on a Q; € P(L;), i =1,2.

Lemme 4.2.7 ([10, 7.4]). Avec les notations précédentes, on a

(ed)r(N) = D dfi(Ly, La)c (A9)cf? (A9).
L1,L2€£(M)
En particulier,
(edpr= > d§i(Ly, La)cHc5E.
Lq,LoeL(M)

5 La formule des traces avec caractere : la partie unipotente

Dans cette section, nous fixons les objets suivants
— F : un corps de nombres,
A : I'anneau d’adeles de F,

— G :un F-groupe réductif connexe,

— M)y : un sous-groupe de Lévi minimal de G,

- FBe P(Mo),

- K =1]], K, : un sous-groupe compact maximal de G(A) en bonne position relativement

a Mo,

— w: G(A) — C* un caractere unitaire continu tel que w|gp) = 1.

On appelle un caractere w vérifiant la condition ci-dessus un caractere automorphe de G.

De tels objets passent de fagon évidente aux sous-groupes de Lévi standards, voire semi-
standards si ’on ote la donnée F,. Fixons aussi des mesures de Haar selon les conventions de
92.9)

Soit T € ap. Etant donné P € F (M), par abus de notation, nous écrirons 7" au lieu de Tp
pour désigner sa projection dans ap.

5.1 Le o-développement
Notons R la représentation réguliere de G(A) sur L?(G(F)\G(A)!) = L?(G(F)Ag.o\G(A)),
c’est-a-dire
(R(y)9) sz = ¢xy), y e GA), ¢ € LX(GF)N\G(A)).
Notons A, : L}(G(F)\G(A)Y) — L?(G(F)\G(A)!) I'application ¢ — ¢w. La formule des
traces pour (G,w) concerne les opérateurs

R(f) o Aw: LA(G(F)\G(A)') » LHGFN\G(A)Y), | e CZ(GA).

Fixons f, alors R(f) o A, admet le noyau

K¢z,y) = > w@)f@ '),

YEG(F)
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cela signifie que R(f) o A,, est donné par ¢ — fG(F)\G(A)l K“(-,y)o(y) dy.
Rappelons la procédure de troncature d’Arthur. Soient T € aar et P = MpUp D Fy un
sous-groupe parabolique standard. Définissons

Ky (z,y) == w(y) Z f(z7 Y yuy) du,
Up(a) 7€MP(F)

BT (a) = ) (-1)imAride N" KE(6x,0)tp(Hp(dx) — T).
PDOPy SeP(F)\G(F)

Lorsque w = 1, on revient aux objets construits par Arthur [5] et on supprime I'exposant w.

Remarquons que K% (z,y) = w(y)Kp(z,y) et kT () = w(x)kT (z). Donc la somme définissant
ET“ est finie pour z dans un sous-ensemble compact.

On dit que 71,72 € G(F) sont O-équivalents si leurs parties semi-simples sont conjuguées.
Notons O I'ensemble de classes de O-équivalences dans G(F). Il est en bijection naturelle avec
Pensemble de classes de conjugaison semi-simples dans G(F'). Comme d’habitude, lorsqu’une
ambiguité sera & craindre sur G, on les notera O%-équivalence et OF.

Soit M un sous-groupe de Lévi de G, l'inclusion M (F') — G(F) induit une application
OM — OF 3 fibres finies.

Soit 0 € O, définissons

Ko (z,y) = w(y) > fla yuy) du,
Up(A) YEMp(F)No

k(@)= Y (=)tmArMe N K (6w, 62)7p (Hp (1) — T).
PDP, seP(F)\G(F)

Alors ), Kg, = Kp et Do kI = kTw. Comme remarqué plus haut, on a Kﬁo(:v,y) =

w(y)Kpo(z,y) et kS (2) = w(z)kT (). Puisque w est unitaire, le résultat suivant découle
immédiatement du cas usuel w = 1.

Théoréme 5.1.1 (cf. [5, 7.1]). Soit T € af suffisamment régulier, alors
Z / kD () da
*COG(P\G(A)!

converge absolument.

Soit f € CX(G') quelconque et notons k7 (z, f) la fonction ainsi associée. Il est donc
loisible de définir la distribution

f s JT(f) = / KT (2, f) da.

G(FN\G(A)*!

On indiquera le groupe en question en exposant les notations, eg. JOG T 6o 51 (on
lappelle la classe unipotente dans @), nous notons les objets associés par KE inip» kfr’s‘r’) et
JT,w

unip”

Si M € L(Myp), 0 € O% et f € C(M(A)'), posons

JETC(f) = D0 Ty )

O/6(91\1
o'—o0
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5.2 Comportement des distributions

Modification de troncature Le fait suivant sera utilisé a plusieurs reprises.
Proposition 5.2.1. Si G est simplement connexe, alors w = 1.

Démonstration. Cela résulte immédiatement de la paramétrisation de tels caracteres par Lan-
glands, cf. [51, pp.122-123]. O

Corollaire 5.2.2. Le caractére w est trivial sur Gunip(A).

Démonstration. Notons 7 : Ggc — G le revétement simplement connexe de Gyer, alors 7w induit
un isomorphisme (G'sc¢)unip 5 Gunip de F-schémas, d’olt un homéomorphisme pour leurs points
adéliques. ]

Lemme 5.2.3. Soit M un sous-groupe de Lévi de G. Alors w est trivial sur Apr o N G(A)L.

Démonstration. L’application de Harish-Chandra adélique fournit un isomorphisme de groupes
topologiques

(IT1.13) Hyr: Aproo NGA) 5 af).

Notons toujours 7 : Gsg — G le revétement simplement connexe de Gyer €t Mg, — M sa fibre
au-dessus de M. On obtient I'analogue de ([11.13)) pour Gsc et Mg.. Vu la description de a% en
termes de coracines, on voit que 7 induit aAGjSS ~ a%; I'identification est compatible avec H s
et Hy.. Ainsi, on se ramene a prouver la méme assertion pour Gsc, My et wgc := w o m. Or
wgc est encore un caractere automorphe, on conclut a ’aide de ]

La notion suivante facilitera I’étude du comportement des distributions .J,’ Tw

Définition 5.2.4. Pour P, fixé, une modification de troncature est une famille des fonctions
continues

YV ={Yp: QLA NK\K —ag, Q¢cF(My),QD>D P}

telle que le diagramme suivant commute pour tout @ D P D Py :

P(A) N K\K ap
Q(A) N K\K a0

A une telle famille sont associées des fonctions
ug(A\, k) = e YQ(k)> = ma

lisses en A, dont ug (k; V) := ug(0, k; ) est la fonction associée via (IILY).
Soient ) une modification de troncature, f € C2°(G(A)!) et Q D Py, définissons une variante
pondérée de la descente parabolique comme suit

f&y(m) :=dq(m 5/ / fT muk)ug (k; V) dudk,  m € Mg(A)'.
K Ug(A)

On vérifie que ceci définit une application continue C°(G(A)) — C°(Mg(A)b).
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Théoréme 5.2.5 (cf. [7, (2.4)]). Soit 0 € O. Soit Y une modification de troncature. Posons

EO9 () = Y (—1)imArfde NT K (0x,67)7p(Hp(6x) — T — Yp(kp(62))).

PoPy SeP(F)\G(F)
alors
ey = [ ey
G(E)O\G(A)!
est convergent pour T' € ag suffisamment régulier. De plus, on a
TP = 3 T ().
QDF
On se débarrassera de la condition sur 7" dans

Démonstration. Pour tout sous-groupe parabolique P, on a
7p(Hp(6x) =T — Yp(kp(dx))) =

Y (—ntmAe/tar R (Hp(5z) — T)TG(Ho(dx) — T, Yo(ko(dz))).
QDOP

Via le changement de variables

(GIENG(A)Y) x (P(F\G(F)) = (QIFN\G(A)') x (P(F)\Q(F))

la formule définissant Jo (f; V) s'écrit

ey = Y [ Y (aytmarie 3

QP o(pyiaan PQOPOR SEP(F)\Q(F)
K%, (62, 0x) 73 (Hp(6z) — T)LG(Ho(5z) — T, Yo (kq(dz))) dz.
Ecrivons
QIFN\G(A)' = (Ug(F)\Uqg(A)) x (Arg,00 N G(A)!) x (Mg(F)\Mg(A)') x K,
r = uamk,
dz = dg(a)~ !t dudadm dk,
Kp,(0z,07) = w(m)w(k)Kpo(duamk, juamk),
ou on a utilisé qui assure w(a) = 1. On vérifie de plus
Yo lko(Suamk)) = Yo(k),
Kpo(duamk, Suamk) = dg(a)Kpo(dmk, omk),
Hg(0uamk) = Hg(a),
Hp(duamk) € Hp(om) + ag.

Rappelons que A Mg,00 G(A)1 s’identifie & ag via H Me- Les équations ci-dessus entralnent que

T = Y / wtm > pimaria [

QDPy Mo (F)\Mq (A P:QDPDPFPy K

> TS(H,Yp(k)) dH | Kpo(dmk, omk)7S (Hp(m) — T) dk dm.

Se(PNMQ)(F)\Mq(F) 0g
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Grace é l’intégrale sur aQ vaut u’Q(k Y). L’application P +— P N Mg induit une bijection

entre {P : D P D Py} et 'ensemble de sous-groupes paraboliques standards de Mg. On
vérifie que, pour tous my,ms € Mg(A)! on a

/(.‘.:(k)KR0 (m1k, mak)ug (k; V) dk = Z / fg;y(ml_l'yumg) du,

K ’YEMP(F)QO (UPHMQ)(A)
cf. [7, p.17]. En appliquant & m; = mg = dm, on en déduit 'assertion. O

Dépendance de 7' Pour tout Q € F (M), posons

(II1.14) F8(m) := 5g(m)? / / F muk) dudk, m e Mg(A)Y;
K Uq(a)
ceci fournit une application continue C°(G(A)!) — C°(Mg(A)h).

Corollaire 5.2.6 (cf. [T, (2.4)]). Soiento € O, f € C(G(A)). Soient T, Ty € ag suffisamment
réguliers, alors

gy = 3" et /Fg(H,T1 — T)dH.

QDPy Wel
Q

Démonstration. Prenons Yp(k) := Ty — T € ap pour tout P D Py et tout k € K, cela définit
une modification de troncature. D’apres on a

8y =18 / rg(H, T, —T)dH.

%
o Tl, 9 . , . PR
On a aussi Jg “(f;)) = “(f). L’assertion résulte immédiatement de O

Corollaire 5.2.7. La distribution f — J,;r’w(f), définie au début pour T € ag suffisamment
régulier, est polynomiale enT' de degré < dim aOG, Par conséquent, la distribution est bien définie
comme un polynome en T € ay.

La formule dans reste valable pour tout T € ag.

Démonstration. La premiere assertion découle de La deuxiéme en résulte en notant que
les deux cotés de sont tous polynomiaux en 7. ]

Non-invariance Fixons o € O%. Soient f € C*(G(A)), y € G(A), définissons

)= flyzy™), z€GA)"

Définissons une modification de troncature ), en posant Yp(k) = —Hp(ky). Posons
(IT1.15) u/Q(k,y) = u’Q(k:, Yy),
(IIL.16) [y =18y,

Théoréme 5.2.8. Avec les notations précédentes, on a

Mg,T,
T = wly) Yo Jo (S8
Q1P
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Démonstration. Pour tout sous-groupe parabolique standard P, notons K;",’U, fu le noyau associé
a f¥ au lieu de f. Pour tout § € G(F'), on vérifie que

K, 1002, 62) = w(y) K26y by ™).

D’ou
JI@ (1Y) = w(y) > (—pdimAe/Ae) N K (Say ! day ) Fp(Hp(6x) — T) dar
GF)\G(A)r 2T SEP(F)\G(F)
= w(y) > (—ndmArfAe) N K (0, 62)7p(Hp(Sxy) — T) da.
G(F)\G(A)r 2P SEP(F)\G(F)

Comme Hp(dxy) = Hp(6z) + Hp(kp(dz)y), on voit que Jo“(f¥) = w(y)J&(f; Yy). Cela
permet de conclure d’apres [5.2.9 O

Définition 5.2.9. Soit w € W, prenons des représentants @ € G(F) et w € K, alors Hp, () =
Hyy, (0w~1) ; comme Hyy, est trivial sur My(F), cela ne dépend que de w, My et K. Notons-le
Hp,(w) bien qu’il ne dépend pas de P,.

Dans [7], Arthur définit un unique point Tp € a§’ tel que
(I11.17) Hp,(w™) =Ty —w Ty, weWf.
On l'appelle le parametre de troncature canonique pour (G, My, K). Définissons J¢ := OTO"".
Nous allons démontrer que J¢ ne dépend pas du choix de Fp.

Notons Ky I'image réciproque de K par 7 : Gsc(A) — G(A).

Proposition 5.2.10. Soient L, L' € L(My) et w € W§ avec un représentant 1 € G(F) tel que
L' = wLw. Soitw € n(Ky.) un autre représentant, i.e. it € Mo(A). Pour f € C°(L(A)Y),
posons

(@) = flox'w™h), 2/ e L'(A)
Alors

Jo O (f) = I3 (f)
ot JE (resp. J‘,L/’w) est défini par rapport a Kr, :== K N L(A) (resp. Kp, := KN L'(A)) et
Ro:=PyNL (resp. R :=w (PyN L)w).
Démonstration. Le parametre de troncature canonique pour L (resp. L') s’obtient en projetant
To via a5 — af (vesp. a§ — ak'). Posons
fo(x) == f(ww tzww™), e L(A)Y,
K®:=wKpw™' C L(A).

’ , . A A
Prenons T' € (aé, )t suffisamment régulier. Par le transport de structure x ~ Wz ™!, on a
0

JUL,’T7w(f,;KL’) _ JOL’wT’w(fo;KO).

Soit R O Ry, notons K , le noyau associé a f et K. En utilisant le fait que w(w) = w(w) = 1,
dont la derniere égalité résulte de l’argument pour montre que

JOL,wT,w(fo; Ko) _ / Z (_1)dim(AR/AL) Z

L(F)\L(A)! RDRo 0ER(F)\L(F)

K$ (02, 62)7p(Hp(Szdd™"; K°) — wT) dx,
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ou Hp(+; K°) désigne I'application de Harish-Chandra définie par rapport a K°.
D’autre part, considérons J&*T 0+ T0w ¢ k¢ )+ il s'exprime de la méme maniére sauf que
le terme 7g(---) est remplacé par

Tr(Hg(0x; K) + wTy — Ty — wT).

Soit 0z = umk une décomposition d’Iwasawa ou u € Ur(A), m € Mgr(A), k € KN L(A),
alors Hr(0x; K) = Hyr(m). On a

Sz~ ! = um v - wo tkow
N N ——
EMo(A) eK®°

donc Hp(dzww™1; K°) = Hyp,(m) + Hap, (0~ 1). Montrons que Hyy, (0w™1) = wTy — Tp. 11
suffit de considérer le cas Mpr = My. Posons mg := = € My(A), i.e. = mow, alors

Hp,(0) = Hagy(mo) = —Hagy (Wi~ 1);

or Hp,(w) = Ty — wTp d’apres la définition de Tjp.
On en déduit que
JUL/’T,w(f/; KL/) — JOL7wT_wTO+T0’w(f; KL)-

Les deux co6tés sont polynomiaux en 7. On conclut en prenant 7' = Tj. 0
Corollaire 5.2.11 (cf. [7, §2]). Les distributions J& ne dépendent pas du choiz de Py € P(My).

Démonstration. Soit P} € P(My). Prenons w € WOG tel que Pj = w™ ' Pyw et un représentant
W € 7(Kge). Vul5.2.10} il suffit de montrer que

=—1

S = I (7 ),

Soit Q D Py. Puisque o~ ! € K, on a

1, siQ=0G
ub (-, w7t :/FG H,0)dH =<’ .
Q( ) Q( ) 0, sinon.
CIG
Q
En rappelant que w(w) = 1, on conclut par O

Corollaire 5.2.12. Soit y € G(A)}, on a

w M - Ma w
T =wly) D W CIWE V(18-
QEF(Mo)

Démonstration. Nous allons le déduire de |5.2.8] Supposons que Q' € F(My), alors il existe un
unique Q D Py et un w € W tel que Q' = w~'Qu. De plus, I'application Q" +— @ est & fibres

de |V[/éw"2 |~HW§| éléments. Prenons un représentant @ € 7(Ky.) de w. On vérifie que

Vk € K, u’Q,(zbflk:,y) = ug(k,y)

(cf. [T, p.21]), donc f3, U(ﬁflxﬁ;) = fg ,(z) pour tout x € Mg(A)L. D apres5.2.10 J;‘/IQ"w(fé‘?’,’y) =
j‘”Q"”(fgﬁy). Alors |5.2.8| permet de conclure. O
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Dépendance de K Conservons les conventions du paragraphe précédent. Fixons un autre
sous-groupe compact maximal K; de G(A) en bonne position relativement de M et notons Ty
(resp. T1) le parametre de troncature canonique pour K (resp. Kj).

Fixons Py € P(My). Considérons la famille des fonctions continues K — ap indexée par
Q € F(Mo)

YQ(k) = —HQ(k';Kl) +T7 — Tp.
On vérifie que Y := (Yg)g-p, est une modification de troncature. On définit ainsi
(I11.18) ug (k; K1|1K) := ug(k; V),
(I11.19) fSk Kk = T6.y-

Lemme 5.2.13. Avec les notations précédentes, on a

w M w
Jo(f Ky = Z < fQ;KﬂK)'
QDR

Démonstration. Supposons 1T € aar suffisamment régulier, on a

Jr+T (f;Kl) — / Z (_l)dim(Ap/AG) Z

GF)\G(A)r 21 SEP(F)\G(F)
K}‘;’((Sm, (5m)?p(Hp((5ac; Kl) T - Tl) dx,

tandis que J7H70(f) est défini de la méme facon sauf que le terme 7p(---) est remplacé par
7p(Hp(0x) — T — Tp). Pour conclure, il suffit de noter

Hp((sl‘; Kl) -T-T) = Hp(6$) —T—Ty+ Hp(kfp(5$), Kl) + Ty — T
puis appliquer [5.2.5| et évaluer des polynoémes en T' = 0. O

Lemme 5.2.14. Soit w € W§. Si 1 (resp. 1) est un représentant de w dans K (resp. K1),
alors Hyp, (0 1wy) = (w™t — 1)(Ty — T1).

Démonstration. Prenons un représentant rationnel w € G(F') de w. La définition des parametres
Ty, T1 affirme que

(1 —w)Ty = Hp, () = Hyg, (™),
(1 —w)Ty = Hp,(w; K1) = Hagy (0] !).

En prenant la différence, on obtient (1 — w)(To — T1) = Hp, (01w 1), ce qui est égal a
’U)HMO(QIJflwl). O

Théoréme 5.2.15. On a

M, Mo,
Jg)(ﬁKl): Z |Wo QHW | 1J o (fS;KﬂK)'
QEF(Mp)

Démonstration. D’abord, supposons que w € Wg, Q' € F(My) sont tels que Q' = w™'Qu avec
@ D Py. Prenons un représentant w € m(Ky). D’apres [5.2.10} on a

(II1.20) T @ (18 e i0) = T ()™ )
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Pour tout m € Mg(A)!, on a

(I11.21)
8.5 i (@~ mad) :(sQ,(ﬁ;—lmw)é/ / w(k) f(k 0™ mau'k)ugy (k; K1 | K) du’ dk
K Ugi(A)
(I11.22) = do(m)2 / / w(k) f(k™ muk)ugy (0" k; K1|K).
K Uq(d)

Ecrivons k = gk; avec ¢ € Q(A) et ky € K1, alors Hg(k; K1) = Hg(g). D’autre part,
o k=0 M- o g - Wy Uy
S~ ——
EQ'(A) eMo(h) ek,
entraine que
—wHeg (0™ k; K1) = —w(w ' Hg(k; K1) + Hyyy, ()
= —HQ(]-’J;K1> — (1 — w)(TO — Tl),
( HQ/( lk' K1)+T1 To) :—HQ(k;K1)+T1—T0.
d’apres le lemme précédent. D’ou uQ,(QZFIk; Ki|K) = ug(k; K1|K), donc

=—1
(IIL.23) (fS’;KﬂK)w = fs;KﬂK'
Maintenant on fait varier ) et w. Les équations (II11.21))-([11.23]) entrainent que
M / G M, 1,0 M ,W
Z W ¢ IWo' I~ 1J . <f5’§K1|K) - Z T ® (f53K1|K)'
Q'E]'—(Mo) QDPO
Vu [5.2.13] cela acheve la démonstration. O

5.3 Intégrales orbitales pondérées avec caractere

Fixons un ensemble fini S de places de F'. Décomposons les objets en question comme
K = Kg x K°, G(A) = G(Fs) x G(F®), M(A) = M(Fs) x M(F¥), etc. Notons la restriction
de w sur M (Fg), ou M est un sous-groupe de Lévi quelconque de G, par le méme symbole w.
Fixons des mesures sur G(Fys) et sur les M (Fs) selon

Remarque 5.3.1. Bien que ces objets-la sont supposés d’origine globale, ici il ne s’agit que
d’une étude locale. Par exemple, la seule propriété de w qui interviendra est qu’il est un caractere
unitaire de G(Fy); il existe aussi des versions locales de [5.2.1] m et [5.2.2) -

Intégrales orbitales avec caractere Soient M un sous-groupe de Lévide G, f € C°(M(Fs))
et y € M(Fg). Posons toujours

fU(a) = flyzy™), =€ M(Fs).
Soit D une distribution sur M (Fy), posons
yD:f'_><D7fy>7 fngO(M<FS))
Cela définit une action & gauche (resp. a droite) de M (Fs) sur I'espace des distributions (resp.
des fonctions) sur M (Fs).

Définition 5.3.2. Une fonction f (resp. distribution D) est dite w-équivariante si f¥ = w(y)f
(resp. YD = w(y)D) pour tout y.

Par exemple, une fonction f localement intégrable est w-équivariante si et seulement la dis-
tribution ¢ — | Mrs) S (x)¢(x) dz Pest. Nous nous intéressons aux distributions w-équivariantes.
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Conventions sur la mesure On considere les paires (O, u), ou
— O est une classe de conjugaison dans M (Fy),
— p est une mesure de Radon complexe non triviale sur O qui est w-équivariante ; autrement
dit u(y~'zy) = w(y)u(z) pour tout z € O et tout y € M(Fs).
Le groupe M (Fg) opere sur ces paires par conjugaison ; la conjugaison ne change pas O mais
elle transporte p. On écrit (O1, u1) ~ (O2, u2) si O1 = Os. Notons

)< ={(0,m},
)< =0, )}/ ~.

Alors I'(M(Fs))® — T'(M(Fs))* est un C*-torseur, ce qui permet de définir 4/7 € C* si 4 et
1 ont la méme classe de conjugaison sous-jacente.

Fg
Fs

Définition 5.3.3. Une classe de conjugaison O dans M (Fs) est dite w-bonne si elle admet une
mesure de Radon w-équivariante comme ci-dessus. Autrement dit, O est bonne si pour tout
v € O, on a w|p(rg) = 1. On dit que v € M(Fs) est w-bon si sa classe de conjugaison 'est.

Nous utilisons les symboles pointés pour désigner un élément dans I'(M(Fs))®, eg. 4 ; la
classe de conjugaison sous-jacente est notée Supp(7).
Une paire 4 = (O, 1) donne naissance a 'intégrale orbitale

(I11.24) (3, f) o= | DM (y)]} / fdp  f e CR(M(Fs))
(@)

avec v € O quelconque, o DM est le discriminant de Weyl (voir [5.6.1)). Pour montrer qu’elle
converge, il suffit de remplacer p par |p|. On obtient ainsi une mesure de Radon invariante sur
O, ce qui permet d’appliquer le résultat de Rao [69]. On vérifie que, pour tout y € M (Fs)

(111.25) Ty~ ) = J5i (v, 1Y) = w(y) T3 (3. )

Cela permet d’immerger I'(M(Fs))* dans Pespace de distributions w-équivariantes.

Donnons-en une construction directe. Soit v € M (Fs) bon et notons O sa classe de conju-
gaison. Fixons une mesure invariante sur M, (Fs)\M (Fs). Alors on peut choisir une unique
mesure complexe p[y] sur O de sorte que

(I11.26) (0. ). f) = / w(z) f(z~ ) da.
My (Fs)\M(Fs)

Il serait tentant de I'écrire comme J§)(7, f); cependant il faut prendre garde qu’il dépend du
choix de v dans sa classe de conjugaison.

Induction de classes unipotentes Supposons que v € M(Fs) est w-bon ; soit 4 € I'(M(Fg))*

tel que v € Supp(5).
Supposons pour I'instant que M, = G,.. On peut regarder i comme un élément de I'(G(Fs) )L
{0} (comme distributions sur G(Fs)) en choisissant I'unique mesure telle que

(111.27) JEGL ) = / w(@)JG (5, f7 ) e, f € C2(G(Fs)):
M(Fs)\G(Fs)
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Si ’on fixe des choix comme dans ([11.26]), c’est tout simplement

1 _
DM (7)) / w(@)f (") da
M, (Fs)\G(Fs)

et on a 4 = 0 dans G si et seulement si v n’est pas w-bon dans G(Fg).
En général, notons Apsreg I'ouvert dense de Ajps des éléments a tels que

H (B(a) — 5(61)_1) soit inversible , P € P(M);

Bextsd

alors pour a € Ay reg(Fs) en position générale, on a M, = My, = G- Notons ay € I'(M (Fs))*
I’élément obtenu via le transport de structure. D’apres , on regarde ay comme un élément
de T'(G(Fs))¥.

Soit maintenant vy € M (Fs) unipotent. Lusztig et Spaltenstein [58] ont défini une classe
de conjugaison géométrique unipotente v& dans G(Fg). C’est une réunion finie de classes de
conjugaison dans G(Fg), disons ¢ = L m/iG . Notons Iy I’ensemble des i € I tels que ’yl-G est
w-bon.

Lemme 5.3.4 (cf. [12, (6.6)]). Il existe des uniques mesures de Radon w-équivariantes non
triviales sur {v%}ier, telles que si l'on note
ye ye
i€lp
alors

a—1
G,EAM’TCQ(FS)

ou les a dans la limite sont supposés en position générale de sorte que My, = Gy .

Démonstration. Le cas w = 1 est démontré dans [12]. La méme démonstration marche si 'on
utilise les mesures w-équivariantes sur les classes de conjugaison. O

Cela étant, on peut définir ¥ comme une combinaison linéaire des éléments dans I'(G(Fg))¥.
Intégrales orbitales pondérées Soit M un sous-groupe de Lévi de G. Soient v € M (Fs)
bon et O sa classe de conjugaison, prenons une paire ¥ = (O, u) € I'(M (Fs))“.

Définition 5.3.5. Supposons que M, = G.,. Si 7y n’est pas w-bon dans G(Fs), posons
(1) = 0;
sinon, 4 induit une paire (O’ i/') € I'(G(Fs))* via (I1.27). Arthur a défini une (G, M)-famille
vp(\, ) = e~ MHP@) P e P(M), N € idly;

associée a l'ensemble (G, M)-orthogonal positif Yp(x) = —Hp(z). Notons vys(z) la fonction
associée ; elle est une fonction sur M (Fs)\G(Fs)/Ks. Pour tout t € O', écrivons t = x~1yx et
définissons une nouvelle mesure en posant )y, (t) = var(z)/(t) (avec abus de notations) ; cela
ne dépend pas du choix de z.

Pour f € C°(G(Fs)), posons

93, f) o= DS ()|} / fdithy.
J



170 CHAPITRE III

La convergence découle en remplagant py, par |i|, ce qui nous ramene au cas usuel w = 1.
Si 'on fixe des choix comme dans ([[11.26]), c’est tout simplement

D9 ()|} / w(@) f~ o () da.

G (Fs)\G(Fs)

Revenons au cas général. Soit L € £(M), Arthur définit un facteur r%,(v, a) pour tous v €
M(Fs), a € Aprreg(Fs) ([12, §5]), par lequel est définie 'intégrale orbitale pondérée générale.
Ce facteur ne dépend que de L, M, a et la classe de conjugaison de v dans M. Dans le cas
M, =Gy, ona
1, siL=M,

0, sinon.

ri(v,a) = {

Siace Anrreg(Fs) est en position générale, alors M, = M,y = Ggy et on sait définir ay €

I'(G(Fs))® a laide de (TIL.27).
Théoréme 5.3.6 (cf. [12, 5.2]). Pour tout f € C°(G(Fs)), la limite

TG )= limo Y r(y.a)Jf (ad, f)
aEAM,mg(Fs) LGE(M)

existe, ot les a dans la limite sont supposés en position générale de sorte que Myy = Ggy. Si
M, = G, elle coincide avec la définition [6.3.1. On a

Yy e M(Fs), Jyyiy™' ) =w(y)Ji, ).

Démonstration. Les termes a droite sont bien définis. La démonstration de l'existence de la
limite est pareille que celle dans [12] : il suffit de tordre les mesures invariantes sur G(Fys), Kg
ou sur les orbites par w, et on vérifie que cela n’affecte pas les démonstrations car w est unitaire.
L’assertion sur I’équivariance est claire si M, = G ; le cas général s’en suit par définition. [J

Lorsqu’une ambiguité sur G sera a craindre, nous noterons les objets par J]\GZ[’“’W, f), ete.

Proposition 5.3.7 (cf. [12, 6.2]). Soit o € T'(M(Fs))* supporté sur une classe de conjugaison
unipotente. Alors f +— Jij(u, f) définie une mesure complexe w-équivariante sur linduite u®
qui est absolument continue par rapport a la mesure définie dans[5.3.4)

Le cas non ramifié Fixons G et M comme précédemment. Supposons que S consiste en
places non archimédiennes et fixons Kg := [[, g Ky tel que K, est un sous-groupe hyperspécial
de G(F,) en bonne position relativement & M pour chaque v € S. Notons lg, la fonction
caractéristique de Kg.

Définition 5.3.8. Les intégrales orbitales pondérées non ramifiées sont définies par

ks () = 15 () = T8 (3, k), 4 € D(G(Fs))“.

Lorsque 7 est fortement régulier dans G, notre définition est celle dans [85].

5.4 Comportement des intégrales orbitales pondérées avec un caractere

Soient ¥ € M(Fs) w-bon et prenons 4 € I'(M(Fs))* (i.e. on fixe la mesure) comme
précédemment.
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(M, 0)“-équivalence Soient o € M(Fg)ss et ¥ C 0 My(Fs) un ouvert invariant par M, (Fy).
Notons ‘ ‘
I(X)*:={y € I(M(Fs))* : Supp(}) C E}.

Supposons désormais que I'adhérence de X dans o M, (Fg) contient un voisinage invariant de o.
Suivant [12], p.235], on dit que deux fonctions ¢1, ¢ sur I'(X)* sont (M, o)¥-équivalentes s'il
existe f € C°(M(Fs)) et un voisinage U de o dans M (Fs) tels que

(61— 62)(%) = Jar (4, /)
pour tout 4 € I'(X)* tel que Supp(¥) C U. Si cette condition est vérifiée, on écrit

(M,0)*

o1~ Po.
Proposition 5.4.1 (cf. [12, 2.2]). Si M, = G, alors pour tout f € C°(M(Fs)) on a

. (M,o)*
Jar(v, f)~ 0

pour tout 4 € D(M(Fg))* assez proche de o modulo conjugaison.

Démonstration. La démonstration est identique a celle du cas w = 1. ]

Formules de descente

Proposition 5.4.2 (cf. [12 6.2]). Supposons v unipotent. Soit L1 € L(M), alors pour tout
f€CX(G(Fs)), on a

JE (M f) = lim S vk (va)Jf (e, f).

a—1
aeAM,'reg(FS) Leﬁ(Ll)

Soit Q = LUg € F(M). Définissons la version locale de (L1I.14)) :

[\)\»—A

f&(m) = dg(m / / f(k~Ymuk)dudk, m € L(Fs).

Kg Uqg (Fs)

Corollaire 5.4.3 (cf. [10, §8]). Conservons les notations précédentes et fixzons £ € aJLV} en

position générale comme dans (IIL.11)), ce qui permet d’associer a chaque L € L(M) tel que
d§;(L1,L) # 0 un Qr € P(L). Alors

L
A Z dSi (L1, D)3 (4, 8,)-
Lec(M

Démonstration. L’énoncé dans [10] est pour les distributions invariantes; or le cas w = 1 du

résultat voulu y est implicite. Les arguments d’ Arthur s’adaptent de fagon usuelle au cas général.
O

De méme, on a la formule de déploiement pour intégrales orbitales pondérées. Prenons
£ € a%t en position générale comme dans ([I1.12), ce qui permet de définir une application

(L1, L2) — (Q1,Q2) avec Q; € P(L;) (i = 1,2) pourvu que d]\G4(L1,L2) # 0.
Proposition 5.4.4 (cf. [IT} 9.1]). Supposons S = S1 U Sy. Soit ¥ = 159, ot % € T'(M(Fs,))*
pour i =1,2. Soit f = fi1fa € C°(G(Fs)) ou fi € C(G(Fs;)) pour i =1,2. Alors

Jar(3, f) = Z S (L1, Lo) Ty} (3, 18,57 (e, £8,)-

Ll,Lgeﬁ(M)
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Non-invariance Conservons les mémes notations. Soit QQ € F(Mp). On a la (G, Mg)-famille
up(\, ,y) = e MHPER@W) gy € G(Fy).
On définit la version locale de (II1.16))

féiy( - 5@

m\»—‘

// f(E™ 1muk)ub(k,y) dudk, m e Mg(Fs).
KsXUQ FS

Proposition 5.4.5 (cf. [7, (8.2)]). Pour tout y € G(Fs), on a
M, w
T ) =wl) D, TG 58,).
QEJ: M)

Démonstration. Prenons v € Supp(¥). Traitons d’abord le cas M, = G,. Fixons des mesures

comme dans ([11.26]), alors

TG =DM [ wle) e ey o) ds
M, (Fs)\G(Fs)
—pMa)e) [ w@f o) de
My (Fs)\G(Fs)
On a vp(\ zy) = vp(Nup(\, z,y), donc entraine que
ou(ey) = D v @)ugy).
QEF (M)

Pour u fixé, on a

[ st e @) do -

My (Fs)\G(Fs)

/// w(k‘)w(m)éQ(m)_1f(k:_1m_1u_1'yumk)v]\Q/[(m)ub(k:, y)dudmdk =

U Fs XMQ(Fs)XKS

/ // m)2 £ (k™ m ™ ymuk)ugy (k, y) du dk dm.

MQ(Fs) KsXUQ Fs

La (Mg, M)-famille UM()\ m) ne dépend que de M et Mg lorsque m € Mq(Fs) (cf. [7, p.41]),
on peut la noter vM ?(X,m) et on vérifie qu’elle donne la fonction de poids pour Mg, M, Ks.
Cela conclut le cas M, = G,

En général, on en déduit

‘]M(’Y7 fy) = lim Z T Z JMQ “ 7f5,y)

a—1
LeL(M) QE]—'G

—w(y) Y lm| Y rﬁ(%a)JfQ’w(a%f&y)

a—1

QEFC (M) LecMa ()
Mg ,w
—w(y) D Ty s,
QEFE (M)
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Proposition 5.4.6. Soit y € G(Fs) tel que yMy~' € L(My) , alors
Tiry-1 Wiy~ f) = w(y) I8 (5, ).

Démonstration. Comme Kg est spécial, on peut écrire y = km ou k € w((Kg)sc) (i-e. k provient
du revétement simplement connexe de Gger) et m € M(Fs). Le probleme se divise ainsi en deux
as 1y € M(Fg) et y € m((Kg)sc)-
Siy € M(Fg), lassertion découle de la proposition précédente. Si y € 7((Kg)sc), un trans-
port de structure donne
‘]';JMy—1 (y;yyilv f) = ']]“\2(77 fy)

Comme w(y) = 1, il suffit de montrer que f6, =051 Q # G. Or cest clair que ug(k,y) =0
si @ # G, ce qui permet de conclure. O

Dépendance de Kg Soit K g un sous-groupe compact maximal de G(Fg) en bonne position
relativement & My. Ajoutons l'affixe K aux objets définis par rapport a Ki g. Soient M €
L(My), T € apr. Définissons les (G, M)-familles

vp(\, 2, T) = eM—Hp(@)+T)
vp(\, 2, T; Ky ) := N @ K1>+T> P e P(M).
La définition originelle des fonctions poids correspond au cas T' = 0, mais T n’affecte pas les
fonctions vy (z; K1) = vy (x, T5 K1) et vy (z) = vpr(z, T).
Définissons la (G, M)-famille
up(\, x; K 1| K, T) := N Hekr@KO+T)  p e p(M).

Posons

[NIES

/ / w(k) f (k™ muk)ug (k; K1|K, T) du dk.

Kg UQ(Fs)

f&j,Kl |K,T(m) 1= dg(m)

Proposition 5.4.7 (cf. [18, 3.4]). Soit T € ap;. On a

M, w
I (v, £ Kq) = Z Jar @ %fQK1|KT)
QeF(M)

Démonstration. 11 suffit de comparer les fonctions de poids : nous avons remarqué que celle
associée a K se déduit de la (G, M)-famille vp(z,T; K7). Or

—Hp(z; K1) +T = —Hp(z) — Hp(kp(z); K1) +T, P € P(M).

D’ou
’UP(Av'IaT; Kl) = Up()\,ﬂ?,O)Up()\,CU;K1|K, T)a P e P(M)

On peut reprendre la preuve de a partir de maintenant. O
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5.5 Développement fin du terme unipotent

Fixons S un sous-ensemble fini de places de F'. Supposons que

— S contient toutes les places archimédiennes ;

— K, est hyperspécial pour tout v ¢ S';

— w est trivial sur K.
Désignons par fgs la fonction caractéristique de K. On définit un homomorphisme continu
injectif

C(G(Fs)) = CZ(G(A))
f= - fis,

par lequel on identifie C2°(G(Fs)) & un sous-espace de C°(G(A)).
Soit M un sous-groupe de Lévi de G, notons
ll\unip(]w(FS))w ={ue F(M(FS))w : Supp(t) C Munip(Fs)},
Lunip(M (F), ) := {it € Cunip(M (F5)) : Supp(a) N M(F) # 0}.

En oubliant les mesures, on définit I'ypip (M (Fs))® et ynip(M (F'), S)“ de la méme maniere.

Théoréme 5.5.1 (cf. [8]). II existe une unique application a™*(S,-) : Dynip(M(F), S))* — C
pour tout M € L(My), satisfaisant a l’équivariance

a (8, yuy™") = wly) e (S, 4),  y e M(Fy),

telle que, pour tout f € C(G(Fs) N G(A)Y), on a

()= > W > ™ (8, a) 5 (4, f)

MEL‘,(M()) ueFunip(M(F)vs)w

ou U € funip(M(F), S) est une image réciproque de u quelconque. De plus, a™* (S, ) ne dépend
pas de Kg.

Les coefficients a* (S, -) dépendent encore de M, My et K 5. La dépendance de My sera en-
levée plus tard par L’équivariance des coefficients affirme que le produit a™ (S, @) J% (i, f)
ne dépend que de wu.

Démonstration. C’est le résultat principal de [§]. Il n’y a rien & prouver si G est anisotrope
modulo son centre. Supposons donc par récurrence que ’assertion est vérifiée pour tout sous-
groupe de Lévi propre. Posons

T(f) == Jap(H) — Y WMIIWg ™! > (S, 0) I3 (i, f).
MEE(MO) uerunip(M(F)vs)w
M2G

Soit y € G(A). La formule de non-invariance entraine que

M _1 Mo,w
Jl(‘;r'lip(fy) - OJ(y) 1(;"11p(f) = w(y) Z ‘WO QHWOG‘ 1Jun% (fg,y)v
QEF(Mo)
Q#AG
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tandis que [5.4.5| entraine que

ST WTIWE T aM e (S, ) (J5r (i, £Y) — w(y) J5 (i, y))
ME[:(M()) u
M#G

=w(y) Y WRWE Y ST aMe(s,a) 0y (a, £8,)

MEE;M()) QeF(M) u
M#£G Q#£G
M, _ Mg, — w N T Mow .
=w(y) Y W CIWET YD WMWY e (s, ) Ty i 18-
QEF(Mo) MeLMa (My) u

QAG

D’apres 'hypothese de récurrence, on en déduit 7% (fY) = w(y)T“(f). Par conséquent T
est w-équivariant. D’autre part, on montre (cf. [8, 4.2]) que si f s’annule sur Gunip(A), alors
wmip(f) = 0. La méme propriété est satisfaite par les distributions J3(4,-) d’apres m
donc par T%(-). Par conséquent, il existe des coefficients a®« (S, ) satisfaisant & la condition
d’équivariance telle que

T(f) = > (S, ) JE (i, f).

uerunip (M(FS))w

pour tout f. Si 'on sélectionne une image réciproque @ pour chaque u, alors la famille de
distributions {J& (%, ) : u € Dunip(M (Fs))*} est libre. L'unicité de a®«(S,-) en découle.

Il reste & montrer que les classes qui contribuent sont celles rencontrant G(F'). C’est I'ingrédient
technique de [8, §2 - §7]. On vérifie que les troncatures et estimations d’Arthur dans [§] de-
meurent valables si 'on utilise la mesure complexe w(z)dz sur G(A) et les autres groupes en
question.

Montrons I'indépendance de Kg. Soit K g un autre sous-groupe compact de G(Fs) en bonne
position relativement & My. Ajoutons l'affixe K; aux objets associés au sous-groupe compact
maximal K; = K g x K de G(A). On reprend les arguments ci-dessus en utilisant et
avec T' =T, — Ty ou Ty (resp. Tp) est le parametre de troncature canonique pour K (resp.
K), pour obtenir

T*(f; K1) = T*(f).
Comme la distribution J& (4, ) ne dépend que de 1, on tire du développement de T que
a® (S, u; K1) = a%« (S, ). Ceci est aussi valable pour tout M € £(Mj) au lieu de G, ce qu’il
fallait démontrer. O

Maintenant, prenons un sous-ensemble fini Sy de places tel que Sy D S. Fixons M €
L(My) et posons K# = K N M(Fkg?:r) Si o € I'(L(F),S.)“, on choisit une décomposition
ts = [[,cqgtw (resp. a§+ = [l,es,\5t); c’est bien déterminé & multiplication pres par
{(Mves € (€)% : TI, Av = 1} (resp. (Av)yes,\s» etc). Soit D = Y., 4, une somme finie

d’éléments dans I'(G(Fs))* ; pour @ € I'(G(Fs))*, écrivons

D 1
i€l
Ui~
Proposition 5.5.2. Soit © € Dynip(M(F), S)*, alors
: - (is)
Mesa = Y WY :

LE,CM(M()) uEFllnip(L(F),S+)“’

M

N Mw -
: aL’w(SJm ) - 7"L7;# (U§+)
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On vérifie sans peine que ’expression dans la somme ne dépend pas du choix de .

Démonstration. Prenons ¢ € a)y := {(H,—H) : H € ay} en position générale comme dans
(III.12) tel que sa projection dans aﬁ’} vérifie aussi les conditions pour (III.11f). On dispose alors
d’une application (Lq, La) — (Q1,Q2) pour df/[(Ll, Ly) #0.

Notons ]1§+ € CP(G(F, i)) la fonction caractéristique de K3 5, - On déduit de5.5.1| (appliqué
a Sy) et de que pour tout f € C°(G(Fg) N G(A)Y),

Jew(H) =D Wgwg ! > al (Sy ) Iy (u, f - 19,)

LEﬁ(Mo) UEFunip(L(F),S+)L"

=> (W lwg'| ! > al(Sy,1)-
L

ue unip(L(F) S+)w

ST dg M M) s, f5) T (@, (18,)8)
M,M'eL(L)

Comme w est supposé trivial sur K, on a

(13,)§(m) = do(m 5/ / 13, (k™ 'muk) dk du

S
K+UQ(

:6Q(m)% / ]l§+(mu)du:]lK#(m), meM(ng).
Ua(FS,)

Donc [5.4.3| entraine que

Taip(F) =Y IWWe | a(S,a) D> rphdead) | D dGM’ M) (s, 15)

Lu MeL(L) M'eL(M
= Z’WOLHW i Ll (S4,0) Z TLK# Z‘LS_~_ JM((U’S) 7f)
MeL(L

On ’écrit comme

> ! > T (0, f)-

MGﬁ(MO) Uerunip(M(F)’S)w
_ (i)™ 1. S Mw -
. wmttt Y Al (S )y, (0,)
LEﬁM (Mo) uerunip(L(F)vS+)w

Vu le développement appliqué a S et I'unicité des coefficients, I'assertion en découle. [

Ci-dessous un interlude élémentaire de la théorie de Bruhat-Tits. Soit £ un corps local non
archimédien.

Lemme 5.5.3. Soient H un E-groupe réductif connexe et L un sous-groupe de Lévi. Soit Ky
un sous-groupe compact mazimal de H(E) en bonne position relativement a L. Si Ky est un
sous-groupe compact mazximal en bonne position relativement a L et conjugué a Ky par H(E),
alors Ky est conjugué par Ky par L(E).
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Démonstration. Supposons d’abord que L est minimal, alors c’est le centralisateur d’un E-tore
déployé maximal Tp. D’apres la définition de I'immeuble de Bruhat-Tits |25, 7.4.1], Ky et K},
sont conjugués par Ny (Tp)(E). Comme K est spécial, il contient des représentants du groupe
de Weyl de Tp. Par conséquent Kg et K, sont conjugués par L(E).

En général, Ky et K, sont associés a des points dans 'immeuble élargi de L, qui se plonge
dans celui de H de fagon équivariante. Quitte a les conjuguer par L(E), on peut supposer qu'ils
appartiennent au méme appartement, ce qui nous ramene au cas précédent. O

Proposition 5.5.4. Soient M|, un autre sous-groupe de Lévi minimal en bonne position relati-
vement & K. Si M D My et M D M, alors les coefficients a**(S,-) associés a M}, coincident
avec ceur associés a My.

Démonstration. Afin de souligner la dépendance en question, notons a™«(S,-; K, M) (resp.
aM (S, K5, M})) les coefficients associés & K et My (resp. M}). Notons 7 : Mgc — M le
revétement simplement connexe de Mge,; si L € LM (M), notons Ly son image réciproque
par 7. Prenons y € 7(Msc(F)) tel que yMjy~' = My, alors yK%y~! est en bonne position
relativement a My et w(y,) = 1 pour tout v.

Le transport de structure induit par = — yxy~' donne

aMM(S?{]; KS7 Mé) = aM7w(S> yi}y_ls (yKy_l)S7M0) = aM’w(Sa 0; (yKy_l)Sa MO)

pour tout © € Tynip(M(F), S)*. On peut oublier M, dés maintenant et se ramener & montrer
que a (S, (yKy=1)®) = a™ (S, (yKy~)%).
Prenons S; D S de sorte que y, € K, pour v ¢ Sy. Vu il suffit de montrer que pour

tout L € LM (M),
M,w (S ) M,w

_ - S
T k#\Us, ) = TL7yK#y71(US+)

pour tout @ € Dynip(M(F), S4+)%, ot K# := K N M(F% ) comme dans et la notation y
est quelque peu abusive pour signifier aussi y§+. D’apres 5.5.3% il existe z € m(Lgc(F :gi)) tel que

yK#y=1 = 2K#271. Le transport de structure via = — zzz~! donne

M, - S M, .S _—1 M, . M, .
TL,}?# (US+) = TL,Z“[J(#Zfl(ZuS+Z )= w(Z)TL;;(#Zfl(u) = W(Z)TL’yL;(#yfl(u)'
Or w(z) =1, ce qui acheve la démonstration. O

Remarque 5.5.5. Le bilan est que les coefficients o™« (S, ) sont déterminés par les données
M, w, S, et le sous-groupe compact maximal K de M (F®) tels que
— il existe un sous-groupe de Lévi minimal My de M, défini sur F', qui est en bonne position
relativement & K°;
— w est trivial sur K5,

5.6 Interlude : S-admissibilité

Pour l'instant, soit M un F-groupe réductif connexe quelconque, et soit S un ensemble fini
de places tel que M est non ramifié en dehors de S. La définition suivante fournit une fagon
explicite de dire que S est suffisamment grand.

Définition 5.6.1 (cf. [20, §1]). Définissons un morphisme invariant D = (Dy,...,Dg) : M —
G+ avec d := dim M, par

d
det(1+t — Ad (z)[m) = > Dy(z)t* € F[t].
k=0
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Observons que Dy = 1. Pour X = (X, ..., Xy) € F4! notons X, sa premiere coordonnée
non nulle. Alors le discriminant de Weyl est DM (z) = D (%) min.
— Un sous-ensemble Cs C F, g+1 \ {0} est dit admissible si pour tout X € F¥l N (Cg x
(%)), on a | Xuyin|o = 1 pour toute place v ¢ S.
— Un sous-ensemble Ag € M(Fs) est dit admissible si D(Ag) C Fg“ Dest.
— Un sous-ensemble A € M (A) est dit S-admissible s'il existe C'g C F, Sd+1 admissible tel que
D(A) € Cg x (0541,

En particulier, on peut parler de la S-admissibilité d’un élément ou d’une classe de conju-
gaison dans M (F) ou dans M (A). Etant donné un sous-ensemble compact A de M(A), on peut
toujours agrandir .S de sorte que A est S-admissible.

Nous utiliserons souvent le lemme suivant di a Kottwitz.

Proposition 5.6.2. Fizons K° = vas K, ot K, est un sous-groupe hyperspécial de M (F)
pour tout v ¢ S. Soit o € M(F) semi-simple. Si o est S-admissible et 0° € K*®, alors pour tout
vg S, ona
- K, N My(F,) est un sous-groupe hyperspécial de My(F,) ;
- soit y € M(F,) tel que y~ oy € K, alors il existe y1 € M,(F,) et k € K, tels que
y=uyik.

Démonstration. La premiere assertion résulte de [47, 7.1]. Quant & la deuxiéme assertion, ledit
lemme de Kottwitz fournit une décomposition y = y1k avec y; € M?(F),) et k € K. Si Mye, est
simplement connexe alors M? = M, et cela acheve la démonstration. Le cas général en résulte

a l'aide d’une z-extension non ramifiée de M x g F, (cf. [47, p.386]). O

5.7 Transport de structure

On se donne les objets suivants
— S un ensemble fini de places de F tel que S D Vi, et K, est hyperspécial pour tout v ¢ S';
— M,M' € LE(My);
— 0 € M(F) semi-simple tel que 0 € K et que o est S-admissible;
— idem pour ¢’ € M'(F);
— w : caractére automorphe de M, (A), trivial sur K2 := K5 N M,(A);
— ' : caractére automorphe de M/, (A), trivial sur K2 := K N M/, (A).
Quitte a conjuguer o, 0’ et & agrandir S, on peut supposer de plus que :
— il existe un sous-groupe de Lévi standard M; tel que o € M;(F) mais o n’appartient a
aucun sous-groupe de Lévi propre de M, cela entraine que M , est un sous-groupe de
Lévi minimal de M, ;

— idem, il existe un sous-groupe de Lévi standard M] vérifiant ladite condition avec o/, M’
au lieu de o, M.

Ecrivons K5 = [Togs Kow et K5 = [Togs Korw- Le lemme de Kottwitz affirme que
pour tout v ¢ S, K,, est un sous-groupe hyperspécial de M, (F,); c’est aussi clair que K, est
en bonne position relativement & M; ;. Idem pour K,/ , C M/ (F,) et M .

Vu 4 ces données sont associés les coefficients du développement géométrique fin

(e8] M/ 1 !

a™ w(Sv ')?a o (Sv )

On se propose de comparer ces coefficients. Définissons d’abord le transporteur
T(o,0):={yeG:yoy ' =o', yMy™' = M'}.

C’est une sous-variété de G définie sur F' sur laquelle M, (resp. M.,) opére a droite (resp. a
gauche) par multiplication.
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Hypotheése 5.7.1. Supposons que
- T (o, U/)<F) #0;
— pour toute place v de F, on fixe une application €, : T (0, 0")(F,) — C*, telle que
- Qy(2'yx) = ' (2")Q(y)w(x) pour tout &' € M!,(F,), x € My(F,) et y € T(o,0")(Fy);
—siwv ¢ S, alors Q,(x,) = 1 pour tout z, € K, N T (0,0")(Fy).
Soit V' C Vi (éventuellement infini). Par abus de notation, on note Q : T (¢, 0")(Fy) — C*
I'application donnée par [], .y €y, ce qui est bien définie d’apres la derniere condition. En
particulier, on sait définir Q : T (¢, 0’)(A) — C*. On demande de plus que

= Qronr = 1.

Exemple 5.7.2. Supposons que T (o,0")(F) # 0 et qu’il existe un caractére automorphe @ :
G(A) — C* qui est trivial sur K9, tel que w = @, (), @ = @l (a)- Prenons Q, :=
|7 (0,01)(F,) POUr tout v. Alors les conditions sur ) sont satisfaites.

Le résultat suivant dit qu’un élément dans 7T (o, ¢’) transporte les caractéres automorphes.

Lemme 5.7.3. Si est vérifiée, alors pour tout y € T (o,0")(A), on a
W (yry ) = w(z), x€ My(A).
Démonstration. Pour x € M,(A), on a yzy~* € M!,(A). Donc
yzy~'y) = W' (yzy~HQUy).
Or c’est aussi égal a Q(yz) = Q(y)w(z), d’ou I'assertion. O

Proposition 5.7.4. Supposons que est vérifiée. Soit y € T(o,0")(F), alors pour tout
U € Dynip(Mo(F), S)*, on a

a4 (S i) = Qy%) " taMer (S yuy ).

Démonstration. On peut translater y par M., (F) & gauche, donc on se ramene au cas ol
yM oyt = Mj . Par transport de structure, on a

CLM(r”w (S, yuy_l) = ame(Sv U, y_l(KS N M(/7’ (FS))y)
Posons

Ky := K° N M,(F®),
Ky =y L (K N ML (F)y.

Alors K1, K sont des sous-groupes compacts maximaux de M, (F s ) en bonne position relati-
vement a My ,. On doit prouver que

(ITL.28) a7 (8,5 Ko) = Q(y®)aM (S, i; K1)

On prend Sy D S assez grand de sorte que Ko, = K1, et y € K, pour v ¢ S. On applique
avec le Lévi minimal M; , et S; D S. Ainsi, on est ramené a prouver

(I11.29) rl () = Qe (), YL e LM (M), i e D(Mo(F5,)”.

Pour tout wv, WOG est représenté par des éléments de K,. Donc il existe k; € K° et m €
M (F?%) tels que y¥ = kym. Alors moSm™" = k' (0/)%k1 € KSNM(F5). D’aprés appliqué
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a M et KN M(F%), il existe ky € K% N M(F®) et mg € M, (F®) tels que m = kym,. Posons
k:=kiko, on a

ys = kmo’a

Ky = yilKSy N M,,(FS) = m;lKlmU.

On applique [5.5.3|avec H = M,,, L = M , et les sous-groupes ouverts compacts maximaux
K1, Ks. Pour v € Sy \ S, il existe donc x, € Mj,(F,) tel que Ko, = z, 'K} ,x,; on prend
Ty, = 1 pour v ¢ S;. Posons = := (¥y),¢5 € M ,(F¥), alors Ky = 2 1Kjz. Or on a aussi
Ky = m; Kym,. Parce que K; est hyperspécial, on a m, € Kix quitte & multiplier  par un
élément de Zyy, , (F°). Alors y° € K%z, d'ou Q(y°) = w(w).

La relation cherchée ([11.29)) résulte du transport du structure :

M, , . M, , . M, , .o M, , .
TL,EIT{:(t) = TL,;*“iKlsc(t) = TL,;(;‘J(xtx 1) = w(w)TL,;(;d(t)'

6 La formule des traces pour les revétements

La plupart de cette section est une paraphrase des travaux fondamentaux d’Arthur [5, [6].
Soit F' un corps de nombres, G un F-groupe réductif connexe et un revétement a m feuillets

ol nous supprimons le nom de I'immersion G(F') < G'; par abus de notation, nous regardons
G(F) comme un sous-groupe discret de G.
On considéra deux cas.

1 Le cas global : fixons les objets suivants
— Mjp : un sous-groupe de Lévi minimal de G;
- Py e P(Mo);
- K =[], K, : un sous-groupe compact maximal de G(A) en bonne position relativement
a My, tel que pour tout v ¢ Viam, K, est le sous-groupe compact maximal fixé dans
( , qui s’identifie a un sous-groupe de G,.
Si P est un sous-groupe parabolique semi-standard, on note P = MpUp sa décomposition
de Lévi canonique. Comme d’habitude, si H est un sous-groupe de G(A), on note H son
image réciproque par p.
2 Le cas local : fixons un ensemble fini S de places de F. Considérons le revétement a m
feuillets pg : Gg — G(Fs). Fixons
— My comme précédemment ;
— Kg = [],cg Ky un sous-groupe compact maximal de G(Fs) en bonne position relative-
ment a Mj.
Si H est un sous-groupe de G(Fls), notons Hyg son image réciproque par pg.

Soit M € L(My), on note KM (resp. K3 son intersection avec M(A) (resp. avec M (Fs)).
La convention de mesures §2.5 s’applique ici. Rappelons en particulier que, soit ¢ est une
fonction intégrable sur G(F)\G(A)!, alors fG(F)\G'l (¢ o p) dZ est égale a fG(F)\G(A)l ¢ dz selon

notre convention.
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6.1 La formule des traces grossiere

Placons-nous dans le cadre global.

Le noyau tronqué Définissons la représentation réguliere (R, L2(G(F)\G')) par
(R(9)0) () = o(27)

pour tout ¢ € L2(G(F)\GY), I,y € G(F)\G'. On peut d’ailleurs la regarder comme une
représentation sur L?(G(F)Ag «\G). Fixons f € C2°(G'). Alors l'opérateur R(f) a pour noyau

Kp(@, )= Y f@E'vg).

YEG(F)

L’indice f sera supprimé dans la suite. A cause du procédé de troncature, la formule des
traces grossiere dépendra des choix de My, Py et K.
Pour tout P € F(My), posons

Kelwg)= [ Y f@ upda
Up(A) YEMPp(F)

avec #,7 € Up(A)Mp(F)\G. On constate que pour tout & € G', Kp(#,%) ne dépend que de
r:=p(%) € G(A)!; on I'écrit aussi Kp(z,r).
Pour T € a[)F qui est suffisamment régulier, définissons le noyau tronqué

K (x) = Z (—1)dmAr/Ac Z Kp(0z,6z)7p(Hp(dz) —T),
PoRy seP(F)\G(F)

ou P décrit les sous-groupes paraboliques standards.

Il sera démontré que k7' est intégrable sur G(F)\G(A)*, et on en obtiendra les développements
géométrique et spectral. Or c’est déja clair que 'aspect “géométrique” de la troncature, c’est-
a~dire celui qui s’agit des classes de conjugaison rationnelles et des objets dans §4] est identique
a celui de la formule des traces grossiere de G : le revétement n’y intervient pas.

Le o-développement Rappelons que dans I'on a défini la notion de O-équivalence des
éléments dans G(F'). Adoptons les mémes notations ici. Pour tout M € L(Mj), on a défini une
application canonique OM — OF A fibres finies.

Pour tout 0 € OF et P € F (M), posons comme précédemment

Kno@i)i= >, [ @,
’YGMP(F)OU Up(A)

kl(z) =Y (-n)dmAr/Ae N Kp,(6x,0)tp(Hp(dx) — T),
PCPy YEP(F)\G(F)

alors Kp =Y, Kp, et kT = > 0 Ko-
Théoréme 6.1.1 (cf. [5, 7.1]). Si T € af est suffisamment régulier, alors
JL(f) = Z / kL (x) dz
"CO%G(R\G(A)!

converge absolument.
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Démonstration. Comme nous avons remarqué, le revétement n’intervient pas dans la troncature,
et les arguments de [5] marchent de la méme maniere. O

C’est donc loisible de poser JI'(f) := fG(F)\G(A)l kX' (z) dz pourvu que T € ag est suffisam-
ment régulier.

Le y-développement Soit f € L2(G(F)\G"), le terme constant de f le long d’un sous-groupe
parabolique P est défini par

fpide / F(ui) du

pour presque tout & € Up(A)G(F )\él, a l'aide du scindage unipotent. On dit que f est cus-
pidale si fp = 0 pour tout P C G. Cela permet de définir I'espace des fonctions L? cuspidales
L2,sp(G(F)\G). D’aprés le théoreme de Gelfand et Piatetski-Shapiro, L2, (G(F)\G?) est in-

cusp
clus dans L2, (G(F)\G"), la sous-représentation maximale de L*(G(F)\G") qui se décompose
discretement. Posons chsp(G ) Pensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles
intervenant dans L2, (G(F N\G'). La théorie de décomposition spectrale est parallele & celle
pour les groupes réductifs et est bien établie dans [66].

Le groupe central ,, agit par translation sur de telles représentations. Notons la partie
&-équivariante par chspyg(él) pour tout & € ~,,. En particulier, on peut parler de la partie
spécifique chsp7,(é1).

Le groupe de Weyl W agit sur les paires (P, o) ou P € F(Mp) et o est une représentation
automorphe cuspidale de Mp(A)!. L’ensemble des orbites [P, o] ainsi obtenues est noté X, ou X¢
si une confusion sur G est & craindre. Comme les sous—groupes paraboliques semi-standards ayant
la méme composante de Lévi sont conjugués par VV0 , on peut aussi bien représenter les éléments
de X comme W -orbites des paires (M, o) ot M € L(Mp) et o est comme précédemment.

Soit M un sous-groupe de Lévi de GG, on a une application canonique XM 5 %G donnée par
[My, o)™ s [My,01]¢ (oil My € LM (Mp)). Elle est a fibres finies.

Soient x = [P,0] € X%, )\ € apc. Notons Ry . lareprésentation réguliere sur L% (M p(F)\ml).

M p ,disc
. — —1 , .
Puisque Mp = Mp x Apup 00, O0 peut la regarder comme une représentation de Mp p. Notons

Rm dise.\ la représentation de Mp définie par

W) = R (\Hag(m))

Rm,disc,)\< ) m)e

M\;,disc( )

Notons Z5(A) 'induite parabolique normalisée de R+ Définissons I’espace hilbertien

Mp,disc,\"
H 5 des fonctions mesurables ¢ : Up(A)Mp(F)Apr00\G — C telles que

~ —1
~ pour presque tout € G, ¢z : m — ¢(ma) appartient & L3 (Mp(F)\Mp ),

- |l¢ll3 = // |p(mk)|? dm dk < +oo.

KX MP(F \MP
Alors H  peut étre vu comme ’espace sous-jacent de Zz(\) muni de I'action

(Zp(\,9)9)(T) = o(zg)eNterHr(@y)—Hp(@)

Remarquons que H 5 et la restriction de Z5(\) a K ne dépendent pas de A. Notons Hp o)

le sous-espace des fonctions ¢ € H telle que ¢z € L? p(F )\M P ) pour presque tout Z.

cusp(
0
P cusp

)

Passons en revue la théorie de la décomposition spectrale.

Notons ’H% le sous-espace dense de vecteurs K-finis et H 'z son intersection avec H 5

P,cusp”
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1 On sait construire un sous-espace fermé invariant Li(G(F N\G), engendré par les séries
d’Eisenstein attachées a x ([66] I1.2.4]). Il existe une décomposition orthogonale

L2(G( = D LUGCENGH.

xeXG

2 Soient Q € P(Mp), w € W(ap,ag). On définit 'opérateur d’entrelacement suivant la
recette de Mackey ([66, I1.1.6]) :

MQ‘P(w A):Hp — ’HQ (A€ ayc)
(Moyp(w, \)g / b1 e PR HP (@ 00 0N p0.Ho @) gy,
Uqp(w,A)
ol w € G(F) est un représentant quelconque de w et
Ugip(, A) := (Ug(A) NwUp(A)d~")\Ug(A).

Notons (a})4+ le cone dual & Tap, alors cette intégrale est convergente et holomorphe en
A si Re()) € pp + (ap)™. Elle admet une prolongement méromorphe sur aj; .

A Tlaide de la décomposition spectrale, on définit les espaces H P HY et l'opérateur

P.x
Zp,(A) en prenant I'intersection avec Li. On en déduit des décompositions Hp = €D, Hp , et

_ 0

- ®X ,HIS,X

Soit @ un sous-groupe parabolique standard de G. Posons ng = ng = ZQ, [W(ag,ag/)|, la
somme portant sur les sous-groupes paraboliques standards @’. La méme définition s’applique

) 5 N . . P . MP
aux sous-groupes de Lévi de GG, d’ou les versions relatives Np, = Np Ay, POUr P, C P sous-
groupes paraboliques standards. Choisissons une base orthonormée Bp , pour Hp, formee de

vecteurs K-finis pour tout y, alors B P = |_| Bx By €St une base orthonormée de 7—[ p, contenue
dans ”H?Dl. Posons

Ken(@,9) = 3 (nf) / S EE(5Zp (M 6 NEL (7,0.0) A

P CP PEB

Pyyx
ky(z) = (—1)dlmAP/AG > Kpy(dz,6x)tp(Hp(5x) — T),
PSP seP(F)\G(F)
ou N
EE@@0.0) = > oyp)etontin@)
YEPL(F)\P(F)

est la “série d’Eisenstein” ; elle est convergente si Re(\) € pp, + (a}‘gl)*, et elle admet un
prolongement méromorphe a tout A € aj, c- La définition de Kp, ne dépend évidemment pas
du choix des bases B 5 La décomposition spectrale affirme que Kp = Z Kp, et kT = Z

Théoréme 6.1.2 (cf. [6, 2.1)). Si T € af est suffisamment régulier, alors
X€X% G(FN\G(A)!

converge absolument.
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Démonstration. On peut reprendre [6]. On a déja remarqué que la troncature est pareille que
dans le cas des groupes réductifs. L’aspect spectral des arguments d’Arthur repose sur la théorie
de décomposition spectrale, dont la généralisation aux revétements est faite dans [66]. O

C’est donc loisible de poser J;(F(f) = fG(F)\G(A)l k:;?(x) dz, pour tout y € X%,

Selon l'action de ,,, on a une décomposition X = |_|§€/;L X¢. Fixons £ € ~p, alors la ¢-
équivariance de représentations est préservée par induction parabolique. Le résultat suivant en
découle.

Proposition 6.1.3. Soient {,n € . Six € X¢, f € Cg%(él), alors Kpy, ¢(Z,9) = 0 pour
tout z, 7 € G sauf si &€ = 7). Idem pour kg(f) et J;{(f).

Par conséquent, on peut se ramener a 1’étude de la partie spécifique du coté spectral de

la formule des traces grossiere, ie. les termes associés a x € X_, appliqués a fonctions tests
anti-spécifiques.

Conclusions Vu les résultats de convergence géométrique et spectral, on est arrivé a 'identité

TN = J =Y T

UGOG Xexé

pour T € af suffisamment régulier, ou JT(f) := fG( FO\GL kT (%) dZ. L’intégrabilité résulte des
théoremes que nous venons d’obtenir. Dans la suite, o (resp. x) désigne un élément dans o<
(resp. X%) quelconque.

Théoreme 6.1.4. Supposons que le paramétre de troncature T € aar est suffisamment régulier,
alors

1 JT(f) est un polynome en T de degré < dim a§. Idem pour les termes JI (f), Jg(f) Ces
distributions se prolongent ainsi en polynomes en tout T € ag de fagon unique;

2 notons Ty € ag le paramétre de troncature canonique défini dans (LL1.17)), alors les distri-
butions J = JT0, Jy = J};O et J, := JUTO ne dépendent pas du choiz de Py € P(Mp).

Démonstration. Les démonstrations sont pareilles que celles du cas des groupes réductifs, cf

2.6, p.2.11} N

La formule des traces grossiere s’écrit ainsi

(IT1.30) ()= L) =D L)

0€0C x€XG

Etudions la non-invariance des distributions. Soient f € C°(G1) et y € G(A). Notons fY la
fonction & — f(yzy~1). Soit Q € F(My), posons

(NI

fouli) = do@)} [ [ 1 ukyulg(hoy) dudh, e Mg,

KXUQ(A)

ol u’Q(k:, y) est la fonction définie dans (III.15)). Cela définit une application linéaire Cg"(él) —

—1
C(Mg ) qui préserve I'équivariance par .
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Nous indiquons le groupe en question en exposant dans les notations, eg. J&T(f) = JT(f).
Si M € L(Mp), 0 € OF et f € C(M"), posons

Ty = > ).
G/§O]M
0'—o0

Idem pour J;CW’T et JMT,

Théoréme 6.1.5 (cf. [7, §3] et [5.2.12)). Soit T’ € ag, alors

T = S W R M T (fg,),

QEF(Mo)
M _1 Mo, T
T ()= > W CIWE T (fow),
QeF(Mo)
M, _1 Mo, T
Jf(fy)z Z W QHWOG‘ 1JXQ (fQ.y)-
QEF(Mo)

En particulier, on peut mettre T' = Ty dans les formules ci-dessus et supprimer les symboles T .

6.2 Réduction au cas unipotent

Plagons-nous toujours dans le cas global. Fixons les objets suivants

—0€ 0%,

— 0 € 0 : semi-simple;

— Py € F(Mp) : un sous-groupe parabolique standard tel que o € Mp, (F'), mais o n’appar-
tient & aucun sous-groupe parabolique propre de Mp, ;

— My == Mp, ;

— K, =[], Ko : un sous-groupe compact maximal de G,(A) en bonne position relative-
ment a M ;.

Afin d’éviter toute confusion, indiquons 'image de o via G(F) < G! par &. Posons ay’ =

ale . on dispose d’une application linéaire canonique a$ — ale. A ces données est associé un
Ml’(;- ’ 0 0

parametre de troncature canonique Tp , € aOG" pour Gy

Fixons aussi un ensemble de places S D Viam et supposons que

- oY e K%;

— o est S-admissible;

— pour tout v ¢ S, on a K,, = K NGy(Fy).
Le lemme de Kottwitz assure que K, est un sous-groupe hyperspécial de G,(F,) pour
tout v ¢ S.

Lemme 6.2.1. Le caractére [-,0] : Go(A) — , est un caractere automorphe. Il est trivial sur
K7,

Démonstration. La continuité de [-, o] est claire. Le reste résulte des scindages de p au-dessus
de K% et de G(F). O

Posons

1 (0) == Go(F)\G"(F),
Ty =Ty — T, € a5,
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ol, avec abus de notation, on a projeté le parametre de troncature canonique Ty de G via

af — aS.

Rappelons une construction d’Arthur [9, §6]. Soit R € F% (M), on note

Fp(My) :=={P € F(Mi): P, = R,ap = ag},
Fr(My) = {P € F(M)): P, = R}.

Pour tout z € G(A) et tout Q € F (M), posons
vo(A, 2, T) == eNTHQ@HT) )\ ¢ iag, T € ag.

On lui associe la fonction vg (2, T) via (IIL9). Si R € FG (M ), posons

vR(2,T) = Z v (2, T).
QEFR(M)
Soit f € Co‘l(él). Pour R et y € G(A) fixés, on obtient une application linéaire f —
Prym € C2 ( ) définie par

By (M) = 6p(m)2 // [k, o] £ (y~ Yok tiuky) v (ky, T1) du dk.
KoxUr(A)

Alors f +— ®g, 7, est aussi continue en y. Notre définition et celle dans [9, p.201] ne different
Y, L1
que par le commutateur [k, o], dont la raison d’étre sera expliquée dans la procédure de descente.

Théoréme 6.2.2 (cf. [9, 6.2]). Pour f € Cg,?,(él), on a

_ Mpg,[-,0
Jo(f) = |1 (o) S R W @, gy ) dy.

unip

Go(A\G(A) REFTo(Mi0)

ump[’ 7 est supportée sur (Mpg)unip(A), et le
scindage unipotent adélique permet de restreindre ®z , 7, sur ce sous-ensemble fermé de facon
canonique.

L’expression est loisible car la distribution J

Démonstration. La preuve est presque identique a celle dans [9] a 'exception du caractere [-, ]
qui apparait dans J

ump[ ) et dans notre définition de ® Ry - Expliquons-le. Prenons T € aJ
suffisamment régulier. On part de la formule [9, 3.1]

(1L31) JI(f) = %)™ / > )

RCGs ER(F)\G(F
GPNG(A)! paurabohqueg NGE)
standard

Z / f(z7le  aungx) dn

ue(MR)unip(F) UR(A)

> (—ntmArMesp(Hp (o) — Zp(T —To) — Th) | da,
PeFr(Mn)
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ou Zp(T — Ty) € ap est défini dans [9, (3.3)]. La démonstration ne fait intervenir que l’action
adjointe de G(F) sur les sous-groupes de Lévi et paraboliques sur F, et sur G(F) lui-méme,
donc est valable sur un revétement.

Changeons l'intégrale ci-dessus prise sur

(& x) € (RIF\G(F)) x (G(F)\G(A)')
a une intégrale prise sur
(6, 2,y) € (R(F)\Go(F)) x (Go(F)\Go(A) NG(A)') x (G (A)\G(A))

a laide du fait G,(A)\G(A) = G.(A) N G(A)'\G(A)'. L'intégrale sur Ur(A) dans (TI1.31])
devient
/ fy tz o Y undzy) dn
Ur(A)

en remplacant I'expression {x par dzy. Or

1 1

y re o undxy = [o, 2]y ez o tundxy,

donc l'intégrale en question vaut

/ [z, 0] f(y toz 0 tundzy) dn
Ur(A)

car f est anti-spécifique.

A partir de maintenant, on peut reprendre la démonstration de 9]. L’expression [z, 0] se
décompose en le caractere [-, o] dans le terme Jﬁﬁ)’["a} et le caractere [k, o] dans la définition de
PRy via une décomposition d’Iwasawa. Le bilan est I'analogue de [9, (6.8)] :

_ Mo,[ o
To(f) = 1S ()| S M@y, ) dy.

QeFCo (M 5
Co(aNG(a) QST Z(Mi.0)

La derniere étape est d’enlever la dépendance de P ,. Soit R € F G"(Ml,a)7 alors il existe
w E WOG" et @ DO P, tel que R = w™'Qw. Notons comme d’habitude 7 : Gosc — Go
le revétement simplement connexe de Gy ger €6 Koge = 7T71(KU). Prenons un représentant
W € T(Kgse) de w. Comme vg (wky, T1) = vi(ky, T1) (voir [9, p.201]), on voit que ®q 41, (1) =

—1
Py 1, (WMD) pour tout m € Mg . Vu[5.2.10, on en déduit que

M L M, sl
Jun%[ U}((I)Qaval) = Junili)[ J]<¢)R797T1)'

Alors un argument similaire & celui de [5.2.11] permet de conclure. O

6.3 Intégrales orbitales pondérées anti-spécifiques

Plagons-nous dans le cas local. Les conventions de (qui correspond au cas |S| = 1) se
généralisent de facon évidente a ce cadre. En particulier, on peut parler des bons éléments dans

G(Fs).
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Conventions sur la mesure Soit M € £%(My). La situation est similaire & celle de §5.3|:
on considere les paires (O, i), ol

— O est une bonne classe de conjugaison dans M, s,

— 1 est une mesure de Radon invariante non triviale sur O.

Nous préférons une construction directe comme suit. Prenons 4 € O, alors la mesure inva-
riante p est déterminée par le choix d’une mesure de Haar sur M, (Fs), et réciproquement.

Le groupe M (Fg) opére sur ces paires par conjugaison. On écrit (O, u) ~ (O, 1) si O = O'.
Notons

S

1)}
(O,m)}/ ~ .

I'(Msg) :

Alors I“(MS) — F(MS) est un Ry o-torseur.

Nous utilisons les symboles pointés pour désigner un élément dans f(Ms), eg. 4: la classe
de conjugaison sous-jacente est notée Supp(iy).

Une paire 4 = (O, 1) donne naissance & l'intégrale orbitale

(I11.32) TG 1) = (DM ()|} / fdu feC (M)
O

avec v € p(O) quelconque. Si l'on fixe ¥ € O et une mesure de Haar sur M, (Fs), alors on a
tout simplement

2 1 1~
TG H =DMl [ s
My (Fs)\M(Fs)
Pour montrer qu’elle converge, il suffit de remplacer f par |f|. On obtient ainsi une intégrale

orbitale pour un groupe réductif, dont la convergence est connue d’apres Rao [69]. Cela permet
d’immerger I'(Mg) dans 'espace de distributions spécifiques. On a

Ty f) = Jg (3, f), pour tout y € M(Fy).

Indiquons quelques opérations élémentaires.
1 Le sous-groupe central ,, opere de maniere évidente sur I'(Mg).

2 Si & est tel que M., = G, alors il s’identifie canoniquement a un élément de F(évg) L {0},
cf. (I11.27)). Plus précisément, 7 s’envoie a 0 si et seulement si v n’est pas bon dans G(Fys)

3 Un élément 7 € F(MS) admet une unique décomposition de Jordan
y=6u, &€ Ms, ueD(My(Fg))

correspondant a la décomposition de Jordan 4 = Gu.

4 On a défini un sous-groupe ouvert fermé Ay (Fs)t € Apr(Fs) dans Supposons fixé
un voisinage ouvert ¢ de 1 dans Ap/(Fs)! muni d’un scindage U < p~'(U) de p qui
envoie 1 & 1. Soit a € U, on peut définir I'application 4 — a7y de translation par a & P'aide
de ce scindage.

5 On peut définir 'induction de classes unipotentes de M a G & la Vu le scindage

unipotent, on peut supprimer le ~ et le noter ¥ — "yG.

Nous laissons ces yogas de mesures invariantes au lecteur.
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Intégrales orbitales pondérées Commengons par définir Iintégrale orbitale pondérée anti-
spécifiques pour les éléments 7 € I'(Mg) tels que M, = G. Rappelons que cette donnée équivaut
au choix d’une mesure de Haar sur M, (Fs) = G,(Fs).

Définition 6.3.1. Supposons que M, = G,. Pour tout f € Cé’o(ag), posons

Ty (i f) = DM (3)]2 / Fla 5z op () da.
Gy (Fs)\G(Fs)

Si v n’est pas bon dans G(Fs), alors J (7, f) = 0.
Revenons au cas général. L’intégrale orbitale pondérée est définie comme suit.

Théoréme 6.3.2 (cf. [12] 5.2]). Pour tout f € Cm(ag), la limite

TaCnf)= lim 37 rg(y,a) g (e, f)
aeAM,r(—:g(F‘S)T LG'C(M)

existe, ot les a dans la limite sont supposés en position générale de sorte que My = Gay.
Si M, = G, elle coincide avec la définition[6.3.1. On a

vy € M(Fs), Ty ) =T f2) = Iu (3, f).

Pour que l’expression a4 dans 1'énoncé soit loisible, il faut fixer un voisinage ouvert U de
1 dans Ap;(Fs)t, un scindage de p au-dessus de U qui envoie 1 & 1, et supposer que a € U ;
comme on ne regarde que la limite a — 1, ces choix n’importent pas.

Notons tout d’abord que J Mﬁv f) = 0 si v n’est pas bon dans G(Fyg). Les définitions
entrainent aussi que JM(s'Ly, f)= sflJM(fLy, f) pour tout € € .

Démonstration. On peut supposer v bon dans M (Fg) d’apres I'observation précédente, alors
ay lest aussi pour a € Ay (Fs)f. On se ramene a Iétude de

Dot [ st | Y G | a

M, (Fs)\G(Fs) LeL(M)

lorsque a — 1. Soit 4 = ¢u la décomposition de Jordan. On décompose la variable x’ = mxy
avecm € My (Fg)\My(Fs),x € My(Fs)\Go(Fs),y € Go(Fs)\G(Fs). Alors I'intégrale ci-dessus
s’écrit

D% (av)|? / // F et asumay) [N k(i a)us(ay) | dmdady,.

LeL(M)

Comme a est central dans M, on a

1 1 1

y— cim~ 1 1 1

am” -umaxy,
Lam ™ umay)

ox~
1

acumxy = [o, m][o, x]y~

fy a7 tm™ Yasumay) = [m, o)z, o] f(y oz~

par Danti-spécificité de f. Posons gs 4.z () == [z,0]f(y oz}

devient

amzy), alors l'intégrale sur x

(M, 0]95.0,2,y (m_lum) dm,

My (Fs)\Mo(Fs)
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une intégrale orbitale unipotente avec le caractere |-, o]. Elle est bien définie car 7 est bon.

Ce que 'on a fait est la premiere étape de la démonstration dans [12, §6] ; en fait c’est la seule
part ol intervient le revétement. Apres ’argument de descente ci-dessus, le revétement disparait
au prix de rajouter le caractére [, o]. Le reste de la démonstration marche de la méme fagon
qu’en [12] si 'on remplace les mesures dz par [z,c|dz et dm par [m,o]dm. Cela n’affecte
pas les estimations dans [12]; en particulier, la clef [12], 6.1] et sa démonstration, qui repose
sur une technique géométrique de Langlands, restent les mémes. Cela permet de reprendre les
arguments d’Arthur. O

Le cas non ramifié Fixons G et M comme précédemment. Supposons que S consiste en
places non archimédiennes et supposons K, hyperspécial de pour chaque v € S. Notons fr, =
[lves fr,, ol fK, est I'unité de Ialgebre de Hecke sphérique anti-spécifique en v (voir .

Définition 6.3.3. Les intégrales orbitales pondérées anti-spécifiques non ramifiées sont définies
par

TMvKS(ﬁ/) - TJC\;;[,KS(%/) = JJ\;I(’LY?st)a 5/ € F(m)

Lorsqu’il n’y a pas de confusion sur Kg, on 1’écrit aussi TJC\;Z (7y)

Descente semi-simple Fixons 7 € F(Ms) comme précédemment avec la décomposition de
Jordan 4 = &4. Supposons que

—- g€ M(F);

— o est F-elliptique dans M.

Prenons un sous-groupe compact maximal K, de G,(Fg) en bonne position relativement &
M,. 11 faut rappeler une construction parallele & celle pour (cf. [12, §8]). Soit 4 = &4 la
décomposition de Jordan. Soit R € F&(M,). Prenons aussi T € ay; et posons

UP(Aa 2, T) = UP(Aa Z)e<>\7T>7 Pe P(M)a

ot vp(A, z) est la (G, M)-famille définissant le poids. Les fonctions vp(A, z,T) forment encore
une (G, M)-famille.
Avec le formalisme de posons

Vp(2,T) == Z vo(z,T), ze G(Fs);

QEFY(M)
By (i) = O(m)? / / ke, o] £ (" ok Uik )iy (ky, T) du dk
Kg XUR(Fs)

ot 1 € (Mp)s, y € G(Fy).
Proposition 6.3.4 (cf. [12, 8.6]). On a
~ G 1 MRa['zo] Ny
Ty (. ) = |D% (o) o S Pryr) dy,
Go(Fs)\G(Fs) BEFGo(Mo)

Démonstration. On reprend I'argument dans [12]. Ici le caractere |-, o] intervient pour la méme
raison que dans la démonstration de [6.3.2] O
6.4 Comportement des intégrales orbitales pondérées anti-spécifiques

Les résultats ci-dessous sont paralleles & ceux de Vu leurs démonstrations sont
aussi similaires et nous ne les répéterons pas.
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(M, 0)-équivalence Soient o € M(Fs)ss et ¥ C oM, (Fs) un ouvert invariant par My (Fs).
Notons

[(2) = {§ € T'(Ms) : Supp(7) € p~'(2)}.
Supposons désormais que I’adhérence de ¥ dans o M, (Fyg) contient un voisinage invariant de o.

On dit que deux fonctions ¢1, ¢ sur I'(X) sont (M, o)-équivalentes s'il existe f € C'(‘:XE(MS) et
un voisinage U de o dans M (Fs) tels que

(61— ¢2)() = T4 (7, f)
pour tout 4 € I'(X) tel que Supp(5) € p~*(U). Si cette condition est vérifiée, on écrit

(MO'

$1

Proposition 6.4.1. Si M, = G, alors pour tout f € COO(MS) on a

b2

p M,G'
Jo G, Yo

pour tout 4 € F(MS) assez proche de & modulo conjugaison.

Formules de descente Fixons 7 € I‘(]T/fg) Soit Q = LUg € F(My). Définissons

M‘H

fo(m) :=dq / / f(k~Ymuk)dudk, m € L(Fy).

Ks Uq(Fs)
Ceci fournit une application linéaire CSO(CTS) — C’fjo(zs)
Proposition 6.4.2. Supposons que v € Mynip(Fs). Avec les choiz effectués dans on a

TG =Y d§i(L, D)IE (R fa,):

LeL(M)

Proposition 6.4.3. Supposons S = S; U Sy. Soient ¥ = Y172, et f = fifs € CSO(CTS) En
conservant le formalisme de on a

Tan = ) d%(Ll,LﬂJ (s fou) T (72,fQ2)

Lq,LoeL(M)

Remarquons que la décomposition ? = ﬁ/fyg n’est unique qu’a l'action pres du groupe
{(g;e™):ee )

Non-invariance Soient Q = LUg € F (M) et y € G(Fs). On définit

l\:)\»—‘

fqy(m) = dg(m / f(k™ muk)uQ(k y)dudk, m € L,

KSXUQ(Fs)

olt ug, est la fonction définie en Ceci fournit une application linéaire C22- (évg) — Cg2. (Ls).
Rappelons aussi que fY est la fonction & + f(yZy1).
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Proposition 6.4.4. On a

TaGof = 3 I3, fo,).
)

QeF(M

Proposition 6.4.5. Soit y € G(Fs) tel que yMy~' € L(My) , alors

L1 *
JyMy_l(y’}/y Jf) = JyMy—l(f)/?f)'
Démonstration. C’est le méme argument qu’en [5.4.6 O

Remarque 6.4.6. L’intégrale orbitale pondérée satisfait a d’autres propriétés importantes, par
exemple le développements en germes au voisinage d’un élément & d’image semi-simple (pas
forcément bon). Les détails se trouvent dans [12]. Par ailleurs, le cas G = M = GL(n) est déja
étudié dans [35].

6.5 Développement géométrique fin

Passage a une situation locale Revenons au cas global. Nous considérons S un ensemble
fini de places de F' tel que S O Viam.
Rappelons une définition d’Arthur dans [9, §8].

Définition 6.5.1. On dit que deux éléments v1,72 € M(F') avec décompositions de Jordan
vi = oiu; (o i = 1,2) sont (M, S)-équivalents s'’il existe z € M (F) et y € M,,(Fg) tels que

— 1o 1 = 09,

- y_lx_lulwy = Uu9.

On vérifie que c’est une relation d’équivalence. Une classe de OM-équivalence se découpe en
un nombre fini de classes de (M, S)-équivalence.

Définition 6.5.2. Posons

(M(F)) := {classes de conjugaison dans M (F')},
(M(F))m,s = {classes de (M, S)-équivalence dans M (F)},
ce (M(F))ms: Fy=oué€ c(décomposition de Jordan), ot
(M(F))zl\(/[s = o est S-admissible, ,
o’ e K5,
(M(F))IA;E;H i={c € (M(F))f ¢ cest bon dans M(Fs)}.
Soient ¢ € (M(F ))]\K/[S et ¥ = ou € c un représentant vérifiant les conditions dans cette

définition. On dit que  est un représentant admissible de c. Par abus de notation, on désignera
une classe dans (M (F))%; ¢ par un représentant admissible.

Notons
Ky =[] Kuw = KnM(A).
v

Afin de compléter le raffinement géométrique d’Arthur, il faut compléter les fonctions test
locales en celles globales comme dans Comme S D Viam, on sait définir fKM,U S CSO(MU)
Punité de H--(M,//Kar), pour tout v ¢ S. D’ott un homomorphisme injectif

C2 (Mg) — C2- (M)

(ITL.33) for fs - I funn-

vgS
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Il faut aussi extraire la part locale d’une classe dans (M (F ))Ij\i,’%on. Précisons. Soit ¢ €

(M(F ))f;[ ¢ avec un représentant admissible y = ou. Le scindage au-dessus de K 3, fournit une
identification

(I11.34) p Y(M(Fs) x K¥;) = Ms x K3;.

Notons (cg,0°) € Mg x Kﬂ I’élément auquel o s’identifie. Posons 75 = ogug, ou ug est relevé
a l’aide du scindage unipotent. On vérifie que ug est [-,o]-bon dans M, (Fs) si et seulement si

K,bon
c e <M(F>)Ms i
Définition 6.5.3. Soient v € (M (F))15"", 75 € M. On écrit

Y~ s

si 7 est un représentant admissible qui donne 7g comme ci-dessus. Il faut prendre garde qu’en
général, les représentants admissibles d’une classe de (M, S)-équivalence ne sont pas conjugués

par M(F) N (M(Fs) x Ky,), par conséquent ~» n’a aucune raison d’étre une application bien
définie de (M(F))" dans I'(Ms)!

Exprimer J, par intégrales orbitales pondérées anti-spécifiques Nous nous proposons
de remonter la formule descendue pour .J, dans en termes des intégrales orbitales pondérées
anti-spécifiques ; nous n’en donnerons qu’une esquisse car les arguments complets se trouvent
dans [9, §8].

Placons-nous dans le cas global. Fixons 0 € OY et prenons les objets o, My, K,, T1 et
S C Vp comme dans Quitte a agrandir S, on peut aussi supposer que

— pour tout v & S et tout y, € G(F,), on a (Y, oGy unip(Fy)yy) N oK, # 0 seulement si

Yo € Go(Fy) K, (voir [9, 6.1]).
Alors [6.2.2] se lit
Jo(f) = 1€ (o)] ! > W Tt @Ry ) dy.

Go(A\G(h) REFC7 (M)

L’expression dans l'intégrale est nulle sauf si

y=usy,  ys € Go(Fs)\G(Fs), v € [ Go(F)\Go(Fo) Ky
véS

Pour un tel y, on a l'identification ®g 7, = Prys 1y € C°(Mp(Fs)!) via C°(Mp(Fs)!) —
CX(Mp(A)), ot @ e 1y est la fonction associée & fg par car v (ky, Th) = v (ksys, T1)
et [K%,0] = 1; toutes ces assertions sont démontrées dans [J, §7] sauf la derniere, qui résulte
du fait que 0 € K° et S O Viam.

Donc J,(f) est égal a

(o) Do W IWE T s (@ ysm) dus.

Go(Fs)\G(Fs) BEF7(Mio)

Posons L7 := £C° (M 5). D’apres m
M o|— M 5150
Wo W |7 i (@ gy )

unip

= > [wywge > a1, a) Ty (i, B gy ).

LeLe ; (-]
LN, u€ ynip (L(F),S)
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Posons LY (M) := {M € L(M;) : Apy = Apg, }, on a une bijection

L£O(My) — L°
M — M,.

Il en résulte que J,(f) est égale a

G > Wole || W' |~ aMebol(S, i)
MGLg (Ml) uerunip(Ma(F)vS)["a]

St TN, dpyem) | dy.
Go(Fs)\G(Fg) \REFC7(Mo)

Rappelons qu'un relevement og € Mg de o est défini dans Soit u € Tynip(My(F), S )[""],
alors ogug est bon dans Mg. D’autre part, [Tyes |D%(0)ly = |D% )| = 1 d’apres la S-
admissibilité de o. En multipliant la formule ci-dessus par [],.g |D%(5)|,, on peut appliquer
[6.3.4 et obtient ainsi

Lemme 6.5.4 (cf. [9, 7.1]). Soit f € C2°(Gsg), alors

To(f) =G > Wt
MeL9 (M)

> aMobol(S q) T (64, f).

Uerunip(Ma (F),S) ()

Les coefficients

Définition 6.5.5. Soit v € M(F') avec décomposition de Jordan v = ou. Supposons que =
K,bon
M,S

Y5 = osu € Mg lui est associé selon la construction de Prenons un élément % € F(M s)
supporté sur la classe de conjugaison contenant vg avec la décomposition de Jordan vg = ogt.
Posons

est un représentant admissible d’une classe dans (M (F)) (voir 6.5.2)), alors un élément

M (o) 1, si o est F-elliptique dans M,
o):= ,
0, sinon;

1 conj

Stab(o,u) := {t € M (o) : tut ™' "X’ u dans M, (Fs)},
a™(8,73) = M (o)|Stab(c, u)| LaMel0)(S, ).

C’est la définition d’Arthur (voir [20, (2.4)]) lorsque le revétement est trivial. On vérifie que
a™ (S, 75)J i7(7s, f) ne dépend pas des choix des mesures, et il est invariant par conjugaison

par M, (Fs) d’apres[5.5.1]

Remarque 6.5.6. D’apres [5.5.5] les coefficients a™ (S,-) sont déterminés par les données p :
M — M(A), S, et le sous-groupe compact maximal K de M(F¥) tels que
— il existe un sous-groupe de Lévi minimal My de M, défini sur F', qui est en bonne position
relativement a K ja ;
- S D) ‘/ram-
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Lemme 6.5.7. Soient M, M' € L(My) et v € M(F) (resp. v € M'(F) ) avec la décomposition
de Jordan v = ou (resp. 7' = o'u' € M'(F)) satisfaisant auz conditions dans[6.5.5 S’il existe
y € G(F) tel que yMy=* = M', yyy~' =4/, alors

M (8,75) 5 (35, f) = a™ (8,35 ) T (35 » £),

aMobol(8,a)05 (s, ) = Mo b8, i) T, (35 F)

pour tout f. ) ‘ ‘
En particulier, le produit aM(S,%)JM(%, f) ne dépend que de f et de la classe de v dans

K,b
(M(F)as™-
Démonstration. Sélectionnons les mesures de sorte que

/ —~

(I11.35) Vs = ol (yuy™h).

On a les caractéres automorphes w = [-,0] sur My(A) et w’ = [,0'] sur M/,(A). On va
appliquer Pour satisfaire aux hypotheses dans il reste a construire les fonctions 2,
sur T (o, 0")(F,) pour toute place v.

Sélectionnons &, € p~!(o,) pour toute place v de sorte que &, € K, siv & S et [6,], =&
alors on a aussi [],.q 0y = 75. Idem pour &,.

Fixons une place v. Définissons €, : T (o,0’)(F,) =  par la formule

26,21 = Qu(2)5),.

Alors Q,(2'z2) = W'(2")Qy(2)w(x) pour tout x € My(F,) et tout &’ € M/, (F,). Siv ¢ S et
z € T(o,0")(F,) N Ky, alors Q,(z) = 1 grace au fait que ¢,6’° € K5 et au scindage de p
au-dessus de K. Comme p se scinde au-dessus de G(F), on a aussi Q|7 o)) = 1.

Alors implique
aMobol(S a) = Q) T aMor b (s @),
dot a™(8,55) = 2y%)~'a" (5.55).
D’autre part, implique
TirWAsy™ 1) = Ty (5. 0)-
Comme yogy ' = Q(yg);’;, on déduit de que
/

T (s ) = Qys) T (s . )

Or Qys)y®) = Q(y) = 1 car y € G(F), cela conclut la démonstration pour le premier
énoncé. On a déja remarqué que vs — a*(S,75)J;;(7s, f) est invariant par conjugaison par
My (Fs), donc le dernier énoncé résulte de la définition de (M, S)-équivalence. O

Notons (M (F) N O)J\K/[,t;on le sous-ensemble des classes dans (M (F ))J\K/[’}fgon qui rencontrent o.

Théoréme 6.5.8 (cf. [9, 8.1]). Avec les mémes notations, on a

L= S wdwst Y dM(8A5) (s, )

MeL(Mo) YE(M(F)No) 372"
Y YS

La somme ne porte que sur un nombre fini de classes.
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Ici Pexpression signifie que, pour chaque classe dans (M (F) N o)ﬁ%on, on en prend un

représentant admissible v quelconque, puis un 7{5 quelconque tel que v ~» ~s via la corres-
pondance définie dans Le produit a™(S,7g)J i7(7s, f) est bien défini grace au lemme
précédent.

Démonstration. Reprenons les notations de Le groupe ™ () opere sur Typip (M, (F), )11,
et le groupe d’isotropie d’une classe u est Stab(co, u). Vu le lemme précédent et Jo(f) est
égal a

(111.36) Yo W W M (@)1 (o) > ™ (8,35) Ty (s, f).
MG,C(Ml) VG(M(F)QU)Q}SS'OH
Vs=0O

ou s = o signifie que 'on prend les représentants admissibles ayant partie semi-simple o.

Traitons maintenant le coté a droite de I'assertion. Tous les regroupements ci-dessous sont
justifiés par le lemme précédent. La somme sur v se décompose en une somme double sur
les classes semi-simples et des classes unipotentes. On peut combiner la somme sur les classes
semi-simples avec la somme sur M et on obtient une somme sur

= {(M,o0) : M € L(My), o € (M(F)), oar ‘% o dans G(F)}

suivie par une somme sur des classes unipotentes. Cette somme double est évidemment finie.
De plus, WOG opere sur II et on peut sommer sur le quotient II/ WOG pourvu que ’on multiplie
les coefficients par 'ordre du groupe d’isotropie.

Toute classe dans IT/W¢ contient une paire de la forme (M, o) avec M O M (cf. [9 p.186]).
Arthur en a calculé 'ordre du groupe d’isotropie (cf. [9) pp.206-207]) : c’est |W0MU(F) | \W(?U(F) |1,
ou i

Wy = M (F)\Nge (An, ) (F).

Idem pour M au lieu de G. Donc le terme a droite de I'assertion est égal a

(I11.37) SO ST dM(8,55) 75 (s ).
MeL(M) YE(M(F)No) 372"
Vs=0

En comparant ([11.36)) et ([I1.37)), on se ramene a prouver que

(Wl (W |71 (0)]16C (o)) = (W g T M e (o),
ce qui est exactement (8.5) de [9]. O

Etapt donné A un voisinage compact de 1 dans G(A)Y, posons A := p~(A). Notons
CZ‘f,,(Gl) espace des fonctions dans C22-(G') & support dans A. Posons

- (Gh) = CF(GH N C2.(CY)
via ([I11.33)). On arrive ainsi au développement géométrique fin.

Théoréme 6.5.9 (cf. [9, 9.2]). Il existe un sous-ensemble fini de places SA D Viam tel que
— il existe Ag C G(Fg) tel que A = Ag, % K9 ;
— pour tout S O Sa et tout f € CZO’,,(G}g), on a

J(= > whwert > dM(8.38) 5 (s )
MEL:(M()) ,YE(M(F))ﬁ,’lgon
Y5
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les termes dans la somme ci-dessus sont nuls pour presque tout ~y.

Démonstration. Pour o fixé, on peut toujours prendre S de sorte que la condition pour|6.5.8|soit
satisfaite. Puisque J = ) J,, il suffit de montrer qu’il n’y qu’un nombre fini de o qui rencontre
A, ce qu’assure [9, 9.1]. O
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Chapitre IV

Analyse harmonique locale

1 Introduction

Cet article fait suite & [Chapitre III] qui vise a établir une formule des traces invariante a la
Arthur [11] pour une grande classe de revétements des groupes réductifs connexes. Afin d’arriver
a la formule des traces invariante, Arthur a besoin des résultats profonds d’analyse harmonique
locale. Tandis qu’ils sont admis par certains mathématiciens, il s’avere que les modifications
nécessaires ne sont pas toujours triviales. Notre objet est donc d’établir, ou plutot de justifier,
de tels résultats. Plus précisément, nous visons a établir

— la formule de Plancherel [83] ;

— la normalisation des opérateurs d’entrelacement [I3], avec formules explicites dans le cas
archimédien ;
la régularité et le développement local de caracteéres dans le cas non archimédien [40] ;

— la formule des traces locale invariante [14].

— le théoreme a la Kazhdan de la densité de caracteres tempérés dans le cas non archimédien

[42].

Le Graal de cet article est la formule des traces locale invariante sous la forme présentée

dans 21}, Proposition 6.1] :

Lielf) = S [WHIWE| I (—1)dm A /Ac / I (v f)dy
MeL(Mo) L6 reg,en(M(F))bon

pour tout f € C--(G x G), o

- C(GY X é) est la “composante anti-spécifique” de ’espace des fonctions de Schwartz-
Harish-Chandra sur G x G ;

— Iqisc(+) est la “partie discrete” du coté spectral spécifique de la formule des traces locale
non invariante;

— I;7(7,) est la distribution invariante fabriquée des intégrales orbitales pondérées et des
caracteres pondérés, c’est l'intégrale orbitale usuelle lorsque M = G. Cette distribution
est reliée aux distributions apparaissant dans la formule des traces globale par une formule
de scindage (le Lemme [5.8.4)).

Voir §5| pour les détails. Il peut paraitre curieux car ce n’est pas un ingrédient dans la preuve
originelle d’Arthur de la formule des traces globale. Néanmoins, Arthur fait usage d’un argument
global pour compléter son argument de récurrence (voir [I1), §5]), ce qui est problématique sur
les revetements car il faudrait une propriété d’approximation faible des bons éléments. Un cas
particulier du résultat d’Arthur est la densité de caracteres tempérés due a Kazhdan [42] qui est
indispensable dans toute application de la formule des traces. Donc il faut les établir & tout prix.

199
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Ici la formule des traces locale en fournit une approche contournée mais purement locale, cf.
[15, Corollary 5.3]. D’ailleurs, la formule des traces locale interviendra dans toute étude sérieuse
d’analyse harmonique locale, e.g. la théorie de représentations tempérées elliptiques.

Vu les travaux de Harish-Chandra, il est tentant de penser que les théories archimédiennes
s’adaptent aux revétements sans peine. Bien au contraire! Par exemple, le théoréeme de Paley-
Wiener invariant pour les fonctions de Schwartz-Harish-Chandra fait 1'usage de la théorie
de K-types minimaux de Vogan, notamment la multiplicité 1, ce qui dépend des hypotheses
d’algébricité ou de connexité du groupe de Lie en question.

Organisation de cet article Dans le §2, nous recueillons des définitions de base pour 'ana-
lyse harmonique locale non archimédienne pour les revétements et nous établissons la théorie de
Harish-Chandra pour les revétements : fonctions de Schwartz-Harish-Chandra, représentations
tempérées, opérateurs d’entrelacement, fonction c¢ et u, la formule de Plancherel. Les preuves
sont plus ou moins identiques au cas des groupes réductifs connexes et nous adoptons les no-
tations de [83]; le but de cette section est plutdt de fixer les notations et les choix de mesures.
Une exception : il faut choisir un sous-groupe ouvert d’indice fini Ay (F)t de Ay (F), ot M
est un sous-groupe de Lévi semi-standard de G (voir la Proposition . Afin de compenser
cette ambiguité, les intégrales concernant Ay (F)' sont multipliées par le facteur ¢y défini dans
(IV.1)).

Dans le §3, nous étudions la normalisation des opérateurs d’entrelacement satisfaisant aux
conditions d’Arthur, cf. [I3} §2] et [16 §2]. Nous en donnons des formules explicites similaires
a celles d’Arthur dans le cas archimédien. Pour le cas non archimédien nous reprenons ’argu-
ment dans [33, Lecture 15] & quelques corrections pres. Enfin, il faut aussi considérer le cas
des revétements non ramifiées et nous le faisons a 'aide de la théorie de séries principales
non ramifiés spécifiques. Pour les revétements archimédiens a deux feuillets, par exemple ceux
provenant des Ks-extensions de Brylinski-Deligne [27], nos facteurs normalisants sont liés a
ceux d’Arthurs pour les R-groupes réductifs connexes qui s’expriment en termes de fonctions L
archimédiennes.

Dans le §4, nous reprenons [40]. La méthode de descente semi-simple nous rameéne a ’algebre
de Lie, ou le revétement disparalt mais un caractere intervient. Le méme phénomeéne parait
aussi dans [Chapitre III]. On peut se débarrasser du caractére en travaillant systématiquement
avec le module croisé [Gsc x Z&. — G]. Remarquons que 'intégrabilité locale des caracteres
admissibles irréductibles pour les revétements a déja apparu comme une hypothese dans des
travaux sur la correspondance de Howe; c’est un peu surprenant qu’une preuve n’est jamais
entamée auparavant.

Dans le §5, nous établissons la formule des traces locale d’ Arthur. Les arguments sont presque
identiques a ceux d’Arthur et nous n’en donnons que des esquisses ; les intégrales d’Eisentein
sont évitées dans notre récit. Comme le formalisme d’Arthur évolue, la tache est plutét de
faire la mise a jour. Notre référence est [21], §6]; en particulier, les fonctions test sont dans
I’espace de Schwartz-Harish-Chandra et les distributions sont rendues invariantes a 'aide du
Théoreme de Paley-Wiener invariant pour de telles fonctions, dont la démonstration dans le cas
archimédien est une variante de celle de [I7]. Nous démontrons le “Théoreme 0” de Kazhdan
dans le Théoreme (.8.10L

Selon Arthur, les caractéres pondérés peuvent étre non normalisés (ceux dans la formule des
traces locale non invariante), normalisés relativement & un choix de facteurs normalisants, ou
canoniquement normalisés a I'aide de fonctions u. Dans I’étude de la formule des traces locale
invariante, il nous faut utiliser et comparer tous les trois. Néanmoins, dans les énoncés finaux
les caracteres pondérés canoniquement normalisés sont toujours préférés.

Les corps locaux dans §84-5 sont supposés de caractéristique nulle.



SECTION 2 201

Notations générales Sauf mention expresse du contraire, les notations seront celles de [Cha-
pitre III], qui sont compatibles avec celles d’Arthur. Si V' est un espace vectoriel, son dual est
noté V'V et 'accouplement entre eux est désigné par (9,v) ou o(v).

2 La formule de Plancherel

2.1 Définitions de base

On vise a établir la formule de Plancherel pour les revétements locaux. Le cas archimédien
est déja traité dans les travaux de Harish-Chandra [39]. On se limite au cas ou F' est un corps
local non archimédien. Notons ¢ le cardinal du corps résiduel de F'. Nous suivrons I’approche
de Waldspurger [83] en mettant 1'accent sur les énoncés et les changements nécessaires pour
adapter ses preuves aux revétements.

Soient m € Z, m > 1 et G un F-groupe réductif connexe. Considérons un revétement a m
feuillets

1= =GB GF) -1

Nous adoptons les conventions de [Chapitre III] : les objets associés au revétement sont
affectés de ~, e.g. P, % ; les symboles sans ~ désignent leurs images par p. Une décomposition
de Lévi d'un parabolique P s’écrit toujours de la forme P = MU. On construira des objets
associés & G ainsi qu’a ses sous-groupes de Lévi; on fera référence au groupe en question en
affectant les notations d’exposant lorsqu’il convient de le faire.

Fixons un sous-groupe de Lévi minimal My de G, un sous-groupe compact maximal spécial
K de G(F) en bonne position relativement a My, et Py € P(Mp). On définit ainsi les sous-
groupes de Lévi ou paraboliques standards et semi-standards. La proposition suivante est aussi
valable pour le cas F' archimédien.

Proposition 2.1.1. Soient F un corps local, p : G — G(F) un revétement a m feuillets. 1l
existe une famille de sous-groupes Apr(F)T de Ay(F), ots M parcourt les sous-groupes de Lévi
de G, telle que

1 Ay (F)' est ouvert et fermé dans Ay (F) d’indice fini;

2 Z]\;T = p YAy (F)Y) est central dans M ;

3 si My, My sont des sous-groupes de Lévi et yMyy™" = My oty € G(F), alors yApy, (F)Ty™!
A (F)F;

4 soit L un Lévi contenant M, alors Ap(F)T C Ay (F);

5 on pose

ClM7F = HM(M(F)),
ar,r = Hy (An(F)),
(B,

a;[W’F = HM(AM

alors ELTLF = a;fW,F Nag pour tout L D M.

Démonstration. Indiquons une construction possible : posons Ay (F)T := A (F)™ pour tout
Lévi M. Alors on a &EW’F =m-ap,F. Soit L D M, la propriété ﬁTL’F = Et}rw,F Nay, résulte du fait
que az r = apr,r MNar. Les autres propriétés sont triviales. O

En fait, on a déja utilisé une version moins précise de ces sous-groupes dans [Chapitre III].
Fixons une telle famille désormais. Lorsque M = My, on utilise les notations Ag(F), Ao(F)' et

A
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Rappelons que dans [Chapitre III] on a défini I'application de Harish-Chandra H : G — ac
par Hz = Hgop et G' := Ker (Hg) = p Y(G(F)'). Elle differe de celle de [83] par un signe,
mais peu importe. Rappelons que, lorsque F est non archimédien, on choisit la mesure de Ag(F')
de sorte que mes(Ag(F) NKer Hg) = 1. On munit Ag(F)' de la mesure induite de Ag(F).

Soit M un Lévi de G. Etant donné Ay (F), on définit

(IV.1) i = [Ap(F) = Ay (F)T 7
alors pour toute fonction ¢ € C°(G(F)) invariante par Ay (F)T, 'intégrale
LA / o(z) dz
Ap (F)NG(F)

ne change pas si 'on remplace Ap/(F)! par un sous-groupe d’indice fini Ay (F)*. Si ¢ est
invariante par A,/ (F'), alors cette I'intégrale est égale a fAM(F)\G(F) o(z)de.
On pose ) o
X (@) := Hom(G/G*,C*).

Selon nos définitions, X (G') ’identifie & X (G). Il est muni d'une structure de variété algébrique
complexe, isomorphe & (C*)4m=9¢  qui se déduit de I’homomorphisme surjectif

a*G,(C — X(G)

qui envoie x®s € ag, ¢ sur [x(-)|*; rappelons que af; ¢ = X*(G)®zC ou X*(G) := Hom(G, Gn).

Son noyau est de la forme 137TZL ou L est un réseau dans X*(G) ®z Q. Cela permet de définir

la partie réelle Re(x) pour tout x € X(G). Notons ImX (G) := {x € X(G) : Re(x) = 0}. On

définit ainsi ImX (G) = ImX (G).
Soit L un sous-groupe de a¢, on pose LY := Hom(L, 2miZ) C iaf,. Alors

ImX (G) = iag/af; p.

C’est un tore compact comme F' est non archimédien. Introduisons des mesures de Haar et des
constantes comme suit.

— On munit ImX (G) de la mesure de Haar de sorte que I’application quotient
iag/ad g — iag/al g

préserve localement les mesures et que mes(iaf,/a% ) = 1. Ceci est compatible avec la
convention dans [Chapitre III, §2.5]. 7

— Pour tout M € L(M), choisissons la mesure de Haar sur M (F') telle que mes(KNM(F)) =
1. De tels choix sont invariants par W§.

— On munit M de la mesure de Haar telle que mes(p~'(E)) = mes(E) pour tout £ C M (F)

mesurable. La méme convention s’applique aux groupes K, K N M et ;1\]\/4 .

— Soit P = MU € F(Mp), on munit U(F) de la mesure de Haar telle que mes(U (F)NK) = 1.
On note P = MU Yopposé de P. Rappelons aussi que Harish-Chandra a défini la constante
positive

A(P)i= [ sptm(a) do
U(F)

ou u = u(u)m(u)k(u) selon la décomposition d’Iwasawa G(F) = U(F)M(F)K. Elle est
proportionnelle a la mesure de Haar sur U(F'), qui est déja choisie. En fait, elle ne dépend
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que de G et M (cf. [83, p.240]), donc c’est loisible de la noter v(G|M). On a la formule
d’intégrale pour toute f € C.(G)

(IV.2) (G| M) /f gz:///ap )~ f(uma) du din da.

) N U(F)

On définit le sous-ensemble ]%+ (resp. :4\61-7—"_) comme l'image réciproque de
al == {H € ap: Yo € A, (o, H) >0}

par Hy; (resp. Hy; restreint a Z(OT); ici on a changé les notations de [83] afin d’alléger les
symboles. On en déduit la décomposition suivante.

Proposition 2.1.2. Il existe un sous-ensemble fini T' de G tel que

G = |_|7]~(]\Afo+~.

Démonstration. Cela résulte de la décomposition correspondante G(F') = K Mar K, ou Mar est

I'image réciproque de % par Hyy,. O

Enfin, on peut prendre une fonction hauteur || - ||¢ : G(F) — {r € R : r > 1} adaptée a
K comme dans [83] p.242] et on pose || - ||z := ||p(-)||a- Ceci joue le réle de la fonction || - |
dans [83] qui intervient dans diverses majorations. Il convient aussi de considérer la fonction

o(z) = o(x) :=sup{1,log ||z||}.

2.2 Représentations

Soit P = MU un sous-groupe parabolique de G. Le scindage unipotent [Chapitre III, §2.2]
donne une décomposition canonique P = M U(F). Cela permet de définir le foncteur d’induction
parabolique normalisée

Tp() =mdS(6% ® )

ou dp signifie la fonction module de P(F') composée avec p, ce qui est aussi la fonction module
de P.

De méme, on sait définir le foncteur de Jacquet normalisé : soit (m, V') une représentation
lisse de G, on note j; p:V —=>Vple quotlent maximal sur lequel U(F') opeére trivialement. On
obtient la représentation lisse (7T 5, Vp) de M en posant

7 p()jp(v) = 6p(m)V2jp(x (), vEV.

En outre, le groupe X (é) opere sur I'ensemble des classes représentations lisses (resp. admis-
sibles, unitaires) par produit tensoriel. On peut ainsi développer une théorie de décomposition
de Bernstein comme le cas de groupes réductifs connexes. Ces foncteurs ont des propriétés
algébriques comme le cas de groupes réductifs connexes, par exemple le lemme géométrique de
Bernstein-Zelevinsky, 'admissibilité uniforme, la réciprocité de Frobenius et le second théoreme
d’adjonction, pour en citer quelques uns. Observons en passant que toutes ces opérations
préservent I’équivariance sous .

Passons maintenant a ’aspect “analytique”. Le résultat suivant est important pour ’étude de
coefficients matriciels de modules de Jacquet, cf. [83] 1.2]. Faute d’avoir une référence convenable,
on en donnera aussi une démonstration.
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Proposition 2.2.1. Soit V' un sous-espace de dimension finie de CW(AZ;T) stable par la
représentation réguliére a droite de ;l\g;T, notée p. Alors il existe un sous-ensemble fini X de

Hom(zzlzyT, C*) et un entier d > 0, tels que pour tout x € X et tout f € V, il existe un polynome
P, surag, deg P ; < d, tel que

£@) =3 x@Py(Hala), acAq.

XEX

St l'on prend X minimal vérifiant les propriétés ci-dessus pour tout f, alors pour tout x € X,
les fonctions a — x(a) et a— x(a)Py ¢(Hu(a)) sont dans V.

Démonstration. Prenons d = dim V. La finitude de dim V' et la commutativité de ZXET donnent

une décomposition finie V = @xe v Vy, stable par p, ou

On se ramene ainsi au cas ou X = {x} est un singleton. En multipliant les éléments de
Vy par @ — x(@)~!, on peut supposer de plus que x = 1. Soit f € V4. Comme p(a) agit sur
V1 comme une matrice unipotente pour tout a, la fonction f se factorise par le sous-groupe

compact ZE;T N G!. Alors I’équation
- . nd . T

(p(a) —id)“f =0, a€ Ag
devient un systeme de suites récurrentes linéaires sur le réseau ag r C ag, et I'assertion en
découle. O
Définition 2.2.2. Soient (7, V) une représentation admissible de G et y € Hom(fTE;T,CX).
Définissons

Vi=quveV:3d, ve () Ker(r(a) — x(a)’
acAg
On a alors V = @X Vy. Définissons 1'ensemble des exposants de (m, V) par

Exp(m) :={x € Hom(ANGT,(CX) - Vy # 0}

Remarque 2.2.3. Soit x € Exp(7). On peut vérifier aisément que Rex est un objet “infinitesi-
mal” : il ne change pas si I'on remplace Ag(F)! par un sous-groupe ouvert d’indice fini Ag(F)*

et remplace y par sa restriction a //l\é .

Posons Clisse(é) I’espace de fonctions sur G bi-invariantes par un sous-groupe ouvert et
compact. Il y a deux représentations p, A de G sur cet espace, définies par

Soit (m,V) une représentation admissible de G. Notons (7, V) sa contragrédiente. Soient
v eV, v e V. On définit le coefficient matriciel comme 1’élément de Ciigge (G)

& (m(@)v, D).
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Notons A(7) la sous-représentation de Clsse(G) (par p et A) engendrée par tous les coeffi-
cients de m, et posons

AG) =D Am) =JAm).

Soit P = MU un sous-groupe parabolique de G. On dispose de I'application terme constant
le long de P, cf. [83] 1.6.2]

A(G) = A(M),
[ e

La fonction f5 est caractérisée par la propriété suivante. Pour tout m € M, il existe € > 0 tel

que, si a € :4\]\?[ et |a(a)|r < € pour tout o € ¥p, alors

(IV.3) (65" F)(ma) = fp(ma).

La démonstration est basée sur un théoréme de Casselman [83] 1.4.1], la preuve-la s’adapte
aux revetements a l’aide de la Proposition [2.1.2

2.3 Fonctions de Schwartz-Harish-Chandra

Introduisons la fonction ¢ de Harish-Chandra sur G(F). Rappelons que Z¢ est définie
comme un coefficient matriciel de 'induction parabolique normalisée de la représentation triviale
de Py. On pose simplement

=G
=G .
=7

=2%0p.

Cette fonction vérifie des majorations liées a || - || et o, cf. [83] II]. De méme, les résultats
d’intégrabilité de [83, II] demeurent valables pour G, ce qui justifie toutes les intégrales que ’on
considérera.

Soit P € F(Mp). On note

oG = 3 Reo-a
aEAp

et on note +ELIGJ* son adhérence.

Proposition 2.3.1. Soit (m, V) une représentation admissible de G admettant un caractére
central unitaire. Les conditions suivantes sont équivalentes.

1 Les valeurs absolues des coefficients de w sont de carrés intégrables sur C?/AET

2 Pour tout parabolique semi-standard P = MU et tout x € Exp(np), on a Rex € +a]G3*.

8 Pour tout parabolique standard propre mazimal P = MU et tout x € Exp(mp), on a
Reyx € Ta*.

Supposons vérifiées ces conditions et soit f € A(w). Pour tout r € R, il existe ¢ > 0 tel que

(IV.4) £(@)] < E@)A+o(x)™, e

On appelle une telle représentation de carré intégrable modulo le centre, ou bien L? modulo
le centre. Si (7, V) est de carré intégrable modulo le centre, on définit son degré formel comme
la constante positive d(m) telle que

o / (n(@)0, ) (o, 7 (3)F) di = d(m) " (o, 7)o, 8), w0 €V, 0,8 € VY.

Aa\G
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Remarquons que d(m) dépend de la mesure de Haar sur G mais pas du choix de Ag(F )t
Définissons des versions dites faibles de Clisse (G) et A(G) comme suit.

CY (G == {f € Cuigse(G) : T, 7 tels que (V.4) est vérifié },

AY(G) = A(G) N Gl (G)-
Soit (m, V) une représentation admissible de G. On dit que (7, V) est tempérée si A(m) C
A" (G). Les représentations de carré intégrable modulo le centre sont tempérées. Un fait impor-

tant est 3
AG) = | Am= D A

m:tempérée m:tempérée

Proposition 2.3.2. Soit (7, V) une représentation admissible de G. Les conditions suivantes
sont équivalentes.

1 (m, V) est tempérée.
2 Pour tout parabolique semi-standard P = MU et tout x € Exp(np), on a Rey € *ﬁg*.

8 Pour tout parabolique standard propre mazimal P = MU et tout x € Exp(mp), on a
Rey € Ta%*.

En résumé, nous avons défini les ensembles

Ty (M) C Miemp(M) C Myt (M) C TI(M)

qui désignent les ensembles de classes d’équivalences de représentations de carré intégrable mo-
dulo le centre, tempérées, unitaires et admissibles irréductibles de M, respectivement. On peut

. . 7 92 . . - . . . = =
aussi considérer ’équivariance sous ., et introduire les sous-ensembles Iy _ (M), Iiemp - (M),
ete.

Soient r € R et f € Cligse(G). On définit

ve(f) = sup (|f(2)|E(2) 7 (1 + o(@))") -

el

Soit H € G un sous-groupe ouvert compact. Notons Cyr 'espace des fonctions f bi-invariantes
par H telles que v,(f) est fini pour tout » € R. Les semi-normes v, définissent une topologie

sur Cy. On pose C(G) = |Jy Ch, muni de la topologie h%m C’est une algebre pour le produit de

convolution, qui est séparément continu. Les éléments de C(G) s’appellent aussi les fonctions de
Schwartz-Harish-Chandra. L’application G x G x C(G) — C(G) définie par (Z, 7, f) — p(Z)A\(G)f
est continue.

Si (1, V) € iemp(G) et f € C(G), on peut définir I'opérateur 7(f) de sorte que

(x(f)v, ) = /f(fc)(w(i)v,@ di, wveViev.
G

Alors f +— 7(f) est un homomorphisme d’algebres. Pour tout f, Popérateur 7(f) est de rang
fini et on peut définir la fonctionnelle linéaire continue f +— O,(f) := trw(f), i.e. le caractere
de .

Citons deux variantes faibles des constructions précédentes. Soit (m,V) € Myemp(G). Soit
P = MU € F(My), alors le module de Jacquet admet une décomposition canonique.

(5, Vp) = (Wg, VE) @ (np, V)
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ou Vg se constitue des V) avec Reyx = 0, et V];r se constitue du reste. Alors (w%,Vg) est

tempérée, cf. [83], 111.3.1]. La réciprocité de Frobenius demeure valable dans la catégorie des
! P
On dispose de I'application terme constant faible le long de P, analogue de (IV.3)

représentations tempérées admissibles si I’on remplace le foncteur 7 +— 75 par 7 7

AY(G) — A¥(M),
f=f5.

La fonction fg est caractérisée par la propriété suivante. Pour tout m € M, on a

(IV.5) lim (85, f)(ma) — f2(ma) = 0.

a—oo

ou la limite signifie que a € ZJ\;T et —H)ps(a) tend vers 'infini dans un cone ouvert strictement
contenu dans celui déterminé par Ap, cf [83] T11.5].
On définit la fonction f;}’lnd :G x G — AY(M) en posant

(IV.6) £ 5) = (@ADL

2.4 Opérateurs d’entrelacement

Le tore complexe X (G) opere sur II(G) par (x,w) — w® x, ol x € X(G) et w € II(G). Si x
est 'image de A € ag; ¢, on écrit aussi 7y := m ® x. L’action induite du tore compact ImX (G)

préserve IIa(G). Pour toute orbite O sous ImX (G), on peut choisir un point base w € O et
munir O de la structure de variété C°° par 'application

X = w® x.

Le stabilisateur Staby,, v ¢ (w) est fini. De fagon analogue, pour I'action de X (G) on définit
Porbite O¢ qui est une variété algébrique complexe. Ainsi, on peut parler de fonctions C*°,
régulieres ou rationnelles sur O¢. Ces notions ne dépendent pas du choix du point base w.

Soient M € L(My), P = MU et P = MU’ dans P(M). Soient (m,V) une représentation
admissible de M, f € IV, 7€ G. On dit que lintégrale

(Jpp(m) f)(E) = / f(u'z) du’

(UNU)(F)\U'(F)

est absolument convergente, égale & v € V, si pour tout © € V I'intégrale

(UNU")(F)\U'(F)

est absolument convergente et égale a (v, v). Si (J 1 p(m)f)(Z) est absolument convergent pour
tous f et z, on dit que J | p(m) est défini par des intégrales convergentes, et il définit un
opérateur d’entrelacement Z5(m) — Zp, ().

On peut identifier Z5(V') a I'induction Indgm (V) par restriction sur K. Lorsque 7 varie
dans O¢, cet espace ne change pas. En introduisant les C[M / M U-familles de représentations
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(cf. [83], L5]), on peut parler des familles d’opérateurs Zs(m) — Zp, () régulieres ou rationnelles,
ou 7 € Oc, voir [83, IV.1].

Soient P € P(M) et a € Xp, la coracine o € ap peut étre définie en choisissant un
parabolique minimal Py C P et en restreignant o¥ € Ay & apr. On voit qu’elle est indépendante
de Po.

Théoréme 2.4.1. Soit (w, V') une représentation admissible de longueur finie de M. Alors il
eziste R € R tel que si (Re(x),a") > R pour tout o € ¥p N X, alors Jprp(m ® x) est défini
par des intégrales convergentes. L’opérateur J”/|p(7T ® x) défini pour de tels ™ ® x se prolonge
en un opérateur rationnel sur Oc.

Si (m, V) est tempérée, alors J15,|15(7r ® X) est défini par des intégrales convergentes pourvu

que (Rex,a") > 0 pour tout o € X754 N Z%e/d.
Posons d(P’, P) := |X351 0 xied).

Proposition 2.4.2. Soit (m, V) une représentation admissible de longueur finie de M. Alors
1 J]s/|]5(7T)V P|P,( ), ou V signifie l'opérateur dual ;
2 T (%) = i ()T () i P € PM) et d(P', P) = d(P', P") 4 d(P", P)
3 soit P" = M"U" € F(My) contenant P et P', on fait les identifications

Tp(m) = Zpu Ty (7).

Bt
M//
Lo () = T T (1),
alors Jﬁ,lp(ﬂ) est lopérateur déduit de J%;M,,‘PQM,,( ™) par le foncteur Zp,(-) ;

4 soient w € WOG et we K un représentant, alors
i (07) = A(®) I pyy () A(D)
ot A(0) : Zp(m) = I p(wn) (ou avec P' au lieu de P) est la translation ¢(-) — @(w™1-).

Supposons maintenant que m € IIy(M), son orbite sous X (M) est notée Oc. On dit quun
élément dans Oc est G-régulier si son stabilisateur dans W& (M) est trivial. De tel éléments
forment un ouvert de Zariski dense dans Oc¢.

Montrons qu'’il existe un ouvert dense de Zariski dans Oc tel que pour tout 7’ dedans, Z5(7")
est irréductible pour tout P € P(M). En effet, il suffit de montrer que Hom(Zz(7),Zs(7)) = C
lorsque 7 est G-régulier, car Z5() est unitaire de longueur finie. Or cela résulte immédiatement
de la réciprocité de Frobenius et du lemme géométrique de Bernstein-Zelevinsky.

Gréce aux propriétés des opérateurs d’entrelacement, on montre (cf. [83, IV.3]) qu’il existe
une fonction rationnelle j sur Oc¢ telle que

J~|I§(7T,)J=|]5(7T,) = j(ﬂ'/), 7 €Oc, Pc P(M).

Notons Ered I’ensemble des racines réduites de Aj;. A chaque «a € Ered est associé un sous-

groupe de Lévi M, contenant M tel que ZM"’md

en remplacant G par M,. On a alors

{a}. Notons j, la fonction rationnelle définie

J= H Jas

aexied/+
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ol « parcourt Eﬁ‘}d a signe pres. Définissons la fonction p sur O¢ par

(IV.7) po=j L

Pour a € E}”\‘}d, on note p, la fonction définie en remplacant G par M,,.

Proposition 2.4.3. La fonction u est rationnelle sur Oc. Elle est réguliere et réelle non
négative sur 0. On a
p= I tao

aexred/+
De plus, p est invariante par WOG et par passage & la contragrédiente w > 7.

Remarque 2.4.4. Soit @ € Ap. On note r, le plus petit rationnel positif tel que ro-a" € ag p.
On note

(Iv.8) & :=rqa’.

Supposons choisi un point base m dans O¢. On pose P’ := P, alors les fonctions A +—
Jpp(ma) et A = p(my), ot A € af ¢, sont rationnelles en les variables {gMY € Ap}.
Cette propriété est implicite dans la preuve de la rationalité des opérateurs d’entrelacement [83],
p.278].

2.5 Coefficients d’induites et la fonction c
Fixons toujours M € L(My). Soient P € P(M), (w, E) € O. Posons
L(w, P) =TI G(ER E)
=I5(E)RIs(E)’ — End(ZpE).
Le revétement G x G — G(F) x G(F) n’appartient pas rigoureusement & notre classe car son

noyau n’est pas Cycliqu~e, mais peu importe.
Pour v ® © € L(w, P), on peut définir le coefficient

Ceci induit une application linéaire Eg : L(w, ]5) — Chsse(é). Plus généralement, soient P’ =
M'U" € F(My) tel que M’ > M et P € PM (M), posons

P +GxG 1M’ 7 GxG . !
EI-:’ : I}B/Xﬁ/L (OJ,P) %Iplxﬁlchsse(M)

I’application qui se déduit de Eg ' par fonctorialité.
Soient M, M’ € L(Mjy). Posons
W(M'|GIM) := {w e W : wM c M'},
W(MI|G) := W(M|G|M),
W (M'|G|M) = WM \W(M'|G|M).

Ces ensembles sont éventuellement vides. Ils operent sur des paraboliques par conjugaison.
Dans ce qui suit il convient de fixer des représentants dans K de ces ensembles. Néanmoins, les
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résultats ultérieurs seront indépendants des choix. Soient s € K un représentant d’un élément
dans Wo et w une représentation de M, on note sw la représentation de sM obtenue par
transport de structure. Elle est indépendante du choix du représentant a isomorphisme pres.

Pour P € P(M), s € W(M'|G|M), définissons

P := (M'nsP)U,
P? = (M nsP)U

Notons A(s) : Zs(w) = T, p(sw) la translation a gauche par s en se rappelant que fg(w) est

un espace de fonctions sur G. Vu les identifications

M/’ o 5
L5 IM'mP IPS’
T M T

M'NsP Pg

on définit
cjs,ua(s,w) : L(w, P) — I?;:(%/LMI(SOJ,M, N sP),
V@ = Y(GIM) (J}ss‘sﬁ,(sw))\(s)v ® Jég‘sp(soﬁ))\(s)ﬁ) .

Théoréme 2.5.1. Fizons P € P(M), P’ € P(M') et O une ImX (M)-orbite contenant une
représentation de carré intégrable modulo le centre. Soient w € O un élément G-régulier et
Y € L(w, P), alors

(ng)lndw = Z EJ\JZQSP<CP’|P(37W>¢>'

sEW (M'|G|M)

1l faut aussi des fonctions auxiliaires. Soient M € £(Mp), w € O une ImX (M )-orbite conte-
nant une représentation de carré intégrable modulo le centre, P, P’ € P(M) et s € W(G|M).
Définissons

—1 -l =~
ocls,us(s,w) = cj_:,,us(l,sw) cﬁ,‘p(s,w) € Homg, 5(L(w, P), L(sw, P)).
Proposition 2.5.2. L’application w — Ocla,us(s,w) est réguliere sur O. Pour tout w € O,
lopérateur 0015,‘15(870.)) est unitaire. On a

ES, (Ccpp(s,w)p) = ES (1)
pour tout ¥ € L(w, P).

2.6 Enoncé de la formule de Plancherel

Considérons un parabolique P = MU € F(My). Soit @ une ImX (M)-orbite rencontrant
ITy(M). Soient (w, E), (W', E') € O tels que w ~ w’. Alors les espaces Ig:g(E@E’) et Ig:g(E’@
E') sont canoniquement isomorphes : I’isomorphisme étant induit d’un isomorphisme w — w’
quelconque et de son dual.

Définissons C°°(O, P) comme Pespace des fonctions ¢ : w — 1, € L(w, P) respectant les
isomorphismes ci-dessus, telles que ¥ est C* sur O. Rappelons que 'espace de L(w ]5) ne
change pas lorsque w varie dans O, pourvu que I'on le réalise comme un espace de fonctions
sur K x K ; notons-le L - #(0). Si H est un sous-groupe ouvert compact de G, L; 7 (O)HXH egt
de dimension finie. Comme ImX (M) est compact, C°°(ImX (M)) est muni de la famille des
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semi-normes ||¢||p := sup|D¢|, ou D parcourt les opérateurs différentiels sur ImX (M). Donc
I’espace .
C™(ImX (M)) ® Lz (0)H#*H

est muni d’une topologie canonique. Il contient C"X’((’),JB)H xH

On munit C°°(O, P) de la topologie lim en variant H.

comme un sous-espace fermé.

Proposition 2.6.1. Soit ¢ € C®(O, P), alors
1 pour tout & € G, la fonction w — (Eglbw)(i) est C* sur O ;
2 pour tout P = M'U’ € F(My) et ' € M, les fonctions w (ngw)ﬁ,(fn’) et w —
(Eg@z;w)g, (m') sont C* sur O.

C’est donc loisible de poser pour 1) € C°(O, P),
£u(@) = [ @) EG)@ o, T€G,
(@

ou O est muni de la mesure telle que ImX (M) — O préserve localement les mesures.

Proposition 2.6.2. L’application ¢ — fy, est une application linéaire continue de 000(0,15)

sur C(Q).

On fait varier les (O, P). Notons © I'ensemble des paires (O, P) ot P = MU € F(My) et O
est comme ci-dessus. Posons C*(0) := D o pjce (O, P). On écrit un élément ¢ de C>°(O©)

sous la forme ¢ = ([0, P])o,p. On définit Papplication x : C*°(©) — C(G) par

r() = Y AWGIM)WT[WE T P fyio,p)-
(O0,P)eO©

On note C*®(0)™ le sous-espace de C*(0) des éléments 1 tels que
w[soa Pl]sw = 0613/|15(S,W)1/1{O, P]w
pour tout (O, P) € © et tout P’. On définit la projection pr'™ : C*°(0) — C*(0)™ par

(prinvw)[O,P]w _ ’WOG‘—l‘fP(M)‘—l Z Z OC]S/|]5(S’W>_11/}[SO’P,]SUJ'
SEWOG P'eP(sM)

Un fait important est que r se factorise par pr™: on utilise toujours le symbole s pour
I'application C*°(0)™ — C(G). ) )

L’étape suivante est de définir I'inverse de . Soit f € C(G), notons f la fonction z
f(@™ Y. Alors f € C(G). Soient M € L(My) et P € P(M). Soit (w,E) € TIy(M), notons
(m, V) :=ZIps(w, E) et

f(w, P) :=d(w)w(f) € L(w, P).

Soit (O, P) € ©, on obtient ainsi une fonction ¢ ¢[O, P] sur O par 95O, P|,, = f(w,P),

pour tout w € O.

Proposition 2.6.3. Pour tout (O, P) € ©, lapplication f > 1[0, P| définit une application
linéaire continue C(G) — C*°(O, P).

On arrive & ’énoncé de la formule de Plancherel.
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Théoréeme 2.6.4. L’application f — 1[0, P] induit une application C(G) — C>®(0)™. Elle
est U'inverse bilatéral de k. En particulier, k est un isomorphisme.

Pour (O, P) € © et w € O, on note @5‘ le caractere de Zp(w).

Corollaire 2.6.5. Soit f € C(G), alors

HOEESY V(GIM)IWé”HWoGI_II?(M)I_l/d(W)M(w)@ff(f)dw,
(0,P)e© O

= > G wIwE / d(w)(w)OS (f) dw.

MEﬁ(Mo) HQ(M)

Remarque 2.6.6. Afin de se débarrasser de tout souci de mesures, vérifions la dépendance de
ladite formule sur des divers choix. Fixons (O, P) € © avec P = MU.
— Le degré formel d(w) pour w € O est inversement proportionnelle & la mesure dm sur M.
— D’apres la définition des opérateur d’entrelacement, la fonction p est proportionnelle a
(dadu)~! ott du (resp, di) désigne la mesure sur U(F) (resp. U(F)).
— OG(f) est proportionnel & la mesure dg sur G.
— v(G|M) est proportionnel & diidm du(dg)~! pourvu que (G| M) soit défini par la formule
dans
— Il n’y a aucune dépendance du choix de Ay (F).
Par conséquent, le produit indexé par (O, P) dans le Corollaire est indépendant de
tout choix. Cela nous permettra de varier certains choix de mesures dans

3 Normalisation des opérateurs d’entrelacement
On se place toujours dans le cadre d’un revétement local
1= =GB GF) =1,

ol F est un corps local et G est un F-groupe réductif connexe. On fixe un sous-groupe de
Lévi minimal My et un sous-groupe compact maximal spécial K de G(F') en bonne position
relativement & M. On a les ensembles TI(M), Tiemp(M), (M) de classes d’équivalence des
représentations irréductibles de M ; ils sont défini dans §2|lorsque F est non archimédien, dans
le cas F' archimédien leurs définitions sont bien connues. En rajoutant I’équivariance sous ,,
on définit leurs variantes spécifiques IT_ (M), Temp.— (M), o (M), etc.

Nous avons précisé les choix de mesures dans le cas non archimédien. Pour le cas archimédien,
nous suivons le choix fait dans [13] qui sera rappelé dans

3.1 Facteurs normalisants

Soit M € L(My). Rappelons que, pour tout corps local F', on peut définir le groupe X (M) :=
Hom(M /M, C*) et son sous-groupe ImX (M). Ces groupes operent sur II(M). Les X (M)-
orbites admettent une structure de variété complexe algébrique via la surjection canonique
ayrc X (M). Soit m € M, 'action de X (M) s’écrit sous la forme habituelle (7, x) — 7 ® x

avec x € X(M), ou (m,\) = my avec A € aj; ¢. Si F est archimédien, I'action de aj}, - est libre
et tout élément de ITo(M) admet une écriture unique my avec m € Ia(M?) et \ € ial,.
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Définition 3.1.1 (cf. [13, §2] et [16, §2]). Soient M € L(Mp) et O¢ une X (M)-orbite dans

II(M). On dit qu'une famille de fonctions méromorphes sur O¢

T%,‘P(Tr), LeL(M), P,P € PL(M), = € O¢

est une famille de facteurs normalisants si elle satisfait aux conditions suivantes. Posons d’abord

(R1) Pour tous P, P, P" € PX(M), on a RL - (7) = RIL5,,‘P,(7T)RIL5,|I5(W).

(R2) Si 7 est unitaire, alors

L L
Rp/|p(7r>\)* = Rﬁlﬁ/(ﬂ-—ﬂ)’ A€ a}k\i,(C‘
En particulier, R}%‘ 5(7) est un opérateur unitaire.
(R3) Cette famille est compatible au transport de structure par le groupe de Weyl, au sens
suivant

L ~ ~\ pL ~\—1
R pijop(0T) = A(0) R, 5 (m) A(w@)
N L ~ o , s
ouw € Wy et w € K est un représentant, cf. la Proposition m

(R4) On a
L _ My,
7“]5,‘15(7T) - H Tﬁa‘ﬁa(ﬂ)a
ae(zé,)redm(zlﬁ)red
ou P, := PN M,.
(R5) Soit P" = M"U" € F*(My) contenant P et P’, alors Rfi,‘p(w) est 'opérateur déduit de

p
R%m,,mw,, () par le foncteur Iﬁ,,(‘).

(R6) Si F est archimédien, les coefficients KN L-finis de ng,‘ () sont des fonctions rationnelles
en (A, aV) ot @« € AL . Si F est non archimédien, notons ¢ le cardinal du corps résiduel

L Ad) o L
=1 ( >,0ua€AP et

& € Qs - aV est défini dans ([V.8) ; donc les coefficients de R%‘ ]5(7rA) le sont aussi.

de ¢, alors r (my) est une fonction rationnelle en les variables ¢~

R7) Si 7 est tempérée, A — 5, 5(m\) n'a ni zéros ni poles lorsque (Re), V) > 0 pour tout
PP
L
acAp.
(R8) Si F est archimédien, 7 € Iemp(M?) et A € ia},, on pose

s = I ety

ae(zé,)redm(zlﬁ)red

ol ng est Pordre du pole de A — 74 (7)) en A = 0. Alors pour tout opérateur différentiel
invariant D sur ia},, il existe des constantes C, N > 0 telles que

ID(a 5 (M) 5 p(m)) T < CA+ i+ MDY

pour tout 7 et tout A\, ou nous adoptons les notations
— b est une sous-algebre de Cartan de g;
- Wé/[ le groupe de Weyl complexe de M ;



214 CHAPITRE IV

— px € b5/ W(é\/[ est le caractere infinitesimal de
— || - || une norme hermitienne W!-invariante sur h¢ telle que

lm I = Nl + AP = Nuall® + I, VA € iy

La condition (R7) interviendra dans 1’étude des quotients de Langlands. Dans cet article
nous ferons usage d’une notion moins stricte.

Définition 3.1.2. On dit qu'une famille de fonctions méromorphes sur O¢
Té,,u;,(ﬂ), L€ L(M), P,P' € PL(M), 7 € Oc

est une famille de facteurs normalisants faible si elle vérifie toutes les conditions de la Définition
sauf (R7). Deux familles de facteurs normalisants faibles r, r¥ sont dites complémentaires
si

LY L
(Iv.9) rpllp(ﬂ) = rﬁlﬁ,(w)
pour tous P, P’ et L.

Remarque 3.1.3. Etant donnée une famille de facteurs normalisants faible r, on peut toujours
définir une famille complémentaire rV par ([V.9)). Mais 7V et r ne peuvent pas vérifier a la fois
(RT).

La construction des facteurs normalisants se réduit au cas L = G, Oc NIy(M) # 0 et P, P’
des paraboliques propres maximaux, au sens suivant.

Proposition 3.1.4. Supposons choisie des familles de facteurs normalisants rk () pour tout

'Q
L € L(My), L # G et Q,Q" quelconques, qui sont sont compatibles au transport de structure
WG
par Wg. . .
Sotent rp,ua(-) des fonctions méromorphes sur les X (M )-orbites rencontrant Ila (M) vérifiant

toutes les conditions de la Définition sauf (R4) et (R5), ot M € L(My) est standard

propre mazimal, P, P' € P(M). Alors les facteurs TC%’IQ
famille de facteurs normalisants pour G, dont la construction est canonique.

et rap(c) ci-dessus font partie d’une
PP

Démonstration. C’est exactement ce qu’Arthur fait dans [I3], §2]. En résumé, grace a (R5), la
condition (R7) et un critere simple de I'unitarisabilité des quotients de Langlands [44] Theorem
7], qui est valable pour les revétements sur tout corps local, permettent de se ramener au cas
tempérée. On se ramene finalement au cas de représentations de carré intégrable modulo le centre
d’apres le fait qu’une représentation tempérée est un constituant d’une induite parabolique
normalisée d’une représentation L? modulo le centre. La compatibilité au transport de structure
est garantie par (R3). A chaque étape, on peut supposer M propre maximal grace & (R4). La
préservation de (R8) est claire. O

Remarque 3.1.5. Pour les applications a la formule des trace, on considérera le cadre ou F' est
un corps de nombres, p : G — G(A) un revétement adélique, S un ensemble fini de places de F
et G — G(Fs) la fibre de p au-dessus de G(Fs). On peut toujours considérer les normalisations
des opérateurs d’entrelacement dans ce cadre, cf. [I3] §1]. Les résultats découlent sans peine du
cas F' local en prenant
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Cf. [13, p.31].

3.2 Le cas archimédien

Conservons les conventions de §3.2] Nous donnerons une construction canonique de facteurs
normalisants dans le cas archimédien a la Arthur [I3] avec formules explicites. C’est loisible de
supposer que F' = R.

Soit v une R-algebre de Lie. On adopte la convention t¢ := t(R) ®r C. Notons # 'involution
de Cartan associé a K. Prenons une forme bilinéaire G(R)-invariante B sur g(R) telle que
X — —B(X,0X) est positive définie. Si T est un R-tore maximal #-stable de M, alors B est
non dégénérée sur t(R). Prenons 7' un R-tore fondamental dans M anisotrope modulo Ay, ce
qui existe car IIo(M) # 0. Le groupe Gal(C/R) = {id, 0} opere sur X, (Tt), d’olt une action sur
te.

On se ramene au cas ou M, P, P/, m sont comme dans la Proposition en particulier
P’ = P. Or la notation P’ sera conservée pour des raisons de typographie.

On pose
1
ap|p = H \/§B(o¢,0z)
(0%

ou « parcourt les racines de (gc, tc) dont les restrictions sur ap; appartiennent a ¥ p/. On munit
(upr Nup)(R) de la mesure induite par la forme positive définie X — —B(X,0X); on choisit la
mesure de Haar sur (Up: N Up)(R) de sorte que

[ swdu=apr [ sepx)dX. voe CuUUNUR®).

(UpnUp)(R) (uprPup)(R)

On montre que cette mesure ne dépend pas du choix de B.

Notons pjps la demi-somme des racines positives de (mc, tc) par rapport a une base fixée.
On prend dy € ¢ tel que dx+ pas est un représentant du caractere infinitesimal de 7. On peut
prendre A\g € t, u € it" tels que

1
<dX7H>:<)‘07H_UH>+§<:U’_IOM’H+UH>’ HGt(C),

Cf. [13], (A.1)]. Ici Ap est pour 'essentiel la dérivée du caractere central de 7, et p est le parametre
de Harish-Chandra. D’apres Harish-Chandra, c’est connu que dy se reléve en un caractere de
T ; notons-le y.

Notons ¥ p(G, T') 'ensemble des racines de (G, T") dont les restrictions sur aj; appartiennent
a Y p et étudions les {id, o }-orbites de X p(G, T'). Supposons d’abord que « est une racine réelle
dans Xp(G,T). Il y a au plus une telle racine. Rappelons la définition de I’élément ~ € T
dans [39, §30, Lemma 2]. On note H, ’élément dans t(R) tel que B(H,H,) = {(a, H) pour
tout H € t(R), et on note H' := 2{a, H,) ' H,. Prenons X’ € g,(R) et Y’ € g_,(R) tels que
(H', X'",)Y") est un slo-triplet, c’est-a-dire

[H',X'| =2X’, [H',Y'| = —2Y", [X".Y'] = H'.

Posons 7 := exp(m(X’ —Y")) € T. Le triplet (H’,X’,Y”") induit un homomorphisme ®,, :

(
SL(2,R) — G, ott SL(2,R) est un revétement de SL(2,R). Prenons k € {0,...,2m — 1} tel que

k

(1)) x(y) = em.
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D’autre part, si « est une racine complexe, en remplacant « par o« si besoin est, on suppose
toujours que
v
(op —p,a") € Z<y.
Définissons le facteur normalisant rp, p(m). Sl existe une racine réelle dans ¥p(G,T), on
la notera «q et on écrira Jag ; dans ce cas-la on définit x, v et k£ d’apres ce qui précede. Posons

Le(z) :=2(2m)*T'(2),

e TETG+Y
(=)= vr T+ A )0(2 +1— &)

, sl Jag;

(et désolé pour I’abus du symbole 7). Pour tout A € ap;c on définit

M ocs e Te((p+AaY))
ailog({ié,a)} Fe((n+ A, aY) +1)
a#ap

CGp+ N o)), st Jag,

(IV.10) P p(Ta) =
Ce((p+A a”))

1 D) Te((u+ A av) +1)

sinon,

ou les représentants « des {id, o }-orbites dans Y p(G,T") sont choisis comme précédemment.
C’est méromorphe en A, on définit ainsi les opérateurs Rp,lls(ﬂ/\) = 7“]5,‘15(7@\)*1&715,']5(70\) qui
sont méromorphes en .

Théoréeme 3.2.1. Les facteurs rﬁ,,‘ﬁ.(m\) font partie d’une famille de facteurs normalisants
dont la construction est canonique.

Démonstration. On utilise toujours la Proposition On note ¥.(G,T) := Xp(G,T) \ {ao}
si Ja. C’est une conséquence de la formule explicite de la fonction p [39] §36] (voir le récit dans
[13, Proposition 3.1 + Lemma A.1]), qui est aussi valable pour revétements, que

7]23/|Pa?3/‘P(27T)_dimUPHOT(X)| [aes.m (e}, si3ao,
pu(m) =
7123/|pa2pf\p(277)_dim U2 Maesp.m) (s a¥)l; sinon,
ou pp(x) est I'expression

w -sinh <w> : [Cosh (W) - %(—1)<”P’a5>(><(7) +x(™

-1

Avec le choix de mesures dans [13], §3], on a Jp,|]5(7r)*J]5,u5(7r) = 7123,|P04?,,‘Pu(7r)*1 et pour
démontrer (R1) il faut montrer I’égalité J15,|]5(7r)*J]5,‘15(7r) = ]7"15,|]5(7r)\2; le cas général ou m
est remplacé par 7y (A € a}; ) en découlera par prolongation méromorphe.

Supposons d’abord que 37040. Remarquons que

1

5 (=D (x() + x(7) ™) = cos (7::> '

Notons v := (u, ) € iR, on a

cosh( %) —cos (%) _ cos(rv) — cos (1)

po(x) ™ = . = :
’ 7 sinh (%) T2 sinh (%)
2sin (r (5 + ) sin r (=5 + )

¢ sinh (7)
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D’une part, les formules I'(2) = I'(2) et |'(iy)|? = Jemh(ryy Pour ¥ € R entrainent que le
dénominateur est égal & (D(v)I(—v)) "' 72, D’autre part, il résulte de la formule de réflexion

[(1-2)(z) = @ que le numérateur est égal a

v k k v v k k v\]17!
T2+ ) r(1- —+ ) (-2+ 2 )r(1-2= -2} 22
[ <2+2m) < 2m+2> <2+2m) ( om 2)] "

Donc po(x) " = g(v)g(—v) ot

_ V2T(2)
TG+ TG+H1-0)

2m

2

ou la deuxieéme égalité résulte de la formule de multiplication I'(z) = (\/77')_122’_%F( )L(Z+3).
On voit que G(v)G(—v) = 2w2g(v)g(—v).

Montrons (R1). Si Jag, la formule [Tc(iy)Tc(1 +iy)~H? = (27)2|y|~2 pour y € R et le
raisonnement ci-dessus entrainent que

rpp(mI? =TT @01 a)| 7 - G, af )G (= (. ag)

aFag

= I @eolwa)™ - g(mag)g(=(uag)) - 2
a€eX(G,T)

— (95)dimUp o)t i

a€X.(G,T)
_ 2 2 -1
= Vpr pprp 1)

Si Aoy, les mémes manipulations des fonctions I'c donnent

‘7"15/\15(””2 = (2m)timr H [{u,0¥)| 7 = 7]23/\PO‘%3/|P p(m) ™
aeXp(G,T)

Montrons (R2). Comme T'(2) = T'(2), il en résulte que 7“15,‘}5(7@\) =Tpp (m_3), ce qui suffit
pour conclure.

Si w € WE(M) est 'élément non trivial, alors il envoie P & P/, A & —\ et u & —pu, d’on
TP (WTwr) =1 p p(T). Cela entraine (R3).

Les conditions (R6) et (R8) résultent des arguments dans [I3], §3], car Arthur n’utilise que
la formule du déterminant de L. Cohn [88] 10.4.4] et la propriété que r P p(my) est de la forme

Hi]il DA — ai)
Hij\il L(eA = b;) ,

a une constante multiplicative pres. La condition (R7) résulte d’une propriété bien connue des
fonctions I' car on a supposé k£ > 0 dans le cas Jay. ]

CERX, a;,b; € C,

Lorsque p : G — G(R) provient d’une Ks-extension de Brylinski-Deligne [27, §10], on a
forcément m = 1 ou 2 et les facteurs normalisants sont étroitement liés a ceux d’Arthur. Cela
est contenu dans les remarques suivantes.
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Remarque 3.2.2. Supposons que Jdag et % e {o, %} Alors on a

(=1)teroq)

5 (x(0) +x()7h) = (=)™

oleozzlsi%:OetNozzosi%:%.Onpose

et on vérifie que
FR(Z’ + N[))

CE) = TNt D

On a toujours % € {0, %} lorsque m = 1. En comparant la définition des facteurs normali-
sants et 'interprétation de la constante Ny dans [I3| Appendix], il en résulte que nos facteurs
normalisants sont exactement ceux d’Arthur dans le cas archimédien.

Remarque 3.2.3. Supposons que Jag et % € {1, 2}. On déduit de la formule de duplication
pour les fonctions I' que

VAL
I3+

)T (
)T(

)_\/5' Ir(2z)

11
GG2) )TV e

NN
[NSIRSELNIEN

D’ou

o _ Fe((p+AaY)) 5 Tr({p+A2a5))
rpnp(m) = 1] Te((u+ N\ avy + 1) V2 FR(<,u+)\,2a5/)0+ 1)

aFag

Au facteur /2 pres, c’est le facteur normalisant d’Arthur pour les groupes réductifs connexes
sauf que o est remplacé par 2ay. Cela reflete un phénomene de “renversement du diagramme
de Dynkin” qui se passe pour certains revétements a deux feuillets.

3.3 Le cas non archimédien

Supposons F' local non archimédien de corps résiduel F,. Le résultat suivant ainsi que sa
démonstration sont dus a [33, Lecture 15], & quelques corrections pres.

Théoréme 3.3.1. Il existe une famille de facteurs normalisants pour G.

Démonstration. On peut supposer que M est un Lévi propre maximal de G, P, P’ € P(M)
tels que P’ = P et m € TIy(M) grace & la Proposition 3.1.4L Vu la Remarque il suffit de
considérer les représentations m ® x ou x provient de (a%c)* via 'application

a}(\/[’(c — X(M)

De telles y forment une sous-tore complexe X’ de X (M). On note o 'unique élément de Ap, et
& Délément dans Q¢ - o défini dans (IV.8). L’application (a]\G/[’(C)* — C* définie par A — z =
g~ M%) permet d’identifier X’ & C*. On écrit Paction par X' par m — 7 ® z. On définit ainsi
pup(m, z) € C(z) telle que pup(m, z) = pu(r @ z).

Soit P(z) € C(z), on adopte la convention

On construira Vp(w, z) € C(2) telle que
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— Vp(m, z) n’a ni zéros ni poles dans la région 0 < |z] < 1;

— pp(m, z) = Vp(m, 2)Vp(m, 2)*;

— Vp(m, z) est déterminé par 7 ® .
Si ces conditions sont satisfaites, on pose rp,us(m\) = Vp(m, g~ M¥),

Fixons 7 € IIy(M) et construisons Vp(m, z). On sait que pup(7, 2) = pp(m, 2)* et up(m,z) >0
si [z| = 1. D’ou

— la distribution des zéros (resp. poles) dans CU{oo} est symétrique par rapport a l'inversion

zr 71 ;

— les zéros (resp. poles) dans le cercle |z| = 1 ont multiplicités paires.

Notons al_l, ooy ot (resp. 51_1, oo, B;71) les zéros (resp. poles) de pu(r, z) avec multiplicités,
tels que || < 1 (resp. |5;| < 1) pour tout i. Montrons qu’il existe un unique b € R~ tel que

7rz—b2H 1=7 z:gZ))

Si 'on pose P(z;t) := z~(1—tz) pour t € C, alors P(z;t)* = z—%. On note Q(z) le produit
[I;_;(---) dans I'expression précédente, il s’écrit comme

r

11 Pz ou) P25 04)*
Q(z) == }:[1 P(z; 3;)P(2; 3:)*

On a Q(z) = Q(z)*, d’ont ord,—¢(Q(z)) = ord,—(Q(z)). Idem pour pp(mw,z). D’autre part
ord,—+(Q(z)) = ord,—¢(up(m, z)) pour tout ¢t € C avec 0 < [t| < oo par construction. La formule
de produit sur PL entraine qu’il existe a € C* tel que aQ(z) = pup(m, z). En Pévaluant en zj tel
que |zo| =1 et up(m,z0) > 0, on voit que a € R5g. On prend donc b := /a.

Posons
T

Il en résulte immédiatement que pp(7, z) = Vp(m, 2)Vp(m, 2)*. Par construction Vp (7, z) n’a ni
zéros ni poles dans la région 0 < |z| < 1. Si l'on remplace 7 par 7 ® zg ou |zo| = 1, alors up(w, 2)
est remplacé par up(m ® zp,2) = pup(m, 202) et o; (resp. f;) est remplacé par zooy; (resp. zo05;)
pour tout i. Soit ¢t € C, on a défini P(z;t) € C(t) et on a

Pz 20) P25 20t)* = 0 Zotzi(z —at) _ (L= “’"022((;02 — t20%0)
_ 1 t(=02)

207

(202 —t) = P(202;t)P(202;t)".

Attention : ici P(zpz;t)* signifie I’élément dans C(t) obtenu en remplacant z par zpz dans
P(z;t)*. On conclut en prenant t = «;,3; (i = 1,...,7) que Vp(7m ® z0,2) = Vp(m, 202), donc
Vp(m, z) est déterminé par m ® z.

Vérifions les conditions dans la Définition (R1) et (R7) sont déja vérifiées. (R3)
résulte du transport de structure car notre construction est canonique.

Montrons (R2). Puisque P’ = P, on a pup/(m,2) = pp(r, 2~ 1), d'ou

zl &) i) (1 — a;z2)
o) bQH (Erraires bQH G




220 CHAPITRE IV

On en déduit que Vpr(m,2) = b[i_; (1 — @;2)(1 — Biz) "L Soit A € aj/cs on a

1_041q
7o () = Ve (m, q? —bH _5qAa ,

& 1-— aiq<’\’°‘>
rpp(m_3) = Vp(m, g™) = bH 1— Bigha
1 1= Big\

D’ou 7“]5|]5,(7T)\) =T’I5,|15<7T_5\). O

3.4 Le cas non ramifié

On considere maintenant le cas F' local non archimédien, K un sous-groupe hyperspécial
de G(F) en bonne position relativement & My, et p : G — G(F) un revétement non ramifié
au sens de [Chapitre III, §3.1]. On fixe une section s : K — G de p, par laquelle on identifie
K & un sous-groupe de G. Pour tout Lévi M € L(My), les données KM := K N M(F) et
8| ear + KM — M définissent encore un revétement non ramifié.

Une représentation admissible irréductible (r,V) de G est dite non ramifiée si VE # {0};
dans ce cas-la on a dim V& = 1 d’aprés [Chapitre I1I, Corollaire 3.2.6].

Théoréme 3.4.1. Il existe une famille de facteurs normalisants faibles

r%,lﬁ(ﬁ), M e L(My), L € L(M), P,P' € PL(M),

01),~(7T, V) € II(M) est non ramifiée, tels que si v € Zp(m)K, alors la restriction de RP’\P( )V
a K ne dépend pas de .

Avant d’entamer la preuve, rappelons brievement la théorie des séries principales non ra-
mifiées spécifiques. Soit (7w, V) € II_ (M) non ramifiée. Il résulte de Iisomorphisme de Satake
[Chapitre III, Proposition 3.2.5] que 7 est une sous-représentation de Ind]\ﬁ/{) (x), ou x est une
représentation irréductible spécifique non ramifiée de M. Attention : My n’est pas commutatif
en général et x n’est pas forcément dans X (MO). Néanmoins il admet une description simple :
notons H := Z;; (K N My(F)) (voir [Chapitre III, Definition 3.1.1}), c’est un sous-groupe com-
mutatif maximal de M. Alors y est de la forme

X = Ind]g0 (xo0)

ol xp est un caractere spécifique de H, trivial sur K N H ; sa restriction & Z(Mj) est uniquement
déterminée par x. Cela résulte d’une variante du théoreme de Stone-von Neumann, cf. [90} §3].
Donc 7 se réalise comme une sous-représentation de Ind]\H! (x0), ce que nous appelons une série
principale non ramifiée spécifique.

Démonstration du Théoréme [3.4.1. C’est loisible de supposer spécifique. D’apres ce qui précede,
on réalise 7 comme une sous-représentation irréductible de Indg (x0). Vu la transitivité de l'in-

duction parabolique normalisée, on se rameéne au cas M = My, m = Imd%0 (x0). Clest aussi
loisible de supposer que L = G.

L’espace sous-jacent de Z5(my) s’identifie & un espace de fonctions sur K muni d’un produit
hermitien invariant, noté (|). Cet espace ne dépend pas de \; son sous-espace de K-invariants
est aussi indépendant de A et est de dimension 1.
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Pour tout P € P(M), prendre vp € Zp(m)¥ la fonction telle que vp(l) = 1. On définit
T BB (7)) de sorte que

(IV.11) R]s,|15(7r)\)vp =vp

pour tous P, P’ € P(M) et presque tout A. Le fait que J~,|ﬁ,(7r>\) est rationnel en les va-
riables {g~ M%) : o € Ap} entraine que TP'|15(7TA) l'est aussi. D’autre part entraine que
Rp p(mr)vp est indépendant de A. On vérifie (R1), (R3) et (R6) sans difficulté.

Vérifions (R2). Les induites Z5(my) et Z, (7)) sont irréductibles si A est en position générale,
donc il existe ¢y € C* tel que Rﬁ,us(ﬂ')\)* = CARP|15' (m_5). D’autre part, on a

(Rls,|p(7rA)UP\UP') = (vprvpr),

(vp|Rpp (T _3)vpr) = (vplop).

Or (Up/’Up/) = ('Up"l}p), d’ou C) = 1et Rﬁ,lp(ﬁ)\)* = R[Dus,(ﬂ_j\).
Les propriétés (R4), (R5) découlent des propriétés paralleles des opérateurs J P p(m) et de
notre définition de 7‘15,“5(7'('). O

Remarque 3.4.2. 1l sera plus raisonnable d’établir une formule a la Gindikin-Karpelevi¢ pour
les séries principales non ramifiées spécifiques, puis en déduire une formule explicite de r P p(m).
On en obtiendra (R7). En fait, de nombreux cas ont été établis par McNamara [61], y compris
les revétements des groupes déployés simplement connexes construits par Matsumoto. Nous ne
poursuivons pas cette approche ici.

4 Intégrales orbitales et caracteres

Dans cette section, on étudiera des distributions invariantes sur un revétement p : G —
G(F), ou F est un corps local de caractéristique nulle. Lorsque F est archimédien, les résultats
que nous cherchons sont déja établis par Bouaziz [23], 24]. Par conséquent, on se limitera au cas
F non archimédien.

Soit M un F-groupe réductif. Une distribution sur m(F’) signifie une fonctionnelle linéaire
sur C°(m(F)). Pour f € C®(m(F)) et x € M(F), on écrira f* : X + f(zXz~'). Le groupe
M (F') opere sur les distributions par (*©, f) = (O, f*).

Le support d’une distribution # a encore un sens et sera noté Suppf. Les mémes notions
s'appliquent aux distributions sur G. On définit les distributions spécifiques ou anti-spécifiques
comme dans [Chapitre III].

4.1 Théorie sur I’algebre de Lie

On se donne

— F un corps local non archimédien,

— G un F-groupe réductif, sa composante neutre est noté G°.

— w: G(F) — C* un caractere unitaire continu, trivial sur Zgo (F).

Notre hypothese sur w est justifiée car les résultats de cette sous-section deviendront triviaux
si w n’est pas trivial sur Zgo(F'). La composante neutre de Zgo, notée Zgo, est un F-tore.

Munissons G(F') d'une mesure de Haar. On utilise les notions définies dans [Chapitre III,
§5]. On note 7 : Gsc — G le revétement simplement connexe de G, et ¢ : Zg. — G l'inclusion.
Alors on a un module croisé

G/ = Gsc X ngo M G.
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L’action de G sur Ggc est la conjugaison et son action sur Zg. est triviale. On note
= := Coker (G'(F) — G(F)).

C’est un groupe fini.

Un fait important a se rappeler est que w o (m,¢) = 1. Un élément X € g(F) est dit
w-bon sous G(F) si w est trivial sur Zg(X)(F'). On définit ainsi les classes de conjugaison
w-bonnes sous G(F) ; 'ensemble de telles classes est noté I'(g(F'))“. On introduit le C*-torseur
D(g(F))* — T(g(F))¥ ; les éléments dans I'(g(F))* sont les w-bonnes classes de conjugaison par
G(F') munies d'une mesure complexe non triviale p telle que (u, f¥) = w(y)(u, f) pour tout f.
On définit Tyeg(g(F))*, Treg(g(F))* (resp. Tna(g(F))“, Thi(g(F))*) en se limitant aux classes
semi-simples régulieres (resp. nilpotentes). Ces définitions généralisent celles de [Chapitre III]
pour les groupes connexes.

Dans ce qui suit, on s’intéressera aux distributions 6 sur g(F') avec Y0 = w(y)f pour tout
G(F'). On définit des espaces vectoriels en dualité

Z(g(F))w == CZ(a(F)/ (Y —w(y)f : f € CZ(a(F)), y € G(F)),
J(g(F))® := {0 : distribution sur g(F), Yy € G(F),Y0 = w(y)0}.

Si w =1, on y omet le symbole w ; dans ce cas-la ce sont ’espace de Hecke invariant et ’espace
de distributions invariantes, respectivement.

Les applications f — f¥ ', y € G(F) induisent une action de = sur Z(g'(F)). Son action
contragrédiente sur J(g'(F)) se déduit de 6 — ¥Y6. Posons II(Z) 'ensemble de représentations
irréductibles de =, on obtient donc les décompositions

EeIl(E)

J@(F)= P JWE)",

§EIl(=)

ot (---)& désigne la composante &-isotypique et nous adoptons la convention (- - - Je=(- )(5v).
Notons pre, pré les projections é-isotypiques correspondantes. Vu notre hypothese, w induit un
caractére de Z, noté encore w. Les espaces Z(g'(F))w et J(¢g'(F))* sont en dualité.

Notons que g = g’ comme F-algebres de Lie. Le résultat suivant est évident.

Lemme 4.1.1. On a

I(Q(F))w :I(gl F))Wa
© =T (F)”.

2

=2
B
I

Pour tout X € I'(g(F))*, on peut définir les intégrales orbitales normalisées Jg (X, f), qui
n’est que <X , f) car X est regardée comme une mesure complexe. Soit X € g(F') qui est w-bon,
le symbole X désignera toujours un élément X € I'(g(F))* tel que la classe de conjugaison
sous-jacente de X contient X. Notons Gx := Zgeo(X)°. Si une mesure de Haar sur Gx (F) est
choisie, on peut choisir X de sorte que

(IV.12) JE(X, f) = |DY(X)|2 / w(z)f(z" Xz)dz
Gx (F\G(F)

ott DY(X) := det(ad (X)|g/gx) est le discriminant de Weyl sur 'algebre de Lie, qui ne dépend
que de G°.
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Lemme 4.1.2. Soit X € g(F).

1 X est w-bon si et seulement si pour tout (ou ce qui revient au méme, pour un) X' e
I'(g/(F)) a support contenu dans la G(F)-orbite de X, on a pr* X’ # 0.

2 Supposons que X est w-bon. Soit X € I'(g(F))* a support dans la G(F)-orbite contenant
X, alors il existe un unique élément X' € T(g/(F)) tel que
- pr“’X’ correspond & X sous Uisomorphisme du Lemme ;
— X appartient & la G'(F)-orbite sous-jacente de X'.
De plus, tout X' € T'(g'(F)) avec pr* X’ # 0 est obtenu de cette maniére.

Remarque 4.1.3. C’est plus commode de noter X’ par X. Alors ledit lemme signifie que

JE(X, f) = Jo (X, o1y, f), | € Z(a(F)).
Dorénavant, on adopte cette convention.

Le résultat précédent permet de généraliser des résultats dans le cas w = 1 au cas général.
Donnons des exemples importants.

Théoréme 4.1.4 (Germes de Shalika avec caractere). Soit T C G un F-tore maximal tel que
w|T(F) = 1. Posons treg := t N greg €t choisissons une mesure de Haar sur T(F'), qui permet
définir par les intégrales orbitales J&(H,-) pour tout H € treg(F).

Alors il existe des fonctions Ty : t(F) — C ot i € Ty (a(F))®, telles que

1 T,y = 27Ty pour tout z € C* ;

2 Tw(t2H) = [t|9mC/Guly (H) pour tout t € F*;
STy(H+Z2)=Ty(H) si Z € 3(F);

4 T'y est localement constante sur treg(F') et localement bornée sur t(F') ;

5 pour tout f € C°(g(F)), il existe U un voisinage ouvert de 0 dans t(F') tel que pour tout
H € teg(F)NU on a

JEH )= > Tu(H)JE(@@ f)

u€ln (a(F))*
ot le produit dans la somme ne dépend pas du choix de .

Proposition 4.1.5. Soit f € Z(g(F))w. Supposons que JE(X, f) = 0 pour tout X € Dyeg(a(F))®,
alors f = 0. Autrement dit, les intégrales orbitales J& (X, -) sont faiblement denses dans J(g(F'))*.

Démonstration. Vule Lemme on peut regarder f comme un élément de Z(g'(F)),,. D’apres
la densité des intégrales orbitales régulieres [40), Lemma 4.1] appliquée & G, il suffit de montrer
que Jor (X', f) = 0 pour tout X’ € Dyee(g/(F)) avec pr X’ # 0. D’apres le Lemme de tels
X’ correspondent aux éléments de freg(g(F ))¢. On conclut en appliquant ’hypothese. O

L’étape suivante est de généraliser [4(), Part II]. On fixe un sous-groupe compact maximal
spécial K de G(F') en bonne position relativement & un Lévi minimal My. On aura besoin de
la transformée de Fourier sur g(F'). Pour ce faire, il convient de fixer

— un caractere additif unitaire non trivial ¢ : F — C*,

— une forme bilinéaire non dégénérée B sur g(F') qui est invariante par G(F).

Montrons l'existence de B, qui n’est pas triviale car G peut étre non connexe. On pose
H:=G(F)/G°(F), Z := Zg,. Vu la décomposition g = 3 ® gder, s'il existe une forme bilinéaire
non dégénérée By sur 3(F') qui est invariante par H, alors on peut prendre B = By + Bger Ol
Bger est la forme de Killing de gger. L’existence de By est garantie par le résultat suivant.
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Proposition 4.1.6. Soient F' un corps de caractéristique nulle, H un groupe fini, Z un F-tore
muni d’une action H — Autp_iore(Z), alors il existe une forme bilinéaire non dégénérée By
sur 3(F) qui est invariante par H.

Démonstration. La variété des formes bilinéaires non dégénérées H-invariantes sur 3 est un
ouvert de Zariski d’un espace affine. Donc I’ensemble de ses F-points est dense pour la topologie
de Zariski. Pour montrer que cette variété admet un F-point, c’est loisible de remplacer F' par
une extension quelconque. On se ramene ainsi au cas Z déployé.

Supposons Z déployé. Puisque les tores déployés ainsi que les homomorphismes entres eux
sont définis sur Z, on se ramene au cas F' = Q. L’argument précédent nous raméne encore au
cas F' = R. C’est bien connu qu'il existe une forme définie positive H-invariante sur 3(R). Cela
permet de conclure. ]

La transformée de Fourier est définie par

frefO)= [ FEORBX, )X, feCX(a(F)),
)

o(F

ot g(F') est muni de la mesure autoduale par rapport & ¢ o B. La transformée de Fourier d’une
distribution @ est notée 8, définie par (4, f) = (6, f) pour tout f € C=(g(F)).

On considérera les op-réseaux “bien adaptés” a (My, K). Au lieu de donner la définition
précise dans [40, Definition 10.6], il suffit de donner une construction directe : on prend un
sommet spécial x correspondant a K dans I'immeuble de Bruhat-Tits, alors les réseaux de
Moy-Prasad g(F'),, sont adaptés a (Mo, K') pour tout r > 0. Cf. [4].

Pour Q un sous-ensemble ouvert compact de g(F’), on pose

J(Q):=0eJ(gF):Suppbc [ xQxz7"' ),
z€G(F)

On pose aussi
jO = U j(Q)’

Q
7 =@ = IF)*n .
Q
Définissons une norme | - | sur g(F) comme dans [40, §2]. Soient ¢ > 0, L un réseau bien
adapté & (M, K), et V un voisinage de g (F)/'=! dans g(F)!'=!. Définissons
TWit, 1) = {0 € T(a(F))* : VX € g(F), |X| > tet (6,1xs1) £0= X € F-V}

ou 1y désigne la fonction caractéristique de X + L. On vérifie que J(V,t, L)*  J(V,t', L)¥
sit’ > t. On pose

J(V,00, L)% = T(V,t, L)~

t>0

Soient L' C g(F') un op-réseau quelconque et 6 € J(2)“, on note jr/0 la restriction de 6
a lespace C.(g(F)/L’). Le résultat suivant interviendra dans la démonstration du Théoréme
4.0.2)



SECTION 4 225

Proposition 4.1.7. Soient L un op-réseau bien adapté a (My, K) et V un voisinage de
gm‘l(F)H:1 dans g(F)H:l. Quitte a rétrécir V, il existe un op-réseau L' O L tel que

Jr I (V,00,L)* C jrJy°.

Démonstration. On choisit 2 C G(F) un ensemble de représentants de = tel que 1 € Z. On
pose
L':=) ¢ LOL
€€z
Soit # € J(V,t,L)*. D’apres [40, Corollary 11.4], il existe 6y € Jp(92) tel que

Vip € Ce(g(F)/L), (0,0) = (0o, )
On a C.(g(F)/L") C Ce(g(F)/L). De plus, si ¢ € C.(g(F)/L’) alors ¢ € C.(g(F)/¢"'L') C

C.(g(F)/L) pour tout £ € E. Pour tout ¢ € C.(g(F)/L"), on a donc

(0,0) = (pr*0, ) = (0, pr,e)
=27 w(@) N0, ¢%)
tex
=27 w(©) b0, &)
ce=

= <00’prw§0> = <prw907 90>

Autrement dit j;/0 = jr/(pr¥6p). Puisque = est fini, on vérifie que pr“fy € J§°. Cela acheve
la preuve. ]

Le résultat suivant ne sera pas utilisé dans cet article, toutefois on en donne I’énoncé a cause
de son importance.

Théoréme 4.1.8. Soient 2 C g(F') compact, L C g(F') un réseau bien adapté a (K, My). Alors
JrJ ()% est de dimension finie.

Soit D C g(F'). On dit que D est un G-domaine si D est ouvert, fermé et G(F)-invariant.
Pour X € g(F') semi-simple, on note O(X) ’ensemble des G(F')-orbites dans g(F") dont ’adhérence
contient X. C’est un ensemble fini.

Théoréme 4.1.9. Soient 2 un ouvert compact dans g(F) et 0 € J(Q)“, alors 0 est représentée
par une fonction localement intégrable g sur g(F) telle que
— g est localement constante sur greg(F') ;

- |DG|%g est localement bornée sur g(F).

Théoréme 4.1.10. Soient Q un ouvert compact dans g(F'). Alors il existe un G-domaine D
contenant 0 tel que pour tout 8 € J ()%, il existe des coefficients cy(0), ot @ € T'nu(g(F))*,
tels que

- =271

¢y pour tout z € C* ;
— posons [y = JE(1,-), alors

o= >  cl®mlp
uernil(g(F))w

Pour tout voisinage V de 0 dans g(F). Les distributions fi; sont linéairement indépendants
sur VN greg(F).
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Démonstration des Théorémes[{.1.8, [{.1.9 et[{.1.10. Vules Lemmes[L.1.1|et[£.1.2] on se ramene
aux assertions concernant J(g'(F))*“, qui découlent immédiatement du cas établi par Harish-
Chandra [40]. Remarquons aussi que le passage de G(F') & G'(F) n’affecte pas les notions de la
transformée de Fourier, des réseaux bien-adapté et des G-domaines. ]

4.2 Théorie sur le groupe : descente semi-simple

Revenons a la théorie sur le groupe. Considérons un revétement local
1 w=GBGF) =1

ol G est un F-groupe réductif connexe. On normalise les mesures comme dans §2] On fixe
— 0 € G(F) semi-simple, G? := Zg(0), Gy == Zg(0)?;
~gepo);
— G, = p YG,(F)).

On obtient ainsi le caractere continu |-, o] : G7(F') — ,,, défini par

ly,0] =9 167 96, ye Go(F),

avec §j € p~1(y) quelconque. On a

Posons

On choisit les objets suivants
~ V" C go(F) de la forme g, (F), avec r > 0, de tels ouverts forment une base locale en 0
pour la topologie définie par les ouverts G (F')-invariants ;
- W = exp(Vb) - é;o, on peut prendre r > 0 de telle sorte que 'exponentielle définit un
homéomorphisme de V’ sur W”, et que W’ est ouvert et invariant par G (F).
On peut aussi supposer que
W = U eW’
EE m
est une réunion disjointe.
On définit ainsi

G(F) x WP

TN .
CEV W= Gl ) ~ (g oo hihD), i € G (F)

Notons ® : G(F) x G — G VYapplication (g,f) — gotg~!. Faisons opérer G(F) sur G(F) x G
(translation a gauche sur la composante G(F')) et sur G (l’action adjointe), alors ® est G(F)-
équivariant. Le fait suivant est du, pour 'essentiel, a Harish-Chandra.

Proposition 4.2.1. L’application ® est submersive. Quitte o rétrécirV’, elle induit un homéomorphisme
G(F)-équivariant

O:GF)x" W 3 W
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ou W:= ®(G(F) x Wb) 1l existe une application “intégrer le long des fibres”
D, : C(G(F) x W’) = C®(W)

caractérisée par l’égalité
| dadF@eb = [@o@F@ A e cxm)

G(F)xWh w
qui est une application surjective G(F')-équivariante.

On notera ®* le dual de ®, au niveau des distributions. Observons que tous les espaces en
vue sont munis d’actions évidentes de ,,, et toutes ces applications sont ,,-équivariantes. On
note 1 la distribution ¢ — fG(F) #(g) dg sur G(F).

Proposition 4.2.2. Soit © une distribution invariante spécifique sur W. Alors il existe une
unique distribution spécifique ©° sur W’, caractérisée par

(0,0.f) =(1®, f), feCZ(GF)xW).

Soit y € G7(F), alors
Ve’ = [y,0]0°,  ye GO(F).
Démonstration. L’image par ®* de O est une distribution spécifique G(F)-invariante sur G(F) x

W’ donc est de la forme 1 ® ©”. La formule pour (0, ., f) en découle. La deuxieme assertion
découle de la premiere, du fait que © est G(F)-invariant et de la Proposition O

Corollaire 4.2.3. Notons désormais 0 := exp*(0°|,»), alors 0 est une distribution sur V’ telle
que Y0 = [y, o]0 pour tout y € G°(F). De plus, 6 détermine ©°.

Remarque 4.2.4. Proprement dit, ce principe de descente semi-simple n’est pas celui de
Harish-Chandra, car on n’utilise que des ouverts stables par ,, et le caractere [-,o] inter-
vient. Pour obtenir une version purement “analytique”, il suffit de considérer # comme une
distribution G°(F)°-invariante sur J’.

Appliquons la théorie de au groupe G et le caractere [-, o]. Utilisons les conventions de
[Chapitre I1I, §6.3] pour les intégrales orbitales sur G. Le résultat suivant est immédiat selon la
définition de ® et la Proposition

Lemme 4.2.5. Un élément ¥ = 5 exp X avec X € V° est bon si et seulement si X est |-, o]-bon
sous G(F). Soient 7 € T'(G) et © := Jé(f;y, ), alors il existe un unique X € I'(gy(F))7 tel
que
0= JL7(X, ).
Inversement, toute distribution 6 de cette forme se remonte en une intégrale orbitale anti-
spécifique sur G.

A Dinstar du cas de I’algebre de Lie, définissons
T(G) = CX(G)/ (17~ : f € CX(G), y € G(F))

et posons J(G) son dual. Notons Z--(G) la partie anti-spécifique de Z(G), son dual est noté
par j,(é), qui n’est que l'espace des distributions invariantes spécifiques. Le résultat suivant
est parallele a la Proposition Dualement a 'application ©® — 6, on a une application
TVl — (W), notée f* — f, satisfaisant &

(©.1)=(0.1).
De plus, f° — f est surjective d’aprés la Proposition m
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Proposition 4.2.6. Soit f € T--(G) tel que pour tout 5 € T'(G) avec y fortement régulier, on
a Ja(7, f) =0. Alors f = 0.

Démonstration. On peut prendre f> € Z(V)9) tel que f° — f. Soit X € Fre(ga(F))["(’]. Si
X ¢ V" alors J["f} (X, f’) = 0. Supposons donc X € V°, alors le Lemme affirme que

J ['f] (X , f") remonte en 'intégrale orbitale de f le long de la classe de conjugaison de G exp X.
Puisque 1’ est supposé suffisamment petit, la classe de & exp X est fortement réguliere. D’olt
JEAN(X, £2) = 0 pour tout X € Treg(gq (F))7).

Maintenant c’est une conséquence de la Proposition que f> =0, d’ott f =0. 0

4.3 Distributions admissibles invariantes spécifiques

Soit H est groupe compact, on note II( H) I'ensemble de classes d’équivalences de représentations
irréductibles de H. Si d € II(H), on note {g € C°°(H) son caractere. La représentation triviale
de H est notée 1g.

Nous reprendrons les arguments de [40), Part III].

Définition 4.3.1. Soit © une distribution sur un ouvert W de G. Soit K un sous-groupe
ouvert compact de G. On dit que © est (G, Ky)-admissible en 5 € G si

- yKo CW;

— pour tout sous-groupe ouvert K1 C Kpet d € Kl, on a

@*{d:()

ot * désigne la convolution, sauf s'il existe x € G(F) tel que les restrictions 4 x Koz !N K;
de 1,,,-1 et de d s’entrelacent.
On dit que © est admissible en 7 s’il existe Kg tel que O est (é, Ky)-admissible en 4. Si © est
admissible partout, on dit qu’elle est admissible.

Cette définition s’applique a tout groupe localement profini. Notre but est le résultat suivant.

Théoréme 4.3.2. Soit © une distribution invariante spécifique de G. Soient o € G(F), ¢ €
p (o). Si © est admissible en &, alors © est représentée par une fonction localement intégrable
au voisinage de &, qui est localement constante sur éreg. La fonction |DG\%® est localement
bornée.

De plus, il existe des coefficients uniques cq, oti i € I'(gy(F))0), tels que

~ Coy = 2 ey pour tout z € C*,

— pour X € g,(F) suffisamment voisin de 0, avec des conventions de on a

O(gexp X) = Z cafta(X).
uel (go (F))l]

Enregistrons d’abord une conséquence qui justifiera toute opération de caracteres dans les
sections suivantes.

Corollaire 4.3.3. Soit (7, V) une représentation admissible irréductible de G et notons O, son
caractere. Alors ©5 vérifie les assertions du Théoréme en tout o € G semi-simple.

Démonstration. Prenons Ko C C:’Nun sous-groupe ouvert compact tel que VX0 # {0}. Le corol-
laire résulte du fait que O est (G, Ky)-admissible partout ; voir [31]. O

Fixons ©, o et & comme dans I’énoncé. Indiquons treés grossierement 1’approche de [40].
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Etape 1 Ces assertions étant locales et G(F)-invariantes, on effectue la descente semi-simple
avec un voisinage G (F)-invariant 1V’ C g, (F) et Wb = mexp(V?), tous suffisamment petits,
comme dans la Proposition On obtient ainsi la distribution descendue 8 € J (V"))
D’apres la remarque [4.2.4] cette étape est de nature analytique si 'on se limite a ’action de
G?(F)°, donc est identique & celle de [40, §18].

Etape 2 Soient Ky, K7 et d comme dans la Définition Afin d’exploiter la condition sur
I'entrelacement de 1,k ,-1 et d, on utilise la théorie d’orbites co-adjointes de Howe. Précisons.

On prend un s-réseau L C g(F') (cf. [40, §17]), i.e. un réseau suffisamment petit, de sorte
que K := exp L est ouvert et compact de G, et il est muni de la structure de groupe a l'aide
de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff; on suppose de plus que %L les vérifie aussi, et on
pose K1/2 = exp(3L), c’est distingué dans K.

Notons II(K) 'ensemble de classes d’équivalence de représentations irréductibles de K et
I1'/2(K) Pensemble de K'/?-orbites dans II(K). Notons L* le dual de L par rapport & ¢ o B.

La théorie de Howe fournit une bijection

II'/2(K) — {K'/? — orbites dans g(F)/L*}
d+— Og,

qui est caractérisée par la formule de caractere a la Kirillov

(IV.13) d(d)éa(exp)) = Y P(B(X,N)),

XeOq

ou d(d) est le degré formel et on a d(d) = [K : KX]%, ici X € g(F)/L* désigne un élément
quelconque dans Oq4 et Kx désigne son stabilisateur sous ’action de K.

On en déduit que, soient (L;, K;,d;) comme ci-dessus et O; l'orbite co-adjointe associée
(i = 1,2), alors pour x € G(F), les Kz-l/ *_orbites de représentations d; et *d, restreintes a
KiNnzKsx~!, ot1 *dy est la représentation de x Koz~ ! transportée de dp par Ad (z), s’entrelacent
si et seulement si O1 N*Oy # (.

Observons que ce formalisme ne fait pas intervenir le revétement. Les arguments de [40,
§819-20] s’y adaptent immédiatement.

q

Etape 3 Appliquons le formalisme de 44.1| au groupe G(F). En particulier, on a fixé une
norme | - | sur g, (F).

Prenons des s-réseaux L C g(F') et A C go(F') tel que A C L. On demande de plus que A
est bien adapté (par rapport a un sous-groupe compact maximal spécial et un Lévi de G, (F)),
alors A* := {X € g,(F) : Yv € A, ¢ o B(X,v) = 1} l'est aussi. Prenons un voisinage V' de
gmml(F)H:1 dans g, (F)!'=!, suffisamment petit de sorte que la Proposition s’applique.

On en déduit des sous-groupes compacts ouverts K := exp L et K, := expA. Quitte a
rétrécir A, on peut supposer que

[ ollk, =1

Lemme 4.3.4 (cf. [40, Lemma 21.2]). Quitte a rétrécir V, il existe v > 0 tel que pour tout
X € g5(F) avec | X| > ¢, on a

(0,1x40-) A0 =X € F-V.

Autrement dit, 6 € J(V,q", A*)*.
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Démonstration. 1l suffit de remarquer que ’on n’utilise que la partie “analytique” des arguments
de descente dans [40]. En particulier, on n’utilise que la conjugaison par des éléments dans
G?(F)°. D’autre part, la théorie des orbites co-adjointes est encore utilisable sur le revétement,
comme expliqué a ’étape 2. O

Démonstration du Théoréme [{.5.3. D’apres la Proposition il existe

— un sous-ensemble ouvert compact €2 € g, (F'),

-0, € T(Q)*,

— un op-réseau A} D A¥,
tels que

Jazth = jas0.

On note Ay C A le op-réseau tel que A7 = (A1)*. En inversant la transformée de Fourier, on
en déduit que 01]a, = 0|a,.

La distribution ¢; vérifie les assertions dans le Théoreme [4.1.9 sur un voisinage G,(F)-
invariant de 0 dans g,(F'), donc 6 les vérifie aussi sur un voisinage de 0 dans g,(F). En
particulier, quitte & rétrécir V°, 6 est représentée par une fonction localement intégrable F
avec F(y~'Xy) = [y, 0]F(X). Donc O], est représentée par la fonction invariante localement

intégrable g& exp(X)g~! — F(X). Le développement local en termes des distributions jz; résulte
immédiatement du Théoreme L1100 O

5 La formule des traces locale

5.1 Le noyau tronqué

Soient F' un corps local de caractéristique nulle et G un F-groupe réductif connexe. On
considere un revétement
1= w—=GBGF) -1

Fixons un sous-groupe de Lévi minimal M et un sous-groupe compact maximal spécial
K, supposés en bonne position. Lorsque F' est archimédien, on normalise des mesures de Haar
sur les groupes linéaires en question comme dans [14], ce qui déterminent les mesures sur les
revétements selon la convention dans [Chapitre III]. Lorsque F est non archimédien, les mesures
sont normalisées comme dans §2| sauf que 'on choisit les mesures sur les radicaux unipotentes
de sorte que y(G|M) = 1 pour tout M € L(My), ce qui est loisible selon la Remarque

La formule des traces locale concerne la représentation R de G x G sur L?(G) définie par

(R(j,72)8)(&) = ¢(; 'Ei), ¢ € L*(G).

Soit f € C°(G), on peut former l'opérateur R(f). Pour la formule des traces locale, on
s’intéresse plutot aux fonctions test dans les espaces

C(G) : fonctions de Schwartz-Harish-Chandra,
’H(é) . fonctions lisses & support compact et K-finies,

ainsi que leurs variantes p,-équivariantes C_(G), C--(G), H_(G) et H--(G). D’ici jusqu’a la
Proposition [5.7.6] on prend

F@,9) = @) @), feH(G), fr€H-(G).

On ’abrégera souvent par l'expression f = f fa.
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On montre que R(f) est de noyau K(z,7) fG f1(@W) fo(w7) dw, ot @ € p~H(w) est
quelconque ; ce choix ne change pas le produit en question selon notre hypothése sur fi, fo.
Conservons cette convention dans les intégrales dans cette section.

Notons T'e(G(F')) lespace des orbites semi-simples F-elliptiques dans G(F). Il est muni
d’une mesure de Radon de sorte que pour toute ¢ € Ce(T'en(G(F)) NTyeg(G(F))), on a

[ ema=Swam. o [ o

ell(G )) T(F
ou T parcourt les classes de conjugaison des F-tores maximaux elliptiques dans G, et
W(G(F),T(F)) := Na(T)(F)/T(F).

Ici T(F') est muni de la mesure de Haar de sorte que mes(T'(F)/Ag(F)) = 1. Idem pour
tout Lévi de G. Alors la formule d’intégrale de Weyl s’écrit

[ r@ar= S wwEt [ el [ ke dedy
G(F) MeL(Mo) Ten(M(F)) A (F)N\G(F)
pour toute h € C.(G(F)), ou D(v) signifie le discriminant de Weyl on peut restreindre
I'intégrale a L'y g —reg (M (F)). Puisque K (z,z) = fG W) fo (2~ bx) dw ne dépend
que de z, on peut appliquer cette formule et deduire que K (z, x) est égal a

> v J/ D)ot b/, fi(ay ') fa(a™ 2y g 2) day dy.
MeL(Mo) Pen(M(F)) Ap (F)NG(F)
Cest le développement géométrique. Pour le coté spectral, on utilise la formule de Plancherel
(Corollaire [2. et la Remarque [2.6.6] sur le choix des mesures. Soit M € L£(M;), munissons

Iy (M) de la mesure de sorte que pour toute h € C22. (G). Comme les mesures sont choisies
de sorte que y(G|M) = 1 pour tout M € L(Mp), on a

= Y WIWEI [ oo Zpo ) do,

MEE(Mo) I, _(M)

D= [ f@o) o5 de

G(F)

Fixons # € G et posons

On vérifie que h(1) = K(x,x) et h = fi * f§; en particulier, h € 030((;) Notons V Despace
vectoriel sous-jacent de o et choisissons By(c) une base orthonormée de l’espace hilbertien
des opérateurs de Hilbert-Schmidt Zz(V) — Zz(V), formée d’éléments K-finis. On en déduit
comme dans [14, §2] que

v (a0 h) = S (T, DS Tp(o B)S),
SGBP(O')
S(f) = d(0)Zp(0, f2)STp(, f1).
Alors la formule de Plancherel entraine que K (x,z) est égal a

S W / wo) Y (Ts0,0)S(f))er Tp(o, )8) dor

MeL(My) Ty, _ (37) SeBg(o)
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On note ap = apy, comme d’habitude. On munit ag (resp. G(F')) d’une norme (resp. une
fonction hauteur) || - || comme dans [I4, §4]. Adoptons le formalisme de (G, M)-familles de
[Chapitre III].

Soit M € L(My). Si Y = {Yp : P € P(M)} est un ensemble (G, M)-orthogonal, on note
Sar(Y) son enveloppe convexe dans a]\G/[. Soit T' € ag. Pour tout Py € P(Mjy), on note Tp, I'unique

élément dans aj_f,o N(WE-T). Alors {Tp, : Py € P(Mp)} forme un ensemble (G, Mp)-orthogonal
positif; on le note abusivement par 7'. Posons

d(T) = inf{(a,Tp0> Py € P(Mo),a S AP@} > 0.

On dit que T est suffisamment régulier si d(7") > 0. Dans ce qui suit, nous supposerons
toujours que T' € ayy,, p. Définissons u(x, T) la fonction caractéristique de 'ensemble

{z = kimks : k1, k2 € K, Hyry(m) € Sag (1)}

On la regarde comme une fonction sur Ag(F) K\G(F)/K. Le noyau tronqué est défini par
I'intégrale absolument convergente

5.2 Le coté géométrique

On a
K'(n= 3wt [ KT
MeL(Mo) Len(M(F))
ou
KT(y, f) = D)y / Filar e oy Fae)uly (21, 22, T) day dzs,
(Ap (F)ING(F))?
u}LV[(xl, 29, T) = 1gty, u(x tare, T) da.
Ag(F)N\Ap ()T

Cf. [14, p.30]. Soient M € L(My), z1,x2 € G(F). On définit ’ensemble (G, M )-orthogonal
Vi (x1, 29, T) associé a

Yp(xl,.rQ,T) =Tp + Hp(l’l) — Hp(xQ), P e P(M),

ou Tp est la projection sur ays de Tp,, Py € P(My), Py C P quelconque. C’est un (G, M)-
ensemble orthogonal positif pourvu que d(T') soit suffisamment régulier par rapport a (z1, z2),
ce que Nous Supposons.

D’autre part, Arthur [14] (3.8)] a défini la fonction combinatoire ops(-, Yar(x1,22,T)) sur
a%. Comme YVys(x1,x2,T) est positif, opr(-, Var(x1,22,T)) est la fonction caractéristique de
Sy (Y); en particulier, elle est a support compact. Donc on peut définir la fonction poids

’U}L\/[(ZL‘l, x9,T) := LGL]T; om(Hyr(a), Yy (21, 22,T)) da.
Ac(F)IN\Ap (F)T
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Posons ainsi

JT(y, f) == |D()|i3, / Fir(@y ) folag Amo) vl (21, w2, T) day daa,
(Am (F)N\G(F))?
=Y wwet / T (v, f) doy.
MeL(Mo) Ten(M(F))

Lemme 5.2.1. Soit § > 0, il existe des constantes C,e1,ea > 0 telles que
|u}r\/l(:p1, x9,T) — v}f\/[(xl, x9,T)| < Ce Tl
pour tout (T, x1,x2) tel que d(T) > §||T|| et ||| < eIl i =1,2.

Démonstration. Si F est non archimédien, alors il existe des constantes C1, €1, €2 telles que
upr (w7 axe, T) = opr(Har(a), Vs (21,22,T)),  Va € Ap(F)

pour tout (7', x1,22) comme dans l'assertion, d’apres [14, p.38]. On conclut en intégrant cette
égalité sur Ag(F)M\ A (F)T.

Si F est archimédien, l'argument de [14], pp.39-42] marche sans modification. En fait, on se
ramene a comparer des intégrales sur des R-espaces vectoriels aAQ/I, ag, ou @ € F(M). De tels

arguments ne font pas intervenir Ag(F)! et Ay (F)T. O

Corollaire 5.2.2. Soit 6 > 0, alors il existe des constantes C,e > 0 telles que
IKT(f) =7 ()] < CeIT]

pour tout T' tel que d(T) > §||7T||.

Démonstration. On itere [14], §4]. En fait, la démonstration ne repose que sur le Lemme m
et des majorations qui n’ont rien a faire avec le revétement. O

Pour l'instant, supposons que F' est non archimédien. Introduisons une version discrete de
la construction dans [Chapitre III, §4.2]. Notons gr := |op/pr| et posons

Ll = @} p +06)/ac,
[:M = (ﬁM7F + ag)/ag,
Ly = (aM7F + ag)/ag,
Lo := L,
Lemme 5.2.3. On a
[Lar L8] = [ansr a8y pllac,r : al o]

Démonstration. D’une part, on a la suite exacte

~'i' ~ ~ ~
) (ay, p +ag) Nan,r an,F an, 1
a}L\J,F ElE\/[,F (a}L\/I,F +ag) Nan,F
ay,r + ag
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et (ap,p + ag)/(ﬁMF +ag) = ZM/LN',}LV[ D’autre part,

- - =i .
OngF AN F AN F
B GleNa _ag,F
T el A
ayrpagr  Agp
car ﬁg} p=agn aj\/l, - Cela permet de conclure. O

On pose Ay (F)' := Ay (F)NKer Hyp et Apr(F)P = Ay (F)T N Ker Hyy.
Lemme 5.2.4. On a
o[ Anr(F) 2 Ay (F) ) [aasp - aMF] = 1.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme du serpent au diagramme suivant.

11— Ay (F) —— Ay (F) —al, . ——1

]

14>AM(F)14>AM(F)4>6M’F—>1

Soient k € Rsq, M € L(My) et P € P(M). Posons

ok = kloggp-a’, a€Ap,
[,]\/[7]g = klquF . ZA%

Alors Ly est un réseau dans a]\GJ, qui est indépendant de P. Si k € Z~g est suffisamment
divisible, alors Ly C L.

On a déja normalisé la mesure de Haar sur iaf, (resp. ia},;) dans ce qui détermine
la mesure duale sur ag (resp. apr) comme dans [Chapitre III, §2.5]. On vérifie que la mesure
induite sur a§; satisfait & mes(a$;/L£y) = 1. Supposons toujours k suffisamment divisible et
posons

(IV.14) Opi(N) = mes(a$y/Lare) " [] (1—e_<’\’”°‘”“>>, Aeayc.

aEAp

On va transformer v;rw(xl, 2, T) en une expression qui ne dépend pas de Ay (F)T et Ag(F)T.
Les arguments sont identiques & ceux dans [I4], §6] sauf que certains facteurs supplémentaires
interviennent. Montrons qu’ils disparaissent a la fin. On a

vL(azl,azg,T) = LgLJTj[AM(F)I : A]\/I(F)T’l]_l[Ag(F)1 : Ag(F)T’l]'
Z JM(X,:))M(ZL‘L:L‘Q,T)).

St et
XE“M,F/“G,F

On a a}”w’F/aTG,F = ﬁL’F/(ﬁRLF Nag) = EL Comme dans [14], §6], la somme sur f}rw se
transforme en

> > [Lar: £ mes(aS/Lark) ! lim S M XrOrNgp (A +v)!
velly' /Ly, PEP(M) XELnr/ Ltk
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ol A € (a%,(c)* est supposé en position générale proche de 0, et Yp = Yp(x1,22,T). Donc

U;[\/[(afl,(lfg,T) est le produit de

1t A (F)' = Ay (FYM 7 [AG(F)' : Ag(F)M[Lr - £,]7"

avec

Z lim Z [Lar s Logg) ™ Z 6<A+”’XP(YP)>9p7k(A + )7t

v 270\ péptan X€eLar/L
veLly, /LY, M/ LMk

La premiere expression vaut 1 d’apres les Lemmes tandis que la limite dans
la deuxieme expression est exactement celle dans le cas des groupes réductifs. C’est justifié de
reprendre tous les arguments d’Arthur pour obtenir I’expression

(IV.15) ol (21,30, T) = Z qe(T)eleT),
56 Ly/Ly

ol

- Te€e Eoﬂag est suffisamment régulier en un sens indépendant de M, et aar est une chambre

quelconque dans ag ;

— N € Z~ suffisamment divisible, indépendamment de M ;

— pour tout &, g¢ est un polynome.

C’est loisible de parler du terme constant vps(z1,22) := ¢o(0). La somme sur & provient de
la somme précédente sur v € ijv /LY, donc elle dépend du choix de Ay (F)'; cependant le
terme ¢o correspondant a & = 0 n’en dépend pas. En adaptant [I4] (6.6)], on obtient

(IV.16) 5M(x17x2):/{j£n>0 Z |£M/£M7k‘—1 Z €<A,XP+HP(JJ1)—H15(x2))QRk(A)—1
PEP(M) XG[,]\/[/EJW’]C

ou k € Z~ est suffisamment divisible en un sens indépendant de M. Cela permet de définir

an) Ty D)= DONA [ A e faes a)ous 1, 22) do da
(Am (F)IN\G(F))?
pour tout v € ey (M (F)).
Proposition 5.2.5. Supposons F' non archimédien. Alors il existe une décomposition
T =" > pe(T, )T, TerLoynag,
N LY /LY

ou T, ag, N sont comme précédemment et pe(-, f) sont des polynomes. Son terme constant
J(f) :=po(0, f) admet une décomposition

i wewErt [ gt

MeL(Mo) Ton(M(F))
Remarque 5.2.6. Les distributions K7, J7 sont W[)G—invariantes, donc J (f) ne dépend pas
du choix de aj . En particulier, le terme constant J(f) n’en dépend pas.
Le cas archimédien est plus simple du point de vue combinatoire.

Proposition 5.2.7. Supposons F amhzmedzen Alors la Proposition [5.2.5 demeure valable si
Uon remplace les réseaus Ly, Lar, [,M, Ly par af/[, et si l on remplace Opr par la fonction
Op définie dans [Chapitre III, §4.1] dans la définition (IV.17)) de J (v, f)-
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5.3 Le coté spectral
Fixons Py € P(Mp). On a

KTy = S wdwe! / K0, f)d

MeL(Moy) Mo M)

KT (o, f) :== plo)a Z tr (Zp(o,2)S(f))tr (Zp(o,2)S)u(z,T) dx,
Ac(B)NG(F) S€BR(9)

ou P € P(My) est standard.

Soient (0, V) € Iy (M), x € ImX( 7). Rappelons que 'on peut réaliser 7 (0 ®x) tel que
I'espace Zp(V) muni de l’actlon de K ne dépend pas de x. Dans ce qui suit, on fixe un point
base o dans chaque TmX (M)-orbite de Iy _ (M).

Donc dans Pexpression de K7 (f) on peut regrouper les termes selon M et les ImX (M)-
orbites de Iy _(M). On se rameéne & I'étude de Pintégrale

e / tr (Zp(o @ x,2)S(f)Itr (Zp(o @ x,2)S)u(z,T)dx
Ag(F)NG(F)

ou S € Bp(o) est fixé, et x varie dans ImX (M).

On note O la Im X (M )-orbite contenant o. Pour simplifier la vie, supposons momentanément
F non archimédien. En examinant les définitions dans on voit que S et S(f) appartiennent
4 C*°(0, P), regardées comme fonctions y + Sy et x = S(f)y, et que

(S()x) (@),
(5)(@)-

Avec la notation usuelle (a|b) = ab pour a,b € C, définissons le produit scalaire tronqué des
coeflicients

OLooxsiS) = [ (EES00@ENS)@) (e T)do
Aq(F)N\G(F)

tr (Zp(o @ x,2)S(f)) = E
tr (Zp(o ® x,#)S) = E

’U‘Ql F‘J)QI

On obtient donc I'expression suivante pour K7 (f) :

(IV.18)
S Wl ZZ\StabImX (o) / u(o ® )L (0 ® X, S(f), ) do,
MeL(Mop) Im X(M)
ol

— o parcourt un systéme de représentants de ITo (M) /TmX (M) ;
— 8 parcourt Bs(0);
— P € P(M) est standard.

Remarque 5.3.1. Dans [14] §§7-8], Arthur choisit le langage des intégrales d’Eisenstein au lieu
des coefficients d’induites. Nous laissons le soin au lecteur de réconcilier les définitions.

Comme dans [14], le coté spectral nécessite des majorations en trois étapes. Donnons-en une
esquisse.
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De KT a kT Pour M € P(My), P € P(My) standard et Wy, ¥y € Ay (M), on note @p :
ap — R la fonction caractéristique de I’ensemble

{H € a: (w, H) <0,V € Ap}

et on pose

T’g(\lfl‘\:[fg) =Llg / (\Ifl(m)|\112(m))(pp(HM(m) - TP) dm.
Ag(F)I\M(F)

Pour tout o € Tlp,_ (M) et S1,S2 € L(o, P), on pose

wh(o,51,8) = > 5 (BS(S1)% | ES(S2)%)-
P1DP

Avec la méme convention de ([V.18)), posons kT (f) égale &

(IV.19)

ST mRIIWET YD [Staby, v iy (0) 7! / u(o ® )wh(o ® X, S(f), ) do.
o S

Proposition 5.3.2. Soit § > 0, il existe des constantes C,e > 0 telles que
[KT(f) = k()] < CemeITl
pourvu que d(T) > 0||T||.

Démonstration. C’est Panalogue de [14, Lemma 10.1]. Le fait crucial est la majoration [14]

Theorem 8.1] reliant Q;‘g et wg, dont les ingrédients de la preuve sont établis dans O
De k' & J% .. On définit une distribution JZ . (f) comme dans [I4} Lemma 11.1], qui consiste

en des fonctions ¢ de Harish-Chandra et des fonctions combinatoires. Sa définition précise est
malheureusement trop compliquée a rapporter ici. On montre que pour tout n € Z>; et tout
§ > 0, il existe une constante ¢, telle que [k (f) — JL . (f)] < cnl|T||7™ lorsque d(T) > 6| T
Vu Pétape précédente et la majoration pour |[KT(f) — JT(f)|, on obtient |JT(f) — Jsjg,ec(f)| <
cnl|T)| ™™ sous les mémes conditions, quitte a agrandir c¢,.

D’autre part, on montre, comme dans la preuve de [14, Lemma 11.1], que

Jslll;ec(f) = Z qf(Ta f)e<£7T>v

gen Ly /Ly

pourvu que T' € Ly N ag et N € Z>; suffisamment divisible, ou a('f est une chambre fixée. Les
fonctions g¢(+, T) sont des polynomes. Or JT'(f) admet une décomposition du méme genre pour
T € aj. Comme af est quelconque, la majoration précédente pour [J7(f) — JL . (f)| affirme
que JT(f) = JL .(f) pour de tels T.

spec

Notons Jspee(f) := qo(0, f) le terme constant. Il en résulte que Jopec(f) = J(f).
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Description de jspec Donnons finalement une expression explicite pour jspec comme dans
[14, Corollary 11.2, Proposition 11.3].
Soient L, M € L(My), L D M. Nous posons
WE(M)eg := {t € WE(M) : det(t — 1|ak;) # 0.

Soit t € WY (M), on note Iy, (M)* := {0 € My_(M) : to ~ o}. Soient L, M € L(Mp),
L>M,ReP(L),PecP(M),(ciaj,te I/VL(M)Keg7 o € Iy _(M)*. Introduisons les objets
suivants.

— II:= PN L, R(II) est 'unique élément de P(M) tel que R(II) N L =1I et R(II) C R.

— Fixons des facteurs normalisants faibles 7“@,@(0) (rappel : la Définition , d’out les

opérateurs d’entrelacement normalisés RQ,‘Q(U) pour Q,Q" € P(M).
~ Rp(t,0) == o(t) o A(t) o Ry _1pp(o), on t € LN K est un représentant de t, et o(f) est
I'isomorphisme Z 5 (to) 5 T 5(0) induit par un isomorphisme fixé to 5 0. Cest bien défini
a une constante multiplicative pres.
— Tl’R(C) est
: AN 17 (-l
v (Zp(o fORp(E0) ™ 5 s (00 i (97
— Ty R(C) est

r (ng 5(0) s 5O Rp(t )T, 1))
- ji(cr,t,f) est

(1V.20) lim > 7RO FOK/ L™ D0 TR0
ReP(L) XeLr/Lrx

avec k € Z>; suffisamment divisible.

— On note
Y(0) ;= {B € 2% : 15 a un pole en o}
={Bexyd: {3 & un zéro en o},
et on pose
(IV.21) eo(t) = (_1)|t2§§d(a)ﬂE§§d(a)l'

Pour L, comme ci-dessus, on munit ImX (L) - o de la mesure quotient déduite de la mesure
de iaj.

Proposition 5.3.3. On a
o) = 32 W31 et — a3 | @i o

LMt ImX (D)o

ot L, M,t sont comme précédemment, et o parcourt les ImX (L ) orbites de 1l 7t(M)t.

Démonstration. Puisque la théorie des opérateurs d’entrelacement, des fonctions ¢ de Harish-
Chandra et la formule de Plancherel pour revétements sont établies dans il suffit d’adapter
[14, §11]. Comme pour le c6té géométrique, des facteurs de la forme vpz, [Apr(F)' @ Apg(F)T]

ou [ay,F: ﬁ;rw pl (ot M € L£(My)) peuvent intervenir dans JI .

(f), donc dans la description de

J E(J/ ,t, f). Toutefois on peut inspecter les arguments d’Arthur et montrer, comme dans &

que ces facteurs se compensent a I'aide des Lemmes Ces compensations ne sont pas
surprenantes car le formalisme est choisi de sorte que si G = ,,, X G(F') et p = (1,id), alors on
revient a la situation considérée par Arthur. O
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5.4 Interlude : R-groupes

Avant de procéder a la formule des traces locale, rappelons brievement le formalisme de R-
groupes de [15], §2]. Des sources possibles des démonstrations sont [76] [77]. Les preuves reposent
sur

— la formule de Plancherel,

— la normalisation des opérateurs d’entrelacement,

— une formule de Casselman [83], 1.4.1] des coefficients matriciels du module de Jacquet,

pour le cas archimédien.
On a tous ces ingrédients pour les revétements.

Soient M € L(My), P € P(M), (0,V) € Ty _(M). Notons II,(G) Iensemble des classes
de constituants irréductibles de Z5(c), qui ne dépend pas du choix de P. Notons W, := {w €
WY (M) : wo ~ o}. Fixons des facteurs normalisants faibles Ty Q(O’) et les opérateurs d’entre-
lacement normalisés RQ'|Q(U)~‘

Soient w € W, et w € K un représentant, alors o se prolonge en une représentation du
groupe M, engendré par M et w; désignons cette représentation par oy,. Ce prolongement est
unique a une constante pres, nous y imposerons des conditions plus tard.

Définissons 'opérateur d’entrelacement

Aloy) :Z,-15(0) 5 Is(0),

Q

Posons Rp(w,0) := A(ow)R,,-1pp(0) et

W0 = {w e W, : Rp(w,0) € C*id},
R, := W, /W2.

Notons que R, ne dépend pas de P.

L'un des faits de la théorie de R-groupes est que W2 est le groupe de Weyl associé au
systéme de racines engendré par {8 € %59 : (o) = 0}. Si I'on fixe une chambre a} de ce
systéme, alors on peut identifier R, et {w € W, : wal = al}; avec ce choix, on peut écrire

W, = W0 x R,.

Supposons maintenant que pour tout w € W2, o, est choisi de sorte que Ry(w,0) = id.
L’application r — Rp(r,0) pour r € R, n’est pas forcément un homomorphisme : il existe un
2-cocycle 1, : R2 — C* tel que Ry(rire,0) = 1o(r1,72)Rp(r1,0)Rp(re, o). Plus précisément,
on a 1,(r1,r2) = A(0yry)A(or, )"t A(0r,) . Fixons désormais une extension centrale

(IV.22) 1= Z,— Ry = R, — 1

de sorte que Z, est fini et I'image de 1, dans H? (Rg, C*) est triviale. Autrement dit, il existe
& R, — C* tel que Ne(r1,72) = &5 (1172) €4 (11) 71, (12) ~1 pour tous r1, 79 € R,. On en déduit
le caractére Xq : Zo — C* tel que & (21) = xo(2)E(r) pour tout € R, et tout z € Z,. Si on
pose

RP(T, o) :=&(r) ' Rp(r, 0), r € Ry

alors r — RP(@ o) est un homomorphisme avec Rﬁ(zr,a) = Xg(z)_lﬁlg(r, o). )

Notons II(R,, x,) 'ensemble des classes de représentation irréductibles de R, dont la res-
triction sur Z, est yo. Le théoréme principal des R-groupes (d’apres Harish-Chandra, Knapp,
Stein, Silberger) s’exprime comme suit.
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Théoréme 5.4.1. La représentation Rp(r,z) = Rp(r,0)Ls(o,T) de Ry x G sur Zp(V) admet

une décomposition
Rp= @ (p' K mp)
pEH(anXU)

ol p > 7, est une bijection de (R, xo) sur I,(G). En particulier, on a

tr (Rﬁ(r, 0)Ip(o, f)) = Z trp”(r) - (O, f), r€R,, f€ c*’(é)

peH(RJ:XU)

Remarque 5.4.2. Selon notre normalisation Rs(w,o) = id pour tout w € WO on voit que
l'opérateur R (r,0) est indépendant du plongement R, < W, autrement dit indépendant du
choix de la chambre a} .

Enregistrons des propriétés de R-groupes, dont les preuves se trouvent dans [15].

1 Fixons a}. Soit L € L£(M) tel que af contient un ouvert de ar. Notons RL le R-groupe
relativement & L au lieu de G, alors on a une identification Rl =R, N WL (M). Vu les
propriétés des opérateurs d’entrelacement normalisés, on peut tirer I'extension centrale

(IV.22]) par Rg — R, et obtient
1= Z, R - R 1

qui trivialise encore les 2-cocycles £ associés & L.

2 Soit L comme ci-dessus. On note KO(RU,XU) I’espace des caracteres virtuels engendré
par H(R(77XU)~ Idem pour Ko(RL, x,). Alors un élément de Ko(R,,x,) est induit de
Ko(RE, xo) si et seulement si le caractére virtuel associé de G est induit d'un caractére
virtuel engendré par HU(E).

3 Le signe €,(t) défini dans est égal & (—1)““’0) sit =wr avec w’ € W2, r € R,.

Supposons de plus que de tels choix (eg. facteurs normalisants, al, oy, I'extension centrale
, etc.) sont faits pour tout wo, w € Wo , de fagon compatible. Par exemple, on exige que
lactlon de w € Wo induit un isomorphisme R, — Ryy. L'étape suivante est d’introduire des
espaces de parametres convenables pour le coté spectral.

Soit (M, o, r) un triplet avec M € L(My), o € H27_(]\;[), r € R,. On dit qu'il est essentiel si
pour tout z € Z, tel que zr est conjugué a r, on a x,(z) = 1. Le groupe de Weyl WOG opere sur
de tels triplets par w(M,o,r) = (WM, wa, wrw™1). Posons Ry yeg := Ry N I/VG(ZM)Ieg7 notons
Ry reg son image réciproque dans R, et

T(G) := {(M,o,r) : un triplet essentiel.},
Taise(G) == {(M,0,7) € T(G) : W2 - r "W (M)yeq # 0},
Ton(G) == {(M,0,7) € T(G) : 7 € Ry reg},

On a T(G) D Taise(G) D Ten(G). Le groupe ImX (G) opere sur Toy(G) par x - (M, 0,7) =
(M,o0 ® x,7), ce qui munit Ton(G) d’une structure de variété analytique connexe. On vérifie
aussi que T(G) = | | LeL(Mo) Tun(L). Done T(G) et Tyise(G) sont aussi munis de structures de
variété analytique. Posons
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Certes, on peut introduire I’équivariance sous , et définir les espaces T_(G), T--(G), etc.

Munissons Tgisc,— (G) de la mesure de Radon telle que

/ 0(r)dr = > |Rop| ™! / o(+') dr’

Tdisc,—(é) TGTdisc,—(é)/ImX(é) ImX(G)-T

pour toute € Ce(Thise, (G)), ot Ry est le stabilisateur de r dans R,, et ImX (G) - 7 est muni
de la mesure quotient déduite de la mesure de iag;.

Définition 5.4.3. Une représentation m &€ Htemp(é) est dite elliptique si la restriction de
son caractere sur ’ensemble des éléments réguliers F-elliptiques n’est pas nulle. On définit les
représentations virtuelles tempérées elliptiques de la méme maniere.

La proposition suivante décrit les représentations tempérées (resp. virtuelles tempérées) en
termes du R-groupe; elle explique aussi la notation T; e117_((3’). Sa démonstration dans le cas non
archimédien dans [I5] §2] nécessite un résultat de Kazhdan qui sera prouvé dans le Théoreme
5.8.10l Nous n’utiliserons pas cette proposition dans cet article.

Proposition 5.4.4. Soient M € L(My), o € My (M) et p € TI(Ry, xo). La représentation
T, € Ha(é) est elliptique si et seulement si tr p ne s’annule pas sur ﬁg’reg. L’ensemble TelL,(G)
parametre une base de l’espace engendré par les représentations virtuelles tempérées elliptiques
spécifiques de G.

Pour tout g € C--(G) et 7 = (M, 0,7) € T(G), définissons

(Iv.23)  O(7,g):=tr (R]g(r, 0)Ls(o,9)),

(Iv.24) i(r) = |W2|~! Z o (1) det(1 — t[a§))| 71, lorsque 7 € Tyise(G).
teW2-rNWE (M)reg

On vérifie que © est bien défini, c’est-a-dire qu’il ne dépend que de la WOG -orbite de (M, o, 7).
D’autre part, on vérifie que O((M, o, 21),9) = xo(2)"1O((M, 0,7), g) pour tout z € Z,. Idem

si 'on considere g € C_(G) et 7 € Tdisc,-- (G). )
Soit f = f1fo avec f1 € H_(G), fo € H--(G). On définit

(IV.25) Lisc(f) = / i(T)O(7Y, f1)O(r, f2) dT.

Tdisc,—(é)
Cette distribution est reliée a la formule des traces locale grace au fait suivant.

Proposition 5.4.5. Soit f = f1fo avec fi € H_(G), fa € H-(G). Alors Iise(f) est la somme
des termes correspondant & L = G dans Uexpression de Jspec(f) dans la Proposition .

Démonstration. 11 suffit de reprendre [15, pp.95-96]. O

5.5 La formule des traces locale

Le coté géométrique Soient x = (x1,x2) € G(F~)2, M € E(Moz- Rappelons que 1'on choisit
la mesure de Haar sur a, de sorte que mes(a§,/Lyr) = 1, ot Ly := (amr + ag)/ag. Les
fonctions

vp(A,z) = e<*HP(x2)+HP(I1)’A>, PeP(M)
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forment une (G, M)-famille, d’ou est défini le terme vys(x) = vpr(x1,x2). Clest le volume de
I'enveloppe convexe de {—Hp(x2) + Hp(z1) : P € P(M)} dans a§;, donc est une fonction sur
(M(F)\G(F)/K )™

Soit v € Mg —_reg(F'), posons

(IV.26)  Jy(v, f) = D)l / fi(@y ' Fa) fawy o) on (21, 22) day das.
(Ap (F)NG(F))?

Ce seront les ingrédients dans le co6té géométrique de la formule des traces locale. Observons
que JM(’Y, f)=0saufsiye F(M(F))bon.

Le c6té spectral On note g (G) la réunion des I, (G) ot M € L£(My), o € Il (M)
pour un t € W (M )yeq. Idem pour tout Lévi de G. Soit m = 7y K7y tel que la X (M)-orbite de
m; rencontre de Ilgise — (M), pour i = 1,2. Soient P,Q € P(M), on définit

115(71-7 f) = Iﬁ’(ﬂ-i/7 fl) X 1-15(71-27 f2)7

JQ|15(7T) = Jé|15(ﬂ-¥) X JQ‘p(TFQ),

TA 1= (71'1,/\)\/ X T2\ A€ a*M’(C,
To(N 7, P) i= J g p(m) " g p(ma)-

En variant (), on montre que les jQ(A, m, ]5) forment une (G, M )-famille & valeurs dans les endo-
morphismes de Zp(my)XZs(m2), méromorphes en 7. D’out les opérateurs J; (, P) méromorphes

en .
Désormais, nous supposons que 7 = ) X 7y avec 71, w2 € Igise,— (M).

Lemme 5.5.1. Les coefficients matriciels de Jy;(m, P) sont analytiques. Leurs dérivées sont a
croissance modérée pour de telles mwy, ms.

Démonstration. On reprend [14, Lemma 12.1]. O
Soient m = m) X my comme ci-dessus et f = fifo avec fi € H_(G), fo € H--(G), on pose
(1v.27) T (7 f) 1=t (T (v, PYIp(m, £)).

Nous démontrerons (la Proposition que Jy;(m,-) ne dépend pas du choix P € P(M), ce
qui justifie la notation.

SiT = (M,o,r) € Tdisc,,(M), alors pour tout p € H(Ry,xg), la représentation m, de M
appartient a Hdisc’_(M ), donc c’est loisible de poser

(IV.28) Jyg (1, f) = Z trp1(r) - tr pa(r) - JM(val X7y, f).
p1.p2€T1(RYM Xo)

Théoréme 5.5.2. Soit f = fifo avec f1 € H_(G), fo € H--(G). Posons

Jgeom(f) = Y [W[W| 7 (=1)tmAu/de / T (v, f) d,
MeL(My) Lo (M (F))bon

Jpeelf)i= 30 WA IWE| T (—1)dm v /A / (0. (r, f) dr.

ME[:(Mo) Tdisc,f(M)

Alors on a Jgeom (f) = Jspec(f)-
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On observe aussi que le terme correspondant a M = G dans Jgpec(f) est exactement Igige(f).
Désormais, on note J(f) := Jgeom(f) = Jspec(f)-

Démonstration. On itere 'argument pour [I4, Proposition 4.1] avec récurrence sur dimG.
Donnons-en une esquisse trés bréve. On part des deux développements de J (f) fournis par
la Proposition et la Proposition Observons d’abord que les termes J (v, f) du coté
géométrique sont similaires a J;; (v, f) sauf que la fonction poids est ¥pr(z1,22) définie dans
au lieu de vys(x1, x2) lorsque F' est non archimédien. Pour passer de I'un & autre, on
introduit les fonctions

CQ(A) = ‘EMQ/EMQ,’C

- > e xR L (M) 10 (A)
)(E[:]\/]Q/L:J\/[QJc

pour Q = MqUq € F(My), ot k € Z>1 est suffisamment divisible.
Avec les notations dans [Chapitre III, §4], on montre que

U (w1, m2) = (—1)HmAm/de Z 01?4(%7332)0,@-
QeF(M)

Comme dans [14], cela entraine que

M, _ im Mg
J(f) =D Wy ?Wg | (=)t A6 1 (o) - -
QEF(Mo)

Lorsque F' est archimédien, nous utilisons la convention dans la Proposition de sorte
que les résultats précédents demeurent valables. En fait, on aura cg(A) = 1 dans ce cas-la.
Les fonctions cg interviennent aussi dans le coté spectral via ’expression ([V.20)) : on a

Tp(ont f) = (=D)AL im S 77 2(Om 4(Oer(R(C)
Y pepy

pour tout L € L£(Mp). Un raisonnement comme dans [14, pp.92-94] donne

M, — im Mo
(=Y Wy QW (=) AN & (fg) - co-
QEF(Mo)

Comme c¢; # 0, 'hypothese de récurrence entraine que Jeeom (f) = Jspec(f)- O

5.6 Théoréeme de Paley-Wiener invariant tempéré

Transformation de Fourier invariante Soit f € C (G), on note fg la fonction sur Htemp(é)
donnée par

fa(m) = ©x(f).

On note I'image de f +— f par IC(G) (étymologie : I = I’adjectif “invariant”), qui est un

sous-espace de I'espace vectoriel de fonctions sur Hiemp(G). En se restreignant a C--(G) (resp.

C_(@)), on obtient l'espace IC--(G) (resp. IC_(@)) formé de certaines fonctions sur Miemp,— (G)
(resp. Hiemp,--(G)). Le théoreme de Paley-Wiener invariant tempéré donnera une description
de ces espaces comme des espaces vectoriels topologiques pour lesquels f +— fz est ouverte

et continue. Les résultats ci-dessous concernant C(G) et IC(G) seront valables si 'on rajoute
I'indice -- (resp. —), pour des raisons évidentes.
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Soient M € L(My), P = MU € P(M). Comme dans le cas de fonctions CS°, on définit la
descente parabolique

C(G) — C(M)

fr— fa(m) zép(m)%/ / f(k~Yuk) dudk, m e M.
K U(F)

C’est une application linéaire continue bien définie : le cas archimédien est [38, Lemma 22], pour
le cas non archimédien, on utilise la majoration [83, Proposition I1.4.5].
On étend la définition de fz par linéarité a des combinaisons linéaires formelles des éléments

de Iltemp(G). On montre que pour tout o € Iiemp(M), on a
(fp)ir(0) = fe(0®)

ol 0¢ désigne la somme directe des constituants irréductibles de Z 5(0). llen résulte que f — fp
induit une application linéaire

IC(G) — IC(M),
P9

qui ne dépend que de G et M.

Définition 5.6.1. On dit que ¢ € IC(G) est cuspidal si pour tout M € L(My), on a ¢ =
si M # G. On dit que f € C(G) est cuspidal si son image dans IC(G) ’est.

Cela étend la définition d’Arthur de cuspidalité pour les fonctions C¢°.

Remarque 5.6.2. On peut aussi regarder /C(G) comme un espace de fonctions sur 7'(G) grace
au Théoreme Ainsi, on regarde fz comme une fonction sur 7'(G) pour tout f € C(G).

Des espaces de Fréchet Soient M, M’ € L(Mj), on note
WM |M) :={weW§ :wM =M}

Soient (o, V) € II(M), @ € K un représentant de w € W (M|M') et P € P(M), P’ € P(M).
On pose
Rls,llg(ﬂ),d) = A(w)Rw—1P’|I5(U) : IP(V) — Ils,(ﬂ}V).
On utilisera 1’égalité suivante & plusieurs reprises. Soient P” € P(M"), P € P(M'), P €

P(M), wy € W(M'|M), wy € W(M"|M') et (6,V) € II(M). Alors
(IV.29) Rp p(wa1,0) = Rpy pi (W2, 010) R (11, 0)

ou les opérateurs A(-) sont ceux défini dans la Proposition et les données définissant le
R-groupe de w10 sont obtenues par transport de structure.
L’application f +— f= se factorise comme

Fa 5 A tr

(@) ¢(G) 1c(G)

fr——lr = f(m)]—[r = Ox(f)]

~ ~ ~

ot 7 € Iliemp(G). Le résultat suivant décrivant C(G) est essentiellement une partie de la formule
de Plancherel.
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A~ ~

Théoréme 5.6.3. L’espace C(G) est formé des opérateurs ® : (P, o) — ®5(0) € Endc(Zs(V)),

ou P=MU € F(My), (0,V) € IIa(M), vérifiant les conditions suivantes.
Lissité Pour P,M,o comme ci-dessus, X — ® (o)) est lisse, ou X € ia},.

Symétrie Soient M, M' € L(My), P € P(M), P € P(M'), w € W(M'|M) et & € K un
représentant de w. Alors

O, (00) = Ry p(0,0)® p(0) Ry p (0, 0) .

Croissance (non archimédien) Supposons F' non archimédien, alors ® est a support com-
pact.

Croissance (qrchimédien) Supposons F archimédien. Soient n,my,ms € Zso, M € L(My),
o € (M) et D un opérateur différentiel invariant sur ia}y,, alors

L5 DT, ®p(0) s ) [ (1 o l])™ (1 sy )™ (1 4 [lpss, )7 < oo
,0,01,02

ol

- D(S(O’)):: d¥'l/\|)\:0D(S(a,\)) pour S(o) une famille lisse d’opérateurs paramétrée par
(S HQ(M) 5

— 81,09 parcourent les K -types et Is,, I's, sont les projecteurs correspondants ;

— on définit la sous-algebre de Cartan by, le caractére infinitesimal po, et la norme hermi-
tienne || - || comme dans la Définition [3.1.1 (R8), et ps,, s, € b sont les plus hauts

poids de 01,09 respectivement.

~ ~

Dans le cas non archimédien C(G) est l’espace C™° ()™ défini dans @ donc est muni
d’une topologie. Dans le cas archimédien, les expressions dans la derniéere condition définissent

~ ~ ~ ~

des semi-normes pour C(G). En tout cas C(GQ) est un espace de Fréchet pour lequel Fg est un
isomorphisme topologique.

Cette description est indépendante de facteurs normalisants. En effet, la condition de symétrie

peut aussi s’exprimer en termes des fonctions °c i p(w, o) dans

Définition 5.6.4. Posons PW(G) l'espace des fonctions

e:T(@)= || Tal)—C
LeL(Mp)

vérifiant les conditions suivantes.

Lissité La fonction ¢ est lisse.

Equivariance Pour tout 7 = (M, 0,7) € T(G) et z € Z,, on a ¢(27) = xo(2) to(7).

Symétrie ¢ se factorise par T'(G).
Croissance (non archimédien) ¢ est a support compact.

Croissance (archimédien) Soient L € £(My), n € Z~¢, D un opérateur différentiel invariant
sur iaj, alors

lellL.pn = sup  [De(7)[(1+ [|po[D)™ < 400
T:(Mvgar)ETell(L)

avec les conventions dans le Théoreme [(.6.3

Ainsi, 'espace PW(G) devient un espace de Fréchet.



246 CHAPITRE IV

Dorénavant, on adopte le point de vue de la Remarque “ afin de comparer IC (G)
PW(G). En contemplant le Théoréme |5 on voit que l'application tr : C(G) — IC(G)
devient

Te: ®—s [w (M, 0,7) = tr (Rp(r, J)CDP(U))]
ou P € P(M) est arbitraire.

Proposition 5.6.5. On a IC(G) c PW(G). L application f — fa se factorise par PW(G) et
induit une application linéaire continue C(G) — PW(QG), ou bien C(G) — PW(G) d’aprés le
Théoréme [5.6.3.

Démonstration. Standard modulo le Théoréme [£.6.3 O]

Cette notation est provisoire : nous allons bientét démontrer que PW(G) = IC(G)

Combinatoire Nous allons montrer une variante de la partition de I'unité, qui interviendra
dans la preuve du théoreme de Paley-Wiener.

On note ag := apy,. On fixe une norme euclidienne WOG -invariante sur ag, la distance associée
est notée d(-,-); on note aussi || - || := d(-,0). Soient L € L(Mp), A € ag, on écrit A = A\F + A\,
selon la décomposition orthogonale ag = ao @®ay,. Pour tout Q € P(L), on a la chambre positive
associée ag C ay, qui vérifie azg = |—|Q’DQ aQ,. Il y a une décomposition en facettes

ag = |_| ag.

QEeF(Mo)
Lemme 5.6.6. Supposons fizé un voisinage ouvert VX de 0 dans aOL pour tout L € L(My).
Alors il existe une famille de fonctions (ﬂQ)Qg:(MO) telle que
(1) B9 € C(ag) et toute dérivée de % est bornée ;
(2) soit Q = LU € F(My), alors B2(\) # 0 entraine que \* € VI ;
(3) St ﬁQ(A) 7£ 0, CLZO'FS )\ € I—lQ/CQ aa/ ;
(4) ZQGJ—‘(MO) BQ =1

Démonstration. Pour Q = LU € F(My), on pose N(Q) := dimay. On prouve par récurrence
sur N que Pon peut trouver des 3% pour N(Q) < N vérifiant (1), (2), (3) et vérifiant : il existe
ey > 0 tel que ZN(Q)SN BL(N) = 1 pour tout A tel que d(, UN(Q)SN azg) < en. On suppose
N fixé et les fonctions (3%) N(Q)<N construites.

On considére un parametre auxiliaire € > 0 et on suppose que pour tout L € L(My) avec
dima, = N, on a {A\l € af : ||\L|| < €} € VI Soit Q = LU € F(Mp) avec N(Q) = N. On
choisit ol € C°(af) telle que

1, si|Af 2
QL(AL):{, si X < e/2.

0, sil[A] > e
On définit la fonction sur ag

79 = - > 82w

N(@Q)<N

On suppose € < ey_1. Montrons que
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(i)  d(A, ag) €le,en_1[ = Y2(\) = 0.

En effet, soit A = A\ + A1, tel que d(\, ag) €le,en—1[. Si A € ag, alors d()\,ag) < |IAE]
donc |AF|| > e et al(AF) = 0. Si A\f ¢ a&;, on fixe pu € ag tel que d(\, p) < en—1. Le segment
[AL, p] coupe 8% en un point 4’ et on a d(A, u') < d(A, p). Done d(X, Uy (gn<n aa,) < €N—1,
d'ott 1 =3 nionen B2 (X\) = 0 d’apres Phypothese de récurrence. Cela prouve (i).

On suppose 2¢ < ex—_1. On définit 59 par

; +
5900 = {va, si d(r, ad) < 2e,
0, sinon.

Vu (i), B9 vérifie (1). Par définition de o, (2) est aussi vérifié. Montrons que

(i)  pour tout € > 0, il existe €’ > 0 tels que les conditions

d(\ ag) <€,

INFI < €,

+ /
dlx |J ab]>e
N(@)<N

entrainent A € Ug/¢ a('g,.

On peut supposer A € a§ et on écrit A = AL + ZaeAQ Ta®@a, 01 {, : a € Ag} C af est

la base duale de Ag. Soit o € Ag, 1'élément p := Ea,;ﬁa T o appartient a UN(Q/)<N a(:g, et
d(\ 1) = VM2 + 22 [[wal?, ot

P adf@al?>dAp zd (A ) ab | >¢.

N(Q)<N

En supposant €’ < €, cela entraine que [zq| > [|oa[| 7' Ve — €72, Si x4 < 0, on a d(), af) >
c|zq| ol ¢ est une constante positive, d’olt €’ > c|lwq|"!Ve? — €”2. Impossible si €’ est assez
petit. Donc on a x4 > ||@a | ~1Ve? — €72, On note g := Xy, I'ensemble des racines de Ag. 11
existe ¢ > 0 tel que |(a, )| < ¢||p|| pour tout u et tout o € ¥g. On note XY le sous-ensemble
de X9 des racines dans U. Pour a € Zg , sa projection sur aj est de la forme ), Ao ne o’ avec
Ne € Z>0 et ng > 1 pour au moins un «’. Alors

(0N = (@, M)+ Y nwze > —de + ||wmal Ve — e

O/EAQ

C’est positif si €’ est suffisamment petit, donc (a, \) > 0. Soit Q" € F(My) tel que X € ag,,
alors {a € ¥p : (o, \) > 0} = Eg/. Donc 2§ C Eg/, ce qui entraine @' C Q. D’ou (ii).
Prouvons que 8% vérifie (3). Si B%()\) = 0, alors
d(A, aa) < 2e,
A% < e,

d| A U aa > €EN-1
N(Q)<N
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par notre construction de 89. L’assertion (ii) avec ¢ = ey_; fournit une constante €”. Si 'on
suppose que 2¢ < €”) alors la condition (3) est satisfaite.

Il reste a établir ’hypothese de récurrence, ce qui impliquera (4) si elle est satisfaite pour
tout N :

(iii) il existe en tel que d(A, Un(g)<n ag) < ey entraine Y y(g)<n BRN) = 1.

Fixons A € ag tel que d(A, UN(Q)SN azg) < en. Si ZN(Q,)<N B9 (X\) = 1, on a par construc-
tion B9 (\) = 0 pour tout @ avec N(Q) = N. Donc ZN(Q)gN B9 ()\) = 1. On peut donc supposer
que ZN(Q,)<N BL(N) £ 1, dott d(\, UN(Q,)<N aa) > en_1 par 'hypothese de récurrence. Mon-
trons d’abord que

(iv) il existe au plus un Q € F(Mp) avec N(Q) = N et S2()\) # 0.

En effet, supposons qu’il en existe deux, disons @1, Q2 avec Q; = L;U;, © = 1,2. Comme
ci-dessus, on a d(\, agl) < 2 |IM1 < € d(N, UN(Q,)<N ag,) > eny_1. D’autre part on a
d(\, a&SQ) < 2¢. Soit pu € a52 tel que d(\, 1) < 2, alors on a aussi d(A1, u#1) < 2e. D’out

d(p, af),) < d(A p) +d(X af,) < de,
5] < d(u" X + A < 3e,

dluw U e |zd{x U o) | —drm>eva—2e
N(@)<N N(@)<N

De (ii) avec € = enx_1/2 se déduit €’. On suppose ey_1 — 2¢ > %EN_l et 4e < €’. Alors
W e UQ’CQ1 ag,. Cela contredit ’hypothese que p € a52. Cela prouve (iv).

Montrons que
(v)  pour ey suffisamment petit, il existe un Q € F(Mp) tel que N(Q) = N et B2(\) =

L= Y ni@nen BY () #0.
On suppose €y < eny_1. Les conditions

dlx | af| <en
N(Q)<N

d )\, U ag, > EN—1
N(Q)<N

entrainent qu’il existe Q € F(My) avec N(Q) = N et d(A, ag) < en. En particulier, |\F|| < ey.
En prenant ey < €/2, on a a“(A\F) =1 et B2(\) = 129(\) =1 — 2N(Q)<N B9 (\) # 0. Dol
(v)-

Drapres (iv) et (v), > n)<n BL(N) est la somme de DoN(Q)<N B9 (\) et dun S2(N\) pour
un unique Q € F(Mp) avec N(Q) = N, pour lequel 59(\) = 1=>N@)<n B2 (). Cela entraine
(iii) et acheve la preuve. O

Donnons-en une généralisation simple.

Corollaire 5.6.7. Soit M € L(Mjy). Supposons fixé un voisinage ouvert V' de 0 dans aﬁ/l pour
tout L € L(M). Alors il existe une famille de fonctions (BQ)QE;(M) telle que

(1) B9 € C(anr) et toute dérivée de 3% est bornée ;
(2) soit Q = LU € F(M), alors B2(\) # 0 entraine que \¥ € VI ;
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(3) si Be(N) # 0, alors \ € Urrcoco azg, ;
(4) >germ 5Q =1

Démonstration. On a la décomposition ag = aéw @ aps. On choisit un voisinage ouvert UM de 0
dans a}!. Soit L € E(Mo) Si L ¢ L(M), on choisit un voisinage quelconque V¥ de 0 dans al;s
L € L(M), alors a} = a}! @ af; et on prend le voisinage V¥ = UM x VL de 0 dans af. Alors le
Lemme “ 6| fournit des fonctions 59 adaptées aux voisinages V<. On note ¢ := 5Q|GM pour
tout @ € F(M), alors les propriétés (1) et (2) sont automatiquement satisfaites.

Supposons que A € ayr, Q € F(Mp) et f9(N\) # 0, alors il existe Q' € F(My), Q' C Q tel que
A€ aa. Or la décomposition ars = | |greran aa, entraine que Q' € F(M), donc Q € F(M).

Les propriétés (3) et (4) en résultent. O
Remarque 5.6.8. Le Corollaire [5.6.7] est aussi valable pour la décomposition dans 'espace
dual
= | e
QEF(Mo)
ou pour
iay = |_| zaQ’+
QEF (Mo)

Démonstration du Théoréme de Paley-Wiener invariant Soient M € L(M) et o €
[y(M). Pour P € P(M), w € W& et @ € K un représentant, on note

Rp(w, U) = Rp‘p(w, U).
Le résultat suivant jouera un role crucial dans notre preuve.

Lemme 5.6.9. Soient L € L(M), P € P(M) et Q € P(L) tels que Q D P, alors pour tout
X € ia} et tout w € WE avec représentant o € KNL,ona

s L _ pL
Par conséquent, on a Ry = Ry, .

Démonstration. D’apres (R5) dans la Définition on a

R]B(UN}’UA) = A( ) 0Zs (R —lme‘an< /\)>
Cela est indépendant de A € iaj d’apres (R6). L’assertion concernant Rg en découle d’apres la
définition du R-groupe. 0

Théoréme 5.6.10. On a PW(G) = IC(G). L’application linéaire continue surjective C(G) —
IC(G) admet une section continue; en particulier, c’est une application ouverte.

Démonstration. Vu la Proposition on se ramene a montrer que T : C(G) — PW(G)
admet une section continue ¢ — ®. La preuve du cas non archimédien est identique a celle
de [I7]. Supposons donc F' = R dans ce qui suit. La preuve suivante est une variante de celle
d’Arthur qui évite 'usage de multiplicité 1 de K -types minimaux.

Soient M, o comme ci-dessus. Comme F' = R, on peut écrire de facon unique o = (o!) A(o)
ot o} se factorise par M! et (o) € ia},. Soit k € K un représentant d’un élément dans W, la
condition ko ~ o équivaut & ko' ~ o' et kA(0) = A(0). Si A(0) € ia8+ avec Q = LU € F(M),
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la condition kA(0) = A(0) équivaut & k € L. Donc W, = WJLl et, pour P, Q, r,7 comme dans
le Lemme [5.6.9, on a Rp(7,0) = Rp(7,0') et Ry = R,

Dorénavant, on conserve la notation o pour un element de TIy(M) tel que A(o) = 0, au-
trement dit o se factorise par M'. On écrit tout élément de HQ(M ) sous la forme o) avec
A € tay,.

On fixe un ensemble fini de K-types, noté K (M, o), tel que

— chaque élément de K (M, o) est un K-type minimal (voir [43, Chapter X]) d'un 7,, olt

p € (Ry, Xo); ~ ~
— pour tout p € II(R,, X), T, contient au moins un K-type minimal appartenant a K (M, o) ;

— pour tout w € Nk(l\%), K(wM,wo) = K(M,o).
Alors il existe des constantes A, B > 0, qui ne dépendent que de G, M et de la norme || - ||
sur hc, telles que pour tout 6 € K(M,0), on a

(Iv.30) lusl < Allpo |l + B.

En effet, le cas G connexe est [43, Theorem 10.26]; le cas général en résulte sans peine, cf. la
remarque dans [43] p.642].

On fixe fuyrs € C*°(K) qui agit comme la projection sur les K-types appartenant & K (M, o).
Soient P € P(M), Q@ = LU € F(M) avec @ D P. Le Théoréme donne

Ipo)= P r»Rm= @ Erloph)

peH(RUaXU) PLGH(R(E,XU)

ot Ep(o, p") = (p*)Y R (0, pL) avec

wopt) = @ mut((ph) "),

pEH(Ra,Xg)
Soit 7 € RL. On définit 'opérateur de Z5(o) :

DE(r,o) = |RETY ST deg(ph)(dimn(o, pP)[K (M, 0)]) "
pL€ll(RE xo)

: (Rﬁ(ra U)Zﬁ(aa fM,U))‘EP(O',pL)

ott 7(a, p1)[K (M, o)] signifie le sous- espace de 7(o, pb) se transformant par des K-types dans
K (M, o). Montrons que pour 7,7/ € RE, on a

B ’ i =7 ’ € Z ’
(IVSl) tr <R]5(7'/, U)Dg(’f’il, 0,)) _ {XU(Z) S? r=rzz o
0, sinon.
En effet, tr (Rp(r', O')DQ( L o)) est égal & |RE|™1 Dok deg(p®)tr (pP)V (r'r~1) d’apreés notre
choix de fu/ .
Pour A € iaj,, on définit 'opérateur

Eg(@ >\) = Z Z Rp/|P( A)_IRJB/‘}B(@’O‘)
weWE /wM P'eP(wM)
P'CcQ

ot w € KN L est un représentant quelconque de w. Cela ne dépend que de AL d’aprés le Lemme
et est une homothétie non nulle pour A¥ = 0. Donc Eg(a, A) est inversible et lisse pour

- L
AL dans un voisinage de 0 dans ia M*.
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Soient w € WOL avec représentant w € KNL, et P € P(wM) tel que P’ C Q. Montrons que
(IV.32) Rp p(i0, 00 BB (0, )) = EZ, (60, wA) Rp, p(i0,0), A € iy
En effet,

~ S N—1 ~ ~ -1 ~ = \—1
R};,“s(w,m)Eg(a, MNRpp(@,0) ™" = > Rpyp(®,00)Rp p(1,00) " R, (101,0) R p (10, )
wi,P1
= Z Rlsllla/(’lf)lﬁ)fl,TI)O'w)\)ilR]sllla/(’lf)lﬁ)fl,wO')\)
w1, P
ou on utilise la propriété RP |P,(1D111F1 Woy)) P,‘P(w oy) = Rpl‘P(wl,J)\) qui résulte de
m On en déduit ( en remplacant w, par wyw et M par wM.
Pour tout A € ia}, avec )\L proche de 0, on pose

(IV.33) DY(r,0,\) == E9(a,\)DL(r,0)E% (0, \) "}, 7 e RL.
Pour P € P(M), Q = LU € F(M), r € RZ, posons

S2(r,o. ) = W™ > {P e P(wM): P c wQ}|™!
wGWOG
P'eP(wM)
P'cw@Q

ot W € K est un représentant de w. Cet opérateur est bien défini et lisse en A pour AL proche
de 0. Pour w € W(?, w € K un représentant et P’ € P(wM), Pargument pour (IV.32)) donne

(IV.34) S (wrw™ o, wh) = Rp, p(i,02)SE(r, 0, A) Ry p (0, 03)

On choisit des fonctions 59 sur i}y, fournies par le Lemme (et aussi par la Remarque

adaptées aux voisinages ol les opérateurs Sg(r, o, ) sont bien définis. On peut aussi
supposer que Y (w)) = BY(\) pour tout Q et tout w € W,

Soit (M,ox,7) +— @(M,o,\, 1) = (M, oy, r) une fonction dans PW(G). Pour r € R,, on
note L(r) le Lévi contenant M tel que r € Rﬁ(r’;lé Etant donnés M, oy et P € P(M), on définit

l'opérateur
Dplon) = Y, N Y SR Jo(M, 0, ALy, T)-
Q=LUeF(M ) reRL

En fait, il faut prendre un relevement de r dans 1:25 dans la somme. Vu I’équivariance de Sg
et  sous Z,, cela n’affecte pas la définition. )
Montrons que ® := (®p)pc F(Mp) appartient a C(G@). La lissité en A est évidente. Pour

w € W§ avec représentant @ € K et P/ € P(wM), on vérifie
q)ﬁ/(waw)\) = Rla/“s(ﬁ}, U)\)q)]_:,(a)\)Rp,“s(ﬁ), O')\)il

a l'aide de ([V.34)). Cela permet de vérifier la condition de symétrie car B4%¢(wA) = B2(A) pour
tout Q.

La condition de croissance résulte des faits suivants.

— Pour tout Q € F(M), toute dérivée de 5% est bornée.

— La condition de croissance satisfaite par .
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— Les coefficients matriciels K-finis des opérateurs d’entrelacement normalisés sont & crois-
sance modérée (cf. (R6) dans la Définition [3.1.1]).

— La majoration .

Vu les définitions des semi-normes définissant les espaces de Fréchet en question, ces arguments
impliquent aussi la continuité de ’application ¢ +— ®.

Il reste & montrer que ¢ — ® est une section de Tjs. Soient P € P(M) et 1’ € RUA Calculons
d’abord tr (Rg(r',00)®5(0y)). L'hypothese sur 7' implique A € 067 sy, donc A € iaga) avec
Q(\) = LINU(N) et L(r') € L(A). Pour Q = LU € F(M), si B(\) # 0 alors Q()\) C @, donc
L(r’) € L(\) C L. Quitte & changer P, ce qui est loisible d’apres la symétrie de @, le Lemme
affirme que 1’ € Rﬁiw) = RE RL.

Les égalités , et la définition de Sg (r~1, o, \) entrainent que pour tout r € Rg ,

on a

: /
s ag ) = 9y ZU7
(IV.35) tr (R}a(r’,a,\)sg(r_l,o, )\)> = {X (2) S? rErsse
0, sinon.
Donc
> tr (Rp(r,o0)SE 0, 0)) @M, 0, A1) = (M, 0, Ay, 1) = 9(M, 7, A, 7')
reRk

car \ € iaz(r,). D’ou
tr (Rp(r'.on®plon) = 3 BONG(M. o A1) = p(M, o A1)

QeF(M)
Ce qu’il fallait démontrer. O

5.7 Caracteres pondérés tempérés

Caractéres pondérés tempérés de M Fixons des familles de facteurs normalisants faibles.
Soient M € L(My) et m une représentation admissible irréductible de M dont la X (M )-orbite
contient une représentation unitaire spécifique. Soit P € P(M), introduisons les (G, M )-familles

suivantes des opérateurs méromorphes en 7 (sur la X (M )-orbite en question)
T (A7, P) = Jg5(m) " g (7).
RQ(A,W,P) = RQ~|F,(7T)_1RQ“5(7TA), QePM), A€ ay.
Alors Ry (, ]5) est régulier si 7 est unitaire. Définissons le caractere pondéré

J]T\.Z(ﬂ-vf) =tr (RM(T{',P)Ip(W7 f))’ f EC"(G)'
C’est une distribution tempérée en f et c’est facile de voir qu’elle ne dépend pas du choix de P
a laide de (R1).
Posons aussi ,uﬁ,@(w) = ]I, ta(m) olt a parcourt Zg’d N E}”gd, et les (G, M)-familles
po(A,, P) = 1 p (M) g p(T14),
MMy, ) i= (A, m, )T (A, P).
Le caractere pondéré canoniquement normalisé est défini comme
JM(va) = tI'(MM(TF,P)Ip(W,f)), fEC”(é)'

Comme dans le cas de groupes réductifs [18], on utilise les propriétés des fonctions p et des
facteurs normalisants pour démontrer que
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— Jyz(m,-) ne dépend pas du choix de P, cf. ci-dessous;
— Jyz(m, f) est régulier si 7 est unitaire;
définissons la (G, M)-famille

ro(A,m) = Ta?'@(ﬁ)_l’r‘é'é(ﬂ%/\), Q€ P(M),

d’ou les termes T‘]%[(ﬂ') définis comme dans [Chapitre III, §4], ou R € F(M); on montre

(m) ne dépend que de 7 et de la composante de Lévi de R, donc c’est loisible

que r%
d’écrire 7“][\’;[(71') ouLeL(M);
— on a l'identité )
Tip(m )= rg(mJi=", f)

LeL(M)

oll 7 est en position générale de sorte que 7% := I]%[(W) est irréductible ;

- ’I“AZ;I(W) est régulier si 7 est unitaire, pour tout L € L(M).

Par exemple, prouvons I'indépendance de P de Jy;(7,-). On peut supposer 7 unitaire. Vu
la propriété

Tam = rk(m) it f),

LeL(M)

on conclut en utilisant le résultat suivant, ce qui sera utile plus tard.

Lemme 5.7.1. Soient P,P' € P(M). On a
RM(TF,p) = RP,‘p(ﬂ)_IRM(ﬂ,p/)RP,Us(TF).

Par conséquent, la distribution JXZ(W, 1) est indépendante du choix de P.

Démonstration. Fixons P € P(M). Soit f € C--(G). Pour P’ € P(M), on a

Ro(A,m, P) = (R p/ (1) R p(m)) ™ Ry pr () R p ()
= RP,|15(7T)_1RQ(A,7T,p/)Rﬁ,‘p(ﬂA).

Comme

RM(W,P)ZH) > Rp(A,m, P)og(A)!
QEP(M)

(resp. P aulieu de P), cela prouve que R (, P) = ng,|15(7r)_1RM(7r, ]5’)R]5,‘15(7r). Il en résulte
que

Done J (7, f) = tr (R (, ]5)115(71', )) = tr (R (7, ]5’)215,(%, ). O

Soit M € L(Mjy), définissons les fonctions sur Hiemp,—

Je(m, f), we€ Htemp,*(é)a
J (71', f), T E Htemp,—(é)'

@ (f5m) :
(z)M(faﬂ-):
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Alors on a

(IV.36) ou(fm)= > rk(m)gh(f, 7",

LeL(M)

Ici, il se peut que w! soit réductible; dans ce cas-1a on définit qﬁ%( f, %) comme une somme de
% (f,-) évalué en les constituants irréductibles (cf. [18] §3]). Remarquons aussi que ¢5(f) = fg.
Le fait suivant est crucial.

Théoréme 5.7.2 (Cf. [16, p.179] et [7, Corollary 9.2]). L’application ¢'- (resp. ¢ ;) induit une
application linéaire continue C--(G) — IC--(M).
Démonstration. Pour ’application qﬁ}"\Z, I’outil essentiel dans 'argument d’Arthur est le théoreme

de Paley-Wiener invariant caractérisant [ C (M ), qui est déja établi pour les revétements. Pour

éx7> vu (LV.36), il suffit de majorer 7"]%[(70\) et ses dérivées en A. Cela découle de (R8), cf. [18]
Lemma 3.1]. O

Les distributions dans la formule des traces locale Maintenant, plagons-nous dans le
formalisme de la formule des traces locale. Les distributions en question vivent sur G x G.
Nous fixons une famille de facteurs normalisants faibles 7V (resp. r) dans la premiere (resp. la
deuxieme) copie de G, telles que rV et r sont complémentaires (cf. la Définition j . Néanmoins
on utilise la méme lettre R (resp. J]’;;[) pour désigner les opérateurs d’entrelacement normalisés
(resp. les caractéres pondérés normalisés) dans chaque copie, puisqu’il n’y aura aucune confusion
a craindre.

Prenons m = 7 M mg € Hunit;f(]\;f ) X Iynit,— (M ). Rappelons que le caractére pondéré non
normalisé Jy; (7, ) est défini a I'aide de la (G, M)-famille {J5(A, 7, P) : Q € P(M)}. Définissons

ses avatars en posant

Q|15(7T) = R@ﬁ(ﬁv) X RQ|15(7T2)7
Ro(A,m, P) := Ry p(m) " Ry p(ma),
Ty (7, 1) o=t (R (m, P)Zp(m, f));
et
no(Am, P) = s (A, 7Y, P)ug(A, w2, P)
MQ(A,W,p) = pp(A,m P)j@(A,ﬂ',P),

pour f = fifs avec fi € H-(G), fo € H--(C). _

Supposons désormais qu’il existe A € C‘Mc: My € LM (M) et o € Iy (M;) avec my A, T2 A €
HJ(]\;[ ). Cela inclut les représentations qui interviennent dans la formule des traces locale.
Lemme 5.7.3. On a Ry(m, P) = J(m,P) = My(r,P), dou S (m,) = Jy(m,-) =
J;\é[(ﬂ', ).

Démonstration. Montrons la premiere égalité. Considérons d’abord le cas 71, w9 € II,(M ), alors

v VY Y MV
_ .V M
= rp@(o ) par (R2)
= erlﬁ(gM ) car rV et r sont complémentaires
M
= rl§|@(a ) par (R4)
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\ M M ) M . P N M
ou oV = IMl(a). D’autre part 7“@“5(712) = TQ\P(U ). Leur produit est donc égal a 7“]5|]5(a )s
qui est indépendant de Q. Idem si 7 est remplacé par mp et o est remplacé par ox.

Donc R (m, P) et J;(w, P) ne différent qu’a la constante
lim 7‘=U5(UM)*1

- My _
i 2] Tplﬁ,(O'A ) =1.

Le méme argument permet de montrer la deuxieme égalité ; il suffit d’observer que les pro-
priétés des fonctions p entrainent

() = 1 () = 1 (™) = 0™,

—HPIQ
1gp(m2) = Hg plo

Lemme 5.7.4. La distribution J;(m,-) ne dépend pas de P € P(M).

Démonstration. Grace au Lemme m, il suffit de montrer que JX;[(TF, -) ne dépend pas de P.

La preuve est similaire au cas d’une seule copie de G, cf. la démonstration du Lemme O

Soient v € Ten(M(F))P™, 5 € p~'(y) et g € H--(G) (resp. g € H_(G)). On sait définir
I'intégrale orbitale pondérée J;(7,g). Cf. [Chapitre III, §6.3]. Pour ce faire, il faut fixer une
mesure de Haar sur M, (F"). On choisit la mesure telle que mes(M,(F)/Ap(F)) = 1.

Lemme 5.7.5. Avec le formalisme de [Chapitre III, §4.2], on a

JM(’]T, f) = Z d%(leLQ)JJI\”; (Wi/vf]_’éjil)‘]f\; (WZ?fQ,@)
Li,LoeL(M)
= > d§i(L, L) T (7Y g )T (7, )
Ly,LoeL(M)

ot Li — Q; € P(L;), i = 1,2, est associé a un choiz de £ € {(H,—H) : H € apr} en position
générale.
D’autre part, on a

Tatn = Y G, L) T (3, f5) T2 (3, f,)
Ly,LaeL(M)

pour tout y € Tey(M(F))P™ qui est G-régulier, et 7 — ~ quelconque.

Démonstration. Pour I'assertion spectrale, les cas de Jy; () et de J (7, ) sont équivalents
d’apres le Lemme On applique la formule de scindage [Chapitre III, §4.2] a la (G, M)-
famille (RQ(A, ™, P))QEP(M) :

Ry(mP)= Y d§(L, LR (n), P) R R (2, P).
Ly,LaeL(M)

Maintenant on peut reprendre ’argument standard d’Arthur (cf. la démonstration de 7, Lemma
7.1]) pour obtenir la formule de JL (7, f), puisque pour chaque L; dans la somme (i = 1,2), on
peut remplacer P par un parabolique contenu dans @); d’apres un argument analogue a celui de
la preuve du Lemme [5.7.1

L’assertion géométrique résulte de la formule de scindage appliquée a l'ensemble (G, M)-
orthogonal définissant la fonction poids vas(z1, z2). O
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On définit Pespace de Schwartz-Harish-Chandra C(G x G) et on note C--(G x G) son sous-
espace des fonctions anti-spécifiques sous l'action de ,, via I'immersion anti-diagonale &
(€1, €). Les fonctions test f = f)fo considérées jusqu’a présent appartiennent a C--(G x G).
Proposition 5.7.6. Les distributions J;(v,-) et J;(7,-) dans la formule des traces locale (le

Théoréme se prolongent de fagon unique en des formes linéaires continues sur C~(C~¥>< é)
De plus, la formule des traces locale (Théoréme demeure valable pour les fonctions test

dans C_(G) & C--(QG).

Démonstration. Pareille que [16] p.189]. Cependant, pour la part concernant le Théoréme
il convient de remarquer que la majoration d’Arthur [16, (5.7)]

T35, F) < we(H)(1+ [log D)5 (1 + [[Hu (1)) ™", f € C-(G)UC-(G)

ou n € Zq est arbitraire et r = r(n) € R dépend de n, est encore valable pour des raisons
triviales. En effet, |J,; (7, f)| < Ju (7, |f|) ; on applique alors la majoration d’Arthur a Jys (7, | f|)
et on note que la borne cherchée ne dépend que de |f| et . Par conséquent, on n’a pas encore
besoin du théoreme de finitude de Howe sur les revétements dans le cas non archimédien. [

On est en mesure de définir les applications ¢; pour la formule des traces locale.

dyp :C--(G x G) — IC--(M x M)
f s s I ()]

ourm=mKm e Htemp’ﬁ(M) X Htemp7_(Z\~4). C’est sous-entendu que 7 — J]‘é[(ﬂ, f) appartient

a IC--(M x M), un fait qui est inclus dans le résultat suivant.
Théoreme 5.7.7. L’application ¢y est bien définie, linéaire et continue.

Démonstration. Pareil que le cas avec une seule copie de G. O

Remarque 5.7.8. Vu la théorie de R-groupe §5.4} on peut aussi changer le paramétrage et

définir les caracteres pondérés Jy(7,-) ou J]’é[(rf/ X 13), ou 7,71, 72 € T_(M). Les caracteres
pondérés “en w” et “en 77 s’expriment réciproquement a ’aide du Théoreme [5.4.1

5.8 La formule des traces locale invariante

Définition 5.8.1. Soient V, V' des espaces vectoriels topologiques et ¢ : V' — V' une application
linéaire continue. On dit qu’une forme linéaire continue I : V — C est supportée par V' si
Iker = 0. Dans ce cas-1a, la forme linéaire continue induite Im(¢) — C est notée I.

Dans cet article, cette notion sera appliquée aux cas suivants.

1V =C-(G), V' =IC-(G) et ¢ = dpg;
2V =C-(GxG), V' =1C-(G x G) et ¢ = ¢z
En tout cas ¢ est surjectif. Afin d’établir la formule des traces locale invariante, raisonnons

par récurrence sur dim G avec deux hypotheses qui seront établies dans le Corollaire[5.8.9] Dans
ce qui suit, v signifie un élément dans T'g_reg en(M(F))P™ et 7 € p~1(7) est quelconque.

Hypothése 5.8.2. On a défini les distributions spécifiques I ]%[('?, ) : C--(L) — C. Elles sont

supportées par IC--(L) pour tout L € L(My), L # G. On définit

IM('?? f) = JM("}/,f) - Z IA]%[(’Y? (bi(f))

LeL(M),L#G
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Hypothése 5.8.3. On a défini les distributions spécifiques ]\L:d(’y, ) : C--(L x L) — C. Elles
sont supportées par IC--(L x L) pour tout L € L(My), L # G. On définit
Ly(n )= Jdg(nf) = Y. Ia(ep(),

LeL(M),L#G

I(f)=Jd(f) = > WHIWE T (=) tm AT (g, (f).

LeL(Mo),L£G

La définition ci-dessus de I(f) est loisible car on vérifie que I(f) est égal a

(IV.37)  Igeom(f) = > (W W] (—1)timAn/Ae / Ly (v, f) dy
ME[:(MO) FGfreg,ell(M(F))bO“

a l'aide du Théoreme 2| et de la définition de I (7,-); donc I(-) est spécifique supportée par
IC--(G x G) si chaque I ( 7,-) Dest, et c’est satisfait si ’on remplace G par L € L(M,), L # G.

Tout d’abord, on voit que I A]\Zr[ (- )=J ]]\\42[ (--+). Cela permet de déterminer les distributions
I';; par récurrence modulo les deux hypotheses ci-dessus. Nous pouvons énoncer la formule des

traces locale invariante maintenant. Rappelons que nous avons défini lgeom et Igisc dans (IV.37)
t ([V.25)), respectivement.

Lemme 5.8.4. Soient M € L(M,), v € FG_rege]](M(F))bon. Awvec le formalisme de [Chapitre
III, §4.2], on a

Ly(nf)= Y d5(LLI)IE G £, 512G fy 50)-
Ly,LaeL(M)
ot Li — Q; € P(L;), i = 1,2, est associé a un choiz de £ € {(H,—H) : H € apr} en position
générale.

Démonstration. Vu le Lemme et la définition de I (v, f), cela résulte par récurrence. [

Lemme 5.8.5. L’Hypothése entraine I"Hypothése [5.8.3,

Démonstration. Les assertions dans I’Hypothese restent valables si I’'on remplace I'indice
-- par —, car on peut toujours passer de I'un a ’autre en poussant le revétement par 'automor-
phisme € — e~ ! de ,,. L’assertion résulte du Lemme m O

Théoréme 5.8.6 (Qf [21, Proposition 6.1]). Supposons vérifiées I’Hypotheése . Pour tout
f=fif2e€C-(GxG), ona

I(f) = Igeom(f) = Idisc(f)'
Démonstration. 11 suffit de prouver Igise(f) = I(f). Soit M € L(Mp). On définit par récurrence
des distributions

IE(7,):C-(Gx G) = C, LeL(M),TeT (M)
telles que Jy(7,-) = ZLeﬁ(M AJI‘;;[( ,#7(+)). L’hypothese de récurrence est que I]%[(T,-) est
supporté par IC-- (L X L) pour L # (. Puisque toute représentation en vue est tempérée, pour
tout 7 € T_(M) on a
~ - iM =G
f%ﬂﬂz{““%ST |
0, sinon.

D’out 'hypothese de récurrence. Comme I(-) est défini suivant la méme procédure utilisant
J(-) = Jspec(+), il en résulte que I(-) est égal a la somme des termes avec M = G dans Jgpee(+)

(voir le Théoréme [5.5.2)), ce qui est gjsc(-)- O
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Corollaire 5.8.7 (Cf. [15, Corollary 4.3]). Pour 7 = (M,o,7) € Ten,—(G), on pose

d(t) := det(1 — r|aF).

Soient fi € C_(G) quelconque et fo € C--(G) cuspidale, alors

S WM WG| (—1)dim A /Ac / TG )5 (3, f2) dy
MGE(MO) Fcll,G—rcg(M(F))bon

= / ld(T)|7rO(rY, f1)O(r, f2) dr.

Ten,— (G)

Démonstration. On utilise I'identité Igeom(f) = Ispec(f). Dans le co6té géométrique, pour tout
M € L(Mp) et tout v € Te g—reg(M (F))P°", on a un analogue directe du Lemme :

Ly(n )= > dS(Ly, L) T2 (3, £, g ) T2 (G fy )
Li,Loel(M)

Si Ly # @G, alors I]%;(fy, ) est supportée par IC--(Ly x Ls), donc I]%[Q(ﬁ,fuz) = 0 par la
cuspidalité de fo. D’autre part,

1, si Ly =M,
dfr(L1,G) = { .

0, sinon;
et on a I]%l (¥ fra,) = 1a(%, fr) lorsque Ly = M. D’ott

Ieom(f) = D [Wo W7} (—1)dmAn/Ae / Ie(¥, f) L (3, f2) doy.
MEE(MO) Fcll,G—rcg(M(F))bon

Par définition
I = [ imelr. 16 fr

Tdisc,f (é)

Soit 7 = (M,0,7) € Tgise.—(G). On fixe P € P(M). Supposons que 7 € Ty (L) avec
L € £L(M). D’apres la théorie dans O(r, fa) = tr (R]s~(r,a)1]5(a, f2)) est une combinai-
son linéaire de f, j(mr) ot 7, sont des éléments dans II,(L). Puisque f; est cuspidale, on a
O(r, f2) = 0 sauf si L = G. Montrons que dans le cas L = G on a W2 = {1}. En effet, rappe-
lons que W2 est associé au systéme de racine sur ay; engendré par les racines réduites a avec
to(0) = 0. On choisit une chambre a} de ce systéme et on identifie R, au sous-groupe de W,
fixant af. Si W2 # {1} alors a} # ), et r fixe la demi somme des coracines positives pour a}.
Cela contredit I’hypothese que r € Ry reg.

Donc pour 7 € Ty (G) on a e,(r) = 1 et i(7) = [d(r)|! selon la définition de i(7) dans

(IV.24)). Par conséquent

Le(f) = / d(r)| 0, £1)O(r, f2) dr.

Ten,— (G)
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Corollaire 5.8.8 (Cf. [15, Theorem 5.1]). Soit fo € C--(G) cuspidale. Pour tout M € L(My)
et tout ¥ € Dg_yeg(M(F))P°", on a

Iy (3, f2) = (—1)dim An/Ac / ()| @ (7Y, 7)O(r, f) dr
Ten,— (G)
o
ID(y)|20(7V,7), si~y est F-elliptique dans M,
0, sinon.

(7Y, 7) = {

Démonstration. C’est plus commode d’utiliser les symboles M’,+" au lieu de M,~ dans cette
preuve. Soient M’ € L(My) et v € Tg—reg(M'(F))P°". Supposons d’abord que 4/ n’est pas F-
elliptique dans M’. Alors une formule de descente (voir [10, Corollary 8.3]), le Lemme[5.7.5] I'Hy-
pothese et la cuspidalité de fo entrainent que I, (7', f) = 0. D’autre part ¢, (7",5") =0
pour tout 7. Cela prouve ’assertion.

Supposons que 7' est F-elliptique dans M’'. Soit 7 € Teu,_(é). Puisque O(7",) est une
combinaison linéaire de caracteres admissibles irréductibles, il est représenté par une fonction
invariante localement intégrable sur G et lisse sur éreg. Soit f1 € C,(C;’). La formule d’intégrale
de Weyl donne

o = 3 (W w| / B (7 A3, 1) .
MeL(Mo) Teil, G rog (M(F))bon

Pour v € Ten,G—reg(M(F ))Pn avec un relevement 4 dans G, on définit la distribution
spécifique

§(M,7,-) := Iy (,-) — (1)t An/de / |d(r)| '@ (7Y, 7)O(r, ) dr-
T, (G)
Le but est de montrer que 6(M’,7', f2) = 0. D’apres le Corollaire et la formule ci-dessus

pour O(7Y,-), on a

) Y WSyt [ G S ) dy =
MEE(MO) Fell,G—reg(M(F))bon

On a des isomorphismes

[Ma :Y] € ( |_| Fell,Greg(M)bon> /WOG
T MeL(Mop)

~

:7 c Freg(é)bon

~

(G4:7) € L (T N Ghreg) /W (G(F), T(F)).
T:Fatore_ma)gimal
mod conjugaison

Ces espaces sont des p,-torseurs au-dessus de leurs avatars associés a G(F). On vérifie que
(-, -, f2) est bien définie comme une fonction sur le premiere espace et I15(-, f1) est une fonction
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sur le deuxieme espace. Le coté a gauche de peut étre regardé comme une intégrale sur
I'un des trois espaces.

On pose T" := G.v. On prend f; € C,(GN»’) a support dans les classes de conjugaison rencon-
trant p~! (7" N Greg)(F). Si I'on regarde (-, f2) comme une fonction sur le troisitme espace
dans ledit diagramme, alors elle est & support dans la composante indexée par T”. De plus, on
peut prendre une suite de telles fonctions f; de sorte que I5(-, f1) tend vers la mesure de Dirac
spécifique sur I'image réciproque de la W(G(F'), T'(F))-orbite de 7. Le c6té a gauche de (IV.38))
tend vers m(—1)1™Av/Ae W (G(F), T'(F))|-6(M',7', f2). On en déduit que §(M’, 7', fo) = 0,
ce qu’il fallait démontrer. ]

Corollaire 5.8.9. Les distributions I;(7,-) sont supportées par IC——(M).

Démonstration. Soit fy € C--(G) telle que foe = 0, alors fy est cuspidale. Le corollaire
précédent permet de conclure que I,;(7, f2) = 0 car ©(7,-) est a support a IC-(M). O

Ce résultat justifie les Hypotheses On établit ainsi la formule des traces locale
invariante.
Donnons une application importante de ce corollaire.

Théoréme 5.8.10 (Cf. [42 Theorem 0]). Supposons F' non archimédien. Soit f € Cg?,(é),
les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) [ appartient au sous-espace de Cgo(é) engendré par fonction de la forme g — ¢¥, ou
geCP (G) etye G(F).
(b) Pour tout 5 € Freg(é)bon, on alx(7, f)=0.

(¢) Pour tout w € II_(G), on a (O, f) =0.
(d) Pour tout © € Miemp, (G), on a (O, f) = 0.

Rappelons que O, siginifie le caractere de .

Démonstration. C’est clair que (a) entraine (b),(c),(d) et que (c) entraine (d). Vu la Proposition
4.2.6, (b) entraine (a). D’aprés le Corollaire appliqué au cas M = G, on voit que (d)
entraine (b). Cela acheve la démonstration. O

Remarque 5.8.11. L’une des conséquences directes de la formule des traces locale simple est
le rapport de l'orthogonalité, cf. [I5, §6]; les preuves sont identiques sauf que 1'on utilise le
théoreme de Paley-Wiener invariant tempéré (le Théoreme au lieu de sa version K-finie
a support compact. Cette théorie sera importante dans des applications de la formule des traces
aux reveétements.
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Errata

Ajoutés le 5 juillet 2011.

— p.182. IIT §6.1 : L’ensemble X doit étre défini comme I’ensemble des WOG -orbites des paires
(M,0),ou M € L(My) et o est une classe d’équivalence de représentations automorphes
cuspidales de M. Par ailleurs, les sous-groupes paraboliques ayant la méme composante
de Lévi ne sont pas forcément conjugués.

— p.183. III §6.1 : Ajouter “Cf.” devant la référence [66], I1.1.6].

— p.183. I1I §6.1 : La définition correcte de Mg p(w, \) est

(MQ|P(U)7 )‘)QZ))(:%) = / ¢(w71u3})6<)‘+p}j’Hp(w_lux»e(*W)\*PQ,HQ(:E)) du.

Ug|p(w,A)
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